N

N

Interfaces stationnaires pour les équations de
Navier-Stokes
Frédéric Abergel, Elisabeth Rouy

» To cite this version:

Frédéric Abergel, Elisabeth Rouy. Interfaces stationnaires pour les équations de Navier-Stokes. [Rap-
port de recherche] RR-2651, INRIA. 1995, pp.45. inria-00074039

HAL Id: inria-00074039
https://inria.hal.science/inria-00074039
Submitted on 24 May 2006

HAL is a multi-disciplinary open access L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
archive for the deposit and dissemination of sci- destinée au dépot et a la diffusion de documents
entific research documents, whether they are pub- scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
lished or not. The documents may come from émanant des établissements d’enseignement et de
teaching and research institutions in France or recherche francais ou étrangers, des laboratoires
abroad, or from public or private research centers. publics ou privés.


https://inria.hal.science/inria-00074039
https://hal.archives-ouvertes.fr

ISSN 0249-6399

%I INRIA

INSTITUT NATIONAL DE RECHERCHE EN INFORMATIQUE ET EN AUTOMATIQUE

| nterfaces stationnaires pour les équations de
Navier-Stokes!

Frédéric Abergel ? et Elisabeth Rouy

N 2651
septembre 1995

PROGRAMME 6

a D'Inria-Lorraine de

N M
L Article rédigé a T SuitehRutd por t
février a avril 1994.

2 Laboratoire d’A d erec h erc h e Sud, 91405 Orsay







ZIINRIA

LORRAINE

Interfaces stationnaires pour les équations de
Navier-Stokes ***

Frédéric Abergel **** et Elisabeth Rouy

Programme 6 — Calcul scientifique, modélisation et logiciel numérique
Projet Numath

Rapport de recherche n° 2651 — septembre 1995 — 45 pages

Résumeé : Nous présentons une étude compléte des équations de Navier-Stokes
stationnaires avec conditions aux limites de surface libre. Nous donnons des
résultats d’existence, d’unicité et de régularité pour des écoulements de liquides
visqueux a surface libre. Les techniques utilisées sont décrites en détail.

Mots-clé : Navier-Stokes, surfaces libres, opérateurs elliptiques.

(Abstract: pto)

* % * Article rédigé & la suite d’un cours donné par Frédéric Abergel & I'Inria-Lorraine de
février & avril 1994.
* % *x Laboratoire d’Analyse Numérique, CNRS et Université de Paris-Sud, 91405 Orsay

Unité derecherche INRIA Lorraine
Techndpole de Nancy-Brabois, Campus scientifique,

615 rue de Jardin Botanique, BP 101, 54600 VILLERS L ESNANCY (France)
Téléphone : (33) 83 59 30 30 — Téécopie: (33) 8327 83 19
Antenne de Metz, technopble de Metz 2000, 4 rue Marconi, 55070 METZ
Téléphone : (33) 87 20 35 00 — Té écopie: (33) 87 76 39 77



Stationary interfaces for Navier-Stokes
equations

Abstract: We present a comprehensive study of the stationary Navier-Stokes
equations with free-surface boundary conditions. Results of existence, unique-
ness and regularity are given for free-surface flows, and the basic tools are
explained in detail.

Key-words: Navier-Stokes equations, free surfaces, elliptic operators.
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Interfaces stationnaires pour les équations de Navier-Stokes

1 Mise en équations et description de la mé-

thode

1.1 Modélisation

On pourra consulter [23].

1.1.1 Description du modéle

A- Parameétres physiques du modéle

La viscosité p est un parameétre positif qui intervient dans la dynamique
des fluides. C’est un coeflicient de proportionnalité pour une force de frotte-
ment quand le fluide se déplace, et donc une mesure de la dissipation d’énergie
lors du mouvement.

Le coefficient de tension superficielle & est un coeflicient de propor-
tionnalité qui s’oppose a la déformation d’une interface. Plus & est grand, plus
une interface (fluide-air, par exemple) est difficile & déformer et plus la confi-
guration est stable. Il dépend de la température et de la nature des fluides. On
ne parlera pas dans ce cours des effets de surface (effets “Marangoni”, voir [4])
qui se produisent lorsque les variations de température induisent un flot sur la
surface. k est supposé constant.

La densité du fluide est m. La force de gravitation est mg ou § est
orientée “vers le bas”.

La géométrie du domaine rigide On veut pouvoir envisager tout type
de recipient ou conteneur.

Conditions aux limites sur le bord rigide On se donne une vitesse
arbitraire de déplacement du conteneur.

@ o

Fig. 1 -
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6 Frédéric Abergel et BElisabeth Rouy

B- Description du probléme physique Soit  un ouvert de IR* ou IR®.
Sa frontieére 9 est la réunion de deux hypersurfaces connexes I' et ¥ du type
de la sphére, disjointes et régulieres (C*, par exemple). La surface I' est fixe
tandis que ¥ sera la surface libre.

Pour simplifier le traitement, nous supposerons que le fluide est en contact
avec le vide (ou encore 'air au repos). Cette limitation a pour seule fin de
simplifier un peu nos calculs, et ne nous empéche pas de traiter une interface
entre deux liquides visqueux par exemple.

C- Equations modélisant I’écoulement Les inconnues du probléme sont
définies sur ). Ce sont les variables

- u: champ de vecteurs,

- p: champ scalaire,

- 0: champ de tenseurs symétriques. Ces fonctions satisfont les équations
suivantes:

Loi de comportement
o=—pld+ p(Vu + VuT) dans 0. (1)

Les composantes de o sont donc données par

Ju;  Ou; —
i = —pbi; : 1) dans Q.
U] P ]—I_/’L(ax]—l_axl) ans
Equation d’incompressibilité
div u = 0 dans Q, (2)
ou encore v
Ju; —
i 0 dans €.
i=1 8.172

Conservation de la quantité de mouvement
m(u-V)u =div o + F dans Q, (3)

c’est-a-dire v v
8u]- 8ij —
my U = + F dans €.
ZZ:; 8.172 1 a$k !

INRIA
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Adhérence au bord rigide
u=gsurl (4)

(on donne la vitesse de déplacement de I).

Conditions a l’'interface
u-1 =0 sur X, (5)
ol u - 17 est la vitesse normale, et

31C € R telle que onn — kHit = C'1i sur X. (6)

Dans cette équation vectorielle, H est la courbure moyenne de Y. Par conven-
tion, H est comptée positivement la ot ¥ apparait comme concave, vue de
I'intérieur de €.

Condition sur le volume

/ dx =V > 0 constante donnée. (7)
Q

D- Interprétation des équations

Loi de comportement Cette loi caractérise le comportement des fluides
newtoniens incompressibles. Elle exprime le type de réaction du milieu. En ef-
fet, si on note w une sous-partie quelconque de 2, la résultante des forces
exercées par le fluide sur w est donnée par [, orvds, ou U est la normale exté-
rieure & w. On peut décomposer localement cette force en une force de pression
et des forces de frottement.

Equation d’incompressibilité Cette condition exprime l'invariabilité
du volume de w(t), ’ensemble des positions, & 'instant ¢, des points qui étaient
dans un wg au temps initial. On a donc

d
—/ dr = / (V-u)de = / u - vds = constante
dt Ju@) w(t) Buw(t)

et donc (V- u) = 0.

RR n” 2651
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Conservation de la quantité de mouvement C’est ['expression de la
relation fondamentale de la dynamique dans 2. L’accélération est donnée par
du d
m(— + (v-V)u) = m—u(z(t),t
et la dérivée en temps de u est nulle dans le cas stationnaire.

Les forces appliquées sont d’une part les forces extérieures F' (par exemple:
gravitation, forces d’entrainement, forces de Coriolis, etc...) et d’autre part les
forces dues aux contraintes a l'intérieur du fluide, soit div . En effet, par la
formule de Green, on a

/ ovds = /(div o)dx.
dw w

Adhérence au bord rigide Contrairement aux fluides parfaits, un fluide
visqueux ne glisse pas le long d’un bord rigide; il est entrainé par la paroi
lorsque celle-ci est en mouvement.

Conditions & l’interface La premiére condition (u -7 = 0 sur X)) est
caractéristique du cas stationnaire. L’interface doit étre indépendante du temps
alors que le fluide est en mouvement. Donc il ne peut y avoir sur le bord que
des vitesses tangentielles.

La seconde condition traduit I’équilibre de ¥, en calculant la résultante des
densités de forces appliquées & Y. Si on projette o7 suivant 77 d’une part et le
plan tangent & 3 d’autre part, on obtient le systéme d’équations, équivalent a
(6), suivant:

{ (7) O'ﬁ'TjL:—/iH_):C (8)
(1) oni-t=0Vttangent & ¥

qui sont les équations d’équilibre.

Le vecteur o7 est la contrainte exercée par le fluide en un point de la surface
libre dans la direction du vecteur normal. L’équation (8-ii) signifie donc qu’en
chaque point de la surface libre le vecteur contrainte est normal.

Dans 1’équation (8-1), —xH représente la force a exercer pour déformer la
surface. L’intensité de la contrainte exercée par le fluide sur ¥ est la valeur
scalaire o7 - 7. La constante C représente la pression, supposée constante, de
I’autre c6té de l'interface.

1.1.2 Exemples

A- Ecoulement de type Poiseuille-Nusselt (bidimensionnel)
[’écoulement de base est un flot laminaire le long d’un plan incliné d’un
angle a. Le domaine est considéré comme infini et le profil du champ de vitesses

INRIA
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Fig. 2 -

est semi-parabolique. La vitesse u et la pression satisfont le systéme de Stokes:

(G cos o )

—Gsina

—Au+Vp= (

Dans le systéme de coordonnées {(cos a, — sin a), (sin e, cos ) }, il existe une
solution particuliére invariante @ = (u(y),0), pour laquelle le terme de trans-
port 4 - Vi est identiquement nul.

Lorsque 'on perturbe le fond, on peut montrer (voir [3]), par des mé-
thodes locales, ’existence et 'unicité d’une solution stationnaire a condition
que 'angle « soit suffisamment petit. Cette condition, a priori restrictive, est
en fait naturelle: Benjamin a montré dans [11] qu’il existe un ag tel que si
a < ag, I’écoulement de base est linéairement stable alors qu’il est instable si
a > ap (les perturbations croissent exponentiellement). Dans ce cas, I’existence
d’une solution stationnaire n’est pas évidente, et elle risque de représenter une
configuration inacessible physiquement.

B- Bulle dans un cylindre horizontal animé d’une vitesse de rotation
autour de son axe

00/ r r

FiG. 3 - coupe du cylindre

On a deux configurations trés différentes selon la vitesse angulaire w (voir

Fig. 3).

RR n” 2651
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Si la gravité est négligeable par rapport aux autres parameétres (ou de facon
équivalente, si la vitesse angulaire est grande), la surface libre stationnaire est
un cylindre coaxial. Dans les cas intermédiaires, ot les valeurs de la gravité et
de w sont comparables, des études expérimentales de Benjamin et Pathak [12]
ont montré qu’il peut exister des solutions stationnaires multiples (formées de
plusieurs bulles par exemple).

Si la gravité est prépondérante (notamment si w = 0), le probléme n’est
plus & symétrie sphérique et il n’y a plus de solution cylindrique. Le type de
la surface change (des coins apparaissent). On n’étudiera pas ici ce cas, et
on renvoie a [4], [21], [38] pour les problémes ot I'interface rencontre la paroi
rigide.

C- Masse de fluide soumise a la force d’autogravitation La masse
n’est soumise ni a la gravité ni a des forces extérieures. Seuls 'effet de surface
et 'attraction des particules entre elles sont a prendre en compte. Un exemple
pourrait étre celui d’une planéte, si ce n’est que le modéle n’est pas incompres-
sible et doit tenir compte des phénomeénes magnéto-hydrodynamiques.

Dans ce cas, il n'y a pas de bord rigide (c’est-a-dire pas de contrainte du
type “u = 07) et les isométries du plan préservent les solutions (voir [7], [9]).

1.2 Formulation mathématique du probléme complet

1.2.1 Cas de ’équilibre u =0

On va donner, dans ce cas, la justification d’'une partie du modele, a titre
d’exemple (on renvoie & [15] pour une étude détaillée).

On se place dans la configuration donnée Figure 4.

On définit d’abord 1’énergie d’une configuration. L’énergie E associée a la
surface est la somme de trois termes: I’énergie potentielle de pesanteur £, que
I’on doit dépenser pour déplacer la masse de fluide; I’énergie de surface libre
E; proportionnelle & la taille de l'interface liquide-air; et enfin ’énergie de
“mouillage” FE,, proportionnelle a la taille de I'interface liquide-récipient.

On va utiliser un principe variationnel pour calculer la surface libre. C’est
la frontiére de ’ensemble  qui minimise £ sous la contrainte de volume (7).

INRIA
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X=(X 1.X,)

Fig. 4 -

Variation de I’énergie totale On suppose que X est le graphe d’une fonc-
tion ¢ définie sur un ensemble . Alors

E,= /mjzdv
u
E, = KZ/ ds
b
E, =/ d
[ o(s)ds

ou >0, et

E=E($) = /L{m§¢(;)2dx + /u J1+ | Vé(z) |de + 5/8u¢(5)d3.

La variation de I’énergie s’écrit

L B+ 1) = B(9) _ V4. Vi
t

= | mié(a)(a)do+ [ —\/Wd:ﬁ—l—ﬁ 5

P(s)ds.

t—=0

Condition nécessaire sur ¢ Comme il s’agit de minimiser £(?) sous la

contrainte de volume
| vl@)de =V,
u

il doit exister A € IR tel que, pour tout ¥ a support compact dans U, on ait
oF
SV [ wde =0

RR n” 2651



Frédéric Abergel et BElisabeth Rouy

c’est-a-dire

A+ mgp — &V - (V—qﬁ)] Y(x)dz = 0.

I JiFIveF

Autrement dit, on doit avoir en tout point = de U,

—mél() = —KV (V—¢) A,

Y1+ Ve[

ot le membre de gauche est la pression hydrostatique en un point situé sur la
frontiére libre et le terme en facteur de —x est la courbure moyenne de ¥. Or
la pression a I’équilibre est, au signe pres, le tenseur des contraintes et donc
on a retrouvé I’équation (8-i).

On obtiendrait de méme une condition aux limites sur dU en enlevant la
restriction sur le support de 2.

1.2.2 Formulation d’un probléme modéle

Si ¥ est donnée, le systéme formé des équations (1) & (7) n’a pas de solution
a priori; en effet, les équations (5) et (6), qui définissent les conditions sur X
sont composées, si u est un vecteur & N composantes, de N + 1 conditions
scalaires et le systéme est surdéterminé. En revanche, sous des hypotheses
raisonables, le systéme formé des équations (1) a (5), (7) et (8-ii) admet une
solution, qui dépend de ¥, (ug, oy, ps). Nous ferons dorénavant référence a ce
systéme comme étant le systéme auxiliaire (A).

Le probléme mathématique a résoudre peut alors se formuler comme la
recherche d’une surface ¥ satisfaisant 1’équation

F(X) = constante,

ol
F(X)=oxni-n—kH
et (uy, oy, px) solution du systéme (A).
On peut alors rechercher ¥ par un méthode de point fixe: on se donne un
Yo, on résout le probléme auxiliaire; puis on calcule la valeur de F pour cette
surface et on itére dans la direction de VF.

Il convient donc avant tout de se donner un cadre fonctionnel adéquat pour
définir correctement F et résoudre le probléme auxiliaire.

Remarque 1 Dans la suite, pour simplifier les calculs, on posera p = m = 1.

INRIA
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2 Linéarisation par rapport au domaine

2.1 Le probléme auxiliaire

On rappelle quelques résultats connus concernant le systéme elliptique (A)

(voir [22], [35]).

2.1.1 Cas linéaire

On se donne I et ¥, deux surfaces réguliéres. Dans ce cas, (A) peut s’écrire

div v = 0 dans Q)
div o+ F =0 dans
u=gsurl
u-n7=0sur X

—

ofi -1 =0 sur ¥, Vi tangent a ¥
ou, plus simplement avec des conditions de Dirichlet homogénes,

div u = 0 dans Q)

—div o = F dans )

u=0sur

u-n=0sur X

ofi -1 =0 sur ¥, VI tangent a .

On montre I'existence d’une solution par une méthode variationnelle et en
utilisant I'inégalité de Korn (voir, par exemple, [14], [29]):

quelle que soit ¢ réguliere, a valeurs vectorielles et satisfaisant ¢ = 0 sur
une partie de J (par exemple sur I'), on a

e +1Ve)da<c [ |Vo+VeT [ do.
Cette inégalité joue le méme réle que l'inégalité de Poincaré.

Soit £ = {'v eH () V-v=0, v, =0, v-7=0sur E}. Formellement,

on minimise la fonctionnelle strictement convexe J définie par
1
J(v) = Z/Q | Vo+ Vo' |*de — /Q(F -v)dx

sur F. L’inégalité de Korn implique que J est coercive et donc que J admet
un point de minimum unique dans F. Et quelles que soient v et w dans F,

J'(v)-w = %/Q(Vv + V'UT) (Vw + VwT)dx — /Q(F cw)dx

= % (=div (Vo + V'UT) cw— F-w)+ / (Vo + V'UT)ﬁ - wdo.
RR n° 2651 & zub
n
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Or
/ (Vo + V'UT)ﬁ - wdo = / (Vo + V'UT)ﬁ . f(w . f)da,
nur b

et donc, en commencant par prendre des w a support compact, il vient que si
J'(v) - w = 0 pour tout w, alors il existe ¢ tel que

—div (Vv + Vo) — F = —Vg;

puis on trouve

(Vo + V'UT)ﬁ F=0.

Donc, formellement, une solution du probléme auxiliaire est un point critique
de J et réciproquement.

2.1.2 Etude du linéarisé de (A) autour d’une solution particuliére

On va se placer dans les espaces de Holder. Soient m € IN, m > 3 et
a €]0, 1[. Soit ¥ une surface C*°. On suppose (hypotheése (H)) que le probléme
auxiliaire linéarisé (AL) au voisinage de ug, solution du probléme auxiliaire (A)

dans g:

Vv = f; dans Qg
v=fzsur '
v-7 = f4sur Xg

—Av+ (ug- V)v+ (v-Vug = f — Vg dans Qg
<7V'U —I._ZV‘UT> i-t=fs

est un probléme elliptique bien posé, pour

f1€ Cmm2(Qy)
fa € Cm_l’a(ﬁo)
fz e C™(T)

fa € C™(3)
fs € Cm=ba(Xg);

c’est-a-dire qu’il existe une constante K > 0 telle que pour toutes fonctions
f1,..., f5 dans les espaces ci-dessus satisfaisant la condition de compatibilité

/jﬂwi/ﬁ@+/ﬁ%@
Qo o N

il existe un unique v € C™(€)y) solution du probléme (AL) tel que

[ollomag,) < Kll(frs s )1

INRIA
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I est bien connu (voir [22], [35], [38] et [39]) que I'hypothése (H) est rai-
sonnable. En effet, le systéme (AL) vérifie Ialternative de Fredholm, car I'opé-
rateur est elliptique et les conditions aux limites vérifient les conditions de
recouvrement.

Si on a une unique solution pour (fi,..., f5) = (0,...,0) alors 'hypothése
(H) est satisfaite.

2.1.3 Reésolution du probléme auxiliaire dans un ouvert

On suppose que le bord rigide I' est C* et que la frontiére libre ¥ est de
classe C™“ pour m > 3. On considére le systéme
—div o+ (v - V)u = F dans Q
div u = 0 dans €}
(A)q u=gsur I’
u-n=0sur X

—

ofi-1=0sur ¥
o g-n=0surl.

Théoréme 1 Soit ¥y donnée et soit ug une solution de (A). Supposons (H)
satisfaite. Alors, il existe un voisinage de ug et un voisinage de l'ensemble des
paramétres I', Yo, (1), &, g et V tel que si les données sont choisies dans ce
second voisinage, alors (A) admet une unique solution dans le voisinage de ug.

Démonstration L’existence et 'unicité d’une solution proche d’un ug donné
sont obtenues par un théoréme des fonctions implicites qui utilise I’hypothése
(H) faite précédemment. [ |

Remarque 2 La solution u a un degré de réqularité de moins que le domaine
(c’est-a-dire que X). En effet, Uéquation u-n = 0 sur ¥ entraine que u ne peut
pas étre plus réguliére que le champ tangent ou normal a X.

Remarque 3 La pression est définie @ une constante prés dans le probléme
auziliaire.

2.2 Variations par rapport a X

2.2.1 Reécriture du probléme sous une forme fonctionnelle

Formulation du probléme complet On cherche & résoudre 1’équation
F(X) = cte ot F est définie par

F(X)y=on-n—rH

et (o,u,p) est solution du probléme auxiliaire.
On se donne 2y un domaine borné par 'y et ¥y réguliéres. On va choisir
une classe de surfaces qui sont dans un voisinage de .

RR n” 2651
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Cadre fonctionnel On écrira une surface ¥ assez proche de g sous la forme
d’une variation normale de ¥g:

Ep = 20 —|— pﬁo (9)

otl p est une fonction définie sur ¥ & norme L™ petite et 7ig est la normale &
Yo.

Ce choix s’explique heuristiquement par la proposition ci-dessous (voir aussi

[19]).

Proposition 1 [l existe un voisinage de g ouvert dans IR" tel que tout point
M de ce voisinage s’écrive de maniére unique

LM - LMO + )\ﬁo(fwo) (10)

Démonstration On définit l'origine d’un repére en un point de g. On
oriente ce repére de sorte que Y ait comme plan tangent le plan z =0 et
soit le graphe d’une fonction ¢. Soit alors M un point de coordonnées (z,z)
dans ce repeére tel que x soit dans le domaine de définition de ¢. On cherche
un point My = (zg, #(x0)) de g et un réel A tels que M satisfasse 1’égalité
(10). Alors My est le point qui satisfait

d(M, M0)2 - d(M, 20)2 - )\2.
En effet (voir par exemple [13], [28]), on minimise la quantité |z —y|*+|z—¢(y)|?
en la variable y sur le domaine de définition de ¢. Le minimum doit satisfaire

z—y+Vo(y)z—¢(y)) =0,

c’est-a-dire que le vecteur (z — y,z — ¢(y)) doit étre normal & Y.

On pose G(M,y) = 2 —y + Vo(y)(z — ¢(y)); alors G(0,0) = 0 et on
va utiliser le théoréme des fonctions implicites pour montrer qu’il existe une
solution unique de G(z,y) = 0 quand M est au voisinage de 0, c’est-a-dire de
la courbe. On a:

0G _ 14 (= - 6(y)V?0y) — (V6 & Vo).

dy
Cet endomorphisme est inversible si I’on est assez proche de (0,0). En effet,
il peut s’écrire comme la somme d’un terme dominant, —Id + 2V?*¢(y) et d’un
terme qui ne dépend que de la taille du voisinage de y que ’on considére et
que 'on peut donc rendre arbitrairement petit. Le déterminant de cet endo-
morphisme s’écrit comme la somme de 1 — 2Tr(V?¢(y)) et de termes petits; le
premier terme sera non nul si

1

ol < mw@))‘ B ‘%‘
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ou H est la courbure moyenne. Comme ¥, est de classe C™% pour m > 2,
sa courbure est uniformément bornée: on a donc une solution unique a notre
probléme. [ |

Pour p assez petit, on va construire un difféomorphisme ausi régulier que
p qui envoie Q, sur le domaine fixe Qg (voir [3], [21] et [32]). On le choisit de
telle sorte qu’il envoie ¥4 sur X,, qu’il soit égal a I'identité loin de ¥y et C*
hors d’un voisinage de 3. On se donne donc les trois ensembles suivants:

Uy = {M e R¥ Jd(M, %) < §}
Uy = {M € RN/§ < d(M, %) < e}
Us = QN {M € RN/d(M, %) > e}
ot € > 0 est choisi de telle sorte que ¥, C U et
d(M, %) < 2e = (Mo, A) € Eg x IRy tel que M = My + Ariy.

Un difféomorphisme possible est alors la fonction ¢, définie comme suit: si
x € Us, alors ¢,(x) = x; pour les autres points, on définit, dans chaque carte

locale, la transformation ¢, qui envoie la courbe {z = p(z)} sur la droite
{z = 0} et laisse invariante les droites {z = —Z} et {z = 5}. C'est-a-dire que

l'on définit dans chaque carte un systéme de nouvelles coordonnées (z, Z) par

ot (a, ,7,06) satisfait

05/2 —|— /3 _ £
ve/2+6 T 2
ap(z) + 8 =0
—aE/Q —|— /3 _ _E
—vel2+6 T 2
Ce systéeme admet des solutions; on peut choisir, par exemple, a = 1, § =

—p(z) et en déduire v et 6. On a ainsi défini une transformation (z,z) — (&, 2)
aussi réguliére que p. Alors, pour x € U,

¢o(2) = p(d(z, Xo))pp(2) + (1 — p(d(z, X))z

ol ¢ est une fonction de C* (IR ) & valeurs dans IR qui vaut 1 entre 0 et ¢/2 et
0 au-dela de €. Finalement, ¢, est un difféomorphisme de méme régularité que
p, c’est-a-dire C"™ et Papplication p — ¢, est de classe C' ainsi que p — qb;l
(voir [3]).
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2.2.2 Dérivabilité par rapport a p

On va maintenant étudier I'application qui & p € C*(Xg) associe G(p)
définie par
G(p) = (on-n—rH),,

ot (o, u,p) est solution du probléme auxiliaire sur le domaine £, limité par les
surfaces I' et 3, = Xg + prip.

Régularité de § Pour tout m > 3, G est définie d’un voisinage de 0 dans
C™*(Yg) a valeur dans C™ %*(¥,). On va montrer que G est continue et
différentiable. Essentiellement, on va prouver la différentiabilité du terme non
local

Go:p+— aﬁ-ﬁ|zp;

la différentiabilité de la courbure ne pose pas de probléme majeur. Pour cela,
on fera, par une premiére méthode, la preuve de la différentiabilité de Gy puis,
par une seconde méthode, on calculera sa différentielle.

L’application p — Go(p) peut s’exprimer en fonction de la solution d’un
probléme auxiliaire transporté sur €05. On va tout d’abord transporter le pro-
bléme auxiliaire sur g en utilisant le difféomorphisme précédemment défini.
On définit les fonctions @ et p par les identités

{ i(#) = u(z)

p(&) = p(x).
Ces fonctions sont solutions d’un probléme aux limites dans {2q:
Alp, i, p) = B(p)
ot A(p,,p) est le transporté de
(—Au+ (u-V)u+Vp, V- u,up,u- iy, o - t_iz)

par ¢, et B(p) est le transporté des seconds membres.

Régularité des coefficients de A par rapport a p Remarquons que
A(0, .,.) est le systéme de Navier-Stokes auxiliaire originel. On peut montrer
que l'application qui a p associe les coefficients de l'opérateur A(p, .,.) est de
classe C! de C™%(Xg) & valeurs dans C™=2%(€)y) x C™=1 () x C™*(T) x
Cm=be(3g)x C™~1(%g). Les coefficients de A(p) sont de la forme f(p, Vp, D?p)
ou f est une fonction C*; il s’agit de montrer qu’ils sont différentiables comme

fonction de p (voir [3], [27], [33] et [34]).
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Dérivabilité de (u,p) solution de A(p, @, p) = B(p) On utilise le théo-
réme des fonctions implicites pour I’équation A(p, v, ¢)— B(p) = 0 avec, comme
paramétre, la fonction p. On sait qu’il existe (ug,po) tel que A(0,ug, po) —
B(0) = 0. Pour pouvoir exprimer v et ¢ comme des fonctions de p et pour
connaitre la régularité de ces fonctions par rapport a p, on étudie

0A
a(v’ Q) (07 uOvPO)‘

Si c¢’est un isomorphisme, alors pour p assez petit, il existe une unique solution
(4, p) qui dépend de p de facon continiiment différentiable. Alors la fonction
qui & p associe la solution (@, p) du probléme auxiliaire transporté sur Qg est
contintiment différentiable de C™(%g) dans C™~1(Qy) x C™~1¥(0y). Mais
comme p — Go(p) peut s’exprimer en fonction de @, p, et de fonctions explicites
de p, on peut conclure a sa différentiabilité dans un voisinage de 0; de plus, la

- 290y)
P, 0

fonction

est continue de C™%(Xg) dans C™ %%(%,).

La dépendance réguliere du difféomorphisme ¢, en fonction de p est ici
cruciale, car on doit composer 'application p — 4 avec le changement de
coordonnées x — .

Méthode de calcul du probléme linéarisé On va calculer les dérivées
de Gy par une méthode directe (voir, par exemple, [19]). On pourrait tout
aussi bien différentier sur le domaine fixe, mais les calculs sont beaucoup plus
complexes et masquent ’expression de la dérivée locale. Ici, on va calculer la
dérivée directement sur 2.
La dérivée de Gy en 0 est
L 0(8P) — Go(0)

t—0 t

On note (uy,, ptp) la solution du probléme (A) sur Q;,. Alors

Go(tp) — Go(0)  0pils, - T Mo + tprig) — ootio - 7io( Mo)
i - i
01,11, - Tap( Mo + tprig) — oo - 1io( Mo + tpiig)

_|_

t
ooilg - o Mo + t/”;o) — ool - 1ig(Mp)

Pour calculer la valeur de og7ig - g au point My + tprig il faut effectuer un
prolongement des fonctions wug et py & un voisinage de Q. On commence par
envoyer localement la frontiére ¥ sur la droite {z = 0} et £y dans le demi-
plan {z < 0} et on appelle @y et po les transportés de ug et pg. On cherche a
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prolonger g et po au demi-plan {z > 0}. Pour cela, on choisit N > n et on
pose

lNLgTOl(ﬁ’ Z) = Z Oﬂ)o(I, ——,)

e ~prol . ~ L o . X
avec la condition que ug ~ et g et leurs dérivées coincident jusqu’a 'ordre N
sur la droite {z = 0}, c’est-a-dire

=1 pour tout k=0a N — 1.
i=1

On procéde de la méme facon pour py. D’autre part, ce prolongement (voir
[18]) est un opérateur de C™* dans lui-méme.
Ceci nous permet de montrer que

Uoﬁo . ﬁo(Mo + t[)ﬁo) — Uoﬁo . ﬁo(Mo) . anﬁo . ﬁo

lim =
t—0 t aT_L)O

(Mo).

Pour l'autre terme de la dérivée de Gy, on doit tenir compte de la variation
de la normale. On récrit ce terme

—

(01 — 00)Tisp " T, | O0(Tit, — 7o) * Ty | OoTio(7t, — 7o)
t t t ’

le tout évalué au point M;, = My + tprig(My). Le vecteur normal & ¥,,, 7,
peut s’exprimer comme la somme de 775, d'une combinaison linéaire des vec-
teurs tangents a Yo et d’un terme en o(t). Pour simplifier, faisons les calculs
en dimension 2 uniquement. Alors ¥ est une courbe et on note s 1’abscisse
curviligne sur ¥q. Alors

Muy(s) = Mo(s) + tp(s)iia(s)

o, par convention, p(s) = p(Mo(s)) et no(s) = rig(Mo(s)). Le vecteur tangent
Fio (),

a Xy, au point M;,(s), t:,(s), est colinéaire a

L Miy(s) = Tols) + t9/(8)io(s) — 1o(5) Hol3)io(s)

et donc

(1 — tp(s)Ho(s))7o(s) — tp(s)to(s)
VL= 2tp(s)Ho(s) + 12 (p/(s)2 + p(s)2Ho(5)?)
[(1 —tp(s)Ho (sz) b

Mip(s) =

)
$))io(s) — tp'(s)to(s)I(1 + 1p(s) Ho(s) + ol1))
rio(s) — 1p'(s)lo(s) + o(t).
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Alors

O-O(ﬁtp — ﬁo) ‘R Uoﬁo(ﬁtp — ﬁo) —t[)/Uot_;)ﬁtp ‘|‘ O(t) —t/)la'oﬁot_;) —|— O(t)

ny
o 7 = 7 + ;
— 0

quand t tend vers 0, puisque g est symétrique et qu’on a, sur g, la condition
Uoﬁo . to = 0.
Reste a évaluer le terme

(01, — 00)Tis, " Tty

t

au point M;,. Pour cela, on introduit la notion de dérivée locale par rapport a
un domaine (voir [33], [34]). En un point de Q;, N Qq, c’est-a-dire ot oq et o,
sont définis, on a:

—div o4, + (us, - V)ug, = F et —div og + (ug - V)ug = F.
En faisant la différence de ces deux égalités, on obtient le systéme

—div (o4, — 00) + (s, - V)uz, — (ug - V)ug =0
div (usp, —ug) =0
ut, — up = 0 sur I';

puis, en divisant par ¢, en faisant tendre ¢ vers 0 et en posant

v = lim e = uov q= hm@ et T' = (VU + V'UT) - pIda

t—0 t t—0

on obtient
—div T 4 (ug - V)v + (v- V)ug =0 dans Qq
div v = 0 dans

v =0 sur I

on tire les conditions aux limites sur g en procédant de la méme fagon. Il
vient

'v-ﬁozp"uo-%—Pg;%'ﬁo
T - t_EJ = —Pg—%gﬁo : t_z) + /)/(00{0 : t_z) — OoTig - Tlo).

Pour la dimension supérieure, il faut utiliser des coordonnées locales sur g et
on trouve
ﬁtp = ﬁo - th

Nous résumons ces calculs dans le théoréme suivant (voir [1]).
Théoréme 2 Le linéarisé de Uapplication

p— Golp) = oii - i}y,
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est Uopérateur L défint par
;CP:THO'no—l-/)—_,Ono‘no
ano

ou 7 est la solution de:

7= (Vv + Vol) —¢ld
—div 7 4+ (ug- V)v+ (v-V)ug =0

v-Tg = %(puo) sur Yo

o
Tﬁo . to

—Pa—%gﬁo o + p'(—oofig - o + ooto - ﬂ)) sur o

en dimension 2.
En dimension 3, les deux derniéres équations sont remplacée par le systéme

= 0 0

v = & (pud) + L (pu?

0 at—%(P 0) at—g(/) o)
TnRo - tO = —pa—ﬁgno . tO — 5{'%0'0710 s N + 5{‘%00% . tO + 5{%(70% . tO
Tﬁo't_g = —pa—g:oﬁot_i— Qﬂgoﬁo'ﬁo+gﬁgop'{l+gﬂgop'{2
0 ano 0 at_g at_% 0 0 at_g 0 0

ouU Ug = uét_}) + ugfg et (t_(l),t_g) est le repére local tangent a la surface.

3 Etude de l'inversibilité du linéarisé

Pour étudier I’équation G(p) =cte, nous allons utiliser le théoréme des
fonctions implicites dans le cadre fonctionnel défini précédemment. Il est donc
indispensable d’étudier le linéarisé de ’application non linéaire G.

3.1 Etude naive
3.1.1 Etude d’un cas particulier

On consideére le cas d’un écoulement dans un cylindre horizontal infiniment
long en rotation autour de son axe. Dans le systéme de coordonnées décrit
Figure 5, la force appliqué est —(e; et la vitesse au bord w(—y, ). Il existe une
solution particuliére dans le cas ou la vitesse angulaire est infiniment grande
ou bien le paramétre (G infiniment petit (c’est-a-dire lorsque “G'/w = 07). Dans
ce cas, toute la masse de fluide effectue une rotation de corps solide, g est le
cercle de centre 0 et de rayon ry défini par 7(1 — r2) = rq et la solution est
donnée par ug(z,y) = w(—y, z) dans Q.

Maintenant, on perturbe le systéme.
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Fig. 5 -

Probléme linéarisé Dans cette situation, 'opérateur linéarisé £ donné par
le Théoréme 2 a pour expression Lp = Tiig-7ig ol (v, ¢) est solution du systéme

_diww((j).v)vw(;ﬁ?):o

diveo =0
v=0sur I

v - g =w%§ sur X

= —
Thg - to = 0 sur Y.

Propriétés de 'opérateur £ Comme les coefficients sont indépendants de
0, Popérateur dy commute avec les équations du systéme précédent. On peut
écrire:

L = Mdy avec Mp = Ty - 1ig
ou T =¢(V)—QId= (VV+VVT)/2—QIdet (V,T) est solution du systéme

—divT—I—w(( _y)-v)v+w(_v2):o
T Vi

divV =0

V=0surT

V - fig = wp sur Y

TR -ty = 0 sur Y.

M est un opérateur du type Poincaré-Steklov et il a de bonnes propriétés;
en effet M est positif (pour le produit scalaire dans L*) et envoie Cro dans

m—1,a s s—1 : ” : : L :
Cro b (ou Hy . dans H32'). En fait, on a 'estimation a priori suivante

/E Mp - pds > C|p|fql/2(zo), Vp régulieére.
0
Pour la montrer, on utilise la fromule de Green:

/(Tﬁo-ﬁo)(v-ﬁo)ds+ (Tﬁo-ﬁo)(v-ﬁo)ds:/ (V) 2 dzdy.
Yo

Fo Q0
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Cette formule se prouve en écrivant
[—div T + (uo - V)V + (V- V)ug| Vdady = 0
Qo

puis en intégrant par parties avec:

1 27 2
w/%VVz// 89‘_/—:0
Q T0 0 2

et en remarquant que
/ Tty V= | (Tity-ito)(V - ito), V =0 sur Ty et Titq - iy = 0.
TouXg o

Donc

/ “Mp'p:/g |5(V)|2d1:dy,

Yo 0
que 'on minore par
ClVIin@
grace a l'inégalité de Korn. La continuité de Iinjection de H' dans H'/?(%,)
(théoréme de trace) nous donne enfin la propriété:

4C > 0/ \V/[) € Hl/Q(Zo), < ./\/l/),p >H—1/2,H1/22 C|[)|ip/2.

per

Nous obtenons donc une premiére estimation:
ol < C IMplyyup

et donc M s’étend a un isomorphisme de H'/? sur H=/2,

Pour généraliser ces estimations aux espaces H*, on utilise la méthode des
translations, qui marche ici facilement parce que M commute avec dy. En
fait, on a plutoét besoin d’inverser M de C™~ 1 dans C™%; ceci est possible,
c’est une conséquence de la théorie elliptique appliquée au systéme linéarisé de
Navier-Stokes.

Considérons en effet (v, 7) comme solution du systéme de type Neumann:

—div 74 (ug- V) + (v-V)ug =0
diveo=0, v, =0

Tho - o = f1, TﬁO't_E):O-
On a l'estimation a priori
|‘U|Cm,o¢(§0) S C|f1|cm_17a(20)
pour m > 2, d’oti on déduit aisément
[plomaisy) < CIMplam-t.a(sy).

On peut utiliser directement ce résultat pour prouver l’existence d’une
interface stationnaire au voisinage de cette solution particuliére, lorsque G/w
est petit et kK = 0.
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3.1.2 Discussion: outils nécessaires

On conserve la géométrie précédente sans supposer que la tension superfi-
cielle est nulle. Alors il s’agit d’étudier I'opérateur

ou k est a priori différent de 0. On voit que £ est antisymétrique alors que

OH 1 1
— —(0)-p= 0 —
r= 5,00 =300+ o
est auto-adjoint. On peut montrer que L£* est injectif mais 1’étude directe de
son inversibilité dans les espaces de Holder est plus délicate. Pour mener & bien
cette étude, on peut par exemple calculer la décomposition de Fourier de £L%p
en fonction des coefficients de Fourier de p; on obtient

2

k

To L

i

(Lp)k =

ot |Ax| < Clk|. Sous cette forme, il apparait clairement que (L*p); est non
nul au moins pour |k| assez grand. On peut ensuite utiliser les résultats de
régularité sur les séries trigonométriques pour conclure & l'inversibilité de £
dans les espaces de Holder.

Dans des géométries plus compliquées, on doit utiliser des outils plus géné-
raux, pour étudier I'inversibilité de cet opérateur. La section suivante est une
introduction a ces techniques.

3.1.3 Introduction au calcul de symboles

On se place dans le cas d’un écoulement de Poiseuille-Nusselt (voir Figure

2).

2

{ uo = (G'sin a(yoy — %),0)
Py = Gcosalyo —y),

G > 0.

L’application qui & p associe o7 - 71 est différentiable de C7};* dans CZ;;Q’O‘
ot C7* désigne un espace de fonctions ayant une décroissance exponentielle
a l'infini convenable (voir [3], [30]). On va, comme précédemment, étudier le
linéarisé de £ en profitant, encore une fois, de I'invariance par translation dans

la direction €.
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On a Lp = (Gcosa)p+ 7€z - €3 o
. y2 0
—div 7 4 (G cos a(yo — y)va2) + Gcos alyo — y — —2—)% =
dive =0, v,_,=0
C2
- g2

—

762-51 = 0.

<

On prend la transformée de Fourier en x (dans la direction d’invariance €)
sur un probleme simplifié, dans lequel la premiere équation est remplacée par
—div T'= 0. On note £ l'opérateur qui a p associe T - 77 ot T est solution de

dp _

—AV1+§

AV, + 92 =0

A% aVQ_O

gz T Jy

Vo = Gsmozy eny =0
A% avg_ogig

T Jz ’

pour z € IR, y € [0, +0oc[. On peut voir que £ = L 4 B ou B est continu de
C™* dans C™ 12, En effet, cette transformation revient a négliger les terme
d’ordre 1 dans les équations a l'intérieur du domaine pour £, a remplacer la
condition sur le bord rigide par une condition en —oo et finalement a translater
le domaine de yo vers le bas. On peut alors calculer explicitement £.

En effectuant une transformée de Fourier en x, on obtient

(023 — |€[*V) — i 15
(0¥ — J6¥a) - {5
Vy _
Lfvl + Ty
Vi = iG'sin o 28 f/)eny—()

Q%—I—zfvg—()eny—()

A

et on doit calculer 7&, - & = % —p. Or (9 — |§|2)2VQ = 0, donc Vg(f,y) =

(A4 By)e €W ot A et B sont des constantes. Gréace aux conditions aux limites,
on obtient

2 92V
B = Gsinoz‘%oif -pet — ay;

—|¢PVa=0eny =0.
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Donc
Q% = e k(A — |¢|B — Al¢]y)
%VQ eIl (—2A(¢| + €2 B + Al¢Py).
Il vient
[€]°B = 24[¢| + [¢°B = 0 = A = [¢|B.
Donc }
A Y N B A%
‘/2(57!/) = GSIHO&%Zf ) P(l ‘|‘ |€|y)€ |£|y et 8—y2| - 0

On calcule maintenant la pression. On a

~et5= 03 - 1) (- 52)

9,(92 — [€") V2
52

d’ou

3>
I

et
p(£,0) =2A =

On obtient finalement pour £:

o~

Lp=

p(E),

ce qui donne pour L:

Lp = —iG'sin ay2é|€]p(€) + AM(E)p(E),

ou [A(§)] < C[E].

Pour |€] assez grand, le symbole de £, soit —iG sin aydl|é| + A(€), est non
nul et on retrouve bien un comportement asymptotique en fréquences similaire
au cas du cylindre.

Si on considére L. on a
9

o0H "
6—/)(0) P
et donc .
0H _ 5.
6—(0) -p ==
Il vient -
0H
£ 0p= (—Ciclel + wl€P) o+ ME)p-
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I est clair que le symbole de £ est non nul pour |£| grand et ce, pour toute
valeur de k: cette propriété sera typique de la dimension 2.

Si maintenant on considére ’écoulement sur un plan incliné en trois dimen-
sions, le méme calcul nous conduit a 'expression ci-dessous pour le symbole

de L£*:
Lop(€) = —i(Gsinays&n) (& + &)%) + w(& + £)p.
il apparait donc clairement que les cas k = 0 et k # 0 conduisent a des situa-

tions mathématiquement différentes. En effet, dans le cas k = 0, le symbole de
L" s’annule sur des ensembles non bornés (sur & = 0).

Nous allons préciser ces remarques élémentaires grace aux opérateurs pseu-
dodifférentiels.

3.2 Utilisation des opérateurs pseudodifférentiels
3.2.1 Rappels

Pour plus de détails, on renvoie & [5] et [41].

Notions élémentaires sur les opérateurs pseudodifférentiels sur R"

Définition 1 (i) Soit a(x,¢) une fonction de classe C° de RN xRY & valeurs
complexes; Uopérateur A qui a o € D(IRY) associe

1 A iz
(A0)(2) = Gy L ol 2(E) e

est appelé Uopérateur pseudodifférentiel de symbole a.
(i1) On dit que a est dans la classe de symboles S™, pour m € IN si et
seulement si a vérifie les estimations suivantes:

{ pour tous o, [ multi-indices, il existe une constante K telle que

Vo, & |DaDa(z, &) < K(1+ g™,

Alors A est défini et continu de 'ensemble des fonctions a décroissance rapide
S(IRY) dans lui-méme.

Exemples élémentaires
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A- Opérateurs différentiels a coefficients constants: A = 3" a,D*. Si « est
un multi-indice, on note £* = £*...ER7. Alors

1 A
Af = Y aaDif = — [ 3 auie) fle)e e
B T e e
A est un opérateur pseudodifférentiel de symbole
a(é) = Y aq(i€)”
aed

et si m = maz,eg|al|, alors A € S™ car

{ ja(€)] < K(1+ [
|DEa(¢)] < K (14 [¢))7.

B- Bf(z) = m(z)f(z) ot m € CF(IRY). Donc

BI(2) = Tayw fo o) ()t

B est un opérateur pseudodifférentiel de symbole m(z) et
vpe RY, 3K, |m(z)| < K(1+¢])"

et on note m € S°.

C- On pose

Cf(e) = G [ FOREO e

Alors C' a pour symbole ¢(§), appelé le multiplicateur de Fourier. Et si ¢
satisfait

Vo, 3K, < K(1+[¢])e

D?Lp

alors ¢ € S™. Si p est & support compact, alors ¢ € 57 et C' est un opérateur
régularisant.

Propriétés simples
A-
(A, = 0:,4) f(2) = by [ ol €061 () — (2 (2.€) + ol €)i6e) F(6)] e

- b [ 8w 0 @i = B

ou le symbole de B est — da

5
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[(Azy — 2 A) f](z) = 2 1)N [a(xaf);k\f(f) - $ka($,£)f(£)] e tde

= e e iSO~ (i [ruate, O fie)e st

car x/k\f = i@gkf et donc

(v — 24 A) ] (2) = (;gN Jate €17 ds — i [ ala, ) fre)e=<e
7 / eiaz, €)f(€)e ”fdf

E)eimtde = —iC f(x),

ot le symbole de C' est @5ka.

Remarque 4 On pourra se contenter de supposer que a(x, &) régulier en (xo, o)

pour & # 0.

Cas particulier: les symboles homogénes On sous-entend que ces sym-
boles sont homogénes en &, c’est-a-dire que

a(x,té) = tPa(x, &) pour |¢| > 1, Vi > 0.
Dans ce cas, si a(z,w) (oi |w| = 1) est régulier, alors a € S? car a(z,§) =

|€]Pa(x, |§—|) et on obtient les estimations désirées.

Remarque 5 En général, on effectue un développement des symboles en ordre
décroissant.

Définition 2 On dit qu’un symbole a(x,&) € S™ est équivalent a > 5° a; ot
a; € 5™, avec mo =m, m; < mj_y et lim; .o m; = —oo, st et seulement st,

Jo
Vi, a =3 a; € ST,
0

Remarque 6 St a ~ Y a; ou les a; sont homogénes en &, alors on dit que a
est un symbole classique.

Exemple de symbole homogéne

p'—>/"
R

Le symbole est i£|¢| € S* homogeéne de degré 2.

)ertde.
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Construction d’un symbole a ~ )~ a; ot les a; sont donnés dans S
et m; N\, —oo.
On utilise la construction du

Lemme 1 (de Borel)
Soit (b;)jen une suite réelle (ou complexe); il existe une fonction f € C*
a valeurs réelles telle que

vk, f8(0) = by.

Le principe de la construction est le suivant: on écrit
o0 b x]
=D
=0

ol y est une fonction & support dans [0, 1] qui vaut 1 entre 0 et 1/2 et (A;);
est une suite a choisir qui converge vers I'infini. On étudie alors la convergence
normale de la série des dérivées. La convergence simple est triviale puisque
A; — oo. En effet, pour @ = 0, f(0) = by et pour = # 0 fixé, la série ne
comporte qu’'un nombre fini de termes et donc les séries des dérivées converge.

D’autre part, chaque terme a pour dérivée k-iéme une expression obtenue
par la formule de Leibnitz:

Sk TP G k—p
Z Cpb]ma P X()\]TJ))\] .

Le terme en facteur de C]fb]-)\f_p est borné indépendamment de p par une
constante multipliée par A7 /(7 — p)!, et donc la dérivée k-iéme du terme
général est majorée par

k

k—j . Cp
C|bj|)‘j Z (j — 1"
p:O .]

p)!

On fixe alors k et on regarde la queue de la série, pour 7 > k+ 1. Ce terme est
majoré par
CClb ¢ C'1b;|

NP SN e vl

et donc on a la convergence normale pour A; > 1+ |b;].

Proposition 2 Si les a; sont donnés dans S™ ot mj; N\, —oo, alors il existe
a € S™ tel que a ~ 3 aj.
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La construction de a se fait de la méme fagon que ci-dessus; on écrit
a(z, &) = Yaj(z,€&)x(g;€) ou la fonction y est a support dans RY, vaut 1
pour [£] > 1 et (¢;); est une suite décroissant vers 0 a choisir de sorte a
obtenir des estimations pour que les séries des dérivées soient normalement
convergentes. A ¢ fixé, ;£ converge vers 0 et donc la série définie ci-dessus ne
comporte qu'un nombre fini de termes. A j fixé et quand |£| tend vers I'infini,
X tend vers 1 (et donc les termes de la série ont le méme comportement que

les a; a U'infini).

Résultat sur le calcul symbolique des opérateurs pseudodifférentiels
Il s’agit de la composition des opérateurs.

Proposition 3 Soient A et B deux opérateurs de symboles a € S™ et b €
S™2. Alors AB est un opérateur pseudodifférentiel et son symbole s’écrit p =
ab+ q ou q est d’ordre inférieur ¢ ab (¢ € S™ ™21,

Définition 3 Sia ~ Y7 a; alors a;, est appelé le symbole principal de Uopé-
rateur associé a a.

Remarque 7 AB a pour symbole principal le produit des symboles principauz

de A et B.

Opérateurs elliptiques

Définition 4 Soit A un opérateur de symbole a € S™; A est elliptique si et
seulement si a(x,€) # 0 pour |€] assez grand (pour |£] > 1, par exemple).

Remarque 8 Dans la pratique, il suffit de vérifier la propriété ci-dessus pour
le seul symbole principal.

Proposition 4 Si A est elliptique, on peut Uinverser modulo un opérateur
régularisant, ¢’est-a-dire qu’il existe B de symbole b € S™ tel que (BA—1) €
S7%°. On dit que B est une paramétriz de A, c’est-a-dire un inverse approché

de A.

Construction de B On construit des b; par récurrence puis on reléve
par équivalence.

Soit F(z) =1/z pour |z| > 1, F € C;°(IR). On pose

F<(1+ €2)

_m m
2 2

bom(2,6) = (14 1€P) l2,6))
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On vérifie que

{ b (2,€) = Sy pour €] > 1
b_p(z,€) € 57

m m
2 2

Carsia < ClE]™, (1 + [£]*)" 2 a(z,§) € S%et F' € C;°(IR) donc F ((1 + €]*)”

SO également. Donc b_,, € S™™ et pour |¢| assez grand, on a b_ m(z, &) =
1/a(z,€). Soit B_,, lopérateur associé au symbole b_,,; alors B_,,A a pour
symbole bopa =1+ x(z,€) ou x est a support compact en la variable ¢ et
y € S, Donc B_,, A a pour symbole principal 1. On note B_,,A = I+R_; oi
R_; a pour symbole r_;(z,£) € S™'. Pour procéder par récurrence, écrivons:

B = B 1 oW

Alors (B(l)A —I)=R_1+ CMA., )
Si CM a pour symbole principal —b_,,(z,&)r_i(z,§), Vopérateur (CMA +
R_1) a pour symbole

T—l( f)[l_a( f)b—( f)]—l'r—?(xvf)v

avec r_y € S72; comme ab_,, = 1 pour €] > 1, on obtient bien que (CMWA +
R_y) a un symbole dans S~2. On construit alors une suite B*) par récurrence
telle que (B A — I) a un symbole dans S=%~1.

On trouve enfin un opérateur équivalent & BY). La régularisation est valide
a droite et a gauche, en fait, car on ne regarde que les symboles principaux.

Proposition 5 (continuité des opérateurs pseudodifférentiels sur les espaces
fonctionnels; voir [5] et [41]) Si a € S™ alors opérateur A associé est continu
de H® dans H*™™, pour toult s € IR. Ici, H® est l'espace de Sobolev sur L*
d’ordre s et on note A € L(H®, H*™™).

En général, on n’a pas la méme propriété pour les espaces de Holder, c’est-

a-dire que

A € E(cs,ajcs—m,a)

méme si s > m; il y a en effet un probléme de comportement a I'infini. On a
seulement la régularité locale.

On va maintenant appliquer cette théorie & I’étude du linéarisé de G.

3.2.2 Calcul du symbole principal

On rapelle 'expression du linéarisé de Gg:

L:ipr—Th- n+p(an no-ﬁo)
0
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ot (7,v) est solution de

7= (Vv + Vol) —¢ld
—div 7+ (up- V)v+ (v-V)ug =0
diveo=0
v=0sur [
_ 0 0
v g = a—%(l)ué) + a—%(/)u%) (11)
iD= 0005 g Op o a s Opopop Op nop
0 lg= /Jaﬁono 0 at—laono no‘|‘at—1000 o‘|‘at—2000 0
0 0 0
roopo 000 o Op o o Op o, Op o
0ty = /)aﬁono 0 at—gaono no-l-at—»laoo o-l-at—gaoo 0
0 0 0

L est un opérateur pseudodifférentiel sur la variété ¥, ce qui veut dire que
dans toutes les cartes locales, 'opérateur transporté est pseudodifférentiel sur
IR? (voir [5]). On peut calculer son symbole principal qui est défini de maniére
intrinséque.

On a vu que: 3¢ > 0 tel que VY € Qy,
d(I,Zo) < g — EI'(M, )\) € Eo X IR_, x=M+ )\ﬁo(M)

On définit un recouvrement de Qg:

N
Qo C U wj oll wy = {;c € Oo/d(z, %) > 5/4}

§=0

et les w;, pour 7 =1 a N, sont des boules centrées en des points de ¥y et de
rayon r = ¢/2.

On construit des fonctions ¢; telles que supp ¢; est relativement compact
dans w; et telles que 3~ ¢; = 1. Pour ce faire, on construit d’abord les fonctions
@; a support relativement compact dans les w; qui sont C* et qui valent 1 a
I’intérieur et 0 a l'extérieur. On pose ensuite

©;

Yi = &SN =
Ej:o 9‘9‘7

Alors 0 < ¢; <1, 3 ¢; =1 et supp ¢; C supp ¢; CC w;. On a ainsi créé une
partition de 1'unité subordonnée & ce recouvrement.

Si v est une solution du probléme linéarisé (11), alors v = Eéio vp; =
E;V:O vj oll v; est & support compact dans w; et p — (77 - 7) ou 7; = (Vu; +

—

V’U]T) — pjld est une décomposition de l'opérateur p — (77 - 7).
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Dans chaque w;, pour 7 > 1, on va utiliser les coordonnées spéciales x —
(M, \) définies par projection sur g et récrire les équations pour v; dans ces
coordonnées.

On définit un paramétrage local sur la surface: (u,v) — M(u,v) € X,
et on définit les fonctions ¢; sur Qg par é;(z) = ¢;(u,v,\) ol = € w; et
r = M(u,v) + Aig. A 7 > 1 fixé (le cas j = 0 est trivial), on associe a
vj(2), la fonction ¥;(u, v, A) définie par l'identification et & 7;72 - 77|, , on associe
Tj|>\=o dans les coordonnées (u,v). L’opérateur p — Tj|>\=0 est linéaire en p. Le
symbole principal de p — 77 - 77 est la fonction qui dans ces cartes locales a
pour expression le symbole de 'opérateur p — Tj|>\=0'

On va choisir un paramétrage de ¥y qui permettra de définir le symbole
principal le plus simplement possible.

On va faire ici une remarque importante pour la suite des calculs.

Appelons M (voir 'exemple Section 1.3.1) 'opérateur défini par
Mh=Tr n
ou (V,Q,T) est solution de

—div 7' = 0 dans )

div V = 0 dans Qg

V=0surT

V.ii=hsur X

TR -T=0 sur ¥ ‘v’ftangent a 2g.

Alors Lp = M(V(pug)) + Np ot N est un opérateur pseudodifférentiel
d’ordre 1 (c’est-a-dire N' € S'). En particulier, le symbole principal de £ est
égal a £ - ug(x)m(z,€) ou m(z,€) est le symbole principal de M. Il suffit
pour s’en convaincre de former la différence Lp — M(V(pug)) et d’étudier la
régularité des seconds membres du systéme de type Stokes qui la définit.

Donc, finalement, on s’intéresse a 1’équation
—-AV+VQ =0
divV =0
V.ii=hsur X
Ti -t =0 sur X

(12)

ol h est une fonction de C*(Xg). C’est le symbole principal de I'opérateur
h — Mh qu’il faut calculer.

Remarque 9 Grdce a la linéarité des opérateurs étudiés, on pourra négliger
systématiquement les dérivées qui ne sont pas d’ordre le plus élevé dans les
équations, et ce parce qu’on s’'intéresse uniquement au symbole principal de L.
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Changement de coordonnées On se place dans une carte fixée et on note
V=V.

On utilise les coordonées conformes (x,y) sur Xg. On rappelle qu’elles
existent car Xg est C* (voir [13], [28]), et qu’elles sont caractérisées par les

relations ci-dessous:

IM oM _
dx  Jy

OM| _ |OM| _
Jx _‘8;1/ =E,

ot M(z,y) est le point courant de .

On pose alors

s LoM
V= F dx
o 1oM
=T oy
g3zﬁ:g1AgQ.

Le champ de vecteurs V s’écrit alors V1€, +V?2e,+ V37, ou Vi = Vi(z,y, A),
A étant la distance du point M(z,y,\) a Xo.

On doit exprimer le systéme (12) dans les nouvelles coordonnées.

Le changement de coordonées fait apparaitre des opérateurs différentiels
dont les coefficients ne sont plus constants. Le systéme aprés changement de
coordonnées sera noté:

A($1, T2, )\)V + B(Il, T2, )\)Q =0
C($1,l’2, )\) -V =0

Vi=yg

D(zy, 29, )Vii-t=0 ‘v’ftangent a Xo.

Il suffira de mener les calculs pour le systéme plus simple

A($1, IQ’O)W -+ B($1, T, O)P =0
0(501,172,0) W =0

Wi=g

D(xy,29,0)Vii-t =0 ‘V’Ftangent a Yo.

En effet, écrivons un systéme pour (V — W, Q — P):

Azy,22,0)(V — W) + B(x1,22,0)(Q — P) = [A(x1, 22,0) — A(z1, 22, N)]V
+[B(x1,x2,0) — B(x1, 22, A)]|Q
Clz1,22,0)(V = W) = [C(21,22,0) — C(x1, 22, A) |V
VE-W?3=0
D(z1,22,0)(V = W)l - T = [D(x1,22,0) — D(1, 25, \)]V7 - 1, VYt tangent a X
(13)
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et utilisons un développement de Taylor de A, B, C' et D pour les seconds
membres, par exemple:

A(l’l,.?fg, )\) — A(fL’l,.TQ,O) = )\AN,

ot A est un opérateur différentiel a coefficients réguliers.

Donc les seconds membres de (13) sont de la forme AF;, ot (Fi, F3,0, Fy) €
Cm—?,a % Cm—l,oz % Cm,ae % Cm—l,a‘

On appelle (V, Q) la solution de (13) obtenue pour A = 1. Alors

(V-W,Q—P)=\V,Q)+ reste

et on vérifie facilement que ce reste est plus régulier que (V, Q). Le facteur A
devant (V, Q) montre que, a des termes plus réguliers pres, (V,Q) et (W, P)
ont méme contrainte normale.

Calcul des termes pertinents On rappelle la définition du laplacien et de
la divergence:

A =div (V) et div = tr(V).

Ceci permet d’avoir des définitions intrinseques des quantités Au, V- u et Vp.
Le gradient, quant a lui, est donné par définition de la fagon suivante: si ¢ est
une fonction scalaire, on peut écrire dg = (grad g, dM) ou grad est une forme
linéaire sur dM et dM est la différentielle de Papplication qui & (@1, 2, A)
associe M (z1,xq,A). Lorsqu’on a muni ¥ d’une métrique riemanienne, grad g
est associé a un vecteur tangent a Xg.

Plus généralement, pour un champ de vecteurs U: dU = (grad U, df_\:l)
C’est un opérateur linéaire appliqué a dM. La matrice de grad U dans la base
locale est notée VU. Pour un champ de tenseurs d’ordre 2 (matrice), on a la
méme définition.

Pour M(zy,x2,\) = M(x1,2,) + Mi(M),
dM = Eé&\dz, + E€ydxy + iid\ + \dFi.

Si g est la pression dans le tenseur des contraintes, Vq = aée; + bey + cni
avec

o= 194
_E};Il

p— L 0q
_E;;.ﬁg
_ g

C—m.

RR n” 2651



Frédéric Abergel et BElisabeth Rouy

En écrivant dV =

rad V., dM). on trouve aprés calculs
(g : : p

10Vt 19Vt oVv!
E 8:01 E 3;c2 3)\
VV = %%‘gj %%‘x/j %KQ + A(...) + (termes sans dérivée de V).
10V3 109V3 oVv?
E 8:01 E 8372 @)\

Et, de méme, on trouve

1 (a?vl a?vl) 4 V!
E* \ 0z} dz3 ON?
21,2 27,2 27,2
AV = # <%XQ 66;/2 ) + %)‘\/Q +A(...)+(dérivées d’ordre inférieur & 1).
1 2
1 (82V3 82V3) 4 VP
E* \ 0z} dz3 ON?

On peut maintenant récrire I'équation pour (V, Q) dans les coordonnées

locales:

10Q
Eal’l
N O O W & 10Q | _
[ 7 (8:c%+a$%) 8)\2]V+ Hoe, | ="
Q
I\
L avl 8V2 _I_ avS — 0
E a$1 8372 a)‘ N
Vi=yg
ovi L Love  _gvE . 1oV _g
N TEJer_, " 0N T Edry,_,

(les derniéres équations signifient (VV + VVT)7 - & = 0 pour 7 = 1,2). Rap-
pelons qu’on cherche & calculer (VV + VVT)i7 .7 = Mg. On a

s

Mg = R - Q.

On effectue le changement de variable suivant:

Ty — I
Tog — To
A=\ = A

B
et on pose ‘N/(i:l,i‘g,j\) = V(xy, 29, ) et Q(il,i‘g,j\) = Q(z1, 22, \).

On remarque par exemple que, pour ¢ = 1, 2,

0 _0 0 (10
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Jd_ o 0

et donc les opérateurs 92 ¢ o5 coincident pour A = 0.

Finalement, M a pour symbole principal celui de 'opérateur

LoV 5
I F O\ s, lizo
ol .
—AY +VQ =0
vV =
Vi=yg
o Lo o Lot
Wlh:o I\ l520 8.172 I5=0 O 520

dont on peut calculer le symbole principal explicitement (voir exemple Section

3.1.3).

Tous calculs faits, on trouve
av?
_ —0
oA 5_,
Q(fb ‘527 0) = _2(€% + 53)1/2.67(517 52)
Proposition 6 On considére Uapplication M : g — 711y - g ot 7 = (Vv +
VoT) — pld et v vérifie le systéme complet linéaire
—Av+ (ug- V)o+ (v-V)ug+Vp=0
v=0surl
V-v=0

ven=g

it -1 = 0 Vi tangent & la surface.

Lopérateur M est un opérateur pseudodifférentiel de symbole principal m(z,§) =
—2|¢|, défini indépendamment de la métrique.

Application au probléme linéarisé de Navier-Stokes

Théoréme 3 L’application p — Lp, ou L est le linéarisé par rapport au do-
maine de la contrainte normale, est un opérateur pseudodifférentiel de symbole

principal ¢(z, €) = —3[€|(uo - €).

Théoreme 4 Soit F(p) = oii - i), — H. Alors le linéarisé de F en p =0,
soit L7, est un opérateur pseudodifférentiel de symbole principal

¢l 2
U(z,§) = —ZF(UO(?'?) &) + w|E[F (21, 22)

ou F' est une fonction C* minorée par une constante strictement positive.
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4 Application a des problémes concrets

4.1 Ellipticité de L*®

Quand & # 0, c’est-a-dire en présence de tension superficielle, x|¢]* ne
s’annule pas; L est elliptique d’ordre 2 avec |¢p(z,€)| > Cl€|* ot C est une
constante strictement positive dés que g est une variété compacte. Donc c’est
un opérateur elliptique.

Si k=0, il y a deux cas de figure.

- Dans le cas de la dimension 3, il existe toujours une direction de fréquence
(normale & wug(x)) dans laquelle le symbole principal s’annule. D’autre
part, si g est du type de la sphére alors, d’aprés le théoréme de Poincaré,
il existe au moins deux points en lesquels ug s’annule. Donc £° n’est pas
elliptique.

- En dimension 2, en revanche, on a

[¥(2, )] = | = 2il¢|uo(x)¢] = Cl¢J*

lorsque ¥ est une courbe de Jordan sur laquelle ug ne s’annule pas. Alors
LY est elliptique.

On obtient ainsi (voir [2]):

Théoréme 5 Lopérateur L" est elliptique d’ordre 2 si et seulement si Ualter-
native suivante est satisfaite:

(1) £ #0
(i) k = 0, ¥o courbe de Jordan de IR, ug # 0 sur Y.
4.2 Enoncé d’un résultat général

On se donne I'y, Vg, gg et Fg correspondant & une interface stationnaire g
connue. Pour (I, V, g, F') proche de (I'g, Vo, 9o, Fo), I’équation

in-ﬁ—ﬁ;H:CsurZavec/dxdy:V
Q

aura une solution (X, ') dés que le probléme linéaire

Lip=fitec
(14)
pds = f
Yo

aura une solution unique (p,c) € C"™* x IR pour tout (fi, f2) € C™ % x IR.
(C’est une conséquence immédiate du théoréme des fonctions implicites.
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En particulier dans le cas elliptique, il suffira de montrer que le systéme
Lp=c

(15)
ds =0
Eop s

a pour unique solution p = 0, ¢ = 0 (alternative de Fredholm).

4.3 Exemple et contre-exemple
4.3.1 Cas du cylindre en rotation

En reprenant les calculs des parties 3.1.1 et 3.1.2, on montre directement
que le systéme (15) admet seulement la solution nulle. Comme on est dans le cas
elliptique, on conclut a ’existence de surfaces libres stationnaires lorsque w/G
est grand. En particulier, lorsque ¥ = 0, on voit que la solution stationnaire
persiste.

4.3.2 Cas d’une surface non compacte

On reprend l’exemple du flot le long d’un plan incliné de la section 3.1.3.
L’alternative de Fredholm n’est plus vraie ici (Iinjectivité n’est pas suffisante);
dans le cas elliptique, les estimations locales restent vraies:

Lp=feC" = peCy
On doit par contre imposer une certaine décroissance a l'infini pour résoudre
(14) (voir [3]), et les estimations concernant la pression sont délicates.

4.4 Commentaires et conclusions
4.4.1 Remarque générale

La méthode utilisée repose essentiellement sur 'ellipticité de I'opérateur li-
néarisé. On prouve ainsi ’existence de surfaces libres réguliéres. On remarque
une différence fondamentale entre IR* et IR®: dans IR?, la viscosité du fluide
suffit & assurer l'ellipticité de 'opérateur, alors que dans IR®, la tension super-
ficielle est indispensable.

4.4.2 Remarque sur le cas “x = 0” dans IR’

Dans ce cas, I'inversibilité de £° est délicate et il est nécessaire d’avoir des
informations précises sur le champ des vitesses ug; ceci pour étudier les termes
d’ordre inférieur dans le symbole de L°.

Méme alors, on devra avoir recours a un théoréme de type Nash-Moser
pour conclure a I’existence d’une interface stationnaire.
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