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Approximation of General Shell Problems in

Nonconforming Finite Element Spaces
Abstract: We present two non-conforming finite element methods which allows
to approximate the solution of general thin shell problems, following the Koiter’s
linear model; these methods are constructed from the Morley’s and Sander’s finite
elements for the approximation of the normal component of the displacement. In this
paper we calculate the basis functions of these methods and we use them successfuly

to the resolution of some test problems.
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6 Francisco José PALMA , M. Angeles VILARINO

1 Introduction

L’étude de la déformation d’une coque mince a un grand intérét, surtout par ses
applications pratiques (c’est le type de structure qui apparait dans le fuselage de tout
type de véhicule, c’est le toit des grands batiments ou les parois des réservoirs et
des tuyeres, etc.). Le traitement mathématique de ce probléme est basé sur le choix
d’une modélisation adéquate, laquelle est formulée variationnellement et résolue
numériquement, normalement en utilisant une méthode d’éléments finis. Dans cer-
tains cas, on couple cette approximation avec une interpolation de la géométrie, en
particulier de la surface moyenne de la coque.

Dans ce rapport, nous détaillons la résolution du probléme précédent quand on
considere quelques méthodes “non conformes” d’éléments finis. Plus précisément,
nous allons étudier deux de ces méthodes : celle de Morley et celle de Sander.

La premiére de ces méthodes utilise le couple d’éléments finis P,-Lagrange (pour
approcher les composantes tangentielles w; et «2 du champ de déplacement) et Mor-
ley (pour la composante normale w3) ; elle conduit a une approximation de précision
minimale, soit O(/). La deuxiéme méthode utilise le couplage P>-Lagrange-aréte
(pour u; et u3) et I’élément “délinquant” de Sander (pour u3); elle conduit a une
approximation de grande précision, puisque 1’ordre d’estimation asymptotique de
I’erreur en norme de 1’énergie est en O(1?).

L’avantage de travailler avec des méthodes non conformes réside dans I’éco-
nomie de son utilisation. En effet, nous rappelons que les méthodes conformes
pour les problémes de coques (ou la solution exacte appartient & un sous-espace
de (H'(Q))? x H*(Q)) utilisent des éléments finis de classe C' pour approcher la
composante normale, et ceci arrive seulement avec I’espace complet des polyndmes
d’ordre 5 (élément fini d’ Argyris), sans quoi il faut utiliser les multi-éléments. Ces
polyndmes de haut degré donnent, évidemment, une bonne convergence (O(h‘)

INRIA



dans le cas d’Argyris), mais pour cela précisent aussi une approximation trés fine
des composantes tangentielles du déplacement. Pour toutes ces raisons, ils devien-
nent trés chers. Par contre les méthodes non conformes, ou la convergence est moins
élevée, utilisent des polyndmes plus simples (on dépasse rarement I’ordre 2 pour les
composantes tangentielles) ; donc, il y a une grande économie en temps de calcul
et en place mémoire dans ’ordinateur. De plus, grice a leurs simplicités, ils sont
adéquats pour les problémes avec des singularités, ot les €léments conformes (plus
rigides)-peuvent avoir des problémes.

Dans les premieres sections de ce rapport, nous rappelons la définition des
éléments finis utilisés, et nous obtenons les fonctions de bases associées ; ¢’est 1’ob-
jet des sections 3 et 4. Auparavant, nous rappelons pour la commodité du lecteur
quelques résultats préliminaires dans la section 2. Puis, dans la section 5, nous don-
nons les résultats théoriques de convergence de ces deux méthodes, et dans la section
6, nous détaillons tous les préalables a I’implémentation. Finalement, dans la section
7, nous exposons les résultats obtenus sur différents tests classiques de la littérature
de coques minces. Nous présentons quatre tests : le premier est plutdt académique,
car il s’agit d’un cas ou la solution exacte est connue ; les trois autres tests ont la
particularité de faire intervenir une charge superficielle, une charge linéique et une
charge ponctuelle. Nous précisons que ces tests ont €t€ réalis€¢ en implémentant ces
deux méthodes dans la bibliotheque MODULEF.

Remerciements: Les auteurs tiennent a remercier Michel Bernadou, Directeur de
Projet Modulef de I'LLN.R.I.A., et Pascal Trouvé, Chef du Laboratoire Modélisation

et Analyse Numérique de Thomson-CSF, pour I’intérét qu’ils ont montré dans la
réalisation de ce travail.

RR n®2603



8 Francisco José PALMA , M. Angeles VILARINO

2 Préliminaires géométriques

Nous rassemblons dans cette section tous les résultats relatifs a la géométrie d’un
triangle, nécessaires pour le calcul des polyndmes de base de différents éléments
finis.

Par la suite, nous supposons donné un systéme orthonormé de référence {o; 7,7}
du plan Euclidien R%. Les coordonnées cartésiennes (. ) d’un point P € R? sont
notées

__) Ed -
P(a,y) <= oP=al1 +yt;.

FIG. 1 - Le triangle \
Soit X C R? un triangle non dégénéré de sommets { a;(x;,y:) : + = 1,2,3}
(voir 1a Figure 1). L’hypothese de régularité sur i équivaut a ce que le systeme de

INRIA



vecteurs { a; a3 , a; a3 } soit libre, ou bien 2 ce que
A=(za—21)(13—y) ~ (12— ) (r3 —71) #0.
On remarque que
|A|=|ar@x @y a3 | =2 mes(K),

de méme que A est strictement positif si, comme d’habitude, les sommets du triangle
K sont numérotés dans le sens trigonométrique.

Nous notons /; (les indices latins ¢, j, k.. .. appartiennent a ’ensemble {1,2,3}
modulo 3) les longueurs des cOt€s A; = @41 ;_1 du triangle K, i.e.

l; =1lon(K;) = \/(-'l'i—l — 21?2 + (yic1 — Yipr)? .

En plus, nous appelons b;(xh;. yb;) les milieux respectifs des cotés K; et nous
désignons par ¢;(c;, yc;) les pieds des hauteurs issues des sommets «;. On a
Tigl + iy Yigr + Yio1
—_—, yb = —/———.
2 2
Pour calculer les coordonnées cartésiennes des points ¢;, il est commode d’in-
troduire les paramétres d’excentricité 7); € R tels que

xb; =

. —
Nty tim) =2b; ¢; (D)

‘ N
(on remarque que les vecteurs «;4+1 «;_; et b; ¢; sont paralleles et que ;4 a;_1 est
non nul, donc la relation (1) a toujours un sens). On vérifie que

BRI
n= 1;2
d’ou,-avec (1),
Te; = 1(1_7]:')-75:'-&»1'*"1‘(]+"Ii)'7'i—l’ (2)
2 2
1 1
yei = 3 (1 —ni)yip1 + 3 (T+9)yiz1. (3)

RR n*2603



10 | Francisco José PALMA , M. Angeles VILARINO

D’autre part, pour toute fonction
v: P(x,y) € R? — v(P) = v(2,y) €R 4)

“assez régulicre”, nous écrivons matriciellement

vi(P) |
va(P) |

Do) = Li=2s5 =) |

ot nous utilisons la notation (habituelle pour les fonctions définies dans le plan R?)
v 4( P) pour désigner la dérivée Do(P) ((7) et, en particulier, v ,( P) pour la dérivée
partielle Dv(P) (i‘a).

Etant donné que dans certains éléments finis apparaissent des degrés de liberté
dépendants d’une certaine dérivée normale a chaque c6t€ du triangle, il faut orienter
et normer cette dérivée de manicre unique; Dans ce but, pour chaque coté I; de K,
soit 71; le vecteur unitaire, normal 2 ce cOt€ et extérieur & K et soit 7] le vecteur
unitaire, normal a ce cOté et tel que arg(n?) € (:21, %] (voir la Figure 2), c’est-a-dire,

a1y >0,  oubien  @leny=1(sifiles; =0).

—_— = — N ’ .
Comme les vecteurs ¢; aj, 72; et 7] sont paralléles et non nuls, nous €crivons

— - - s
C;a;=n;n,;, Ny =oa;n;.
Pour déterminer les réels n; et a; (on remarque que n; < 0 et |a,;| = 1), nous

notons

— - -
((l,‘ - C,') (.’l)C(l,', yC(I,') — ¢ a; = xca; +yca;iy.

Avec (2) et (3), on obtient alors

1 1

vea;, = xi—z(1=n)aip =z (1 +9)zior, 5)
2 2
1 1

yeai = yi—3 (1 =n)yi1 — 3 (14 5:) yi-1 - (6)

INRIA
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FIG. 2 - Vecteurs normaux

Maintenant, soit /A; la longueur de la hauteur & ;, i.e.

lh; = \Jxca? + yea?;

on remarque que
|A| =2 mes(K)=1lh;. @)

Onaaldrs
n, = — ”I,' .

D’autre part,

RR n* 2603



12 : Francisco José PALMA M. Angeles VILARINO

ou bien, en utilisant les coordonnées des sommets «;4; et a;_,

{ 4

Yig1 < Yi-1,
1 s ou
J L Yiel = Yim1 LT > T,
Q; =
{
Yie1 > Yi-1,
-1 si ﬁ ou
\ A Yirl = Yi-1 0 Ti4) < Tiy -
On déduit ausst
lh; rea; . '
——  si aca; #0,
| xca; |
n; &; =
lhiyeca;
si xca; =0.
| yea; |

Donc, pour la fonction v donnée en (4), nous pouvons écrire
Dv(P) ((t,‘ - (‘;) = n;v,,(P), ‘ (8)

.v'"'(P) = (Y;?‘_,,;'(P). (9)

Nous rappelons que les coordonnées barycentriques d’un point P € R? par
rapport au triangle K, notées P(A;. A2, A3), sont les solutions uniques du systéme

linéaire .
oP = Noai + Noam + Moa,
1 = A + A + M.
Donc '

T = oA 4+ 2l + 23,
y = nh + nh + ks,
1 = Al + A2 + ! A3 [}

INRIA
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et inversement

_ (o1 = 340) (¥ = i) — (s — wie)) (7 — Tt

10

il est facile de vérifier que

A = (xr_1 — zr1) (Yk — Y1) — (W1 — Ya1) (T — Tag1) -

Soit R* P’espace Euclidien rapporté 4 un systtme orthonormé de référence
{O; &1, €2, €3 }. llest connu que les coordonnées barycentriques déterminent, par
rapport 2 un triangle non dégénéré I\, une application affine bijective de R? sur le
plan IT C R? d’équation { A} + A; + A3 = 1 }. Nous notons

X P(z,y) € R?— A(P) = Ma,y) = \pe €T1

(nous adoptons la convention de sommation sur les indices répétés). Cette application
est donnée par (10), d’ou I’on déduit

M(P) = Aae= P (11)
Aa(P) = ,\k.zsk:““‘%ek, (12)

ou encore, grace a (10),
DXP)(a;i—a;) =i~ ¢, (13)

Finalement, a 1a fonction v donnée dans (4), nous associons la fonction
wA€ell—u(d) €R,

telle que

V=1o.

RR n® 2603



14 Francisco José PALMA , M. Angeles VILARINO

En utilisant (13), (5), (6) et la regle de la chaine, on obtient

De(P)(a: —a;) = Bu(A(P)) = d,u(A(P)), (14)

Pe(P)ai—e) = Bu(MP)) =3 (1 =) duu(A(P))

1
-3 (14 9:) Dicru(A(P)), (15)

ou nous désignons J;u la dérivée dans la direction ¢; d’une fonction u définie dans
R3. En particulier, de (7), (8) et (15), on déduit

-1 1

Nip = — |6 — =
TR

1
(1—7li)6i+1j_§(1+77i)5i—1j ) (16)

avec 6;; la delta de Kronecker.

Nous terminons cette section en précisant que pour la fonction v donnée dans (4),
sa moyenne pondérée sur le coté N, de IV, ie. £ [, vdy, peut étre calculée en
utilisant la paramétrisation

ﬁi:s € [0,1] — 1_‘,(\») =iy +s(a;-1 —aip1) € K

il est ‘faci]c de vérifier que
| Fi(s) Il =1

1 "
l/ -zr(/7':/ (voFy)ds.
li JK, 0

d’ou

En particulier, on a

1 1
'l—i I, /\]' (l‘)’ = E (g;j . (17)
1 1
T N /\3 ([“/ = § (S,‘]‘ . (18)

INRIA
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3 L’élément fini de Morley

3.1 Définition de I’élément fini de Morley

K O
3]
(5]
!l Prar = Py(R) dim Ppar =6
El\'l\l = {77((Ii); P.n,(bi) : ] = 1’2’3}

FIG. 3 - L’élément fini de Morley.

La définition de I’élément finide Morley (A P ar. Excar), est condensée dans la
Figure 3 ci-dessus, utilisant pour ce faire, les notations usuelles de CIARLET [1978].
Cet élément fini a €té introduit par MORLEY [1968].

3.2 Polynomes de base

Pour toute fonction v, € Py, nous avons

onla,y) = [PCY (e, y)] x [DLY (va)], (19)

RR n®2603



16 Francisco José PALMA , M. Angeles VILARINO

ot [PCH(x,y)] € Mje est la matrice des polyndmes de base évalués au point de

coordonnées “cartésiennes” (z,y), et [DLY, (vh)] € Mex1 est le vecteur des degrés

de liberté “locaux” de la fonction v,,. Avec une notation standard, nous avons
[PCR(x, )} =[5 135 135 plas phas Plsl
et
(DL (v)] = [onl@r) s va(a2)s valaz); v (h)5 Vrna(b2) 5 Phmy(b3) ]

L’indice A, qui apparait dans toutes les formules, rappelle qu’il s’agit de va-
riables attachées a 1’élément fini de Morley ; nous utilisons ultérieurement des indices
différents pour les variables attachées a d’autres éléments finis.

3.3 Degrés de liberté globaux

L’é1ément fini de Morley peut aussi €tre défini a I’aide de ’ensemble des degrés
de liberté globaux

rerr = { plai)s pas(b) 1 i =123}

On remarque que cet ensemble de degrés de liberté est bien adapté a 1’assem-
blage, d’ou I’appellation de degrés de liberté globaux. Donc, nous définissons le
vecteur [DGE, (v))] € Mgy des degrés de liberté “globaux” de la fonction vy, par

(DGR (wn)] = [unlar); valaz); valas);
Vhont (01)5 vnmg(b2) 5 vang(B3) ]

La relation entre les vecteurs [D LY, (v4)] et [DGY, (v),)] est donnée par la matrice
[CDX] € Mexs telle que

[DLE (v)] = [CDY] < [DGY (0)]. (20)

A D’aide de la relation (9), nous obtenons facilement cette matrice que nous
donnons dans la Figure 4.

INRIA
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[CDy] =

m

a2

FIG. 4 - Matrice [C DY,

3.4 Coordonnées cartésiennes et barycentriques

Nous reprenons la matrice [PCH (., y)] des polyndmes de base. Grice aux
relations entre les coordonnées cartésiennes et barycentriques d’un point, il est
loisible d’exprimer les 6 polyndmes de base de I’élément fini de Morley a 1’aide des
6 mondmes en (A1, X2, A3) homogénes d’ordre 2. Donc, nous définissons la matrice

[PB(2.y)] € Mixe des polyndmes en coordonnées “barycentriques” homogenes
d’ordre 2, donnée par

[PBY(z, ) = [AFs M35 A3 X dss A Ass Ay 1)
et nous définissons aussi la matrice de passage [(" Pl}] € Mgy telle que
[PCi(x, )] = [P By (x, )] < [Py (22)

La matrice [C PJ}] peut &tre calculée en évaluant la relation (22) pour chacun des
degrés de liberté locaux de cet élément, ce qui nous donne, sous forme matricielle,

U= EPBy]<[CPY],

RR n® 2603



18 Francisco José PALMA , M. fingeles VILARINO

ou (1], [EPBY] € Megxe, [/] 1a matrice identité et [ /> By la matrice qu résulte,
ligne par ligne, de I’évaluation de [P 3} (x, y)] pour les degrés de liberté locaux (la
formule (16) est trés utile pour ce faire). L’inversion de la matrice [EPBJ] nous
donne la matrice [C PylY], que nous explicitons dans la Figure 5 (pour la commodité
de I’écriture, nous donnons la transposée de cette matrice).

5 N

1 2-m+m 1 —m 1+m
2 2 2
1 1+ 2—m+m 1 —m
2 2 2
1 1 —mn 1+ 2—m+m
crf) = : 2 .
. I
Iy L
—|a| . ~ 18]
) l
— 14| — 14| 0
! ly l3

FIG. 5 - Matrice [C Py}).

Maintenant, nous pouvons écrire explicitement les polyndmes de base de 1’€lé-
ment fini de Morley. En utilisant les coordonnées barycentriques, nous avons:

2—nic1+
W= g ; T Nt A
1 -9 1+ 9ip
/\,'.. /\,' /\i ’\i )
+ > 1A + 5 +1
—1A
p%Li = Il | (,\,'_] Ai + /\i /\i+1) .

INRIA
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3.5 Dérivées des fonctions

Dans le but de pouvoir écrire, non seulement I’expression (19) pour la fonction
vy, mais aussi des expressions analogues pour ses dérivées partielles premiéres et
secondes, nous posons

vh,a(xvy) = [PCAI a(T y ]X[DLkl(vh)]’ (23)
Vho(z,y) = [PCYy o2, 9)] x (DL (04)], (24)

ol les matrices [PCly . (x,y)], [PCY os(2. y)] € Mixe sont calculées  I’aide de la
relation (22)

[PCHala,y)] = [PBRyo (e )] < [CPy], (25)
[Pcl\la/j x.y)] = [PBI\Ia/f T,y ]X[CPM] (26)

avec [PBY) . (z.9)], [PB}; .5(2.y)] € Mixs.

Nous utilisons maintenant les relations (11) et (12) pour écrire

- 13 , .
(PBhy(r.y)] = A > (g1 — yror) (D PBY (2, 9)],
k=1
12 : o
[PBMZ ) = A Z(fl'k-l — Tp4t) [(')kPB.(‘,(.r.y)],

>~
1]
-

[PBfyyy(x.y)] = (Yr+1 = Yk=1) (nie1r — yi1) (O, P BY (2, )],

Rl =
e
M.

=~
1]
-
-
1l
-

[PB.(\}.lz(T»?/)] = (Y1 = ya—1) (121 — T14) [(.)I%/PBI(\;(:F?y)]’

Rl =
e
-

,.
i
-
[
-

S
e
E

,.
Il
-
-
It
—-

[PBz(\),\zz(J* y)] = (2ro1 = 2rg1) (o1 — 7q1) [OF PBRy(z,y)] .
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Les matrices [0 PBY (x,y)], [03,PBY(2,y)] € Mixe, k.1 = 1,2,3, sont les
dérivées partielles usuelles de (21), dont ’écriture est évidente.

En résumé, a 1’aide des relations (19), (20) et (22) a (26), nous obtenons

v(z,y) = [PBR(x.y)]x[CPY] < [CDY]x [DCY (vi)],

vpa(z,y) = [PBM] x )] x [CPR] < [C DY) < [DGY, (vr)]
vha(,y) = [PBiya(a,y)] x [CPh]x [C DY) x [DGR(va)]s
unn(ay) = [PBYu(x )] < [CPY] < [CDY] < (DGR (va)]

t’h.12($_sy) = [PBMIZ a.y)] x [CP,\I\/-] X [("/)Q’/] X [DC’({T,(vU],
vh_zz(:t,y) = [PB}\122 X, ?/)] X [CP’\] X [( D ]x [D(’M vh)]

que nous écrivons sous forme matricielle

[Vihi(x,y)] = [PDBY (v y)] x [CPDY ] x (DGR ()] 27
ot le vecteur [V}, (x,y)] € Mex est défini par
(VR (z,9)] = YHoulroy)s vialeou); vuz(z,y);
ven(.y) ;s vea2(aay) s v, y) ], (28)

otl la matrice [PDBY (z,y)] € Maexe est donnée par

[PBA‘}( r.y))
[PBMI
[PBMz
[PBMH T.
{PBAnz x.
[PBMZZ T

[PDBf(a,y)] =

Q‘Q

y)]
)]
y)]
y)]
)] |

Q

et ol [C PDY},] € Mexe est défini par la relation
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4 L’élément fini “délinquant’ de Sander

4.1 Définition de I’élément fini ‘“délinquant’ de Sander

Ladéfinitiondel’élément fini “délinquant” de Sander (', Pr-s, Zx s),estconden-
sée dans la Figure 6 ci-apres. Cet élément fini a été introduit par SANDER [1985].

1\’ a3

Prs = P:;’([X’) © < A A2 A3 A >i=1,2,3 dim Pps = 12

B(K) = PB(KN) = (M)

1 1
Lps = {p(a;); T /1 pdys ¢ // Aict Py dy s

1 :
I /I\_' Aig1 P, dy 11 = 1.2.3}

FIG. 6 - L’élément fini “délinquant” de Sander.

4.2 Polynomes de base
Pour toute fonction v, € Py s, nous avons

vn(z,y) = [PCE(r,y)] < [DLE (w)], (29)
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ol [PCE(x.y)] € Mix12 est la matrice des polyndmes de base évalués au point de
coordonnées “cartésiennes” (z,y), et [DLL (v),)] € Miax est le vecteur des degrés
de liberté “locaux’ de la fonction v;,. Nous avons

5 0. . 0. 0. 0 . .0
[I)C's (-T,y)] = [7'1‘, P2s P35 Prios lﬁz’ P13

B e U™ B RS ‘
Pri3s Pu12s Pi2as Prass Pi32s Pisa ]
et

[DLQ'(vh)] = tl:vh(al); 'U;,((Lz); "h(('3);

1 1 : 1
R 1*';—f y1*';—/'-',1;
11 /1\' Up A7y 12 I\‘z‘lh’(, 13 .I\'3("(7

1 1 1
— MUy, dy; — Az v, dv iy —
L Jr 3 Ohom @) N 2 o € b Jk,

, 1 1
= [ Mupa,dy; / M Vpay dys + Al Vp g dy |
[ 2 JK; l 3 JI3 [ 3 JIG3

L’indice S, qui apparait dans toutes les formules, rappelle qu’il s’agit de variables

Ay Vh ny d’y s

attachées a I’élément fini de Sander.

4.3 Degrés de liberté globaux

L’élément fini de Sander peut aussi €tre défini a I’aide de ’ensemble des degrés
de liberté globaux

1 1 1 .
Ks = {P((ti); I /I\_'Pd’r; T /1\', Aic1 pasdys T /1\'. Mgt predy 1 i = 1,2,3} .

Cet ensemble de degrés de liberté est bien adapté a I’assemblage. Donc, nous
définissons le vecteur [DGE (v))] € Mz« des degrés de liberté “globaux” de la
fonction v, par
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[DGF (vn)] = ‘[vh(al); vnla2); va(as);

1 -1 1
— ly;, — / dv; — / dvy;
I x\.l Up &7y L Jn, Up avy I i Up A%

1 1 1
— A3 Vp e dy; — Avyady; —
L K 3 Ohnp 3 Iy S, 72 ' Ly Jry

1 1 1 )
[ ,l31~';—/A»,,,:1;—/A’nsd .
A /1\'2 3 Vhmg 5 I i 2 Uhong Y I I 1 Vh,ng ‘7}

La relation entre les vecteurs [D LY (v),)] et [DG (v)] est donnée par la matrice
[CD?] € Miax12 telle que

A Uhng dy

[DLS (vn)] = [C'DF] = [DGE (1)) (30)
A I’aide de la relation (9), on obtient facilement cette matrice que nous donnons
dans la Figure 7.
r1 1
1
1
| ]
b
Ny _ 1:
(D) = -
144
02
az
Qs
L a3 |

FIG. 7 - Matrice (C' D).’
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4.4 Coordonnées cartésiennes et barycentriques

Par définition de I’espace d’interpolation, une base de Py s est constituée par les
12 mondmes en coordonnées “barycentriques” de la matrice [P B (. y)] € Myx12
donnée par _
(PBE(x,y)] = [A35 235 M35 A2 s A2 M A2 A2ag; a2 A%,
A A M AT A A (31)
et nous définissons aussi la matrice de passage {(" )] € Miax12 telle que

[PCE (z,y)] = [PBL (2. 9)] < [CPE). (32

La matrice [C PL] peut étre calculée en évaluant la relation (32) pour chacun des

degrés de liberté locaux de cet élément, ce qui nous donne, sous forme matricielle,
1] = [EPBE] < [C'PE],

ou [I], [EPBY] € Miax12, [1] 1a matrice identité et [ £ P B%] 1a matrice qui résulte,
ligne par ligne, de ’évaluation de [P 3% (x, )] pour les degrés de liberté locaux (les
formules (16) & (18) sont trés utiles pour ce faire). L’inversion de la matrice [E P BY

nous donne [C' PL] que nous explicitons dans la Figure 8 (pour la commodité de
1’écriture, nous donnons la transposée de cette matrice). Un calcul plus détaillé de
[C P¥] se trouve dans VILARINO [1994].

Maintenant, nous pouvons €crire explicitement les polyndmes de base de I’€lé-
ment fini de Sander. En utilisant les coordonnées barycentriques, nous avons:

P2o= N (it + M) A A+ 2(1 4 pign) A A

~ (5+2nu1) Mot A2 = (5 = 2nic) M A +2(1 —nio) A AR,
— (icy F 1) M1 A2y = (B + 7ic1 + 97ie1) ALy A A

F11(2 = 7ict + 7ie1) Xict A2 Xigy — (8 = 97y — 7ig1) dict A A2y
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[$d 0] eormyery - ¢ "914

I i R i ‘1 1
vz - [Tlee — I<lz Ivle - [Tl - < it
n\ ».\ ﬂ\ : n\ n\
[vie- AR Ivlz (<1 A [vla-
] K i T T T 7l
[Tlez - [« < ivle Ivie- [t -
i 7 i 1 i i 7
[T I~ [vi]e- N (<l - Ivie- [v]e [Tl
g Y ] i ] Ty o Y]
[ < |~1 |v e - Iviz - ISz - (<l - [ 11 Iviz
_\ _\ : C _\ _\ _\
Ivlee - | & 1s1 Ivie— [l <l ~ ITlz- Ivie
o1 (e +1)02- (- yoe— | (=10 (+11=1. b+ 11 Uy +9 ey -9 fli—11
A -1)0e— ol {(fle+ 1)107— Uy -9 -1 [ (Fl-11)- (40— | U411 b1 +9
% +1)00— (W -poz- ]| W4+ Wy 49 Wwy—-9 W—11 (W —11)= (W+11)-
(W47 =2) 1T (Ug+Tl+5)— (=7hG—g)= | (hgz—g)= (Ug+e)=| (W+1)T U+t | (W4)—-  (Fb-T11g
(= UG —x)— (T+ =21 (ho+l+s— | (U4 W)= (M- |[(Ug-g)= Phz+g)-| (Fh+1z U+
Fuo++x)— (b-fg-x)— b+ -7)11 | (+1)T U+ U (e +U)y= (U —1)g [ (Fhg —¢)— (FLg+y4)-

= {gd I
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S

o= (64+4n) N A + (114 9:) A, Ai = (114 7:) Ay A
= (I =) A X + (11 =) A A2+ (6 — 4m) Aoy M

-~

- 20(1 + ’I],) /\‘2-_1 /\,‘ ’\i+1 +40 /\,‘_1 /\,2 Ai-H
—20(1 ——77,'))\, 1 \ \,_H N

- A
I’ii.i—l = '|~—l—|- (4 /\22_1 /\i+1 + 2/\12 /\,’+| _— 2 /\,‘ /\‘2 4 /\, 1 /\I-H

— 2202 A dign =200 A A + 18X A0, )

A
I;!Li,j+] = lTl- ( — 4/\?_] /\i-H - 2/\,2_1 A+ 204 /\,2 +4 A, A?_H

FI8 A2 A A =2 A AP A — 2200 N ’\1+1) :

4.5 Dérivées des fonctions

Dans le méme but, afin de pouvoir écrire des expressions analogues a (29) pour
les dérivées partielles premiéres et secondes de la fonction vy, nous posons

vhalz,y) = [PCE (2,9)] < [DLE (v))], (33)

\u

vhap(z,y) = [PCE s(2, )] x [DLE (vh)], (34)

ol les matrices [PCL , (x,9)], [PCL. 5(7,y)] € Mix2 sont calculées a Iaide de la
relation (32)

[PCE(z,y)] = [PBS.(x,9)]x[CPs), (35)
[PCE . s(2,y)] = [PBEY,s(a.y)]x[CPE], (36)

avec [PBE, (x,y)), [PB,5(z,y)] € M

INRIA



27

~ Nous utilisons maintenant les relations (11) et (12) pour écrire

[PBQ.'](J'-?/)] = Z Z Ykl = Yi-1) [f)kPBI (r.y)],
. 1 3 K
[PB&,(z,y)] = A Z (rk=1 — Tr1) [P B3 ( 1 v)],

k=1

[PBQH(J'-?/)] =

Rl=
e
[v]u

,.
I
—_
~
L
—

e — ) (w1 — yi- 1)[0“PB"(33 DIE

(Yr41 — '!/k-t)(ﬂfl—l - -”'31+1) [Of,PBQ'(:I:,y)] )

S
o)
[\/]u

.
Il
—_
—_
Il

(PBp(r0)] =

1

(PBEp(ry)] = =

M
Mu

(vr=1 = Thp1) (-1 = 2iga) [OF, P BE (2, y)] .

>~

Il
-

=1
Les matrices [0y PBL (2, )], (03P BY (2.y)] € My, k1 = 1,2,3, sont les
dérivées partielles usuelles de (31).

En résumé, a Iaide des relations (29), (30) et (32) a (36), nous obtenons pour la
fonction v, et ses dérivées

w(r.y) = [PBEe )] [CPE]<[CDS]x [DGE (vh)],
cualeiy) = [PBE (r) « [CPE] < [C DS x [DGE (vn)],
walry) = [PBEGey)] < [CPE]<[CDE]x [DGY (vy)],

ven(r.y) = [PBEy(a.y)]) < [CPE]x [CDE] < [DGE (v4)],

vnaa(®,y) = [PBo(ey)] < [CP] < [CDE] < [DGE (va)],

(e, y) = [PBiyla. l/]x[(’P.i"]x[('Di}']x[D(;g\,'(-(.h)],
que nous écrivons sous forme matricielle ) ' ’

[Vis(a,9)) = [PDBE (w.y)]  [CPDE] < [DGE (1), (37
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ol le vecteur (VX (7.y)] € Mex1 est défini par

Vih(za)] = Yeway)s vz, y); enalz,y);

vin(r.y); veaa(z.y) s veaa(a,y)]. (38)

o la matrice [PD B! (2, y)] € Mex12 est donnée par

[ [PB?(.I'.:I/)] ]
[PBL(a.y))
: PB" vy
PDBY(x.y) = | | LN
[ 5(1 1/)] [PB.sn !/)]
[PBLa(v. )]
[PBszz 1)) i

et ol [C PDY) € M4y est définie par la relation

[CPDPY] = [C PN« [C D).

S Le probleme de coques minces

Dans BERNADOU [1994], on trouve une étude détaillée sur la modélisation et
I’analyse mathématique et numérique des problémes généraux de coques minces,
en particulier suivant le modele de Koiter (voir KOITER [1970]). Dans ce travail
apparaissent, non seulement les résultats de convergence correspondants a 1I’ap-
proximation par une méthode conforme d’éléments finis de I’espace de déplace-
ments cinématiquement admissibles, mais aussi quand on considére des méthodes
non conformes. Nous nous limitons dans la Table 1 ci-dessous, a rappeler deux
combinaisons d’éléments finis pour la construction de méthodes non conformes
d’approximation qui apparaissent dans la Figure 2.5.1. du travail cité (voir aussi
TROUVE [1990)).
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Elément fini pour Vi, Estimation d’erreur
/ Degrés de liberté par élément
Elément fini pour Vj, || Schéma d’intégration numérique
P,-Lagrange &€ — @n||n = O(h)
/ cardZp =12
Morley Exact pour 7%
P;-Lagrange-aréte I -T'f;,-|| h= O(‘lzz)
/ cardZ; =24
Délinquant de Sander Exact pour 74

TAB. 1 - Différentes approximations non conformes.

Nous avons rappelé aussi quelques informations supplémentaires, comme 1’es-
timation asymptotique de I’erreur en norme discrete, le nombre de degrés de liberté
par élément et le schéma minimal d’intégration numérique qu’il faut utiliser pour la
méthode considérée. Dans ce rapport, nous allons env'isagcr ces deux combinaisons
non conformes d’éléments finis.

La premiéere utilise I’élément fini P;-Lagrange pour I’approximation des compo-
santes tangentielles du déplacement (espace 1},;) et I’élément fini de Morley pour la
composante normale (espace V},); elle donne une estimation asymptotique de I’er-
reur de I’ordre de O(h), en utilisant un schéma d’intégration numérique exact pour
des polyndmes d’ordre O (il suffit donc d’un seul noeud d’intégration, par exemple
le barycentre du triangle) et la taille des matrices élémentaires est 3 + 3 + 6 = 12.
Donc, ce premier choix peut €tre considéré comme de convergence minimale, mais
peu onéreux du point de vue utilisation de I’ordinateur.
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Plus tard, nous considérons le couple d’éléments finis F%-Lagrange-aréte (on ne
prend pas comme degré de liberté la valeur au milieu de I’aréte, mais la moyenne
pondérée des valeurs sur toute I’aréte) et “délinquant” de Sander; cette combinaison
donne une convergence quadratique et elle permet d’intégrer exactement les poly-
ndmes d’ordre 4 (il y a des schémas a 6 noeuds avec ces caractéristiques). D’autre
part, la taille des matrices élémentaires est maintenant 6 + 6 + 12 = 24. Nous avons
donc une méthode non conforme de convergence élevée, avec une bonne cohérence

entre ses différents degrés de liberté.

Sur les différents exemples tests considérés a la fin de ce rapport, nous compa-
rons aussi les temps de calculs employés sur chacune de ces approximations, ce qui
est nécessaire d’un point de vue d’optimalité d’exécution.

Nous précisons que les deux combinaisons d’éléments finis présentées pour 1’ ap-
proximation du probléme de coques sont non conformes, mais la non conformité
se présente seulement dans I’approximation de la composante normale du déplace-
ment. En effet, I’approximation des composantes tangentielles s’effectue toujours
a I'aide d’éléments finis de classe C°, donc conformes; pourtant, les deux éléments
finis utilisés pour I’approximation de la composante normale ne sont pas de classe C!
(ni de classe C?). Dans la section suivante, nous donnons un bref rappel du probléme
continu, mais en tout cas nous indiquons qu’il s’agit de la formulation variationnelle
d’un systeme d’équations aux dérivées partielles de deuxieme ordre pour les com-
posantes tangentielles du déplacement, et de quatriéme ordre pour la composante
normale ; I’existence et I’unicité de la solution sont assurés dans un sous-espace de
(H'(Q))? x H*(Q). Donc, il faut utiliser les couples d’éléments finis de classe C° et
C', respectivement, pour avoir la conformité dans I’approximation.
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6 Préalables a P'implémentation

6.1 Rappel du probleme continue

Soit Q C R? un domaine borné de frontiere I' = 9Q “assez réguliére”; ce
sera le domaine de référence de la coque mince C étudiée, dont la surface moyenne

est S = ¢(2), avec ¢ carte de paramétrisation. Alors, le probléme de coque peut
s’écrire sous la forme variationnelle suivante : trouver & = (wuj, uz,u3) € V, tel que

a(ii,5) = f(¥),  pourtoutd = (r1.vs,v3) € V, (39)
avec

V = (W)Px14.
Vi = {vel'(Q):v=0surTy},
Vo, = {l? € []2(9) v =v, =0sur FO} ’

ou Ty C I'avec mes(Iy) > 0. Dans la formulation variationnelle (39), a(., .) est une
forme bilinéaire, symétrique, continue et V-coercive, qui est associée a I’énergie de
déformation interne de 1a coque et f(.) est une forme linéaire et continue, qui donne
I’énergie potentielle des forces extérieures. Sous forme matricielle, nous pouvons
écrire

ali.T) = / W, y)] < [A(e)] < [V(x.y)] dx dy,

[

»

i

f(e)

2
(ﬂbwmhﬂhwwh@+AVm&MmewM%

ou le vecteur [{/(a,y)] € M4, est donné par

[U(-”C’y)] = t[“); Uyys Uy2s U2 U2y, W22,

U3, U3 U2, U3, U3 2, 113.22]
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(if en va de méme pour {V'(2,y)]), la matrice [A,;(x,y)] € Mi2x12 prend en
compte le modele utilisé (elle dépend de la paramétrisation ¢ choisie, de I’épaisseur,
des constantes du matériau, etc.) et les matrices [/7/5(x.y)), [Frn(2.y)] € Mixi2
prennent en compte les charges superficielles et lin€iques (sur I'} = I" — I'g) respec-
tivement.

6.2 Le probléme discret

Nous approchons maintenant le probleme (39), en utilisant deux méthodes non
conformes d’éléments finis. Pour cela, nous considérons une famille de triangula-
tions 7, h > 0, de Q (supposé polygonal) et nous construisons les sous-espaces de
dimension finie correspondants

v, roN2 ’
V= (V) x V2
(V,, n’est pas nécessairement inclus dans V).
Pour le premier cas, I’espace V3, C 1/ est construit a I’aide de 1'élément fini

P, -Lagrange, tandis que I’espace Vo ¢ V; est obtenu a I’aide de 1I’élément fini de
Morley. De facon plus détaillée, une fonction v, € 17, est telle que:

sur chaque K € Ty, onavy|w € P(K);

sur chaque ' € T}, elle est déterminée par ses valeurs aux trois sommets du
triangle;

on vérifie que vy, € C°(Q);

on vérifie que v, = 0 sur I'p.
De fag:bn analogue, une fonction v, € V) est telle que:

— surchaque K € T, 0ona v, € Prars
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— surchaque K € 7, elle est déterminée par I’ensemble X ar (voir la Figure 3);
~ on vérifie que v, € C71(Q);
— on vérifie que v, (p) = vi.(p) = 0 pourtout p € I'p noeud de la triangulation.

Remarque : Nous utilisons 1a notation C~'(€2) pour indiquer 1’ensemble des fonc-
tions continues sur chaque K € 75, mais qui éventuellement, présentent une dis-
continuité par saut fini sur les bords de i'. Evidlemment, ces fonctions ne sont pas
univoquement définies sur ces bords, a 1’exception des noeuds de la triangulation.

v a.

Pour le deuxié¢me cas, I’espace V),; C V) est construit a I’aide de I’élément fini
P,-Lagrange-aréte, tandis que ’espace V)3 ¢ 15 est obtenu a 1’aide de 1’élément
fini “délinquant”de Sander. Alors, une fonction v, € V5 est telle que:

sur chaque ' € T, ona v, |y € P(N);

_sur chaque I’ € 7, elle est déterminée par ses valeurs aux sommets et par
ses moyennes pondérées sur les arétes du triangle;

on vérifie que v, € CO(Q);

on vérifie que v, = 0 sur [.

Et une fonction v, € V)5 est telle que:
— surchaque N € 7,,ona v, |y € Prs;
— surchaque i € 7, elle est déterminée par ’ensemble Z . s (voir la Figure 6);

— on vérifie que v, € CH(Q);
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— on vérifie que v,(p) = O pour tout p € T noeud de la triangulation et
Flw vdy =1+ fio Ajvpm, dy =0, =i~ 1,i+1, pour tout K; C Tg coté -
de la triangulation.

Avant d’écrire le probléme discret, nous détaillons I’utilisation d’un schéma
d’intégration numérique. Ces schémas sont définis sur un triangle quelconque, ainsi,
les noeuds d’intégration i, [ = 1...., [, sont repérés alors par leurs coordonnées
barycentriques; nous notons b, ;- le point de &' € 7, en correspondance affine.
D’autre part, le poids correspondant wy, { = 1....,/, est pris pour un triangle de
surface unitaire ; pour avoir le poids associ€ au triangle courant I\, il suffit d’écrire

. 1
Wi N = W mes(l\ ) = Eu,‘/ | A l .

De fagon analogue, si nous travaillons sur un c6té I\, de i, nous utilisons un
schéma de Gauss ; ces schémas sont normalement décrits sur le segment [—1, 1] et
nous notons aussi par b, [ = 1,.... Lhetw, I =1...., I, ses noeuds et poids. Pour

bien fixer la notation, nous posons
Ta={KN€eT, :lon(ANT})>0};

et pour ' € 7, soit A’} = N N T, I'aréte chargée. Alors, nous appelons b, x, le
point de iy, qui est en correspondance affine avec by et wy i, le poids associé ; on
remarque que

Wi .
W, = A lon(l\]).

2
Nous pouvons écrire le probléme discret : trouver i), = (wp1, 142, Up3) € Vh, tel
que
ap(tiy. ) = fulvy), pour tout &, = (1')1.Vp2,Vs3) € Vh , (40)

I
ap(@atn) = 33w UL (bur)] x (AL (b)) x [N (buke)] S
KeT, 1=1
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I .
L@ = 3 ST wir [F(big)] < Vi (b))

KeT, i=1

+ Y sz/\, (Fro(bm,)] < (Vi (b))l

KeT, =1

ol le vecteur (U} (x,y)] € M2y est donné par

K oap s -  drtn s : :
O ()] = s wnas wnnas was we)s whs

Upd s Up3 1 UK32, UK3aLs UR312, ‘Uh3.22]

(il en va de méme pour [V (x,5))).

6.3 Matrices élémentaires

Les composantes tangentielles uy,) et w2 du probléme discret (40) sont prises
dans un espace d’éléments finis construit & ’aide d’un premier élément fini d’indice
I7y (avec dim P g, = Ny), tandis que la composante normale w3 est prise dans un
espace d’éléments finis construit a 1’aide d’un deuxieme €lément fini d’indice E;
(avec dim Py p;, = N,); soit N = Ny + Ny + N,. Donc, sur chaque triangle K € 73,
nous pouvons écrire le vecteur [{/ (. )] sous la forme (voir (28) et (38))

_ [0 ml. . y))
[UN(x.9)) = [(',,2“ .y

[ har2 £ ’/]

Dans le vecteur [DG! (i) '€ My, nous rassemblons les degrés de liberté
“globaux” associ€s aux trois composantes du vecteur déplacement ). Il vient

, [DCb tn )]
(DG™ ()] = | (DGE (wy2)]
[/)C)2 u13)]
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Ainsi nous avons (voir (27) et (37))

*

[UE (2,9)] = [PDB" (2, y)] x [C P D]« DGR ()]

ou [PDBK(.’I‘, y)] € Miaxn est la matrice des polyndmes en coordonnées “bary-
centriques” donnée par

' [PDBE;(J'.][)] 0 0
[I’DB"(x,y)] = 0 [PDBL\*;(-T,?/)] 0 J
0 0 [PDBE(r.y)

et [CPD™] € My est la matrice de passage donnée par

- [lerpl) o 0
[CPDN) = 0 ([CPDY) 0
0 0 [CPDE]

En résumé, la matrice élémentaire de rigidité [ALN] € My,n, associée a

I’élément courant X' € 7, peut s’écrire sous la forme
[AEN] = {CPDN) x [AEN"] x [C PD"], (41)

ol le “noyau” [AEN™] € Mnyn est donné par

I
[AENK] = S w 1 [PDBY (b )] x [Ars (b)) x [PDB™ (b 1))

=1

d’autre part, le second membre élémentaire [B "] € .M «n peut s’écrire
[BEY) = [BEN") < [CPDM), (42)

ot le “noyau” [BENX] € M4 est donné par

. 1 -
[BENI\] — thl\, [[7‘,5([)1.]\-)] X IPDBI\ (bl.]\')] 5
=1
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ce noyau devra €tre complété a I’aide de

> wir [Fro(bm)] x [PDB" (b x,)]

Iy
=1

lorsqu’une (ou plusieurs) ar€te A} du triangle courant /" est chargée.

Evidemment, la contribution de I’élément i" i la fonctionnelle d’énergie discréte
an(iy,vy) est donnée par

(DGR ()] x [AER) < [DGN ()],

tandis que la contribution du méme élément " au second membre discret f),(v,) est
donnée par
[BEN) < [DGN(5,)].

7 Résultats numériques

Nous donnons les résultats obtenus dans I'implémentation des méthodes décrites
précédemment sur quatre tests différents. Nous utilisons la bibliotheque MODULEF
(voir BERNADOU et al. [1988]), en rajoutant les subroutines spécifiques nécessaires,
sur une station de travail HP/Apollo DN4500.

7.1 Cylindre circulaire encastré

Il s’agit de simuler la déformation d’un cylindre circulaire encastré sur ses bords
et soumis & I’action de différents cas de charges; sur la Figure 9 nous détaillons les
caractéristiques physiques du probléme.

Nous considérons les trois cas de charges décrits dans la Table 2 les solutions
exactes correspondantes sont connues (elles sont données sur la méme table). Il
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est intéressant de constater que chacune des charges fait intervenir chacune des
composantes du vecteur déplacement. D’autre part, selon I’élément fini utilisé, la
solution exacte appartient ou non a I’espace d’interpolation.

H = 05

T
I, R =10
i e = 00l

i

n
-

z—’---\ " E = 1.0x10°
N

/

FIG. 9 - Cylindre circulaire encastré

D’un point de vue pratique, nous constatons 1I’indépendance en 2 du probléme,
ce qui nous permet de nous limiter & une bande (de longueur variable donnée par
I’angle /3) pour exécuter les tests ; évidemment, sur les bords fictifs AD et BC, nous
imposons des conditions aux limites de type périodicité. Nous rappelons que sur
les cOtés A3 et 1), nous avons des conditions d’encastrement. Les six maillages
(du domaine de référence) utilisés sont dans la Figure 10. On remarque que nous
travaillons chaque fois avec une bande plus fine, dans le but d’avoir toujours une
seule bande composée d’éléments réguliers.

Quelques caractéristiques techniques des tests exécutés et les résultats obte-
nus sont dans la Table 3 ; nous précisons le nombre d’éléments (N £), le nombre de
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Premier cas de charge

4Fev
f1=0 f2=(1—_m("2—?/2)?/
2

8vet (H* =3 %) + (12+ %) (H? — 4%)? +24627'2]
N

Ee

3 _
fo= 12 R2 (1 — 1?)

Solution exacte

wy =0 uy =0 uy = (H? — y?)?
( Deuxieme cas de charge
2 A 2Fev
] _ . 2 — 4 .3 - _ .
f _- 0 f 1 —__1/2 / 12(1 — Vz) Y
Solution exacte
w =0 up = I1* — 32 w3 =0
Troisieéme cas de charge -
Fe 2 o
L 1 —_— 2 =0 3 =0
f_ (1 +wv)R? ( +§_[ﬂ] / /
Solution exacte
wy = H? — 42 uz =0 uz =0

TAB. 2 - Cylindre circulaire : charges et solutions exactes

sommets (N.5), le nombre d’arétes (\':1), le nombre de degrés de liberté (NDL),
le nombre de blocages (N DL [3), le nombre total (ou effectif) de degrés de liberté
(NTDL) et le temps (en seconde) de calcul des matrices élémentaires (TME)
et de résolution des systemes linéaires (7'S1); I'indice M ou S, s’il existe, fait
- la différence entre la méthode de Morley et celle de Sander. Pour comparer les
résultats, nous prenons comme référence un point placé a hauteur v = 0, c’est-a-
dire, & 1a moiti€ des cOtés AD et B("; alors, la ligne u3 * 10 correspond au premier
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|

FIG. 10 - Cylindre circulaire : maillages
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cas de charge (donc, la solution exacte est 0.625) ; les lignes u; et u; correspondent,
respectivemnent, au deuxiéme et troisi¢me cas de charge (la solution exacte dans les
deux cas est 0.25). Dans tous les cas, on remarque la précision des résultats obtenus,
méme avec treés peu de degrés de liberté. '

Maill. 1 [ 2 | 3 | 4 | 5 | 6 |
NE 4 16 24 32 40
NS 5 8 14 20 26 32
NA 8 15 29 43 57 71
NDLy, 23 39 71 103 135 167
NDLBy | 15 19 27 35 43 51
NTDLy || 8 20 44 68 92 116 -
NDLs 55 | 99 187 275 | 363 | 451
NDLBs | 27 35 51 67 83 99
NTDLs | 28 64 136 | 208 | 280 | 352
[TMEy | 08 1.1 1.8 2.3 30 | 35
TS Ly 0.8 1.0 1.4 1.5 1.9 2.2
TMEs 2.9 51 1 99 14.5 19.2 23.9
TSLs 1.2 1.6 2.9 3.6 4.9 6.0
usay + 10 ][ 0.73931 ] 0.67857 | 0.63286 | 0.62653 | 0.62556 | 0.62529
uzs * 10 [ 0.41043 [ 0.61754 | 0.62485 | 0.62498 | 0.62499 | 0.62500
waar || 0.24076 [ 0.25000 | 0.24999 | 0.24999 [ 0.25000 | 0.25000
wzs | 0.25000 [ 0.25000 | 0.25000 | 0.25000 | 0.25000 | 0.25000
wiar | 0.33123 [ 0.25000 [ 0.25000 | 0.25000 | 0.25000 | 0.25000
wis || 0.25000 | 0.25000 | 0.25000 | 0.25000 | 0.25000 | 0.25000
‘TAB. 3 - Cylindre circulaire : résultats
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7.2 Toiture cylindrique

Nous simulons maintenant la déformation d’une toiture cylindrique chargée par

son poids propre, simplement supportée a ses extrémités par des diaphragmes rigides,

et libre sur les autres cOtés. La référence originale est dans SCORDELIS-LO [1964],
mais cet exemple se trouve également dans ADINA [1983], BERNADOU [1994], etc.

Sur la Figure 11, nous donnons les caractéristiques physiques du probleme.

L

)

14

FIG. 11 - Toiture cylindrique

300.0
600.0
3.0

40°

3.0 = 10°
0.0
—0.625

Suite A la symétrie du probléme, nous nous limitons a la partie ABCD de la

toiture. Les tests ont été réalisés sur les maillages montrés dans la Figure 12 (nous

donnons seulement les six premiers maillages). .
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Evidemment, le fait de nous limiter a un quart de la toiture, nous oblige a imposer
des conditions aux limites de type symétrie ou antisymétrie sur les cdtés BC et CD.
Plus précisément, sur le coté BC, il y a de la symétrie pour les déplacements qui
suivent la direction BC, et pour ceux qui sont normaux a la surface moyenne et il
y a de I’antisymétrie pour les déplacements qui suivent la direction C D (parallele
a I’axe du cylindre); d’autre part, sur le coté '), il y a de la symétrie sur les
directions (") et normale, tandis que I’antisymétrie est sur la direction BC. Nous
rappelons que le coté AD est fixé par un diaphragme rigide, qui permet seulement
les déplacements dans une direction paralléle a I’axe du cylindre, et que le cOté AB
est libre. |

Nous étudions, dans la Figure 13, le déplacement vertical au point [3; nous sui-
vons la convention de mettre avec * la solution-Morley, avec o la solution-Sander
et en pointillé l1a solution exacte (si elle est connue). 11 est intéressant de constater
la différence entre ces deux graphiques, ol I’on compare le déplacement entre le
nombre total de degrés de liberté (i.e., la dimension de \7;,) et entre le temps de cal-
cul (matrices élémentaires plus résolution du systéme linéaire). Ici, nous retrouvons
numériquement la meilleure convergence de la méthode de Sander contre celle de
Morley, mais aussi son coiit beaucoup plus élevé.

Pour finir ce test, nous donnons un graphique de comparaison de temps de
calcul des matrices élémentaires, en fonction du nombre de degrés de liberté, ou
’on constate une économie de 60% de la méthode de Morley. Nous rappelons que
pour un élément fini donné, la taille de ces matrices passe de 12 a 24, et que dans
la premiére méthode, nous utilisons un schéma avec un seul noeud d’intégration,
tanrdis qu’avec la deuxieme méthode, nous avons six noeuds.
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Cuvxe ) u_xe)_]
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1
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4 4

4 . ~ PN
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° 1020 2008 2000 e 0.0 4020 600, 6
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FIG. 13 - Toiture cylindrique : résultats

e ]

1020

FIG. 14 - Toiture cylindrique : temps de calcul
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7.3 Cylindre infini

Dans cet exemple, nous considérons un cylindre circulaire de longueur infinie,
chargé le long de deux génératrices opposées. Il s’agit donc d’une coque non bor-
née, mais suite 2 la symétrie du probléme, nous pouvons nous limiter a (un quart
de) une bande de longueur b (cette longueur peut varier d’un test a 1’autre). Cette
situation a lieu lorsque 1’on considére une tuyére suffisamment longue, de fagon que
les déformations sur la partie centrale soient indépendantes des conditions imposées
aux extrémités.

Nous donnons, dans la Figure 15, un graphique du probléme traité, avec les
caractéristiques techniques et les données; nous détaillons aussi le quart ABC D de
la bande, de longueur b, qui sera étudié. Nous indiquons que la charge, de densité p,
est faite vers le centre du cylindre sur la génératrice qui contient le segment C D et
son opposée.

r = 2.0

e = 0.02

p = 200.0
E = 20=x10"
v = 03

FIG. 15 - Cylindre infini
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FIG. 16 - Cylindre infini : maillages
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Dans la Figure 16, nous donnons les six premiers maillages utilisés ; on remarque
que la bande est a chaque étape plus fine, dans le but d’avoir toujours une seule
bande compos€e d’éléments assez réguliers.

Nous étudions maintenant les conditions aux limites. Le probléme est totalement
indépendant de la direction de 1’axe du cylindre ; donc, le déplacement et les déri-
vées dans cette direction sont annulés. De plus, le fait de travailler sur un quart de
la bande nous oblige a imposer des conditions de symétrie ou d’antisymétrie sur les
cOtés AB et C D. Plus précisément, nous imposons des conditions de symétrie pour
le déplacement sur la direction normale a la surface moyennne, et d’antisymétrie
pour le déplacement dans la direction de la courbe directrice du cylindre.

Nous étudions maintenant le déplacement normal des points situés sur les ar€tes
AB et CD. Evidemment, les résultats sont constants le long de chacune de ces
deux arétes ; donc, nous nous limitons aux points - et /), respectivement. Dans la
Figure 17, nous donnons les graphiques de 1a convergence de ces déplacements en
fonction du nombre total de degrés de liberté.

Dans la Figure 18, nous donnons en fonction du diametre / des maillages,

P’erreur relative de ces déplacements. On remarque que la pente des lignes sert &

retrouver la convergence de chacune des méthodes étudiées.
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[e.3to) €3 )

-2.0 . v —— v
[ :-rlee 7000 7008
Wi
FIG. 17 - Cylindre infini : résultats
18 1og(ERR. REL. v _XA)) ] 10 [V eg(ERR.REL. » _XD)) |
* 10

FIG. 18 - Cylindre infini : erreurs
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7.4 Cylindre pincé

Nous considérons une coque cylindrique, décrite sur la Figure 19, librement
supportée a ses deux extrémités par un diaphragme rigide, et chargée par deux
forces concentrées de densité p, diamétralement opposées et agissant au centre de
la coque.

100.0

= 200.0
1.0

3.0 % 107
0.3

t~ &
I I

= v & a
I

FIG. 19 - Cylindre pincé

Suite a la symétrie du probléme, nous nous limitons a un huititme ABCD
du cylindre. Nous donnons, dans la Flgure 20, les maillages utilisés dans les six
premiers tests. On remarque que ces maillages sont réguliers, i.e., on ne fait pas un
raffinement autour du coin ou I’on fait le pincement.
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FIG. 20 - Cylindre pincé : maillages
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Evidemment, nous sommes obligés d’imposer des conditions de symétrie ou an-
tisymétrie sur tous les cotés, excepté 1D ou la coque est simplement supportée par
un diaphragme rigide, de telle sorte que nous annulons tous les déplacements, sauf
sur la direction de 1’axe du cylindre. Sur les autres cOtés, nous imposons les condi-
tions suivantes : symétrie pour le déplacement normal (les trois cOtés), symétrie pour
le déplacement paralléle a ’axe du cylindre (seulement sur AB et C' D), antisymé-
trie pour le déplacement parallele a I’axe du cylindre (sur B3("), antisymétrie pour le
déplacement parallgle a la courbe directrice du cylindre (seulement sur AB et C D)
et symétrie pour le déplacement paralléle a la courbe directrice du cylindre (sur BC).

Nous étudions les déplacements des sommets A et . A cause des conditions
établies, nous remarquons que seulement wu;(.1) (direction de I’axe du cylindre) et
u3( B) (direction normale a la surface moyenne) son non nuls. Nous donnons, dans
la Figure 21, les résultats de convergence obtenus.

um e7_] o e ]

2.0

10 ]

2.4 . v ————— e.e ———
] 890 1622 8 : oo 1600

FI1G. 21 - Cylindre pincé : résultats
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7.5 Prise en compte des conditions aux limites

La prise en compte des conditions aux limites (encastrement, fixation, symétrie
ou antisymétrie) s’effectue en blocant quelques degrés de liberté sur le bord du
domaine de référence. Nous détaillons maintenant la procédure a suivre pour les
méthodes de Morley et de Sander.

Remarque: Dans les tableaux suivants, il convient d’écrire O pour les degrés de
liberté 4 bloquer, et 1 pour ceux qui restent des inconnues effectives du probléme
pour le type de condition précisé. Quelques degrés de liberté ne sont pas pris en
compte, car ils n’existent pas dans I’élément fini considéré. Evidemment, pour les
points qui sont des coins du maillage, il faut prendre en compte les deux arétes
auxquelles ils appartiennent pour bloquer tous les degrés de liberté nécessaires. O

Pour une condition de fixation du type
v{r.y) =0,

les degrés de liberté a bloquer sont donnés dans la Table 4.

- I ’ | ;
ELEMENT | v T vdy | v, ,l Aj v, dy I
i I s,
P 0 - - | -
MORLEY [0 - |1 -
P 0 0 - - |
SANDER || 0 0 _ | 1

TAB. 4 - Condition de fixation.
Pour une condition d’encastrement du type

v(a,y) =0, calray) =0,

RR n* 2603



54 Francisco José PALMA , M. Angeles VILARINO

les degrés de liberté a bloquer sont donnés dans la Table 5.

ELEMENT || v }-/ ody vm.?}./ X v, dy
} P 0 - - -
MORLEY | 0 _ 0 -

P - |0 0 - } _
SANDER || 0 _ 0

TAB. 5 - Condition d’ encastrement.

Pour une condition de symétrie de type
v(a,cte — 8) = v(a.clc + 6) (6 > 0 “petit”)
si le bord est horizontal (y = ct¢), ou
v(cte — 8,y) = v(cle + b, y) (& > 0 “petit”)

si le bord est vertical (x = cte), les degrés de liberté a bloquer sont donnés dans la
Table 6.

ELEMENT | v [l' /1\_’ vdy | v, t /l‘ /,\_‘ Aj U, dy
' P, 1 - o 1— o
MORLEY | 1 - | 0 ! -
. p 1l — -
| SANDER | 1 I _ 0

TAB. 6 - Condition de symétrie.
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Pour une condition d’antisymétrie du type
v(r,cte —8) = —v(r,cte +6) (6 > 0 “petit”)
si le bord est horizontal (y = clc¢), ou
victe — 6,y) = — v(cle + 0,y) (6 > 0 “pétit”)

si le bord est vertical (z = cte), les degrés de liberté a bloquer sont donnés dans la
Table 7.

[ ELEMENT | v l / vdy | v, | l Aj vy, dy
; BN/ R
P 0 - - -
MORLEY — 0 - 1 ' -
T p 1 0 0 o _
SANDER 0] 0 | - | 1

TAB. 7 - Condition d’ antisymétrie.

Remarque : Pour la prise en compte des conditions aux limites de type périodicit€,
on établit une égalité entre les degrés de liberté des cOtés en question ; ceci revient
a établir autant de conditions aux limites en relation linéaire qu’il y a de degrés de
liberté sur chacun des cotés. a
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