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On a conditional limit theorem and application to
loss systems

Abstract: Consider N independant copies X}, ..., X of a Markov jump processes with
finite state space, we study the limiting behavior of a typical process, say X}, given a
condition like {1/N ¥ | f(X!) € U C R*,Vt € [0,T]} (in fact we will consider conditions
which are close to the last one). This is a process version of a resulat which is called the
Gibbs conditioning principle. This principle is applied to the analysis of a system which
has several kinds of ressources shared by N traffic sources.
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Théoréeme de limite conditionnelle et systémes 3

1 Introduction

Le probleme du conditionnement auquel on s’intéresse ici se pose de la maniere suivante:
on se donne une suite de variables i.i.d (X*);cy & valeurs dans un espace S, le plus général
possible. Chaque X* peut étre vue comme représentant I’état d’une particule (i) d’un gaz.
On cherche alors la loi d’une de ces variables sous une contrainte du type

C(N,U) := {%Zf(Xi) e U}

=1

ot f:8 — V, (V espace localement convexe en général). f(X*) peut s'interpréter
comme 1’énergie de la particule ¢ et la condition correspond a une contrainte sur 1’éner-
gie globale du systeme. Autrement dit la question est de connaitre la loi conditionnelle
par rapport & C(N,U) de X' (lorsque N tend vers I'infini). Ce probléme a été traité
par Vasicek (1980) [15] et Van Campenhout et Cover (1981) [14] dans des cas particu-
liers, puis par Csiszar (1984)[4] dans une grande généralité. Le résultat est que cette loi
conditionnelle limite est obtenue en maximisant une certaine entropie (-l'information de
Kullback d’une probabilité par rapport a la loi commune des X*) sur un ensemble de
mesures adéquat. Le grand principe de maximisation d’entropie en physique statistique,
ou en d’autres domaines, y trouve ainsi un certain® fondement.

Cependant les problemes en temps mobile n’ont apparement pas été considérés dans le
passé. Le plus simple se pose de la maniére suivante: les X = X},¢t € [0,7] sont des
processus markoviens de sauts a espace d’états fini ¥ indépendants et identiquement
distribués et I’on s’intéresse au comportement de X}, ¢ € [0, 7] conditionnellement & un
événement du type

1

N
NZf(X;‘)eUVte 0,7}, f:% — RF E>1

i=1

C(N,U) ={

lorsque N devient grand; (U est un sous ensemble convenable de R* et T' > 0 est fixé).
Ce probléme est motivé par ’étude d’un modeéle de systeme de communication( cf. infra);
il a également la méme interprétation en terme de physique statistique que celle décrite
ci-dessus. Un des objectifs de ce travail est d’apporter des éléments de réponse a cette
question.

Le résultat concernant la loi limite conditionnelle en temps fixe est connu sous le nom
de principe de conditionnement de Gibbs. Il a trouvé des applications dans des domaines
variés (traitement d’images, conception VLSI... ). On en propose une dans le domaine
des systemes de communication.

*ok

1.1l s’agit du cas particulier de la distribution microcanonique, voir aussi Stroock-Zeitouni(91)[13].

RR n" 2389



4 Adnan Aboulalaa

Les modeéles classiques des systemes tels que les réseaux de communication, e.g. les mo-
deles de Jackson ou de Kelly, permettent d’obtenir le régime stationnaire -probabilité
invariante d’un processus de Markov représentant 1’état du systéme- sous une forme
explicite. Cependant le calcul effectif et direct de cette probabilité stationnaire n’est pos-
sible que pour les ’petits’ systémes(nombre faible de noeuds et de liaisons), a cause de la
compléxité combinatoire des formules.

Ce probleme de compléxité se retrouve en des termes pareils en physique statistique
ou l'on cherche également la distribution de probabilité des états d’équilibre qui peu-
vent donner lieu la aussi & des problemes de combinatoire pour calculer la fonction de
partition. Vu ces analogies et les succés remportés par la physique statistique, il est as-
sez naturel d’examiner 1’éventuelle utilité des méthodes de la physique statistique dans
I’étude des grands systemes de communication. Un des premiers travaux allant dans ce
sens (et qui en a inspiré d’autres par la suite cf. e.g. [7],[11],[12]) est celui de Benes [1].
Il décrit les états du systeme par un ensemble S dont les éléments x représentent les res-
sources occupées a un instant donné en chaque ‘point’ du réseau. Alors en désignant par
|z| la sommes de toutes les ressources occupées(ou le nombre total des appels en cours)
lorsque le réseau est dans 1’état x, et par g, la probabilité d’un tel état, la distribution
“d’équilibre” sur S est obtenue en maximisant l’entropie

H(q) = = q.Logq,

z€S

sous la contrainte que le tafic moyen dans le réseau est fixé:

Z |x|qm =m

z€S

Moyenant ces postulats la distribution d’équilibre est donnée par

P dLog®(X)
Et comme en physique statistique ou dans le modele de Kelly le probleme du calcul de
la fonction de partition se retrouve dans ce cas cf. [1] pour plus de détails.

Le modele que 'on propose ici est basé sur l'idée suivante: une maniere d’évaluer les
performances (ou les pertes ) dans un systéme de capacité finie est de comparer le com-
portement ’libre’ des utilisateurs i.e. lorsque le systéme a une capacité infinie et le com-
portement conditionnel de ceux ci par rapport a la contrainte de capacité finie. Malgré
quelques analogies entre ce modeéle et celui de Benes§ (on s’intéresse notament au compor-
tement macroscopique du systéme en faisant abstraction de sa topologie), ceux ci sont
différents, outre du fait que les idées de base ne sont pas les mémes, pour les raisons
? b

INRIA



Théoréeme de limite conditionnelle et systémes 5

suivantes:

o Le réseau n’est pas décrit par des variables représentant ses différents états, on s’inte-
resse plutot au comportement des utilisateurs .

e On prend en compte effectivement la contrainte de limitation des ressources qui est
réelle alors que V.Benes prend comme contrainte un trafic moyen constant.

e la technique de maximisation d’entropie qui apparait comme un principe dans la théo-
rie de Benes, se retrouve dans le probleme qu’on traitera comme un résultat (mais dans
un contexte différent).

Enfin on peut dire, trés schématiquement, que la démarche de V.Benes correspond a
I’ensemble canonique de la physique statistique alors que le modele que 1'on présente
correspond a l’ensemble microcanonique (au sens de [13]).

*k

Le présent travail est organisé comme suit. Au §2. on présente le modele adopté qui
fait le lien entre la question du conditionnement et 1’évaluation des performances des
systemes de capacités finies. Ceci est illustré par I’exemple des réseaux hiérarchiques.
Le §3. est consacré aux “problémes a temps fixe” ot les v.a. X* sont & valeurs dans
un ensemble fini . On y rappelle le résultat sur la loi conditionnelle limite de X' et on
indique d’autres résultats de convergence. Ceux ci sont ensuite appliqués a I’exemple des
systémes hiérarchiques. Au §4. on étudie les problémes a temps mobile: les X* sont cette
fois des fonctions aléatoires et 1’on s’intéresse a la loi conditionnelle limite de X}, ¢ € [0, T
sous une contrainte sur 'l’énergie moyenne’ a chaque instant. Ce cas est bien entendu
plus intéressant mais en contrepartie les résultats correspondant sont peu explicites.
On traite d’abord le cas des chaines de Markov §4.1 qui permet de deviner la forme
de la loi conditionnelle limite éventuelle dans le cas temps continu; ce dernier cas est
traité en modifiant légérement la forme de ’événement C(N,U), §4.2; on donnera les
caractéristiques du processus X} sous cette loi limite.

2 Le modele

2.1 Modele et problemes

On considere un systeme qui possede k types de ressources et auquel peuvent accéder N
clients. Ces ressources sont limitées en nombre de L1, ..., L; unités respectivement.

Si les ressources étaient infinies un client évoluerait de maniére aléatoire, identique (aux)
et indépendante (des) autres utilisateurs, dans un espace d’état fini ¥ = {ey,...,e4}. On
suppose aussi que l'on dispose d’une fonction f : ¥ — IR* qui & chaque état associe
les quantités utilisées de chaque ressources. Le comportement réel des utilisateurs est

RR n"” 2389



6 Adnan Aboulalaa

donné par leur comportement a prior: conditionné par le fait que les ressources utilisées
a chaque instant ne peuvent pas dépasser, en quantité, les ressources disponibles. On se
pose alors les problemes suivants:

2.1.1 Problémes a temps fixe

On suppose que les utilisateurs sont représentés par des variables i.i.d. X!, ..., X" &
valeurs dans % et définies sur un espace de probabilité (22, .4,1P). On pose

]P()(Z = eh) = HUp

La condition de limitation des ressources s’écrit
N k
> (XY e Uy, Uy = T][0,L;] c R

i=1 j=1

Le comportement réel des utilisateurs est donné par

N o= P(X _eh|Zsz ) € U)

=1
En particulier I'espérance de la quantité de ressources que demandent les utilisateurs est

E(; FXY) = N’LX_: pinf (en)

on a méme 1/N E )(Z — E —oMrJ\ER IP — p.s.) et Pespérance de la quantité
=1 h=0 p P q
de ressources reellement utilisée est

N N
B F(X)]S F(X) € Uh) Nz%
1=1 =1

On établira un résultat de type convergence en probablhte(sous les contraintes)

1 4 d

I — S ()

=1 h=0

(prop. 3.1.3.) olt v, = limy v}, prop. 3.1.1. Donc la détermination des probabilité condi-
tionnelles v}, donne des renseignements intéressants sur les performances du systeme.
Ce cas peut s’appliquer en particulier aux problémes des accés concurents a un instant
donné.

Remarque 2.1.1 Dans toute la suite on posera L; = Nl;,© = 1,...d; v, doit étre vue
comme une estimation asymptotique de v;' qui dépendra des [;, yy,. Enfin ’événement
par lequel on conditionne s’écrira désormais

C(N,U) _{sz yeU}, U= ]‘[[oz] c R*

7=1

INRIA



Théoréeme de limite conditionnelle et systémes 7

2.1.2 Problemes a temps mobile

On fixe un intervalle de temps [0,7]. On suppose que ’évolution des utilisateurs est
donnée par des processus X}/, ..., X;¥,t € [0,T] indépendants et de méme loi, dont ’espace
des états est X, définis sur un méme espace de probabilité (£2,.4,1P). Ici la condition de
limitation des ressources s’écrit

C(N,U) = {% fj f(X})eU vte 0, T} U=1_,[0,4;] c R*

i=1
et le comportement réel des utilisateurs est donné par la probabilité PV sur Q
PY()=P(X"' € .|C(N,U))

Le but étant d’obtenir des informations sur le comportement de X} sous la probabilité
P¥ lorsque N tend vers ’infini. En ce qui concerne les ressources utilisées, le probleme
est le méme qu’en temps fixe.

2.2 Exemple

e Temps mobile: On se donne un réseau hiérarchisé sur d niveaux . Par exemple le
réseau telephonique out 'on trouve les abonnés (en nombre N tres grand ) au niveau 0,
les centres locaux au niveau 1, les centres & autonomie d’acheminement (CAA) au niveau
2, les centres de transit secondaires (CTS) au niveau 3, et enfin les centres de transit
principaux (CTP).

Ici on fait abstraction de la topologie du réseau et on se donne seulement le nombre de
ressources par niveau: un appel local nécessite seulement un canal disponible dans le
commutateur de niveau 1 , on suppose qu’il y en a [{N au total; un appel international
necessite I'utilisation d’un canal au niveau 1, un canal du niveau 2 etc... Bref on suppose
qu’a une communication correspond un niveau i et qu’elle utilise une unité de ressource
de chaque niveau j < 7. Soit Nly,..., Nl; les quantités globales de ressources de chaque
niveau dont dispose le réseau.

Un abonné ¢ disposant de toutes les ressources qu’il faut est représenté par un processus
de sauts X! & espaces d’états ¥ = {e,...,eq}; ces processus sont indépendants et de
méme loi. Il occupe I’état de repos ey (ot il ne communique pas) pendant une durée 7
puis passe a 1’état e, h > 1 (’abonné est en communication et utilise simultanément une
unité de ressources des niveaux 1,...,h) ou il reste une durée 7, puis revient a ep; ces
durées sont des v.a. exponentielles ... On prend alors comme générateur de X :

Aleg,en) = ap, h >1

Alen,e0) =, h>1

RR n"” 2389



8 Adnan Aboulalaa

Alen,er) = 0si h # k dans les autres cas

La contrainte de limitation des ressources a chaque niveau s’écrit :
r N
> lxi—e, < Nl
1
N
; 1Xtie{@d—laed} < Nlg (1)

A\

N
Y Ixicter ey < Nl
1

\

pour tout t € [0, co[- pour des raisons techniques on prendra plutét V¢ € [0,7],T < oo
cf.§4. L’événement C(N,U) traduisant le fait que ces contraintes sont satisfaites s’écrit

C(N,U) = {%éf()(") eUVte[0,T]}, U = 1?[[0,@-], i — R

fleo) = (0,...,0), f(er) = (1,0,...,0), f(es) = (1,1,0,...,0),..., fles) = (1,...,1)

Notons que 'on a déja
P(X} = &|C(N,U)) > P(X; = e)

(vérification facile). Comme il se doit la probabilité pour qu'un abonné soit dans I’état
de repos conditionnellement aux contraintes est plus grande que celle correspondant a
des ressources infinies.

Remarque 2.2.1 Une modélisation standard de la situation est la suivante. On consi-
dere d organes de services S, ..., Sq ( qui représentent les ressources des d niveaux). Le
i-eme organe a une capacité de C}; serveurs. A Ventrée de S il y a des d type de flux
d’arrivées poissoniennes d’intensités Aq, ..., Ay. Lorsqu’'un client de type k arrive a Sy, soit
il trouve des serveurs libres simultanément dans Sy, ..., .S, et alors il occupe un serveur
de chaque niveau 7,7 < k pendant une durée v.a. exponentielle de parametre p; puis les
libere ensuite, soit il trouve qu’'un organe de service S;,7 < k est saturé et dans se cas il
est éjecté du systeme.

L’état du systéme peut alors étre représenté par un (Y;,...,Y) € IN? ol Y, est le
nombre de client dans S5; a l'instant ¢. C’est un processus de sauts dont le générateur est
donné par:

A((Z1y ooy Thy ey a), (21 + 1, ey + 1, 2py1, -0)) = Mg si 2y < C, ooy zp < G,
A((iEl, very Tp,y ...,.’L’d), (.’L‘l -1, 2 — 1,£L‘k+1, ) = UrTy st <z < Cl, L0 <z, < Ck,
A(z,y) = 0siz # y dans les autres cas.

(2)

INRIA



Théoréeme de limite conditionnelle et systémes 9

Le probleme serait alors de chercher la mesure invariante de ce processus.

Il faut noter que ce modele est équivalent a celui qu'on a adopté sur le point suivant:
les N processus X! représentant les clients engendrent d flux d’arrivées poissoniennes
avec des durées de services exponentielles. En effet si T,i’h, k € IN désignent les instants
de sauts & 1'état e; de X!, on obtient pour chaque i et A un processus de Poisson de
parametre —A(ep, ep,)(puisque, pour un processus de sauts, les durées de séjour dans
les états visités sont des v.a. exp. indépendantes, conditionnellement a la position de ces
états). La superposition de ces instants pour les N processus donne le flux d’arrivée global
de type h d’intensité \;, = —N A(ep, en) (les X sont indépendants). Par ailleurs on peut
considérer que le flux des demandes qui ne seront pas rejetées correspond a 1I’évolution
des X! conditionnellement & la limitation de la capacité du systéme. C’est précisement a
cette évolution que l'on s’intéressera.

o Temps fixe: C’est le méme probléme que précédement sauf que les X* sont simplement
des v.a. & valeurs dans un ensemble fini; la condition C'(N,U) est dans ce cas

P

N
D lxice, < Nl
1

N
Z]-X’ eq_1,€ SNld—l
- €fea—1,ea} (3)

N
Z 1X1.E{ela"-7ed} S Nll
1

\

Ce probleme sera traité au §3.2.

3 Problemes a temps fixe

3.1 Probabilités conditionnelles et convergence

Le cadre est celui du 2.1.1: ¥ = {eq,...,eq}, M1(X) = ’ensemble des mesures de pro-
babilité sur X. Pour une mesure v € M;(X) soit sa divergence ( ou son information de
Kullback) par rapport a u

K(v|p) Z VzLog—
i
et soit le sous-ensemble de M;(X)

r = {ve My(2): [ fdv e U} (4)
= {(v,.. V) € ]Rfl,zgui =1, ngf(ei) e U}

RR n"” 2389



10 Adnan Aboulalaa

La fonction K(.|p) est strictement convexe sur I'. Si U est un convexe fermé (ce qui est le
cas au 2.1.1 et ce sera toujours le cas dans la suite) I 'est aussi (c’est méme un compact)
et K(.|¢) y admet un minimum unique que l'on notera v*. Dans ces conditions:

Proposition 3.1.1 La suite des lois conditionnelles de X' par rapport a C(N,U) soit
vN € My(X) convergent en variation® vers v* lorsque N tend vers l'infini.

Preuve. 1l s’agit d'une application immédiate du ‘principe de conditionnement de Gibbs’.
cf. Dembo-Zeitouni[5] Th.3.3.3 ou Csiszar [4] O

Remarque 3.1.2 On a par la loi des grands nombres

%gf(xi) — F=Y mi(e) ps.

) h=0

Donc la probabilité IP(C(N,U)) tend vers 1 ou 0 selon que f appartient ou non & U.
Dans le premier cas on a directement v, = up,h = 0,...d sans utiliser le principe de
Gibbs. Ce cas n’est pas tres intéressant; il correspond a la situation ou les ressources
disponibles sont > aux ressources requises par les utilisateurs en moyenne.

Introduisons maintenant quelques notations. On prend Q@ = I, X : Q — ¥ les
applications coordonnées, B" = o(X!,..., X"); on se donne u € M;(X) et on pose IP =
M®]N € Ml(Q)

Pour tout k > 1 on considéere P*) € M; (X%, B*) telle que
P () =P(|C(n,U))s

Les éléments de M;(X™, B*) seront identifiés aux éléments de M;(XF, B¥) . D’apres la
proposition précédente, on dispose de PY) := lim,__,,. P\Y). Alors

Proposition 3.1.3 1/. Pour tout k fizé, X', ..., X* sont conditionnellement asymptoti-
quement indépendantes i.e. P\F)(.) converge en information (cf. §4.2) vers P()®k

2/. Pour toute application ¢ : ¥ — IR™,m > 0 et tout fermé A C IR™ tel que
EPY(¢(X)) ¢ A on a

p?gm(% Enj p(X") € A) — 0
=1

lorsque n tend vers linfini, du moins si inf ¢4 AZ(JJ) > 0, A, étant la transformée de
Cramér associée a (.

2. Ici cela correspond tout simplement & la distance d(v, Z//v) = sup;cx |v(1) —I/l(_I)l =1 Deex lviei)—

v (es)]

INRIA



Théoreme de limite conditionnelle et systémes 11

Preuve.

D’aprés un théoréeme de Csiszar [4] Th.4 X', ..., X™ sont “asymptotiquement quasi-
indépendantes sous la condition C'(n,U)” (cf. la référence pour plus de précisions). Cela
entraine ([4] p. 772) 1/ d’une part et d’autre part que s’il existe un a > 0, 5> 0

VB, € B"PYe"(B,) < Bexp(—an),n = 1,2, ...

alors

lim P\"(B,) =0

noo

Orsi A C R™ est un fermé tel que EP" (¢(X1)) € A. Pour B, = {10, ¢(X € A}, on
a
PW®(B ) < 2exp(—an),n =1,2,...

pour o = inf,c 4 A} (z) (cf. le théoreme de Cramér-Chernov). 2/ s’en déduit. O
Proposition 3.1.4 La suite IP,(.) = IP(.|C(n,U)) converge étroitement vers PLEN,

Preuve.

On sait que les probabilités marginales de IP,, convergent étroitement vers celles de P(V)®N
(d’apres le 1/ de la proposition précédente, la convergence en information entrainant la
convergence en variation). D’autre part, en munissant ¥ de la metrique induite par la
metrique usuelle de R™ (aprés avoir identifier ¥ & {0, 1, ...,d} C IR par exemple), c’est un
compact cf. Billingsley [2] p.219. Il en résulte que la suite (P, ),>1 est tendue; on conclut
en appliquant le théoréme de Prohorov (cf.[2]) O

3.2 Application: ’exemple des systemes hiérarchiques

On se place dans le cadre du paragraphe 2.2 alinéa “temps fixe”. Pour calculer la pro-
babilité conditionnelle limite, on est donc amené a résoudre le probleme d’optimisation
suivant

d
. Vp,
inf K(v = E vy, Log—
1 ( |N) ~ h gﬂh (5)
glv) € A

A= {1} x {(z1,...,z4) € R% 1 z; < l;,i = 1,...d}

RR n” 2389



12 Adnan Aboulalaa

On peut réécrire ce probleme sous la forme standard d’un probleme d’optimisation
convexe et on dispose de A = (A, ..., Aq), A; > 0 si 7 > 1 (multiplicateurs de Lagrange)
tels que:

VS — Hoe—)\o—l

* — i)\i—l
v, = pie 2o

Avec

A =0 ou bien ZV;:O 1=1,...,d.
j=1

En introduisant Z a la place de Aj:

( * Ho
vi="e 2iah
Z
1 X =0 ou bien Zy;zli i=1,..,4d. (6)
i=i .
Z = po+ Y pe L=
\ =1

¢ Intuitivement les probabilités p; peuvent étre interprétées comme étant les proportions
des gens qui seraient en communication a un niveau ¢ si les ressources étaient infinies; les
probabilités 2} quant a elles peuvent étre vues comme les proportions de gens qui sont en
communication a un niveau ¢ compte tenu des contraintes de limitation des ressources.
On peut alors voir le rapport vf/u; < 1 comme étant la proportion de gens ayant reussi
a communiquer au niveau i et 1 — v/ /y; la proportion de gens n’ayant pas réussi a com-
muniquer a ce niveau.

En effet, si 'on considere la fonction ¢, : ¥ — R e; — &; alors %E?:l gbh(Xi) qui
représente la proportion des ressources de type h utilisée tend, conditionnellement a la
contrainte de limitation des ressources vers v; au sens de la propostion 3.1.3. Ainsi la
quantité v; peut étre interprétée comme la proportion des ressources de type h effective-
ment utilisée.

e Les ressources disponibles ne sont pas intégralement utilisées, bien qu’elles soient in-
férieures en quantité aux ressources requises. En effet elles seront utilisées dans leur
intégralité si B f(X') := ¢_,vif(en) = (l1,...,lq) ce qui n’est pas vrai en général.
Par contre on a EY" f(X') € 9U, U = [1%[0, 1] car K(v|u) est strictement convexe et son
minimum absolu qui est atteint en u qui vérifie E#(f(X') ¢ U comme on le suppose.
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4 Problémes a temps mobile

4.1 Cas des chaines de Markov (temps discret)

Ce paragraphe peut étre considéré comme une introduction heuristique au cas des pro-
cessus de sauts a temps continu.

Soit T' € IN. Ici le temps t décrit les entiers < T'. Soit X?,7 € IN une suite de chaines de
Markov indépendantes de méme loi (méme matrice de transition @) et probabilié initiale
m) et dont Iespace des états est 'ensemble fini ¥ = {ey, ..., e4}.. Ces chaines sont définies
sur un espace de probabilité (2, .4, IP)

Soit enfin une fonction:

f:2— R
et U un convexe de IRF.
On considere ’événement

N
C(N,U) = {%Zf(Xf) cU, Wt =0,..,T)
=1

(qui représente la contrainte) et on s’intéresse a la limite de
PY()=TP(X € |C(N,U))

lorsque N tend vers l'infini.
Dans ce cas on peut toujours appliquer le principe de Gibbs pour les mesures a support
fini. Posons en effet:

X' = (Xgy ey Xin)

les X* sont alors i.i.d & valeurs dans 271! avec

IP()(z = (;L'O, “.,;L'T)) = W(;EO)Q(.’L'O,$1)....Q(.TT_1,.’L'T)
et 'on peut écrire

1

N
F Xz UT+1 UT—I—l ]Rk(T—I—l)
N 2 F(X) e UT}, Ut

i=1

C(N,U)={

avec
F:¥F — R*HD (g, ..., 2p) = (f(z0), ..., (7)), 25 € Sy

Notre but est d’obtenir une expression explicite de la limite de PY(.) qu’on notera Pj(.).
La loi commune des X* sera notée p € My(X711). La loi limite conditionnelle cherchée,
soit pu* € M;(XT™!), est donnée par

p* = argmin K (v|p)

RR n” 2389



14 Adnan Aboulalaa

I'= {I/ S Ml(ET-l-l) . /de cUT ¢ ]Rk(T+1)}7

vip) = v(z)Lo ¥(z)
K(v|u) —wg;H (z)L 9@

Plus explicitement on a a résoudre le probleme d’optimisation suivant:

( nf > v(zg, ..., 1)

L
ueMi(ZT+1)107__.’zTV($O’ or) Ogu(aro,...,xr_p)
> flzo)v(zo,..nzr) €U C R*
yoe T
Z f(z))v(zg,...,z7) €U C RF (7)

> flar)v .ro,...,mT)EUC]Rk

\ L0y T

Ce probleme d’optimisation admet une solution unique, la fonction a optimiser étant
strictement convexe et le domaine est convexe. On dispose alors de multiplicateurs de
Lagrange Ao, ..., Ar € IR¥ tels que

T
M*(.’L‘(), ceny :I?T) . eEt:o Ai-f (1)

M('T07"'737T) Zr

(Zr est un facteur de normalisation qui correspond & la contrainte Y v(xy,...,z7) = 1).
En écrivant pu(zy, ..., z7) sous forme de produit des probabilités de transitions, il est fa-
cile de voir que pu* se factorise en un produit de probabilités de transitions Qt(:z:t, Tii1)
qui dépendent donc du temps, de sorte que sous Pj, X} est une chaine de Markov non
homogene.

Remarque 4.1.1 On ne peut pas prendre 7' infini; I’événement par lequel on condition-
nerait pourrait étre de probabilité nulle. Une condition suffisante pour que les événements
de type C(N, U) soient non négligeables est que f(X}) reste dans U pour t = 0, ...T" avec
une probabilité non nulle; ce qui est vrai dans le cas typique ou U = H};Zl[o,lh] et

flen) =0

4.2 Cas des processus de sauts (temps continu)
On se donne cette fois un intervalle [0,7] C IR et une suite de processus markoviens de

sauts X},t € [0,7],i = 1,..., dont P’espace des états ¥ = {eg, ..., eq} est fini, définis sur
un espace de probabilité (£2,.4,1P). On suppose que ces processus sont indépendants et
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ont la méme loi (générateur A et loi initiale 7). Comme au paragraphe précédent, on se
donne un convexe U C IR* et une application f : ¥ — IR¥, et on considére I’événement

1

~ 2 [(Xi) € U, v e [0,T1}

=1

CO(N7 U) :{

On s’intéresse alors a la limite de
PY() =TP(X' € .|Co(N,U))

lorsque N tend vers I'infini. Dans la suite on notera Px la loi commune des X sous IP.

Remarque 4.2.1 Ici encore on ne peut pas prendre 7" infini. En revanche une condition
suffisante pour que C'(N,U) soit non négligeable est P(f(X}) € U Vt € [0,T]) # 0. En
particulier s’il existe un état e; tel que f(e;) € U cette condition est realisée puisque X}
reste = e; pour tout ¢ € [0, 7] avec une probabilité non nulle.On se placera dans ce cas
dans toute la suite.

D’aprés lexpression de la probabilité limite pour les chaines de Markov, on peut s’at-
tendre a ce que cette limite en temps continue soit donnée par une formule du type

. ST e f(adt

% 1 _
PY (X edz) = 7

Px (X" € dz)

Rappelons d’abord une définition. Soit P, une suite de probabiliés sur un espace (S, B).
On dit que P, converge en information (ou au sens de Csiszdr) vers une probabilié

Q € My(S) si K(P,|Q) — 0. Avec
dP ) .
K(P|Q) = / Log@dP si P < @, et oo sinon.
S

Cette convergence entraine la convergence en variation de P, vers @, et on a méme (cf.
[4]):
P— Q| < \2K(P,Q) YP,Q € M(S)

On a alors le résultat général suivant sur les lois conditionnelles limites (cf.[4] Th.4.):

Théoréme 4.2.2 (Csiszar) Soit U une application mesurable d’un ensemble (mesu-
rable) (S, S) vers un espace vectoriel topologique localement conveze (e.v.t.l.c.) V. Soient
X1, X2, ... une suite i.i.d de v.a. a valeur dans S de loi commune Px et Q la probabilité

RR n"” 2389



16 Adnan Aboulalaa

image de Px par U; Q est supposée “convexe-tendue”3
Alors pour tout C C V, convexe dont lintérieur a une intersection non vide avec le
support de @) la suite des probabilités conditionnelles

PY()=P(X'e |—Z\11 X e )

=1
converge en information vers la mesure de probabilité P* définie par

() = ey (¥()

avec

V' = argmax{inf V(v) — LogE?(exp(V()))

(ce mazimum étant atteint)

Bien que ce résultat soit tres général, les conditions imposées a C' et a () constituent
des obstructions importantes a son utilisation dans le cas qui nous intéresse. On se place
dans le cadre de ce théoreme en prenant

S ={w:[0,T] — X constante par morceaux}

TS —V Uw)(t) = f(wt), C={scV:d(t)eUVtelo,T]}

ott V est un e.v.t.l.c C (RF)®7] 4 préciser. Les choix de V que ’on considére ici tournent
autour des espaces L([0 ),R%)" Ils ont ’avantage d’avoir des espaces duaux bien connus.
Cependant, si on adopte V = L([o 7|, R¥) BVEC P < 00, l'intérieur des ensembles C' du type
ci-dessus serait vide. D’autre part si on prenait V = L([0 )R ) il est facile de voir que la
loi image @) du processus X} n’est pas séparable (i.e. son support n’est pas séparable pour
la topologie considérée) et donc non tendue*(cf. Billingsley[2] Appendice III). La solution
retenue pour l'instant consiste a travailler sur un espace L?, en modifiant légerement la
forme des contraintes Cy(N,U) par lesquelles on conditionne: on parlera de contraintes
de type LP; étant entendu que notre probléeme initial est celui des contraintes de type
L.

Pour simplifier la présentation, on se placera désormais dans le cas £ = 1,7 = 1 avec
U de la forme [0, E]; la fonction f est généralement positive (a valeurs dans ]Rl‘F pour
k > 1): elle donne les quantités de ressources utilisées pour chaque état e, ou I’énergie en
physique statistique. L’hypothése de 'existence d’'un e; € ¥ tel que f(e;) € U se traduit
ici par f(e;) < E. La traduction des résultats lorsque k£ > 1 et U est un convexe de R*
ne pose pas de difficulté.

3. i.e. il existe une suite d’ensembles Ky C K», ... convexes et compacts tels que lim,, _,o Q(K,) = 1.
C’est toujours vrai si V est un espace de Banach séparable.

4.s1 () était tendue on aurait supp) C UK,, ou K,, sont des compacts. Dans ce cas les K,, seraient
séparables car ce sont des espaces compacts metrisables et donc suppQ le serait aussi.
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4.2.1 Cas des contraintes de type L?, p < cc.

Posons: .
C(N,p) = {53 f o X' € B(B))
i=1

ol B,(E) est la boule fermée de rayon £ de Lfj ; r)- Notons que B,(E) C By(E) si

p < p (inégalité de Holder), et donc C(N,p) C C(N,p')sip < p. Remarquons aussi que
Co(N,U) = C(N, 00) et il est facile de voir que 1, C(p, N) = C(N, 00). D’autre part on
a

Ve>03p e INVep € B,(E) L. C [0,1] :dt(l.) <e, ¢(t) <EVtel01]— I
(vérification facile). Ces considérations montrent que le fait de conditionner par des événe-
ments C'(p, N) avec p suffisament grand donnerait une idée sur la loi limite conditionnelle
qu’on cherchait au départ (si elle existe). Pour p € IN posons alors

N(y _ 1
B () =P(X" € [C(N,p))

Proposition 4.2.3 1. La suite des probabilités PpN converge en information vers une
probabilité Py donnée par:

1
dP* f Flw()Ap(t)dt )
_dP; w) = eoZ—’ Zp = EPX(efo f(X,l),\p(t)dt) (8)
P

ou A, € LU[0,1]), (1/p+ 1/q = 1) est l'unique solution du probléme d’optimisation
sutvant :
1

1
=arg max [ inf [ (N1t ~ Logh™ (exp( [ J(XHNDAL)]  (9)

A

P

2.Le processus X}, t € [0,T] est markovien (non homogéne) sous la probabilité P;.

Preuve.

1.La premiere partie est une application du théoreme de Csiszar avec ici V' = Lf’[071])qui
est un espace de Banach séparable, C = B,(F) dont l'intérieur a une intersection non
vide avec le support de la loi image de X! par ¥ si on suppose qu’il existe un e; € ¥ :
f(e;) < E par exemple. Les conditions du théoréme sont vérifiées dans ce cas.
2.Rappelons que si P et @ sont deux probabilités sur un méme espace (2, .4) telles que
d@/dP = M alors pour toute sous tribu B de A et toute v.a. ® on a

EP(®M|B)

EE(18) = o)

(10)
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Pour ¢ € [0, 7] désignons par F<; = (X}, s <t),Fs; = (X1, s > t) et posons

Ji F@Ap(s)ds .
My(z) = & - ) Mey(z) = elo 1@ @i 0 1) = oJi fehe)is

p

Soit Y<;,Y>, deux variables aléatoires mesurables par rapport a F<; et F>; respective-
ment. Alors en désignant par E(.) et E*(.) les espérances par rapport aux probabilités
Px et P respectivement, on a grace a la formule rappelée ci-dessus (remarquer qu’on a
simplifier par Z, dans la deuxiéme égalité)

) E(YerYa Mz | X}
B(YaYulX)) = UEzea ) (1)
_ E(Y<;Y> Mo M| X}) (12)
E(M<, M| X})

et puisque X} est markovien sous Px et compte tenu de ce que M<; et Ms; sont mesu-
rables resp. par rapport F<; et F>;, cette derniére quantité est

E(Y<i Mot X)) E(M>:Y>4 X)) (13)
E(M<|X])E(ML,|X})
B(Yoi M| X} E(M>| X}) E(Y2i M| X} ) E(M<| X} ) (14)
E(Mu| X E(M>| X)) E(Mxi|X{)E(M<| XY)
— E(YStMT|Xt1)E(YZtMT|XtI) (15)

E(Mr|X}) E(Mr|X})

olt dans le dernier passage on a utilisé encore une fois la propriété markovienne de X}
sous Px et divisé les numérateurs et dénominateurs des deux fractions par Z,.
On applique une deuxieme fois 10 et ’on obtient

E*(YaiYoi| X)) = B* (Yo X)) E* (Yol X7 )OO
Dans la suite de ce paragraphe on fixe p et on pose V,, = Lf[O,T])7 Pr:=P), A=A

Proposition 4.2.4 Si f est a valeurs dans Ry ( ce qui est le cas aussi bien pour l’ap-
plication qui nous intéresse qu’en physique statistique) alors

A(t) <0 dt — p.p. sur[0,T]
La signification physique de cette proposition est claire: la probabilité d’une trajectoire

est d’autant plus faible que les états occupés dans cette trajectoire ont des énergies éle-
vées.
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Preuve.
Pour g € VI',I notons
T T
H(B) = inf, [ 6()3(1)dt — Loglt™eap [ J(X(1)B(0)dt
eC Jo 0
ou C' = By(F). Par définition on a

A = argmax H(f)
BeV,

On va montrer que V3 € V; il existe 1 € VZ'; négative telle que H(B;) > H(S). Soit
donc 3 € V; et soit supp, (resp. supp;) le plus grand sous ensemble de [0, 7] sur lequel
3 est négative (resp. positive) i.e. V¢ € V), supp(¢) C supp; = B(¢) < 0 (resp.
Vo €V, supp(¢) C suppg = [(¢) > 0) . Soit f; € V; définie par

T

808100t = [ 1050~ [ 1,1 6(005(0c

Il est clair que (3; est négative. Alors

T T

inf [ p(t)B(t)dt = inf [ H(t)B(t)dt (16)

¢eC Jo $eC Jo

En effet, Vo € C il existe ¢; € C définie par ¢1(t) = ¢(t) sit € suppy et ¢1(t) = —¢(t)
site sup;o;r telle que

[ owsa = [ oo

D’autre part compte tenu de ce que f est positive on a
T T
LogEPXewp/ F(XHp(t)dt > LogEPXewp/ F(X}By(t)dt (17)
0 0

16 et 17 entrainent bien que H(3;) > H(B). O
eSemi-groupe et générateurs de X! sous P*

Les démonstrations des deux propositions qui suivent sont données en Appendice.

Proposition 4.2.5 Les générateur A} du processus X} sous Pj sont donnés par

T
BT FOE s 1 _
A2, y) = Ale,y) 2 X =)

— pour T #y
E(el FXDM0s) X1 — g
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e Semi-groupe de X} sous P*: Il suffit de calculer les probabilités P*(X} = z). On a

E(lXt:zefoT )\(s).f(Xs)ds)

P (X,=z) =
(Xi = z) E(efoT A (o)
T
_ E'(efo )‘(s)‘f(Xs)dt|Xt = z)Px(X, = )
- E(efOT )\(s).f(Xs)dS)
E(ef(: /\(s).f(Xs)ds|Xt _ :v)E(eftT ,\(5)_f(X5)d3|Xt = z)
= T X PX(Xt = .’L’)
E(efo /\(s).f(Xs)ds)
(18)

La proposition suivante fournit un moyen pour le calcul des termes intervenant dans
I’expression du semi-groupe ou des générateurs.

Proposition 4.2.6 En tout point t € [0,T] ou A est continue, les fonctions h,(t) =

T t
EPX(eft f(Xbl‘)’\(s)d8|Xt1 =z) et k,(t) := EPX(efo f(Xbl‘))‘(s)dﬂth = z) satisfont les équations
suivantes :

Pell) — _ fa) MR (1) ~ X Al ()
dk,(t) P(t,z) 1

At)-f(@))ka(t) +

@ - P(t, ) P(t,z) %:A(y’x)P(t’y)ky(t)

avec P(t,z) = Px(X} = z).

Enfin la (moyenne de la) quantité des ressources réellement utilisées a un instant ¢ € [0, 7]
est donnée par

4.2.2 Quelques remarques sur le cas des contraintes L™

Ici on suppose que f est & valeurs positives. On prend E =1 (il suffit de poser f := f/E)
et on suppose qu’il existe e; € ¥ tel que f(e;) < E = 1. On notera aussi V = Lo €t
By la boule fermé unité de V et V,, = L](j[o,l],m)-

Remarque 4.2.7 Pour tout p fixé P} converge en variation vers P € M;(S) lorsque
n tend vers l'infini. D’autre part puisque (), C(n,p) = C(n,U), on a la convergence en
variation de P} vers P" lorsque p — oo pour tout n fixé. Compte tenu de ce que M;(S)
est complet pour la distance variationnelle (cf. Neveu[9]), si on arrive & montrer que
I'une des convergences est uniforme, on conclura a l'existence de la limite de P™ qu’on
cherchait au départ (théoréme de la double limite). La question reste ouverte.
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Si la limite de P"(.) = IP(.|C/(n,U)) existe (ce qui est parfaitement plausible), d’apres la
proposition 4.2.3 on peut s’attendre a ce qu’elle soit donnée par une formule du type 8:
dP* oJo F@(®)dr®)

w

dPx "'’ Z

ot A € V' (mesure de Radon) est donnée par

1 1
A =argmax H(a) = [inf [ o¢(t)da(t) — LogEefo f(Xe)dadt))
acV! ¢$€B1 Jo

Les éléments de V' s’expriment sous la forme d’une intégrale (de Radon, cf. Dunford-
Schwartz[6] ou Yosida[16]): a(¢) = fol @(t)da(t), ¢ € V; elles s’identifient aux mesures
sur [0,1] (additives seulement!) et absolument continues par rapport a la mesure de
Lebesgue; on notera aussi a(I) := fol 17da(t) pour un borélien I C [0,1] . On a alors le
résultat suivant:

Remarque 4.2.8 La fonctionnelle

J(ao) = —H(a) = — inf 1 o(t)da(t) + LogEefo1 F(Xa)dat)
$€B1 JO

admet un minimum unique sur V.
Preuve.
J est définie sur V' qui sera muni de la topologie faible usuelle.
e Existence:
(1) J est semi-continue inférieurement(s.c.i.) : en effet on a d’une part o« — — [ ¢(t)de(t)
est continue pour toute ¢ € V, ce qui entraine que o — SUP ey — i p(t)da(t) est
s.c.i. (Penveloppe supérieure d’une famille de fonctions continues est s.c.i.). D’autre part
il faut noter que inf . J(a) = infaex J(a) ot K est 'ensemble des formes linéaires
continues sur V' qui sont négatives i.e. a(¢) < 0 si ¢ > 0 (cf. la proposition 4.3.2
dont la vérification s’applique également au cas présent)et alors il est facile de voir que

1 \ o
a — LogEefo FXdat) gt continue sur K (en utilisant le théoréme de convergence
dominée, ici f est positive). D’ou le résultat.
(4) J(a) — +oo si [[af| — oo avec ||a|| = supy..—1 fol #(t)da(t). En effet

1 1
J(a) = sup(—/ B(t)da(t)) —I—LogEefo F(Xy)da(t)
$€B 0

= [lafl(1 +

Par hypothése, on a f(ey) < E = 1. Soit € = IP(X} = e, Vt € [0, 1]); on sait que € > 0 et
on a

LogBeli 16x0aty

e

LogEefo:l f(Xo)dalt) Logeefo1 f(eo)da(t)
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et donc

Loge + f(eo) Jy da(t)
e

||Oé”(1 + ||Oé|| - f(€0))

J(@) = el + )

Comme f(eg) < 1 on en déduit que J(«) tend vers +oo lorsque ||a]| — oo.
(217) Soit a,, une suite minimisante de J i.e. J(a,) — inf, .+ J(a). D’apres (it) o, est
bornée; on dispose alors d'une valeur d’adhérence A pour cette suite (théoreme d’Alaoglu-
Bourbaki). Comme J est s.c.i. (pour la topologie faible), on a Ve > 0 il existe un voisinage
A de A tel que

J(a) > J(A) — € YVa € A.

A étant une valeur d’adhérence de («,), A contient une infinité d’éléments de la suite et
on en déduit que
limsup J(w) > J(A) — ¢,

et comme ¢ > 0 est arbitraire

lim sup J(a,) > J(A),

mais lim sup,, J(a,,) = lim, J(a,) = infyyr J(B), ce qui entraine que J(A) <infyey J(B)

et par conséquent J(A) = infy v J(3). Le minimum est donc atteint® en ).

e Unicité: J est strictement convexe: on a d’abord la convexité de o — L
supd,ev—fol @(t)da(t) (envellope supérieure de fonctions convexes) puis o — LogEejo F(Xe)da(?)
est strictement convexe; en effet Soient A €]0, 1 et oy, ap € V'. Par 'inégalité de Holder

on vérifie aisément que

B[ Jy F)daa () 1) ) fXdoa()] < e Jy FXdar () fp (1) [ F(X)das(2) (19)

en composant par Log, on obtient la convexité de @ — LogEefo1 FX)dA®) 14 stricte
convexité tient a ce que 1’égalité dans 19 n’est possible que si efo1 F(Xodaa(t) (Sefo:l F(Xe)deca (2)
p.s., soit fol f(X)doy(t) = fol f(Xi)dao(t) + Logé Px — p.s.; ce qui entraine d’abord que
§ = 1 puis que a; = ay. En effet si pour 3 € V' on a fol f(X3)dB(t) = 0 Px — p.s., il est
facile de vérifier que pour tout intervalle I C [0,1] on a 3(I) = 0 (on suppose évidement
qu'il existe un e; € ¥ tel que f(e;) # 0), puis en utilisant le fait que 3 est absolument
continue par rapport a la mesure de Lebesgue, 5(B) = 0 pour tout borélien B C [0, 1];
et donc =0 . Ceci acheve la démonstration. O

5. Ici on a un probleme d’optimisation sur un espace dual (V’); on n’a pas besoin de I’hypothese de
réflexivité de espace (non vérifiée dans ce cas) qui est généralement requise par les théorémes d’existence
des minima. D’autre part on a évité le passage par 'extraction d'une sous suite de a,, qui n’est pas
nécessairement licite dans V.
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Remarque 4.2.9 La suite des A\, € Vp' C V' solutions de 9 est bornée dans V' =
(L(Qﬁ),l])), ( qui est muni de la norme usuelle: || A|| = supyy <1 A(®) )-
Preuve.

Posons V;) = Lﬁo’l]) et

1
T,(A) = |[Ally + LogEe)o FXA®E -\ ey 4/ 4 1/g=1

Par définition A, = inf}\evp’ J,(A). Supposons que A, n’est pas bornée pour la norme||.|| de

— O

V'; il existe alors une suite p, telle que ||\, || — oo, ce qui entraine que ||\, ||,
(puisque |[A]l; > ||A]| Yg > 1, A € V,). Et alors il est facile de voir que J,, (A,,) — oo.
En effet, comme au (i7) de la remarque précédente on a

Loge + F(e0) i My (1)t
Jpn(Apn) Z ||Apn“‘In(]‘ + ||A L

Loge
1A

)

pn”Qn

— f(eo))

> HApn“‘ln(]'—l_

Pn I‘In

tend vers l'infini (e = P(X} = ey, Vt € [0,1]) > 0).

qui tend vers l'infini lorsque ||A

Mais

Pn”Qn
Jpn(APn) = inf Jpn(A) S JPn(O) = 0
AeV,

On arrive ainsi & une contradiction. O

La suite A, admet donc une valeur d’adhérence ., (pour la topologie faible); malheueu-
sement V' (et V) n’a pas les “bonnes” propriétés permettant d’affirmer I’existence d’une
sous-suite de A, qui converge. La question est alors de savoir si cette valeur d’adhérence
est unique, si oui a-t-on A\, = A (le point minimum de la remarque précédente) et enfin
si cette forme linéaire correspond a la limite P* cherchée.
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5 Appendice

e Preuve de la proposition 4.2.5.
On va faire la preuve pour ¢t = 0. Il s’agit de calculer pour z,y € ¥

T D X(s)ds
Piz,y) E;(lth:y)_l‘ Em(lxg:yefo FXDAs)ds)

t—s0 t t—s0 t t—0 Ez(efoT f(Xg))\(s)ds)
(E.(.) := E(.|X} =z),EX(.) := E*(.|X; = z)). Or on a
T T
By (Lygoyele TRO0) = B (1 el FXRNO0 x, = )P, (X] = y)
et en utilisant la propriété de Markov
T pvrivyg o t 1 T 1
Em(efo FEDNs | 31 = ) = Ew(efo FOCM)s) X1 — y)Ew(eft FM)s | X1 = o))

Par ailleurs on a Ez(efo FXDMs X1 — oy 1 quand ¢ tend vers 0 (en effet Ez(|efo FXDA)ds _
1||X} = y) = O(t).D’autre part grace a ’homogénéité de X' sous Px on a

g )A(s)ds g 1 s)ds
Ez(eﬁ FEDMs X1 _ gy = Ey(eft SO )N}

T
Il suffit de montrer maintenant que cette quantité tend vers Ey(efo f(Xi)’\@)ds) lorsque t
tend vers 0. Ceci découle du théoréme de convergence dominée appliqué & [;* f(X,_;)A(s)ds =
Jr 1y>:f (X, ¢)A(s)ds en remarquant que pour Px-presque toute trajectoire X!, f(X, ;)! —
f(X1) lorsque t tend vers 0 sauf pour un nombre fini de points. Bien entendu le théoréme
de convergence dominée est appliqué ensuite pour le passage a la limite sous F,. Ceci
acheve la démonstration. O

eePreuve de la proposition 4.2.6.

On va calculer la dérivée a droite de h,(t); la dérivée & gauche se calcule de maniére
analogue. Dans la suite les symboles d/de désigneront des dérivées & droite (¢ > 0) et X}
sera noté X;.

1/ Ecrivons

T ., N
ha(t) = 3 B(lx,, —pelt FEA04|X, = o)

Y
T
=> E(el 150208 x, = ¢ X, = y)Py(Xpse = y| X, = 2)
Y
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T
Pour y # z, d’apres la démonstration de la proposition précédente on a E(eft F(Xs)-Als)ds | X; =

T R
z, Xppe =y) — E(efo f(Xs)"\(s)ds|Xt = y) et par conséquent il est facile de voir que

T
d[E(ef* JEIAE X, = @, Xy e = y) Px(Xipe = 9| Xy = @)] _
de

T N R
B(eJo I X, — ) A(x, )

De méme pour y = z on a

T
d[E(efi f(Xs).)\(S)d5|Xt — $7Xt+€ — ZL')PX(Xt+€ — .’L'|Xt — .’L')]
de N

T
d[E(e) TXMM ¥, = ¢ X, = 1)
de

Pour calculer le dernier terme, on écrit encore une fois par la propriété de Markov

T
E(edo TN X = 0) A(z, ) +

T t+e .,
E(eft f(Xs)./\(s)dS|Xt =T, Xt_|_€ = ZL') = E(e‘ft f(Xs).)\(S)ds|Xt = (L',Xt_|_€ = ZU)X

Lo (20)
E(e‘fi-l-é f(_Xg)/\(S)dS |Xt+e = :L')

le deuxieéme terme du second menbre tend vers h,(t) lorsque € tend vers 0 et sa dérivée
par rapport a € n’est autre que dh, /dt. Regardons maintenant la dérivée de l’autre terme
a savoir

t4e

e T R(X A (s)ds
Bl TN L, ) = E(lx,, —e/ )
’ +e P(Xt+€ = ;L'|Xt — .CC)

Il faut noter qu’il tend vers 1 quand e tend vers 0. Calculons maintenant la dérivée du

numérateur. On a
rtte

B(1x,ppeh TP, 2 0) = B(1gy, (1 4+ 7 FXN5)s + o(e))]X, = 2)
= E(lXt+e:1|Xt = .’E)

t+e

+ E(1Xt+€:z€ff f(Xs))\(S)ds|Xt — l’) + 0(6)
(21)
On en déduit que la dérivée cherchée est

t+e

d[E(lXH_E:zefi f(Xs)/\(S)ds|Xt — IL’)]
de

(on a utilisé le fait que E(lx,,.—s — lix,=st<s<t+e}| X+ = x) tend vers 0 lorsque € tend
vers 0.) Par conséquent

= Az, z) + f(z)A(t)

t+e

d E(]‘Xt+E:g;e‘[; f(-Xs))\(s)ds)
E PX(Xt1+€ = ;1;|Xt — .'.l?) ]

= A A TN ()
= f(z)A(t) (23)
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Finalement

T N .
d[E(eJt FXDADs | X, — 2 X, = 2)Px(Xppe = y| Xy = )]
de

dh, (t)

ha()( Al ) + F@AD) + T

et
dh,(t)

=00
dt

> A, y)hy (t) + ha(t) f(2)A(E) +

Y

2/Venons en maintenant a k,(t). La preuve est analogue a la précédente:
ko(t) = Y B(Lx_ el XN X, = ) (29)
v

1

P, ) (25)

= Z E(1X1=z1Xt_e=yef0 f(XS).)\(S)dS) X
Y

et I'on regardera la dérivée de g(e,t,z,y) = E(lXt:zlxt_ezyefo FX)-Me)ds) par rapport
€. Par la propriété de Markov on a

g(€,t7$,y) _ E(efo f(Xs).)\(s)ds|Xt_€ _ y)E(l)Q:zeft_Ef(Xs)./\(s)ds|Xt_€ _ y)

La dérivée (par rapport a €) du premier terme du second membre n’est autre que
—dk,(t)/dt; Pour I'autre terme on a

Exa(l+ [ F(X.)A(s)ds + o(e))[Xo_r = )

t—e

= E(X;=2|Xi—c=vy)
+ E(lx,—. /t_e FX,)A(8)ds| Xoe = 1) + o(€)

E(lxt:zef—f f(Xs))\(S)GlS|Xt_E — y)

ce qui montre que ce terme tend vers 0 lorsque € — 0 si y # z et vers 1 si y # = et que
sa dérivée vaut

En somme on a

dB(Lx,zpehTEAE X, ) dk,(1)

— = = by + k(H)(A(y,2) — f(2)A(t)Sy)

et

= Pz~ 2

+ —P'(t,z)k,(t)

dg(e,t,z,y)
de

bay + ka(t)(A(y, @) — f(2)A(t)62y))
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L’équation régissant k,(t) se déduit du fait que

3 dg(e.t,29) _ o oo
7 de

Remarque. Lorsque A = 0 ’équation a laquelle satisfait k,(¢) donne

> A(y,z)P(t,y) = P'(t,)

On retrouve ainsi ’équation de Kolmogorov (‘forward’).
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