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Résumé : Ce rapport est consacré a la construction et a I'analyse d’une mé-
thode d’ordre élevé en espace et en temps pour résoudre 1’équation des ondes
en dimension 1. Cette méthode est fondée sur des éléments finis de Lagrange de
type P, P, et P3 avec condensation de masse, afin d’éviter une inversion de la
matrice de masse a chaque pas de temps. Alors que pour P, et P, les éléments
restent inchangés, la condensation de masse implique pour P; un déplacement des
points intérieurs, afin qu’ils coincident avec les points de quadrature de Gauss-
Lobatto. Une analyse par Fourier de la méthode sur un maillage régulier met en
évidence un résultat de superconvergence. Le gain de précision est illustré par
des expériences numériques.

Mots-clé : Equation des ondes - Eléments finis d’ordre élevé - Condensation de
masse - Analyse par Fourier - Superconvergence.
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HIGHER ORDER FINITE ELEMENTS
WITH MASS LUMPING FOR THE 1D
WAVE EQUATION

Abstract: This report is devoted to the construction and analysis of a method,
higher order in space and time, for solving the 1D wave equation. This method is
based on Py, P, and P; Lagrange finite elements with mass-lumping which avoids
the inversion of a mass matrix at each time-step. Whereas for P, and P,, the
elements remain the same, for P; the mass-lumping implies to make the abscissae
of the interior points coincide with these of the Gauss-Lobatto quadrature rule. A
Fourier analysis of the method for a regular mesh points out a superconvergence
result. The gain of accuracy is illustrated by numerical experiments.

Key-words: Wave equation - Higher order finite elements - Mass-lumping -
Fourier analysis - superconvergence.
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4 Gary Cohen, Patrick Joly, Nathalie Tordjman

Introduction

La résolution de I’équation des ondes en régime transitoire par des méthodes
numériques est un probleme délicat mais fondamental pour la modélisation d’un
grand nombre de phénomenes physiques (acoustique, élastodynamique, électro-
magnétisme . ..) pour lesquels I’équation des ondes est un probleme modele.
L’approximation numérique de ce type d’équation est indispensable pour deux
configurations ou les méthodes analytiques sont inutilisables:

-milieux hétérogenes
-domaines de géométrie quelconque

Pour les milieux hétérogenes, dans des domaines rectangulaires, rencontrés no-
tamment en géophysique, les méthodes de différences finies centrées sont classi-
quement utilisées et ont été largement étudiées, d’abord a l’ordre 2 [2] ou [11],
puis a lordre 4 en espace [1] et en temps [4], [6], [5], [13]. Cette étude a montré
la supériorité des méthodes d’ordre 4, tant du point de vue de la précision que
de celui de la dispersion numérique.

Pour les domaines de géométrie quelconque, méme en milieu homogene, les dif-
férences finies sont naturellement moins adaptées et moins maniables que les
éléments finis. Cependant, en contrepartie de leur maniabilité du point de vue
géométrique, les méthodes d’éléments finis présentent un certain nombre d’incon-
vénients, tels la présence d’une matrice de masse et ’existence d’ondes parasites
pour les méthodes d’ordre élevé.

Le but de cette étude est de construire et d’analyser a 1’aide de la transformée
de Fourier une classe d’éléments finis de type Lagrange en dimension 1, puis
en dimension 2, qui assureront une condensation de la matrice de masse et une
précision comparable a celle des méthodes de différences finies d’ordre 4. Cette
précision est théoriquement obtenue pour les éléments finis de type Ps (cf. [3]).
Pour ces éléments, la condensation de masse, réalisée par la formule de quadra-
ture de Gauss-Lobatto amene a modifier la position des nceuds intérieurs. En
outre, I’analyse par Fourier de ces méthodes met en évidence un phénomene de
super-convergence dans le cas des maillages réguliers.

Une comparaison avec les éléments de Lagrange standards montre qu’un gain
de précision et de temps de calcul substantiel est réalisé a I’aide de ce type de

Inria



Eléments fints d’ordre élevé avec condensation de masse 5

méthodes.
Le plan que nous allons suivre dans ce cours est le suivant. Nous présentons le
principe de notre méthode de facon assez détaillée au chapitre 1. Le chapitre 2
est consacré a l'analyse de I’approximation et 'obtention d’estimation d’erreur
dans le cas 1D avec maillage régulier. Dans le chapitre 3, nous nous intéressons
au cas 2D.

RR n” 2323



6 Gary Cohen, Patrick Joly, Nathalie Tordjman

Chapitre 1

Présentation de la méthode

Nous allons considérer, dans ce travail, le probleme modele associé au pro-
bleme de Cauchy sur R, pour I’équation des ondes a coefficients constants (la
vitesse de propagation des ondes est choisie égale a 1). Il va de soi que la plu-
part de ce que nous dirons s’étend sans modification majeure a des modeles plus
complexes (introduction d’un second membre, milieu hétérogene, conditions aux
limites ...).

Notre probleme modele s’écrit :

Trouver u: Rx]0,7] — R tel que:

2, 2,
%(I,t) - %(l}t) =0 dans Rx ]O,T[
(1.1)

u(z,0) = up(x) dans R

9
a—l;(a:,()) =uy(x) dans R

Comme nous allons nous intéresser a ’approximation par éléments finis, ’outil
de base est la formulation variationnelle qui s’écrit :

d? Ou Ov
L2 C i [290 0 voe
(1.2) T muv x + e de z=0 VYvé& (R)

Inria



Eléments fints d’ordre élevé avec condensation de masse 7

1.1 Exposé de la problématique

La présentatation sera faite sur R tout entier, tout d’abord pour ne pas avoir
a introduire de conditions aux limites et pour pouvoir d’autre part utiliser la
transformée de Fourier.

Si nous désignons VF(R) = {v € H'(R) /Vj€Z w2, € Pr} Vespace d’élé-
ments finis de Lagrange d’ordre k associé a un maillage {z;} de R, le probleme
semi discrétisé en espace s’écrit :

Trouver uy(t) : B — VF(R) tel que:

d2 8vh
Von € VE(R) - / un(z, t)on(e da:—l—/ 2 t) S (@)de = 0
(1.3)
up(x,0) = ugp(x) dans R
0
@uth( ,0) =uyp(x) dans R

Si (););ez designe une base de V*(R), (1.3) est équivalent au systeme différentiel
(infini):

d*u
h dt;(t) + Kuun(t) =0
(M) = [ Mla) Ny (2) da
(1'4) avec
dX, dX,

(Ko = [ “Z2(0) S2(0) do

+ conditions initiales

Classiquement, M}, et K}, sont les matrices (ici infinies car nous n’avons pas intro-
duit les bords) de masse et de rigidité du probleme. Si on fait le choix canonique
pour la base ();) de V", on remarque alors que pour k=1, M}, est tridiagonale,
pour k=2, M} est pentadiagonale et pour k=3, M) est heptadiagonale. De ce
fait, apres discrétisation en temps, la résolution du probleme passe par 'inver-
sion d’une matrice symétrique définie positive. Et ceci méme si on utilise une
discrétisation en temps d’ordre 2:

et Yo Tl ., n—1

At?

Mh + Khuz =0

RR n” 2323



8 Gary Cohen, Patrick Joly, Nathalie Tordjman

Compte tenu des tailles des maillages couramment utilisés pour ce type de pro-
blemes, I'inversion de la matrice M}, est a prohiber (surtout en dimension 2 ou 3
ou la taille des matrices de masse est encore plus grande). Ce probleme disparai-
trait completement si la matrice M}, était diagonale.

Le but de cette étude est donc de trouver une méthode permettant d’aboutir a
la condensation de masse, c’est a dire une diagonalisation de M}, sans nuire a la
précision des calculs.

Inria
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1.2 Condensation de masse

Le procédé de condensation de masse est bien connu pour le cas des éléments
finis ;. Il passe par l'utilisation d’une formule de quadrature numérique, en 'oc-
curence la formule des trapezes, pour ’évaluation des intégrales définissant les
éléments de la matrice M. On aboutit au double phénomene suivant :

(¢) Les éléments non diagonaux de M}, sont nuls.
12) On ne perturbe pas la précision du schéma numérique.
p p p q

En fait cette méthode donne en dimension 1, une méthode de différences finies
d’ordre 2.

Notre but ici est de généraliser cette technique au cas des éléments de degré plus
élevé et en particulier aux éléments P5 qui se posent en concurrents naturels aux
méthodes de différences finies du 4° ordre actuellement utilisées pour de nom-
breuses applications [5], [7], [13], [14], [15].

Nous avons un double objectif a atteindre, a savoir (¢) et (:7). Pour cela nous
allons jouer sur deux tableaux:

1-Utiliser une base nouvelle (ou en d’autres termes de nouveaux degrés de
liberté) pour

la représentation de I'espace V.

2-Utiliser une formule d’intégration numérique adaptée a l'intérieur de chaque
élément.

Pour atteindre 1'objectif (¢¢), nous nous référons aux travaux de Ciarlet [3] qui
nous apprennent que si on utilise des éléments finis Py, il faut faire appel a une
formule d’intégration numérique exacte pour les polynémes de degré 2k — 1.
Pour atteindre I’objectif (¢), commengons par rappeler qu’'une formule d’intégra-
tion numérique sur un segment [x;, x;41] s’écrit:

[ rw)de = Ywl (e
z l

J

ou :Eé sont les points de quadrature et wj les poids associés.

Nous supposons maintenant que {z;} désigne I'’ensemble des nceuds du maillage
d’éléments finis (c’est a dire les extrémités des segments) et que {£,} désigne
I’ensemble des degrés de liberté (rappelons que {z;} C {{,} pour obtenir une
approximation conforme de H') et nous désignons par A, la base de Lagrange
associée aux ¢, (c’est a dire \,(§,) = 62 et A, € V},). Sur cette base, les éléments

de Mj, sont définis par:

RR n” 2323



10 Gary Cohen, Patrick Joly, Nathalie Tordjman

(Mh)p,q = ;ZM”%(W)%(W)

On remarque alors que si les degrés de liberté {£,} associés a la base A, coincident
avec les points de quadrature {x]*}, alors pour p # ¢ on a A, (2]*)A,(2]*) = 0 pour
tous [ et m et la condensation de masse est alors réalisée.

Or, si l'on fait le choix usuel pour les nceuds ¢,, il n’existe pas toujours de formule
de quadrature utilisant les £, comme points d’intégration et qui soit exacte pour
les polynomes de degré 2k — 1. C’est pourquoi nous serons amenés a éventuelle-
ment modifier la position de ces nceuds (attention il ne peut s’agir que des nceuds
intérieurs, ceux qui sont distincts des x;) pour atteindre notre double objectif.

Description des éléments finis et des formules de quadrature

Pour P, et P, la structure des éléments reste inchangée, car les formules de
quadrature adéquates sont respectivement les formules des trapezes et de Simp-
son, dont les points de quadrature correspondent aux points d’interpolation. Par
contre, pour Ps, nous devons déplacer les points intérieurs de 1’élément de facon
a ce qu’ils coincident avec les points de quadrature de Gauss-Lobatto. Nous ob-
tenons alors:

Formule des trapezes: 1 =0 z3=1 w =wy = 3

Classique Trapezes

Formule de Simpson: z; =0 x2:§ 56321(.()1:(.()3:8 Wy = —

Classique Simpson

Inria
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5—5 54+V5

Formule de 1G&Luss—Lobattoz r11=0 x,= 10 T3 = 10 gy =1
(.()1:(.04:5 (.()2:(4)325
| | | | | | | |
Classique Gauss-Lobatto

Ce type d’idée a été déja introduit pour d’autres applications et apporté a notre
connaissance par J-P Hennart[9] qui I’avait utilisé pour des problemes station-
naires et paraboliques.

RR n” 2323



12 Gary Cohen, Patrick Joly, Nathalie Tordjman

Chapitre 2

Analyse de 'approximation en
espace pour un maillage
uniforme sans second membre

Nous n’allons pas mener ici une analyse classique de ’approximation d’erreur
par éléments finis telle qu’elle est faite par exemple dans [8] ou [12]. Nous allons
considérer le cas d’un maillage régulier uniforme correspondant au choix:

h désignant le pas du maillage. [’analyse que nous allons mener est une ana-
lyse de type "différences finies” faisant appel a la transformation de Fourier en
espace. Nous allons ainsi pouvoir analyser finement la structure de la solution
approchée et mettre en évidence ’existence de phénomenes parasites. Avant de
nous lancer dans le détail des calculs, il convient de préciser quel sens il faut don-
ner a notre étude d’erreur. En fait, plutot que d’estimer exactement la différence
u(x,t) — up(x,t) , nous estimerons des erreurs du type:

u(x,t) — up(x,t)

Ou la fonction @p(x,t) coincidera avec uy(x,t) en certains degrés de liberté. Nous
aurons en fait autant de fonctions ,(x,t) que de types de nceuds (ou degrés de
liberté), c’est a dire 1 pour les éléments finis P, 2 pour les éléments finis P; et 3
pour les éléments finis P3. Pour plus de clarté nous avons choisi de présenter en
détail, bien que cela soit classique, le cas des éléments finis P; dans un premier
temps.

Inria
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2.1 Les éléments de type P,

Le probleme semi-discrétisé

1 1 1 1 1

Fia. 2.1 - maillage P,

0.6 [

Fig. 2.2 - )

Il'y a périodicité d’un seul type de points : les nceuds (cf. figure 2.1) ou les fonctions
de bases associées sont : cf. figure 2.2.
Si nous écrivons :

un(z,t) =Y wi(t)Aj(z) ,  w(t) = un(zj,t)

JEL

Le probleme (1.4) est équivalent sur maillage régulier au systeme différentiel
infini :

. dZUj 1 . )
@SB ) - 20 ua ) =0 Viez

Nous supposons pour ce qui suit que les données initiales satisfont :

(2.2) (uo,uy) € H3(R) x HA(R)

RR n” 2323



14 Gary Cohen, Patrick Joly, Nathalie Tordjman

ce qui est la régularité minimum qui permet d’obtenir le résultat d’approximation
optimal. Construisons maintenant la fonction @y (x,t) définie par:

d*uy, | o N _

e (z,t) — ﬁ(uh(a‘: + h,t) — 2up(x,t) + tp(z — hyt)) =0
(2.3) tn(x,0) = ug(x)

duy,

o ,0) = ()

Par construction méme: Vi @y (x;,t) = up(x;,t)

C’est en fait sur la fonction v — 4y que va porter notre analyse d’erreur. Notons
que par ce procédé nous €ludons le probleme de ’approximation des données ini-
tiales. L’erreur obtenue est uniquement die a la discrétisation de ’équation.

Théoréme 2.1 :

Nous faisons Uhypothése (2.2), on a alors Uestimation d’erreur:

aSUO

oz3

82u1

lz2(s) + V2| 922 |22 (m)}

- t
Ve 0,T] flan( 1) = ul Ollze < 5l

Inria
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Démonstration
Nous allons passer par l'utilisation de la transformation de Fourier en espace :

u(z,t) — u(k,t)
Up(z,t) — p(k,t)

Ou a(k,t) = / u(x,t) exp(—tka)dx

iy

Il est facile de voir que @(k,t) satisfait :

’u .

(2.4) a(k,0) = to(k)

di .
5 (1, 0) = i (k)

D’ou nous déduisons ’expression que nous utiliserons dans toute la suite:

sin(kt)
k

(2.5) a(k, 1) = cos(kt) tio(k) + i (k)

De fagon similaire, @y (k,t) satisfait :

d*y, L 4 hk

ot? ( 7t) + ﬁ SiHQ(T)‘&h(kat) =0
(2.6) tn(k,0) = (k)

duy, X

= (k,0) = i (k)
En posant w;, = %| sm(7)|, la solution de 1’ équation différentielle (2.6) est:

i k)t
(2.7) ik, £) = cos(wn(k)t) do(k) + SR o gy
wn (k)

RR n” 2323



16 Gary Cohen, Patrick Joly, Nathalie Tordjman

Pour estimer ||@p(-,t) — u(-,t)||z2, nous utiliserons le théoreme de Plancherel :

(- 1) —u(-, )72 = B

Posons é,(k,t) = an(k,t) — u(k,t) , avec:

(ko t) — a(k, )| dk

én(k,t) = é)(k,t) + éy(k,t)
9 (k,t) = [cos(wp(k)t) — cos(kt)]io(k)

“ _sin(wp(k)t)  sin(kt) .
eh(kvt) - [ wh(k) - A ]ul(k)

Estimation de €

e (-, t)||* = / | cos(wr (k)t) — cos(kt)|™

202 (k)dk

Or nous avons les deux estimations (obtenues par la formule des accroissements

finis) :
(cos(wy(k)t) — cos(kt))? < t*(wn(k) — k)

kSh*
T 242

(wn(k) — k)* <

Reportant ces deux estimations dans ||e9(-,¢)]|?, nous obtenons:

2017 e k6 o(k)dk
Heh(7 )H — 242 ( )

C’est a dire, grace au théoreme de Plancherel.

t*h* Pug
lefC, s < SIS 25

Estimation de e}

H2 / |sm sin(kt) 2

| i} (k)dk

‘eh

Or nous avons les estimations:

Inria
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tk3h?

¢

| sin(wp (k)t) — sin(kt))]| < |wn(k) — k|t <

| sin(wn (k)1)] < Jwn (k)]

Reportant ces estimations dans:

(2_8iy(wh(k)t) B sin(kt) _ sin(wn (b))

k— wh(k) 1
" won (k) k

eeon, (k) )+ E(sin(wh(k)t) — sin(kt))

nous obtenons:

, _ 2t*h? .
ek lIF < S [ Kad(k)ak

Soit encore, par Plancherel :

KT 9%y
et

[EACE]

2.2 Les éléments de type P,

Le probleme semi-discrétisé

Il y a périodicité de deux types de points: les nceuds et les milieux des éléments
(cf. figure 2.3). Nous représentons les fonctions de base associées aux degrés de
liberté correspondants dans la figure 2.4.

1 1 1 1 1
2 2 2 2

Fic. 2.3 - maillage P,

Les points notés 1 seront indicés par j et les points notés 2 seront indicés par

A R
J+§(J€Z)

RR n” 2323



18 Gary Cohen, Patrick Joly, Nathalie Tordjman

Fi1G. 2.4 - A, (a gauche) , )\J-+15 (a droite)

Inria
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En posant :

un(e, 1) = Sus (A (@) + Y (DA, (@)

JEL JEL

Le probleme (1.4) est équivalent sur maillage régulier au systeme différentiel :

d*u; 1 .
U 0) 4 L (0) = 8(uyy 1)+ (1) + g (O s (1) =0 Wy € 2
dujy s 4 :
S (1) = 1) = 20y (0 + (D) =0 Vie 2
(2.9)
Nous introduisons maintenant les solutions i, (x,1) et ﬁh_i_%(a:, t) du probleme sui-
vant :
0%y, . N h N h
012 (z,1) + ﬁ(14'uh(x’t) - 8(uh+%(‘r + gat) + uh+§—(aj - gvt))
+up(x + h,t) + up(z — h,t)) =0
2.1¢ -
( )@QMH; 4 ho R
ot2 (‘T7t> - ﬁ(uh(x + gvt) + uh(‘r - §7t) - 2uh+§—($7t)) =0
~ ~ dy, Dy 1
‘Uh({E,O) = Iuh-l—;—(x?()) = uo(x) W(‘Tao) = ot ($70) = ul(‘f)

Il est facile de vérifier que u,(x,t) interpole up(x,t) aux neeuds a; :

Un(zi,t) = up(zi,t)

alors que ﬁh_i_%(:r,t) interpole up(x,t) aux neeuds TipL:

ﬂh-l—% (xH—%v t) = uh(xi{—% > t)

nous allons estimer les erreurs u; — u et u;,, 1 —u
2

RR n” 2323



20 Gary Cohen, Patrick Joly, Nathalie Tordjman

Théoréme 2.2 :

Nous supposons maintenant que (ug,uy) € H?(R)x HYR). La solution ( @y, , ﬁh_l_% )

de (2.10) admet la décomposition suivante :

e mp o~
up = u," + up

Upgpl = Uyly 0y
ou par définition :
(a ﬂzij_% ) désigne la partie physique de la solution.

( 'ﬁf_l_l ) désigne la partie parasite de la solution.
3

De plus, on a les estimations suivantes:

-Pour l'onde physique :

~np 4 85uO 4
7 ullecny < CH(1 2 A L PR LA PR A !
~n @5uo
@5 s — wllreqm) < Ch4{H 5 2l zage) +tll 55 e + ZtH HL2 (1)}
-Pour l'onde parasite :
~ 84ul
@l 2w < Ch4{H a Pl +tl g g e}
~ a4u1
@y sllz2gm) < Ch4{H p 2 lgagey + 1 1 2}

Remarques:

-Nous appelons onde parasite toute onde qui n’a pas d’équivalent dans la
solution exacte.

-||[@,? — ul| représente “I’erreur aux noeuds entiers”.

||~np — ul| représente “I’erreur aux autres nceuds” (c’est a dire aux milieux

des elements.

-Nous avons une erreur en O(h*) au lieu de O(h?) classiquement obtenue pour
Py (cf. [3]); il y a donc superconvergence.
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Démonstration

En appliquant la transformation de Fourier en espace au systeme (2.10) on ob-
tient :

ﬂh(x7 t) - ﬁh(k7 t)

ﬂh+%($7 t) - ‘ah+§—(k7 t)

La premiere équation du systeme(2.10) s’écrit alors: (en appliquant les propriétés
de la transformée de Fourier)

0%t 1 . X . . X . .
atu?h(k,t) + ﬁ[llluh(k,t) — 8uh+;_(k,t)(62kh/2 + e_Zkh/Q) + uh(k,t)(e““h + e_““h)] =0

d’ou en regroupant les termes semblables :

0%y

ot?

(k,t)+ %['&h(k,t)ﬁ + cos(hk)) — 8cos(};—k)'&h+;_(k,t)] =0

On effectue les mémes transformations a 1’autre équation, pour obtenir:

o~ 82 &h(k,t) - &h(kat)
Ml,z,h@(ﬁw_(k’t) + Ky 24(k) gy 1 (1) —0

hk
1 0 ) 7 + cos hk —8c037
avec M1727h = et j&>1727h(]€) = 72
(2.11) 0 2 h hk
—8cos— 8
2
de plus, on a les conditions initiales:
iy, Dy

ik, 0) = iy (£,0) = do(k) et E(k,0) = — L2 (k,0) = in(k)

at
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On notera que les matrices ]\Almﬁ et [?172& sont symétriques définies positives.
Pour exprimer la solution de (2.11), il nous faut diagonaliser le systeme et donc
introduire les solutions du probleme de valeurs propres:

Z/V\1727h(]€)U - )\U
avec Z/\f\lgﬁ(k) = L@f’%’h[?m,h(k)

Nous désignons par A} (k) et A} (k), les deux valeurs propres positives et W} (k)
et W2(k) les vecteurs propres associés normalisés par M s :

(My 2 x Wi(k), Wi (k) = 6

(.,.) est le produit scalaire dans R? et §; ; est le symbole de kronecker.

Nous avons le:

Lemme 2.1 Les valeurs propres A (k) et A\i(k), et les vecteurs propres Wi(k)
et W2 (k) admettent les développements limités suivants :

hk®
+0

M(k) = 1 = s+ O(R?)

Wik(k) = Xo + aaYoh'k* + agYoh®k® + O(R7)

24 R2kt BAES
A2 (k) = = — 22 —
w(F) h? + 12 480

+ O(R®)

W}?(k‘) = 1/0 — G4X0h4k4 — 261,6X0h6k6 + O(h7)

I R V22
AL T e ) T s T 13824

Démonstration: voir annexe A.

Nous dirons alors que A} est la valeur propre physique (en effet A\j — £?) et A7
est la valeur propre parasite (A} — 400).
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Un calcul élémentaire montre que la solution de (2.11) s’écrit alors:

Uh(k,t) = ( gz_(l_]z?(?’t) ) = U&(k,t)W}}(k) + Uf(k,t)W,f(k)
Ui (k1) = tio(k)ad (k) cos(wi (k)t) + al(k)ai(k)singz?gl(;;)t) i 1o

af,(k) = ((Idz, Wi (k))) Vj=1,2

o ()
wi(k) = \N(k) Vi=1,2

On remarquera que (7& W} correspond a la partie physique, c’est & dire:

avec

P
up,
rrlyrsl
U W, =
.&”p
hti

alors que U2W}? correspond a la partie parasite, c’est a dire:

D
up,
22
U, Wy = .
o
np

Estimation de ||@,” — u|| et de Huh_% — ul|

Pour estimer |[u}” — u|| et [|@,%, — ul[, nous utiliserons le théoreme de Plan-
2
cherel :
165" = ullz@) = [l@;" — dllr2 )
sy = wllem = 1%, — dllz)

Posons

ATY ATY A

éxr(k,t) uy’ — U R

= = UW} —ald,
éZi%(k,t) '&Zi% —u
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On obtient alors, grace a I'inégalité triangulaire :

e (5 Ollrzm) < (/m['&o(k) cos(wy, (k)t) + ﬁl(k)%]qai(k)(w}}(k))l — 1)%dk)?
+( [ ad(k) [cos(wh (k)t) — cos(kt) k)
R

7 Ollgny < (ol costat (00 + (1) SRl ) (W3 (1) - 112003

-I-(/m ag(k)[cos(w; (k)t) — COS(kt)]Qdk)%

+(/]E&%(k)[81nfuc;%](€];)t) B Sin](ft)]Qdk)%

En procédant comme au théoreme 1, nous avons les estimations:

| cos(wy (k)t) — cos(kt)] < Ch*k>t

Par ailleurs:

(k) cos(wi (K)2) + s (k)

to(k)| +

a(k)t Vi=1,2

QAN (Gl (W] (k) — Tdy)a| < CHIRS

(b (R)WE(R) = Ida)a] < CHAF

Reportant ces estimations dans ||€;"(.,)||, nous obtenons:

(o0l < Cr([ K

_I_t(/ klO
IR

do(k)|2dk)E + t(/m k8

i (k) |2dk)*

fo(k)[2dk)? + t(/m k3 iy (k)2 dk) 2]
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Soit, par Plancherel:

vt < ont

Tu

En reportant de la méme facon ces estimations dans HéZil_(-vt)H et par un rai-
2

sonnement analogue, nous obtenons:

auo Pu 9w

H+tH H+2tH el

GOl < CRHI5

Estimation de ||u}]| et de H'ﬁi_l_l_H
2

Pour estimer ||} || et H'ﬁf_l_l ||, nous utiliserons encore le théoreme de Plancherel :
t+3

@3] 22wy = 116 || 22 x)

(A TATE Rl LAY TATEY

Posons
(0, 1)
- - G
AD
h-l— (k t) uh+;—

On obtient alors:

ACDI P /m['&o(k) cos(wy (k)t) + 'fu(k)W]Q[ai(k)(Wi(k))l]Qdk

e? %(.,t)Hiz(m) = /m['&o(k) cos(wj (k)t) + ﬁl(k)W]2[ai(k)(W£(k))2]2dk

Or nous avons: «a; (k)W}?(k) = C4h*k*Idy + O(R°)

Par conséquent en utilisant le théoreme de Plancherel et grace a la majoration
donnée dans (2.12), nous obtenons:

0*u 0*u
OH +tll— |1}

Dl < ORI
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On obtient de meéme :

84u0 64u1
Ozt

i

I+

a0l < o]

2.3 Les éléments de type P;: méthode de Gauss
Lobatto

Le probleme semi-discrétisé

Il y a périodicité de trois types de points: les nceuds et les deux points intérieurs
aux éléments (cf. figure 2.5). Nous représentons les fonctions de base associées
aux degrés de liberté correspondants dans les figures 2.6 et 2.7.

FiG. 2.5 - maillage Ps

Fic. 2.6 - );

Les points notés 1, 2 et 3 seront respectivement indicés par j, 7+ pu et j 4+ v
(7 €z)
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F1G. 2.7 - X4, (@ gauche) |, Ajy, (@ droite)

En fait g et v sont les coordonnées des points de gauss lobatto sur le segment de
référence [0, 1].
5=vV6 5445

S TR i
En posant :
un(@,t) = D _ui(OX(2) + Dt (OAjra(@) + D ujn (D)X (2)
JEL JEL JEL

Le probleme (1.4) est équivalent sur maillage régulier au systeme différentiel :

d*u; Ui o D s o /R .
P 4 l52u(0) — 254 3VE) (1) + (1)

F23VE — 5)(os (1) F wn(0) — (tia (1) F usia ()] =0 V) € 2

d2uj u 1 ) . on B
(2.13) T;(t) t ﬁ[_@ +3V/B)u(t) + 20u;4,(t) — 10u;p, (1)

+(3V5 = 5)uja ()] =0 Vjez

d’ Uj+v
dt?

(1) + 7513V = B)us(1) — 10011 (1) + 200100 (1)

—(543V5)uj(t)] =0 Vjez
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ou p =
Nous introduisons maintenant les solutions @y (x,t) , Upyu(2,t) et Upy,(z,1) du
probleme suivant :

0%uy,

ot?

1 N ) - -
(.0) + 5 1520(2.1) = 25+ 3V3) @yl + ek, 0 + Tgs @ = ek, )
) - -
+§(3\/_ — ) (tUhgp(x — vh,t) + Upg (x + vh, 1))

—(ﬂh(fﬂ ‘|‘ h,t) —|— ah({E — h,t))] = 0

2~
O Unyu

ot?

1 ~ -
(2,) + 15[ (5 + 3VE)Tu(x — b, 1) + 20in (2,1

—10Tpq,(x + (v — p)h,t) + (35 = 5)an(z 4 vh, 1) = 0

2~
9, Up4y

ot?

(x,t)+ %[(3\/5 —b)up(x — vh,t) — 10Ut (x + ( — v)h, 1)
F10Upg, (2, 1) — (54 3VE)Un(x + ph,t)] = 0

i(2,0) = (2, 0) = fiap, (2, 0) = uo(a)

a'ljh . aﬂh_m . aﬂh_H,

B (0 = Tt 0 = TR0 = i

(2.14)

Il est facile de vérifier que u,(x,1t) interpole up(x,t) aux neeuds a; :

’ﬁh(l'i, t) = uh(xi, t)

Upypu(x,t) interpole uy(z,t) aux neeuds x4, :

U (Tig s 1) = Un(Tigpst)

et Upyy(x,t) interpole up(x,t) aux neeuds x4, :

Upgo (Tigr, ) = up(Tigy, 1)
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Théoréme 2.3 :

Nous supposons maintenant que (ug,uy) € H(R)x H5(R). La solution (U, Upy,, Uny,)
de (2.14) admet la décomposition suivante :

~ ~np | ~D
up = u, + up

~np

~ ~p
Uhtp = Upgy T Upgy
~  _ ~np ~p
Uhty = uh—l—lz + uh—I—l/
ou par définition :

(", Uk, uyl ) désigne la partie physique de la solution.
(uh, uy,,,uyy,) désigne la partie parasite de la solution.
De plus, on a les estimations suivantes:

-Pour l'onde physique :

~n 86uo 87’UO ) 86u1
a5 — wl| 2w < CR{]] 526 22 (m) +tHWHL2<m)+ 2t|| 526 22 (m)}
~n aGUo 87’U0 . 86u1
layh, — ullz@) < CR{| 526 HL%mﬁﬂ\WHLz(mﬁ 2t|| 526 2 (m)}
PBuyg O"u d%uq

i3, — ullza) < CR]

0 ¢
a6 2 T Ul o e + 2t 5 llem)}
-Pour l'onde parasite :

86 86,

~ Ug U1
HuhHLZ‘(m) < ChG{H 926 HLZ‘(m) + t’\ﬁ”m(m)}
~ 86u0 66u1
1 200y < O (15 leogm) + tl g e}
aGUo 86u1

[@h |22y < CR{| 526 |22 (w) + ] 526 22 (m)}

Remarques:
-||@,? — ul| représente “I’erreur aux noeuds entiers”.

Jlupk,, — ull et ||y}, — ul| représentent “I’erreur aux autres nceuds” (c’est a

dire aux points intérieurs aux éléments).

RR n” 2323



30

Gary Cohen, Patrick Joly, Nathalie Tordjman

-Nous avons une erreur en O(h®) aux nceuds entiers, en O(h®) aux autres
neeuds au lieu de O(h*) classiquement obtenue pour Ps (cf. [3]); il y a donc
superconvergence.
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Démonstration
En appliquant la transformation de Fourier en espace au systeme (2.14) on ob-

tient :

ﬂh(x7 t) - ﬁh(k7 t)

ﬂ}L-I-M(x7 t) - ﬁh-l—#(ka t)
‘ﬁh_|_l,(a:, t) — ‘lAL}H_l,(k, t)
La premiere équation du systeme(2.14) s’écrit alors:

0%y,

ot?

1 5 . ,
(k. ) + 35 (528 (k, 1) — 5(5 + 3VE) (T (b, 1) 4 iy, (k1)) e R0

5 ~ —ikhy ~ tkhy
+§(3\/5_5)(uh+ﬂ(kat)e H —I_uh-i-lf(kat)e kh)

—(tp (k)™ 4+ (k. 1))e™ ] = 0

d’ou en regroupant les termes semblables :

9% 2
é?t?h (ks t) + 5 (a0 (K, £)(26 — cos(hk))

. 5 i B y
(b, (= (5 4 3VE)e™™ + 2 (=5 + 3v/5)e )

s (b, (= (5 + 3VE)e ™ 4 2(5 4 3VE)e )] = 0

On effectue les mémes transformations aux deux autres équations, pour obtenir:

ﬁh(kvt) ﬁh(kvt)
— 0? —
(215) M1737h@ ‘lAL}H_M(k,t) —I'I(I,S,h ‘lAL}H_M(k,t) == 0
'&h-l-l/(kv t) ah-l-l/(kv t)
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10 0
v 0 2 0
(2.16) My = )
5
00 =
L 2

_5cle—zhku + 56262hk1/ 7]

— —Beethkt 4 5, g—ihky
26 — cos hk e’ + ocae
4
e 2 | _5eye—ihku ihky
Ky an(k) = 75 deie 4+ Bege ’e
—5cr ek 4 Begem kY 95— i hk
L 4 9

(2.17)

Oll NOUS avons Posé :

ci=5+3V5 ¢ =-5+3V5

De plus, on a les conditions intiales :
&h(k,O) = ﬁh-l—#(kao) = ﬁh-l-l/(kvo) = &O(k)

a'&h . a'&h+# . a'&h+y o
W(kao) - ot (k70) - T(k70) - ul(k)

On notera que M 3, est symétrique et que K35 est hermitienne (i.e *Ky 3, =

j§>1737h ). Pour exprimer la solution de (2.15), il nous faut diagonaliser le systeme

et donc introduire les solutions du probleme de valeurs propres:

Z/V\1737h(]€)U - )\U

avec Z/\f\1737h(k) = Migﬁhfm,h(lﬂ)

Nous désignons par A} (k) , AZ(k) et A3(k), les trois valeurs propres positives et
par W}(k), W2(k) et W2 (k) les vecteurs propres associés, normalisés par M 3,
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c’est a dire:

(M3, Wi (k), Wi(k)) = &

(.,.) est le produit scalaire dans R®.
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Nous avons le:

Lemme 2.2 Les vecteurs propres et valeurs propres admettent les développe-
ments limités suivants :

RO k®

Mk =k - ——
w() 302400

+ O(h")
Wi(k) = Xo + asYoh®k® + a7 Yoh"k™ + O(h®)

30 13h2k*  137h1ES  51259A8K8
(k) = = — 5k? _
w(F) h? "+ 12 360 + 302400

+ O(h7)

W2(k) = Yy 4 a1 Y, hk 4 a3 Yoh*k? + asY, h°k®
+asYoh'k* + (a5, + B5Xo)h*k® + agYoh®k® + O(RT)

60 Th*k*  23R*E®  1899RSK®
= — k2 . _ h7
h? M 6 i 60 112000 +O(R)

Ar (k)

W32(k) = Y, 4+ a1 Yohk + Yy b2k + asYoh°k®

+agYoh'k* + asYoh*k® + (a6Y, + BsXo)h®k® + O(R)

XO:L 1 Yozi (1) Y’:L —51
V6 Vil 4 SRVETT

—iv/6 iv/6
ay = a7 = —
54000 1134000
130 1 —1v/30
a1 = Oy = — a3z =
15 15 90
—11 —8412v/30 437
oy = —— O = —————_—_— Q= ———
450 270000 45000
iv/6 iv/5
Bs = 0 fe=—
54000 135000

Nous dirons alors que A} est la valeur propre physique (en effet A} — k?) , A} et
A} sont les valeurs propres parasites ( A} et A3 — +00).
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Démonstration: voir annexe B.
La solution de (2.15) s’ecrit alors:
tn(k,t)
Un(k,t) = | dnpulh,t) | = Uk(k, OWR(R) + UF (k. )W (k) + U (k, )W (k)

G (K, 1)
Ul (k,t) = tig(k)ad (k) cos(wi (k)t) + 'ﬁl(k)ai(k)w vj=1.3

o (k) = ((Ids, Wi ())) V¥j=1.3

avec

1

wi(k)=/N(k) Vj=1.3

On remarquera que (7& W correspond a la partie physique, c’est a dire:

7P

Up,

iyl Anp
UhWh = uh-l—,u

£ P

uh+u
alors que UZW? + UPW}? correspond a la partie parasite, c’est a dire:

D
up,

rr27472 rr3Ts3 Yy
UhWh—I_UhWh_ uh_l_ﬂ

ﬁi+u
Estimation de |[@;” — ul| , ||@5, — ul| et ||G5, — u]|
Pour estimer ||@," — u|| , ||}, — u|| et ||}, — u|| nous utiliserons le théoreme

de Plancherel :
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||u,? — uHLz(m) = ||u;’ — 4 12(8)
lap, — wllzm) = [l@5h, — @llrem)
iy, — wllzz) = 143, — dllr2w)
Posons
ey (k1) uy? —
el (k) | = apt, —a | = U'W} —aldy

On obtient alors:

GOl < () aa(b) cos(l(190) + in (1) ol k)02 1) — 11

9 sin(wp(k)t)  sin(kt),, .1
e
Tl Oy < () anh)costk (190 + 00 ™ el () 02 1)) — 1

Ty < ) ok cos(h (00 + () S gy w2k ) 1

w}L k)
-I-(/ ta(k)[cos(wy (k)t) — COS(kt)](‘)dk)%
+(/mﬁ(k)[sing;%](€l§)t) B sin](gkt)]Qdk)%
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En procédant comme au théoreme 1, nous avons les estimation :

| cos(wy(k)t) — cos(kt)| < Ch°k™t

) ) Sln(kt)| S 0h6k6t

|sm( wi (k
i (k)
Par ailleurs:

ltuo (k) cos(wh (k) + al(k)%| < i

o(k)

()|t Vi=1.3

(2.18) (@R (FIWi(k) = Tdy)o| < CHOK°

(b (R)WE(R) = Td)a] < RO

(ah (R)W (k) = Td2)a] < CHI

Reportant ces estimations dans |[é,7(.,t)]|, nous obtenons:

& (Ll < Cro[( (k)I?

—I_t(/m

(k)| dk)z

io(k)dk)F + 1( /m i (k) k) 7]

Soit par Plancherel :

8 Ug 37'u0 6

)Ty 2 T

el GOl < Ol

En reportant de la méme fagon ces estimations dans ||}’ (., )] et dans [|€}7 (., )],
nous obtenons:

6
Erpu( D < OB (1+hﬂ\86H}
Chr (5 )HSC%%hH H+tHa7H+ﬂ1+hWa(JG

Estimation de |[uy] ,de ||u}, || et de ||}, ||
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Pour estimer ||} , |4}, ]l et |4}, ||, nous utiliserons encore le théoreme de
Plancherel:
[l
1 ll = Nyl
41l = [l
Posons ) )
éh(k, 1) i
éi—l—u(k? t) ’&Z}?‘-}'IJ

On obtient alors:

&8 ()| o) < (/m['ao(k) cos(wy (k)t) + 'ﬁl(’dw

Or nous avons les dévelopements limités suivants :
{ i (kYWy(k) = Csh kY, + hekCIds + O(A7)

& (k)Ws(k) = Csh®k®1ds + O(R7)
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Par conséquent en utilisant le théoreme de Plancherel et les majorations données
dans (2.18) nous obtenons:

. 0%u 9%
en( )l < CRO{| axGOH + | 83;61 I}
. 0%y d%u
Ehu (LD < R aIGOH + ] 81:61 '}

n 86UO 66u1
o (5O < ORI + 55 I}
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Chapitre 3

Analyse de la dispersion
numeérique pour le probleme
semi-discret

Rappelons qu’une onde plane est définie par: up(x,t) = expi(wpt — kx).

La relation de dispersion est par définition la relation reliant la pulsation w et
le nombre d’onde &, pour que I’équation des ondes soit satisfaite par ’onde plane.

Pour le cas continu, la relation de dispersion est :

w? = k?

Pour le cas discret, rappelons qu’il y a une onde physique et deux ondes parasites
pour Ps.

Nous nous intéressons a la dispersion des ondes physiques. En fait, (d’apres le
lemme 2.2), les ondes parasites se propagent a des vitesses de phases tres grandes
(en O(h™')), mais leurs amplitudes sont faibles.

La relation de dispersion qui nous intéresse est donc celle des ondes physiques
donnée par:

wp = w? = A\ (k)

On note:

w
-La vitesse de phase réelle: v = L=

w
-La vitesse de phase discrete: v, = ?h
. kh 1 o :
-K = 9. = v ot N correspond au nombre d’éléments par longueur d’onde.
s
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-La vitesse de phase adimensionnelle: (cf. figure 3.1)

K = =
qh( ' v w 2n K
K4 .
=1- 180 + O(K?) pour P,
78 K*® -
=1- 9450 + O(K") pour Ps

RR n” 2323



42 Gary Cohen, Patrick Joly, Nathalie Tordjman

FiG. 3.1 - La courbe supérieure représente la courbe de dispersion q, pour Ps,
celle du milieu représente q, pour Py et la courbe inférieure représente ¢, pour

P

FiG. 3.2 - Courbes ’cout-précision’: c¢’est a dire les courbes précédentes tracées

en fonction du nombre de points par longueur d’onde.
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Chapitre 4

Discrétisation en temps d’ordre
2,4 et 6

Rappelons le probleme semi-discret pour P, et Ps:

d2 Up
dt?

+ Nigpup =0

avec Nl,i,h = Ml_,il,h](Liﬁ

1=2 pour P, et 1=3 pour PFs

Discrétisation d’ordre 2

A Tordre 2, nous utilisons (les différences finies centrés):

Pun(t?)  uptt = 2up +up!
dtz At?

avec up(t") ~ uy et " = nAt, ce qui donne le schéma:

~on+l 5..n n—1
uy T — 2uy + uy

At?

+ Nigpuy =0

Pour P, nous avons une erreur de troncature en O(h*) + O(At?) et pour Ps, une
erreur de troncature en O(h®)+ O(At?) aux nceuds et O(h®) + O(At?) aux points
intérieurs sur des maillages réguliers. Mais si on choisit At proportionnel a h, ce

qui est cohérent et habituel pour ce type de probleme, la convergence est réduite

a celle d’'une méthode d’ordre 2. Cette remarque justifie le passage a 1’ordre 4.

Discrétisation d’ordre 4
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La facon la plus naturelle d’obtenir une discrétisation a ’ordre 4 serait d’utiliser
une méthode de différences finies d’ordre 4 en temps a 5 points. Malheureusement,
une telle méthode est instable. Aussi, nous utiliserons ’approche de 1’équation
modifiée (décrite dans [6] ou [5] par exemple), qui consiste a écrire (par dévelop-
pement de Taylor):

d*up (") N wptt — 2up +up! B At? drup(t™)
dtz At? 12 dtt

+ O(AtY)

Soit grace a I’équation des ondes:

d*up(t") N uftt — 2uf + Ut B At?
ez At? 12

A?uy (1) + O(AtY)

En différences finies, pour la discrétisation en espace, il suffit d’utiliser une discré-
tisation d’ordre 2 pour le bilaplacien. Ici, nous ne pouvons pas écrire le bilaplacien
et le discrétiser ensuite comme pour les différences finies. Car une telle discrétisa-
tion ne peut se faire qu’avec des éléments finis appartenant H?(R) (éléments finis
d’Hermite), ce qui n’est pas le cas des éléments finis de Lagrange. C’est pourquoi,
nous allons appliquer 'approche de ’équation modifiée a ’équation semi-discrete
(4.1); nous écrivons:

d*up (1) N uftt — 2uf ot B At?
dt? At? 12

Ceci donne le schéma:

Nii,h'uZ + O(AtY)

n+1 S..n n—1 2
U — U+ u . At "
: At}; — + Nygnluj — =5 Niipup] =0

12
Discrétisation d’ordre 6

Pour P5, comme on a observé, sur des maillages réguliers, une superconvergence
en O(h®) aux neeuds du maillage, il est naturel de s’intéresser aux schémas d’ordre
6 en temps qui consistent a écrire (par développement de Taylor):

Pun(t?) ot = 2uP +upTt A dun(tt) A dBup ()
> At? 12 dtt 360 dts

Par un procédé semblable a I’approximation d’ordre 4, nous obtenons le schéma:

+ O(At%)

ut Tt — 2y 4 L A? L A "
h At}; L + Nygp{uy — ENL&}L[U;L — ¥N1,3,huh]} =0
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Du point de vue temps calcul, il est intéressant de remarquer que:
-1 calcul a 'ordre 4 correspond a 2 calculs a 'ordre 2 en temps.
-1 calcul a "ordre 6 correspond a 3 calculs a 'ordre 2 en temps.
Mais 'on verra par la suite que ceci n’est pas toujours un handicap. En effet on

peut réduire le temps de calcul, notamment grace a la valeur du coefficient de
stabilité de chacun des schémas.

4.1 Analyse de la stabilité

En assimilant v, et @y le schéma discrétisé est de la forme:

~on+l 9.1 n—1
u, " — 2uyp +uy

At?

+ Sl,i,h(At)uZ :0

S1,in(At) = Ny;n pour lordre 2 (P et Ps)

At?
avec S1in(At) = Nyp[ld — ENLM] pour 'ordre 4 (P et Ps)
At? At? ,
Sl’gﬁ(At) = Nl,S,h{]d - HNL&}L[]CZ - %NLSJL]} pour 1 ordre 6

(4.2)

S1.:n(At) est un opérateur auto-adjoint borné dans L?(R). Donc la stabilité L?
du schéma est donnée par:

At?
Sl,i,h(At) Z O et THSLLh(At)H S 1

Nous introduisons 'opérateur :

Srin(At) = FSy;n(Al)

ou F' désigne la transformée de Fourier en espace.

Le probleme est le calcul de ||S7,; 4 (A)]| = ||S1.:,.(AL)]|.

S1,in(Al) est obtenu en appliquant la transformée de Fourier aux schémas précé-
dents.
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—glmh(At) = ]/V\LM pour Pordre 2 (cf. (2.16) et (2.17)) pour la définition de
Niin)-
5 — At? )
-S1in(At) = Ny p[ld — ENLM] pour l'ordre 41.

~ —~ At? —~ At?
-51737}L(At) = N1737h{]d — HNLS’h[]d — ﬁNLg’h]} pour l’OI’dI’G 6

On obtient alors:
—||§1”(At)H = m?)(|)\2(]()| pour 'ordre 2.
7,15

At?

NSan(ADI] = max|X; (K) = Z5-(4)*(K)] pour Tordre 4.
~ : At? Attt
NStan(AD] = max|X, (K) = S5 () (K) + 555 (04)* (K)| pour Tordre 6.

c
En considérant o = e le coefficient de stabilité, on a:

Théoréeme 4.1 :

La condition de stabilité est:

At
e < a«a; pouri=2,4,6

Pour P, :
V6

Qy = o ~ 0.4082 pour lordre 2.

V2

Q= ~ 0.7071 pour lordre /.

2
g = —=—o—o ~0.232 pour lordre 2.

6(7 ++/29)

1. Comme on I’a vu dans le cours sur les différences finies: pour deux opérateurs A et B,

—

Ao B=AoB
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2vV3

oy = —\/_ ~ 0.4018 pour lordre 4.
6(7 + v/29)

295 - 29254 10

6(7 ++/29)

Qe ~ 0.319 pour Uordre 6.

Démonstration
Notons )\;Z(k) = h2\i, alors pour Py, oy et a4 dépendent d’une méme valeur :

max\, (K) = A\2(0) = 24

i K

Pour Ps, a3, a4 et ag dépendent aussi d’'une méme valeur :

m%x)\}j([() = 12(0.5) = 6(7 +v/29)
(Nous établissons ces résultats a la fin de la démonstration).

Pour 'ordre 2

La stabilité est équivalente a:
O[2 X
O§ZA}Z(K)§1 Vi, VK
2

max)\;f(]()

i K

Alors o <

Pour 'ordre 4

La stabilité est équivalente a:

2 2

(4.3) %(A}f([s’) . %(A};)?(K)) >0 Vi, VK
2 2

(4.4) %(A}f([s’) . %(A}j)?(f()) <1 Vi VK

L’étude de I'inéquation (4.4) montre que celle ci est toujours vérifiée, on ne s’in-
téresse alors qu’a 'inéquation (4.3). On obtient :

2V3

a < —
1 7
maxA,(K)
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Pour 'ordre 6

La stabilité est équivalente a:

2

(15 O — ) +

4
(814 1i\3 . . .
— > ;
360()\h) (K))>0 Vi, VK

(8% 1 054

2
« 1y 4 - . -
(46)  TON(K) -3 g M) S ViV E

L’inéquation (4.5) étant toujours vérifiée, on ne s’intéresse qu’a I'inéquation (4.6).
On obtient (grace au logiciel Maple) :

V295 — 2925 + 10
a <

max)\/}f(]()
7, K

Calcul de m%x)\;f([() pour Py

max\, (K) = \2(0) = 24

i K

En effet,

)\;LI(K) =11 +cos27K — Vcos?2x K + T0cos 27 K + 73

L’étude de \;' donne HlI@X)\;Ll(K) =38

)\;LQ(K) =11 4+ cos 27K + Vcos22x K + 70 cos 27 K + 73
L’étude de A2 donne HlI@X)\;?(K) =24

Calcul de max)\;f([() pour Ps

i K

maxA(K) = N2(0.5) = 6(7 + v29)

En effet,

MK est solution du polynome caractéristique P défini par :

P(z) = —2®+ (92 — 2 cos 27 K )* — (120 cos 27 K + 1680)x — 3600 cos 27 K + 3600

Inria



Eléments fints d’ordre élevé avec condensation de masse 49

D’ou

— A (K )P 4(92—2 cos 2n K )\ (K)?— (120 cos 27 K +1680) A, (K)—3600 cos 27 K +3600 = 0
(4.7)

/

' d\H(K
Comme on cherche m%x)\}f(](), alors 5[(( ) = 0. Donc en dérivant 1’équation
(4.7), on obtient : 7
(4.8) sin 27 K[\ (K)? + 600, (K) 4+ 1800] = 0

Q

Le polynéme () n’ayant pas de solution réelle, alors sin27 K = 0
Etudions alors plusieurs cas:

i) Si K =0, I"équation a résoudre est:
AL(0)% — 90X,/ (0)% 4 1800A,(0) = 0
D’ou \,1(0) = 0, A2(0) = 30, A?(0) = 60

Donc max)\;f(()) = 60

ii) Si K = 0.5 , ’équation a résoudre est:
A7(0.5)% — 94X0,7(0.5)? + 1560),7(0.5) — 7200 = 0
Les solutions du polynéme associé sont: 6(7 —+/29) <10 < 6(7 4 v/29).
Or A2(0.5) = 6(7 + +/29), par conséquent max)\;f(().f)) =6(7+ Vv29)

On conclut que m%x)\l,f([() =6(7+ \/E)

4.2 Analyse de la dispersion

Comme dans le cas semi-discret, nous ne considérons que la dispersion des
ondes non parasites. La relation de dispersion, pour que I’équation (4.2) soit sa-
tisfaite pour 'onde plane est :

4 At

@ Sin2(7Wh) = ,Bh
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avec 3 la valeur propre non parasite de gh(At). On obtient alors:

-Br = A} pour lordre 2 (P, et P3).

At?
Br =)\ — E()\II'L)2 pour 'ordre 4 (P, et Ps).
At? At
Br=A\ — E(A}LV + ﬁ()\}z)S pour l'ordre 6 (Ps).
On s’intéresse a la vitesse de phase adimensionnelle, en fonction de deux para-
metres :
kh 1
K=t
' 2. N
_ cAt
“Th

Pour I'ordre 2 en temps, on a:

1 ;
- arcsin(g M (27K)) (P et Ps)
(4.9) =9 "
1+ O(K?)

Pour I'ordre 4 en temps, on a:

1 . fe% , o’ , i
(4.10) rak arcsm(g\/“hl — 5 ANERK)) (P et Py)
. Qh —

1+ O(K?)

Pour l'ordre 6 en temps, on a:

L arcsin 0 = SO+ SR (7
arcsin{ — — - — ™
(4.11) g = 4 7ok 2V 12N T 360 ’

1+ O(K®)
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FiGc. 4.1 - courbes de dispersion pour Py et l'ordre 2 en temps avec a = 0.01
pour la courbe inférieure et croissant jusqu’a 1 pour la courbe supérieure.

FiG. 4.2 - courbes ‘cout-précision’ pour Py et lordre 2 en temps.
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FiG. 4.3 - a gauche : courbes de dispersion pour Py et l'ordre 2 en temps avec a =
0.05 pour la courbe inférieure et crotssant jusqu’a 0.4 pour la courbe supérieure,
a droite : courbes de dispersion pour Py et l'ordre 4 en temps avec o = 0.7 pour
la courbe inférieure et décroissant jusqu’a 0.1 pour la courbe supérieure.

1.025 1 r
\
| 0.998 1
1.02 | 1
\
\
| 0.996 1
Lois % E
\ 0.994 1
\
1.01 F 1 0.992 H// 1
1.005 1 0.99 1 1
T 0.988 | g
T e e ;
0.986 [ 1
0.995 17/ 1 :
0.984 1
0.99 L L L L L L 0.982 L L L L L L
10 15 20 25 30 35 40 10 15 20 25 30 35

FiGc. 4.4 - a gauche : courbes ’cout-précision’ pour Py et Uordre 2 en temps, a
droite : courbes ‘cout-précision’ pour Py et Uordre 4 en temps.
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1.02 — 1 - —
l
’/. I 999 |
1.015 F s L
. . 998 |-
1.01 A 997 |
996 '
1.005 - q 1
| 995 | L
e —
— \
1 e iy 994 - 1
|
\
| . 993 | bl
0.995 :
.992 | H
0.99 L L L L L L L . 991 L L L L L L L L L
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.5 0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
FiG. 4.5 - a gauche : courbes de dispersion pour Ps et l'ordre 2 en temps avec
a = 0.05 pour la courbe inférieure et croissant jusqu’a 0.232 pour la courbe
supérieure, a droite: courbes de dispersion pour Ps et l'ordre 4 en temps avec
a = 0.4 pour la courbe inférieure et décroissant jusqu’a 0.1 pour la courbe
supérieure.
1.02 - :
1o1s b o 1
N g g
= 996 | g
1.005 F N J i
N 995 | R
1 ( S .994 | 1
.993 | bl
0.995 - bl
.992 | 1
0.99 L L L L L L . 991 L L L L L L
10 15 20 25 30 35 40 10 15 20 25 30 35 40

FiG. 4.6 - a gauche : courbes ’cout-précision’” pour Ps et Uordre 2 en temps,

-

droite : courbes ‘cout-précision’ pour Ps et Uordre 4 en temps.
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0.9995 -

0.999

0.9985 -

0.998 -

0.9975 -

0.997

0.9965

0.996

0. 9955 I I I I I I I I I
0

Fi1G. 4.7 - Courbe de dispersion pour Ps et Uordre 6 en temps (on remarque que

les courbes sont confondues).

0.9995 - B

0.999 - B

0.9985 B

0.998 B

0.9975 B

0.997 - B

0.9965 B

0.996 |- B

0. 9955 I I I I I I
10 15 20 25 30 35 40

Fic. 4.8 - Courbe ’cout-précision” pour Ps et l'ordre 6 en temps.
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Ces courbes (tracées a des échelles différentes) appellent deux remarques :

1- Pour les ordres 4 et 6 en temps, la précision optimale n’est pas obtenue
pPour Qnq., ce qui implique que ’on ne peut pas utiliser le pas de temps maximal
pour des maillages grossiers (contrairement aux différences finies centrées d’ordre
4 en temps et en espace, cf. [5]) .

2- Dans le cas des éléments P, pour un nombre de points supérieur a 15,
I'erreur varie en fonction de « entre 0 et 5 10™® pour 'ordre 2 en temps, alors
que pour l'ordre 4 et 1'ordre 6, elle reste inférieure & 10* (cf. courbes (4.5) et
(4.7)). Cependant, les valeurs équivalentes du apay pour 'ordre 4 et I'ordre 6 en
temps, et le nombre de calculs supérieur pour l'ordre 6 montrent que I'ordre 4 en
temps donnera un algorithme plus efficace, pour une précision équivalente a celle

de 'ordre 6.
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Chapitre 5

Résultats numériques

5.1 Un premier probleme modele
L’équation des ondes:
1- Sur @ =0, 12]

2- Avec second membre

9y 0*u
w(x,t) - @(%t) = [(t) *g(z)

0 2(%)2(2(%)2@ —1.35)2 - 1) exp(—(l%)?(t —1.35)%) Vte[0,3.48]
. . . .
0 sinon

g(w) = exp(=T(z — 6)?)

3- Avec conditions aux limites de type Dirichlet homogene
On laisse évoluer la solution pendant 50 secondes. La courbe en pointillés repré-
sente la solution exacte, que 1'on peut calculer par exemple par la méthode des
caractéristiques.
Nous faisons plusieurs types d’expériences sur maillages réguliers (cf. figures 5.3
a 5.10) et sur maillages non réguliers (cf. figures 5.11).

-expériences avec discrétisation en temps d’ordre 2 pour Py, P, et Ps.

-expériences avec discrétisation en temps d’ordre 4 pour P, et Ps.
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Pour ces expériences, nous utilisons d’abord des maillages avec 21 points par
unité de longueur (i.e 10.5 points par longueur d’onde), puis des maillages plus
raffinés de telle facon a avoir une solution “exacte”. Nous prenons comme coef-
ficient de stabilité o = 0.38 (proche de ay) pour le schéma d’ordre 4 en temps
avec condensation de masse Ps et leurs équivalents pour les autres schémas, c’est
a dire:

a = 0.19 pour le schéma d’ordre 2 en temps avec condensation de masse P3

a = 0.285 pour le schéma d’ordre 2 en temps avec condensation de masse P,

a = 0.57 pour le schéma d’ordre 4 en temps avec condensation de masse P

Il faut cependant remarquer que pour le schéma P; classique, on ne peut pas
prendre o = 0.19 mais seulement o« = 0.15 (ce qui devrait donner une préci-
sion supérieure a ce schéma en comparaison au schéma d’ordre 2 en temps avec
condensation de masse Ps).
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10

12

|
°
o

FiGc. 5.3 - schéma d’ordre 2 en temps,
haut) : T=25s, (en bas): T=50s
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o

FiG. 5.4 - schéma d’ordre 2 en temps avec condensation de masse Py, a = 0.285,

N =10.5, (en haut) : T=25s, (en bas): T =50s
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FiG. 5.5 - schéma d’ordre 2 en temps avec condensation de masse P3, a = (.19,

N =17, (en haut) : T=25s, (en bas): T=50s
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FiG. 5.6 - schéma d’ordre 4 en temps avec condensation de masse Py, a = 0.57,

N =10.5, (en haut) : T=25s, (en bas): T=>50s
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10

12

FiG. 5.7 - schéma d’ordre / en temps avec condensation de masse P3, a = (.38,

N =17, (en haut) : T=25s, (en bas): T=50s
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10

12

|
°
o

FiG. 5.8 - schéma d’ordre / en temps avec condensation de masse Py, a = 0.57,

N =16, (en haut): T=25s, (en bas): T=50s

Inria

12



Eléments fints d’ordre élevé avec condensation de masse 65

10

12

FiG. 5.9 - schéma d’ordre 2 en temps avec condensation de masse P3, a = (.19,

N =25, (en haut) : T=25s, (en bas): T=50s
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FiG. 5.10 - schéma d’ordre 2 en temps avec condensation de masse Py, o =

0.285, N =50, (en haut): T=25s, (en bas): T=50s
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10

12

Fig. 5.11 -

schéma d’ordre 4 en temps avec condensation de masse P sur

maillage non régulier, a = 0.38, N =7, (en haut): T=25s, (en bas): T=50s
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5.2 Un second probleme modele

L’équation des ondes:
1- Sur @ =0, 12]

2- Sans un second membre:

0%u 0%u
3- Avec pour condition initiale (cf. figure 5.12):
(1 —(x—6)2/4)> sur [4,8]

o
0 sinon

F1G. 5.12 - a gauche : ug(x) et a droite: ug(1/X) qui est de longueur d’onde 1

4- Avec conditions aux limites de type Dirichlet homogene

On laisse évoluer la solution pendant 50 secondes. La courbe en pointillés repré-
sente la solution exacte.

Nous faisons les mémes expériences que dans le premier modele, (mais cette fois
ci avec tout d’abord 15 points par longueur d’onde) sur maillages réguliers (cf.
figures 5.13 a 5.20) et sur maillages non réguliers (cf. figures 5.21).
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Fi1G. 5.13 - schéma d’ordre 2 en temps, Ps classique, « = 0.15, N = 5, (en
haut) : T=25s, (en bas): T=50s
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FiG. 5.14 - schéma d’ordre 2 en temps avec condensation de masse Py, o =

0.285, N =17.5, (en haut): T=25s, (en bas): T =50s
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FiG. 5.15 - schéma d’ordre 2 en temps avec condensation de masse P3, a = (.19,

N =5, (en haut) : T=25s, (en bas): T=50s
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[

FiG. 5.16 - schéma d’ordre 4 en temps avec condensation de masse Py, a = 0.57,

N =175, (en haut) : T=25s, (en bas): T=>50s
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F1G. 5.17 - schéma d’ordre 4 en temps avec condensation de masse P3, a = 0.38,

N =5, (en haut) : T=25s, (en bas): T=50s
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FiG. 5.18 - schéma d’ordre 4 en temps avec condensation de masse Py, a = 0.57,

N =10, (en haut): T=25s, (en bas): T=50s
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FiG. 5.19 - schéma d’ordre 2 en temps avec condensation de masse P3, a = (.19,

N =15, (en haut) : T=25s, (en bas): T=50s
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[

FiG. 5.20 - schéma d’ordre 2 en temps avec condensation de masse Py, a =

0.285, N =25, (en haut): T=25s, (en bas): T=50s
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FiGc. 5.21 - schéma d’ordre 4 en temps avec condensation de masse Ps sur

maillage non régulier, « = 0.38, N =5, (en haut): T=25s, (en bas): T=50s
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Les résultats numériques suscitent les commentaires suivants :

D’abord les figures 5.3 a 5.7 obtenues respectivement avec le méme nombre de
points par longueur d’onde montrent la supériorité des schémas Ps. L’ulilisation
de schémas avec condensation de masse P5; en comparaison avec le P5 classique
fournissent en plus d’un gain de temps substantiel, une sensible amélioration de
la précision (cf. les figures 5.3 et 5.5), il faut de plus remarquer que la courbe
“exacte” pour le schéma P; classique n’a pas été faite car avec 25 éléments, la
courbe n’est pas bonne et le temps de calcul est tres grand, di au nombre impor-
tant d’inversions de matrices. D’autre part, I'introduction de méthodes d’ordre
supérieur en temps permettent d’obtenir une excellente précision sur la vitesse
de l'onde méme avec peu d’éléments (cf. figure 5.7). Enfin, la robustesse de la
méthode est prouvée par le calcul de la solution sur maillages non-réguliers (cf.
figure 5.11). Des commentaires similaires peuvent étre faits pour le modele avec
solution initiale. Enfin, la comparaison de Ps avec P, (cf. figures 5.6 a 5.8) laisse
a penser, qu’a temps de calcul équivalent (ce qui n’est pas le cas dans les expé-
riences présentées car bien que faites a nombre de points et a pas de temps égaux,
elles ne tiennent pas compte du fait que les molécules de Ps sont plus importantes
que celles de P, d’ailleurs, cette différence se creusera lorsqu’on passera en di-
mension 2 ou 3), Ps donne une précision supérieure a P,. Cela est a vérifier en
dimension supérieure.
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Chapitre 6

Conclusion

Alors que le but initial de notre étude était seulement de supprimer I’inversion de
la matrice de masse, ’analyse et les expériences numériques montrent que nous
avons construit en outre une méthode robuste d’éléments finis d’ordre élevé de
précision supérieure aux méthodes classiques. D’autre part nous avons exhibé un
résultat de superconvergence pour des maillages réguliers. Les résultats, tant du
point de vue théorique que pratique, incitent naturellement a étendre cette étude
a la dimension 2.
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Annexe A

Démonstration du lemme 1

A T'aide des formules explicites (2.11), on peut obtenir le développement asymp-
totique de ngh au voisinage de K=0, ou ngh = h? ngh et K = hk. Plus
précisément :

—~ N_ N_
Nigg = =2+ =24+ No+ MK + NK2 4 ..
K2 K
1 1
2 =2 -1 2 1 -5
_ _ — 2
4
1 ! 1 !
1 - S 1 25
Ny= — 1 8 Ny ) 32
360 0 20160 | 1
16 64

N_1:N1:N3:N5:0

Considérons le produit scalaire définie par: ((u,v)) = (Mjpu,v) avec My o) =
1 0

0 2
On cherche alors les développements asymptotiques au voisinage de K=0 des va-
leurs propres et vecteurs propres de Vq 5 i, normalisés a I’aide du produit scalaire

qui vient d’etre définie. Par construction ]/V\LQJL est symétrique par rapport a ce
produit scalaire et ceci est vrai pour chacun des N; . On en déduit que:

I-KerN_y L ImN_y, par rapport au produit saclaire ((.,.))
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2-Ker(N_y—Ald) L Im(N_3; — Ald), par rapport au produit saclaire ((.,.))

Le calcul des valeurs propres et des vecteurs propres est semplable a ce qui est
fait dans la démonstration du lemme 2.
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Annexe B

Démonstration du lemme 2

A Taide des formules explicites (cf. (2.16) et

(2.17)), on peut obtenir le déve-

loppement asymptotique de N1 a3,k au voisinage de K=0, ou N1 a3k = h? N1 3,h et
K = hk (en utilisant le logiciel Maple). Plus précisément :

N_, N_
=22 4+ L Ng+ MK + NoK2 4 ..
K2 K
50 —25 —25 0 -5 5
—10 20 —10 N,=iv5| 2 0 —2
~10 —10 20 2 2 0
r 1 17 r 1 1
0 - - -1 = -
6 6 2 2
. 1 1 1 1 1
N = 5 _—— —_— N = — — - —
1=ivh 5 Y 3 = 5 0 3
1 1 1
— —— 0 - -2 0
L 15 15 l L 5 5
r 0 1] Tl
2 2 3 10
iv5 1 1 1 1
AT ISP S B E N
150 5 10 120 25
1 1 0 1
L 5 10 l L 25 75

No

S O =

_— o O
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[ 0 1 1 7 F1 1 ]
2 2 8 50 50
AVe)) 1 1 1 1 1
N5 = l\/_ —= 0 — Ne=— | — 0 ——
12600 ) 25 2520 125 1000
1 0 1 1 0
L5 T2 L 125 w00 1
1 0 0
>
-le produit scalaire définie par ((u,v)) = (My3xu,v), avec My 3, = 0 5 0

M, 53, N_5 est une matrice symétrique.

On cherche alors les développements asymptotiques au voisinage de K=0 des va-
leurs propres et vecteurs propres de Vq 3 i, normalisés a I’aide du produit scalaire

qui vient d’étre défini. Par construction Vq 3 i est hermitienne par rapport a ce
produit scalaire et ceci est vrai pour chacun des N; . On en déduit les propriétés
suivantes:

I-KerN_y L ImN_,, par rapport au produit scaclaire ((.,.))

2-Ker(N_y—Ald) L Im(N_y—AId), par rapport au produit scaclaire ((.,.))

3-Ker(N_yg—Md) L Ker(N_y—\Id), par rapport au produit scaclaire ((.,.))
Ces propriétés seront utilisées de facon essentielle dans toute la suite.

On notera simplement que N_; a trois valeurs propres 0, 30 et 60 associés aux
vecteurs propres Xy, Yj et YO’.

Calcul de WI{ et de )\}{

+oo )
Nous cherchons W} et Ak sous la forme: WL = > X K’ et A\ =
7=0

+oo ]
S ONKY
j==2

: : V. 1 _ )11l
Introduisons ces expressions dans Ny 3 g Wi = A Wi

Nous allons obtenir ce qui suit en identifiant terme a terme les deux séries.
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e Identification des termes d’ordre -2.

On obtient: N_y Xy = A_2 X

Il y a trois cas possibles:

- A_g =0, par conséquent Xg € KerN_y; = Xo=—=| 1 | (pour quil soit
1

NG
de norme 1)

-A_z = 30, alors en continuant ce qui suit, on détermine A} et W2.

-A_z = 60, on détermine alors A}, et W},
e Identification des termes d’ordre -1.

N_yXqi + N1 Xo = 21X0
OI’ N_1X0 =0 = N_2X1 = )\_1X0
De plus Xg € KerN_yet NoX; € ImN_; = Xo L N_3 X,

Par conséquent ((N_2X1, Xo)) = A_1((X0,X0)) =0 = A1 =0

On obtient alors, N2 X; =0 = X; € KerN_, = X;//Xo
De plus [|[Wi(K)|? =1 = coef f(||Wi(K)|*,K)=0 = ((Xo,X1))=0
Donc X7 1L Xpet X1//Xo = X;1=0

On continue ce procédé tant que les X; sont nuls de tel facon a obtenir les termes
principaux des développements .

e Identification des termes d’ordre 0.

N_3Xo + N1 Xi 4+ NoXo = Ao Xo
OI’ N()XO = XO et JV_1X1 =0 = N_2X2 = ()\0 — 1)X0
De plus Xg € KerN_get No Xy € ImN_y; = Xy L N_3X,

Par conséquent ((N_2 X2, Xo)) = (Ao — 1)((Xo, X0)) =0 = A =
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On obtient alors, N2 X, =0 = X, € KerN_; = X3//Xo
or coe f f(|Wi(K)|I?, K?) =0 = 2((Xo, X2)) + [ Xa]* =0
Donc X5 1 Xpet X5//Xog = Xo=0

e Identification des termes d’ordre 1.

N_y X5+ N_1 X5 + NoXq + N Xo = Mo Xi + M X
OI’ X2 = X1 = N1X0 =0 = N_2X3 = )\1X0

De phlS XO 1 N_2X3 = ((N_2X37X0)) = Al((Xo,Xo)) =0 = )\1 =

On obtient alors, Ny X3 =0 = X3//X,
Or coef f(||Wi(K)|*, K*) =0 = ((X0,X3))=0
Donc X3 1 Xpet X5//Xo = X5=0

e Identification des termes d’ordre 2.

N_y Xy + Ny Xs + NoXo + N Xy + NoXo = Ao Xo + MX0 + XX

OI’X1:X2:X3:N2X0:0
= N_2X4 == )\QXO

De plus Xo L N_3 X,

Par conséquent ((N_2X4, Xo)) = X2((Xo0,X0)) =0 = X =0

On obtient alors, N2 X, =0 = X,//X,
Or coef f(|Wi(K)|*, K*) =0 = ((X0,X4))=0
Donc Xy 1 Xoet X4//Xo = X4=0

e Identification des termes d’ordre 3.

N_y X5+ N_1 Xy + NoXs + N Xy + No Xy + N3 Xo = A Xz + M Xo + A X5 4+ A3X,

e

Xi=Xo=Xs=Xs=0cet N3 Xy =
Or 1 2 3 4 0e 340 1800

Yo
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= N_,X;+ iYo = A3 Xo

1800
| N
D'ou = ((N-2X5, Xo)) + 1800((%’)(0)) = A3((Xo0, X0)) =0 = A3=0

/6
1800
De plus coef f(||[Wi(K)||*, K°) =0 = ((Xo,X5)) =0, donc X5 L X,

On obtient alors, N_, X5 = Yo

= X5 = asYo + b5Y]

iv6
P S t X: = a:Y; - _
ar conséquent X5 = asYj as £ 1000
e Identification des termes d’ordre 4.
N_3 X6+ N_1 X5 + NaXo = M X
5
Or NyXo = iYO’ et N_1Yy = —2iv/30Y,
4500
. 5
= N_2X6 -+ 1/(),(—2'&&5 V 30 -+ 4\r/0_0) = )\4X0
)

Le produit scalaire avec X, donne Ay = 0

On obtient alors, N_y X¢ =0 = Xs//Xo

De plus coef f(|[Wi(K)||*, K%) =0 = ((Xo,X6)) =0= X5 L Xo
Donc X¢ L Xpet Xg//Xo = Xe=0

e Identification des termes d’ordre 5.

N_3 X7+ No X5 + N5 Xo = A X5 + A5 X0

iv6
OI’ N5X0 = ——945001/0 et N0% = —1/0
iv6
= N_, X7 —Yo(as + m) = a5Yy + A Xo

Le produit scalaire avec Xy donne A5 = 0
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e
37800
De plus coef f(||Wi(K)||?, K7) =0 = ((Xo,X7)) =0, donc X7 L X,

On obtient alors, N_, X; =

Yo

= X7 =arYo + b7Y]

V6
1134000

Par conséquent X; = a7Yy ay =

e Identification des termes d’ordre 6.

N_yXs + N_1 X7 4+ N1 X5 + N Xy = A6 Xo

1 236 . iv/30
Or NoXo = — Xg— — VO N Y = —2i B0V et N, Y, = Yy
PSR = 0000 T 3780000 07 MO VTR € Mte = T o
iv/30 23v5 1
NowXs + Y/(—=2iav/30 + Y20 — 22V ) X (g + ———
= NoaXs £ Yo(=24arV30 + —mas — grponn) = Xo(de + gro700)
1

Le produit scalaire avec Xy donne A\g = —

302400

Par un raisonnement analogue on trouve les dévelopements pour W2, A3, W3
3
et Ay.
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