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Distribution des poids des codes cycliques binaires de longueur 63

Weigth distribution of the binary cyclic codes of length 63

David Audibert* Nicolas Sendrier*

Résumé

Nous donnons dans ce rapport la distribution des poids de tous les codes cycliques binaires
de longueur 63. Ces codes sont au nombre de 4096. La distribution des poids de 798 codes
seulement nous permet de les décrire tous.

Abstract

We give here the weight distribution of all cyclic binary codes of length 63. There exists 4096
such codes. The weight distribution of only 798 codes is sufficient to describe them all.

*INRIA, Projet CODES, Domaine de Voluceau, BP 105, 78153 Le Chesnay CEDEX, FRANCE



1 Codes cycliques

Soit n un entier positif impair. Un code cyclique binaire de longueur n est un ideal C de R, =
R[X]/(X™-1). D’apres [1, Ch. 7, Th. 1] le code C est engendré par un polynéme unitaire de degré
minimal g(X) défini de fagon unique et qui divise X™ — 1. Le code C contient exactement tous les
polynémes ¢(X) multiples de g(X) (i.e. g(X)[¢(X)). Nous noterons C =< g(X) >.

Soit a une racine primitive n-ieme de I'unité sur F, puisque g(X)|(X™ — 1), on a g(X) =
[Tic;(X — '), ou I est une partie de {0,1,...,n—1}. L’ensemble I est appelé ensemble de définition
de C. La définition de I dépend du choix de la racine primitive o.

Définition 1 Deuz ensembles de définition I et I' sont dit équivalents s’ils se déduisent l'un de
Uautre par.un changement de racine n-iéme primitive. C’est a dire si {o*,i€ I} = {B*,i € I'}, ou
a et f sont deuzr racines n-iéme primitives de l'unité. Nous noterons alors I = I'.

La classe cyclotomique de I’entier s modulo n sur i est ’ensemble cl(s) = {s,2s,...,2™ 15}
ou les entiers sont calculés modulo n et ou m est le plus petit entier strictement positif tel que
2™s = smod n. D’apres 1, p. 199] I est la réunion de classes cyclotomiques modulo 7 sur R.

Nous noterons [sy,..., s/ I'ensemble |J;<;<; cl(s;) lorsque s; < ... < s; et, pour tout ¢, s; est
le plus petit élément de sa classe cyclotomique. Ceci nous donne une écriture compacte et sans
ambiguité de 'ensemble de définition d’un code.

~ Nous noterons C, ’ensemble des codes cycliques binaires de longueur n et Z,, I’ensemble des

ensembles de définition dg codes de C,,. Pour tout C € C,, nous noterons Ic ’ensemble de définition
de C, et pour tout I € Z,, nous noterons Cy le code de C,, d’ensemble de définition I. La relation
= est une relation déquivalence sur Z,, et donc sur C,.

Définition 2 Deuz codes linéaires C et C' sont dit équivalents st il existe une matrice de parité
H de C, une matrice de parité H' de C' et une matrice de permutation P telles que H = H'P.

Deux codes équivalents se déduisent 'un de ’autre par une permutation du support, ils ont donc
en particulier la méme distribution des poids.

Proposition 1 1. Si 0 & I alors Cyy(oy contient ezactement les mots de poids pair de C7.

2. 5i0 ¢ I, alors dans C le nombre de mot de poids n — i est égal au nombre de mots de poids
i, pour 0 < i< (n—-1)/2.

3 Sil =T, alors C; et Cp ont la méme distribution des poids.
Preuve : On pose I = [sy,...,8], Cr = (9(X)).

1. Un polynéme ¢(X) est de poids pair si et seulement si c(1) = 0, c’est-a-dire si et seulement si
X - 1}¢(X). D’autre part puisque 0 ¢ I, on a (X — 1) fg(X), et donc

H{X = 1e(X) et g(X)[e(X)} & (X = 1)g(X)|e(X).

2. Soit u(X)=X""1+...+X+1l,onaX"-1=(X—-1)u(X).Puisque 0 ¢ [,ona X -1 fg(X).
D’autre part g(X)| X" — 1 donc g(X)|u(X), c’est-a-dire u(X) € C.

A tout mot ¢(X) € C; de poids i correspond un et un seul mot & X) = ¢(X)+ u(X) € Cy de
poids n — i, ce qui montre'la propriété.



3. La propriété est vraie si les codes Cy et Cv sont équivalents.
Puisque I = I, il existe une racine n-itme primitive de I'unité B, telle que {a',i € I'} =
{B'yi € I'}. On a ¢(X) € Cj si et seulement si c(a”) = ... = c(a®) =0et ¢(X) € Cp si et

seulement si ¢(3%) = ... = ¢(B°) = 0. Les matrices
1 o% 0281 . a(n—l)al 1 ﬁsl 'B231 . ﬂ(n-l)ﬂ
Hr=11: © : et Hp=|: 1 :
1 o a2n .. a(n—l)a( 1 ﬁa, B2a| . ﬁ(n—l)al

sont donc des matrices de parité de C; et Cp respectivement. Soit 7 la permutation de
{0,...,n—1} telle que o’ = B7("), La i-ieme colonne de H; est égale & la 7(i)-iéme colonne de
Hj.. Donc ces deux matrices se déduisent 'une de ’autre par une permutation de colonnes.
Ceci prouve que les codes C et Cs sont équivalents. '

o

2 Représentation des codes

Définition 3 Soient I = [s1,...,s1] et I' = [s},...,s}] dans IT,,. On notera I < I' si
o I =[], ou
° I>0,I">Oet31<s’l, ou
e l>0,I'>0,38 =3] etsg,...,8] < [8h;...,5]]

La relation < définit un ordre total sur Z, et donc sur C,.

Le premier point de la Proposition 1 nous permet de ne donner la distribution des poids que
des codes dont I’ensemble de définition ne contient pas 0. Le second point nous permet d’affirmer
qu’une moitié seulement de cette distribution suffit a la décrire entierement. Enfin le troisiéme point
nous autorise & ne donner la distribution que d’un seul code parmi tous ceux dont les ensembles
de définition sont équivalents. Nous avons choisi de prendre comme représentant de chaque classe
d’equivalence pour =, ’élément le plus petit pour la relation <. '

Il existe 798 codes vérifiant ces conditions si I’on excepte les codes triviaux de dimension ou de
codimerision égale a 0 ou 1. Les tables sont classées dans I’ordre croissant de <. Les distributions des
poids des 399 codes de dimension inférieure & 32 ont été obtenues par comptage en énumérant les
mots de code. Pour les codes de dimension supérieure ou égale a 32 nous avons utilisé la transformée
de MacWilliams [1, Ch. 5] de la distribution des poids du dual qui est de dimension inférieure a 32.

Dans chacune des tables données ci-aprés, les

v e . . . T Ay | A A A A A A A
distributions de poids sont données comme indiqué ﬁg ﬁ; ;14; ﬁiz ﬁ:: ﬁig 2:; ﬁ%
ci-contre, ou A; est le nombre de mot de poids i. 2 ) 10 14 18 | Agp | Aze | Azp

’ ! P Ay | A7 Ay [ A1s | Ayo [ A2z | Aar | Aay
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1 Cyclic codes

Let n be a positive odd integer. A binary cyclic code of length =n is an idéal C of the ring R, =
R[X]/(X™-1). From [1, Ch. 7,Th. 1] the code C is generated by a monic polynomial of minimal
degree g(X) uniquely defined and which is a divisor of X™ — 1. The code C contains exactly all the
multiples ¢(X) of g(X) (i.e. g(X)|c(X)). We will denote C =< g(X) >. -

Let & be a primitive n-th root of unity over ;. Since g(X)|X™~1 we have g(X) = [Lic/(X — o),
where [ is a subset of {0,1,...,n — 1}. The set I is called the defining set of C. The definition of
I depends on the choice of a.

Definition 1 Two defining sets I and I are equivalent if one can be obtained from the other by
changing the primitive root. That is {a*,i € I} = {§*,i € I'}, where a and 3 are primitive roots of
unity. We denote I=1'. °

The cyclotomic cosets of an integer s modulo n over R, is the set cl(s) = {s,2s,...,2™ 15}
computed modulo n where m is the smallest positive integer such that s2™ = smodn. From [1,
p- 199] I is a union of cyclotomic cosets modulo n over R.

We denote by [sy,...,3;] the set [Jy<;<; cl(8i) where 8; < ... < 8 and, for all ¢, s; is the smallest
element of its cyclotomic coset. This gives us a compact and unambiguous representation of the
defining set of a cyclic code.

We denote by C, the set of binary cyclic codes of length n and by Z, the set of all deﬁmng
sets of elements of C,,. For all C € C, we denote by I the defining set of C, and for all I € Z,, we

denote by C the code of C,, whose defining set is I. The relation = is an equiva.lence for Z,, and
thus for C,.

Definition 2 Two linear codes C et C' are equivalent if there ezist parity check matrices H and
H' for C and C' and a permutation matriz P such that H = H'P.

Two equivalent codes are deduced one from the other by a permutation of the support. In particular
they have the same weight distribution.

Proposition 1 1. If0 ¢ I then Cry(o) contains ezactly the codewords of C| of even weight.

2. If 0 ¢ I then C} contains the same number of codewords of weight i and of weight n — i, for
0<i<(n-1)/2.

3. If I = I then Cy and Cp» have the same weight distribution.
Proof: Let I = [sy,...,5], Cr = (9(X)).

1. A polynomial ¢(X) in R[X] has an even weight if and only if ¢(1) = 0, or equivalently if .
(X = 1)|e(X). Furthermore, since 0 ¢ I, we have (X — 1) fg(X), and thus

{(X = 1)fe(X) and g(X)[e(X)} & (X ~ 1)g(X)le(X).

2. Let u(X) = X"+ ...+ X +1, we have X" =1 = (X — 1)u(X). Since 0 ¢ I, we have
X —1 Jg(X). Futhermore g(X)|X™ -1, thus we have g(X)|u(X), or equivalently u(X) € CJ.
To any codeword ¢(X) € C| of weight i corresponds a unique codeword &(X) = ¢(X)+u(X) €
Cy of weight n — i. This proves the result.



3. The property is true if the codes C1 and Cys are equivalent.
Since I = I', we have {a!,i € I'} = {B',i € I} for some n-th root B of unity. We have
c(X) € Cy if and only if ¢(a®) = ... = c¢(e®) = 0 and ¢(X) € Cp if and only if ¢(8*) =
... =¢(B%) = 0. The matrices :

1 a® 0231 . a(n—l)s; 1 ﬂsl 3231 . ﬂ(n—l)al
Hr=1: ;: : : and Hp = | ¢ : :
1 o™ o .. a(n—l)a, » 1 ﬂ” ﬂ2.9, . ﬂ(n—l)a,

are thus parity check matrices of C; and Cp respectively. Let m be the permutation of
{0,...,n — 1} such that o = B7C) for all i. The i-th column of Hj is equal to the m(i)-
th column of Hy.. Thus H; and Hj only differ by a permutation of column and the codes Cy
and Cp are equivalent.

a

2 Code representation

Definition 3 Let I = [sy,...,8] and I' = [s},...,3}] be two elements of I,,. We denote I <'I' if
e I={], or |
¢1>0,I'>0ands; < sy, or
o 1>0,I'>0,8 = s’l and s2,...,8)] < [s5,...,8}]

The relation < defines un total ordering of Z,, and thus of C,,.

From the first point of Proposition 1 we only need to give the weight distribution of the codes
whose defining set does not contain 0. From the second point we know that giving only the first
half of this distribution is sufficient. At last the third point allows us to give the weight distribution
of only one code among all whose defining sets are equivalent. We have choosen as representative
of each equivalence coset modulo = the smallest defining set for the order <.

There are exactly 798 such codes for n = 63, if we except the trivial codes of dimension or
codimension equal to 0 or 1. The tables are given in increasing order for <. The weight distribution
of of the 399 codes of dimension smaller than 32 were obtained by enumerating all the codewords.
For codes of larger dimension the result was obtained from the weight distribution of the dual codes
by the MacWilliams transform [1, Ch. 5].

In each of the tables hereafter the weight dis-

: . O . . Ag Ay | Ag [ Al | A1g T A0 | A2s | A
tribution is given as shown beside, where A; is the ﬁj 25 :9 ﬁ” ﬁ” ﬁ’ . ﬁzs y o
number of codewords of weight :. 2 g | Ao 14 | Ajs } Agg | A2e | Az

& Ay | Ay A [Ays [ A1 [Aza | Aa7 | Ay
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