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Newton-GMRES acceleration for the Navier-Stokes
equations

Abstract: In this paper, we consider new algorithms to accelerate the matrix-free
Newton-GMRES algorithm, in the context of the implicit numerical resolution of the
compressible Navier-Stokes equations. First at all, we try to reduce the lost of the conver-
gence rate of the restart inside GMRES by considering a class of preconditioners. Then, we
describe a cheap way to reuse previous descent directions across Newton iterations using
the Broyden update. Finally, we suggest a new algorithm and we evaluate its impact.

Key-words: descent direction, matrix-free, Navier-Stokes, Newton-GMRES, precondi-
tioning.
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1 Introduction

On s’intéresse a la résolution par des schémas implicites de probléemes de la forme
up+ Glu)=0 (1)

ou G(u) :V — V est une fonction non linéaire de u. Dans le cas ou (1) provient des
équations de Navier-Stokes compressibles, u a (2 4+ dim) composantes ou dim désigne la
dimension en espace du champ de vitesse des particules.

On considere la résolution stationnaire ou instationnaire de ces équations a 1’aide d’un
schéma a un pas de temps. Apres des discrétisations appropriées en temps et en espace, a
I'instant ¢, I’équation (1) devient

u(n+ 1)+ At,Hi(u(n+ 1)) = At, Ha(u(n)). (2)

Notons que la méthode d’Euler implicite correspond a

. u
AL,

HQ(U)

On résout (2) par ’algorithme de Newton-GMRES [BS90]. Chaque étape de Newton linéa-
rise le probléme et le systeéme linéaire induit est résolu par GMRES [SS86]. Tl est important
de souligner ici que GMRES est un solveur pour grande matrice non symétrique ne de-
mandant que des produits matrices-vecteurs. Cette approche est utilisée [Sha88, Vui93]
lorsque le probléme interdit tout stockage du Jacobien en mémoire centrale. Ce cas se
présente en mécanique des fluides en dimension trois d’espace mais encore lors du trai-
tement numérique des prévisions météorologiques ou des problémes électromagnétiques.
Malheureusement, 'approche choisie est couteuse par rapport a une résolution explicite.
En particulier pour de nombreuses formulations, chaque étape de Newton conduit & la
résolution d’un systéme non symétrique

J(u;)8(i) = — F(uy), i=0,... (3)

ol
ug = u(n),
6(2) = Uj41 — Uy,
Fu;) = u; + Aty Hi(u;) — Aty Hay(ug),
J(u;) = 2ECu) — 1y Ag, 2HGu),

du u

Souvent, la stabilité induite par la résolution implicite permet de multiplier le pas de temps
par un parametre nommé communément CFL afin d’accroitre la vitesse de convergence
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4 R.Choquet

du schéma en temps.

La résolution par GMRES du systéme (3) si elle veut étre efficace et peu couteuse en
mémoire se heurte a ces constats.

1. II faut un bon préconditionnement. Dans un cadre classique, le choix d’une facto-
risation incomplete de J(w;) comme préconditionneur couplée avec des techniques
de renumérotation des nceuds du maillage donne de bons résultats [Dut91] mais ici
la matrice est inconnue. Et seul le résidu fournit les informations sur le probleme
étudié.

2. Un redémarrage est nécessaire pour réduire le cotit mémoire mais une dégradation de
la convergence est alors observée par rapport a GMRES classique. Depuis peu, des
algorithmes de type gradient tentent d’y apporter des réponses [VAVV92, Saa93].

3. Chaque produit jacobien-vecteur est approché par un schéma aux différences finies
qui induit par la-méme des erreurs pouvant dégrader la convergence superlinéaire de
GMRES [VdV V93] mais aussi la qualité du vecteur de descente [CE93]

Dans cet article, deux approches ayant pour but d’accélérer l’algorithme de Newton-
GMRES sont décrites. Dans le chapitre 2, on présentera ’algorithme FGMRES [Saa93|
au sein duquel une classe de préconditionneur sera considérée (chapitre 3). On comparera
les résultats obtenus avec GMRES plus redémarrage. Puis dans le chapitre 4, on utilise le
dernier sous-espace de Krylov afin d’accélérer Newton. A 1’aide de différentes expériences
sur la résolution des équations de Navier-Stokes, nous en tirerons des enseignements sur
le comportement de I'algorithme de résolution pour ces équations.

Notations: Soit V une matrice, on note < V > le sous-espace vectoriel engendré par
les vecteurs colonnes de V' ; P} ’ensemble des polynomes de degré n valant 1 en 0. Enfin,
GMRES(n) désigne GMRES avec un redémarrage toutes les n itérations.

2 Rappels

Par la suite, on considére la résolution de tout systeme linéaire J6 = —F par FGMRES
[Saa93] , il s’agit de I'algorithme de GMRES avec un préconditionnement a droite pouvant
varier a chaque étape du processus d’Arnoldi. Voici ’algorithme utilisé tel qu’il est défini
par Saad,

ALGORITHME 1: FGMRES (kpaz)

données ¢ > 0 la tolérance du critere d’arret et §; € R™ I'approximation initiale,

Inria



Newton-GMRES acceleration 5

(S].) To = —F - Jéo,

.
B=rollz, 1 = =, k=0

(s2). FAIRE
E=k+1
(a) z = M og
k
(b) Ge41 = JThy Wig1 = Gha1 — Y P kO
m=1
avec by i = (Qk+1, U )s (m=1,...,k)
WEg41
his1k = [Jwrs1|l2, vesr = -
k+1k
(c) on calcule pr, = min ||fe; — Hyyll2
yEIRk

JUSQU’A pr < eou k= kmaa:
(s8). K = k, on calcule yx = argminyeRKHﬁﬁ —Hreyll2

(s4). 0 = b0 + XKyK

hmg 1<m<k+1,m<I<Ek
0 sinon

Vi=(v1,...,0), Xp = (¢1,...,2k).
La propriété essentielle de cet algorithme est

ol (}Tk)mJ =

bl

JXy = Vi Hy, (4)
ce qui entraine la proposition suivante.

Proposition 2.1 La solution approchée 6x obtenue a ’étape K de Ualgorithme 1 mini-
mise la norme || — F' — Jb||2 sur dp+ < Xk >.

3 Une classe de préconditionnements

3.1 Description

L’intérét de I'algorithme 1 réside dans sa flexibilité, on peut considérer des précondition-
neurs difficiles & inverser de maniere exacte.

Sachant que ’on est contraint a n’utiliser que des produits Jacobien-vecteurs, la premiere

RR n - 2287



6 R.Choquet

idée qui vient a l'esprit est de considérer GMRES(%;,,;) comme préconditionneur. Bien
str, la convergence de FGMRES(k.;¢) couplé avec GMRES(kiy¢) ( noté GM(kewt, Kint) )
ne peut qu’approcher celle de GMRES(k.yt * kipnt) car

| = F = Jbpepinkinell = min lp(S)roll2. (5)

pEP:ert *Kint

Nous allons considérer une classe plus large de préconditionneur.
Dans un article récent, Manteuffel et Otto [MO93] approximent 'opérateur

Au = —Au+ Brug + Pauy + bu, (6)

par
Bu=-Au+ou, o>0, (7)

qui est un opérateur symétrique défini positif plus facile a inverser que 'opérateur initial
et approchant A pour ¢ convenablement choisi. De maniere semblable, on définit ici une
classe d’opérateurs a un parametre

Aty QH1 (T, ui; Aty,)

B(uj,a)=1 ou, . (8)

a

Pour a > 1, ceci revient a réduire le pas de temps du schéma. Outre le fait que la classe
des préconditionneurs (8) contient J(u;) = B(u;,1), les motivations d’un tel choix sont les
suivantes,

1. On constate que lorsque At,, décroit significativement, I'inversion de (3) est moins
couteuse ainsi B(u;,a) est plus facile a inverser que J(u;) pour a assez grand ( voir
figure 6 ).

2. Une analyse similaire a celle pratiquée dans [MO93] montre un bon conditionne-
ment de B~1(u;,a)J(u;) pour certains systémes d’advection-diffusion & coefficient
constant.

3. La construction du préconditionneur nécessite le seul résidu H;.

Désormais, on donne une valeur limite au nombre de vecteurs pouvant étre stockés en
mémoire. La mise en ceuvre de GM(keyt, kine) demande un stockage de 2 ke + King
vecteurs. On considere 1'utilisation de (8) pour M, ' dans Ialgorithme 1. Dans la prochaine
section, on compare cette approche a une stratégie de redémarrage.

Inria



Newton-GMRES acceleration 7

3.2 Résultats

On utilise la notation étendue GM (keyt, king; @) ( 0u (kext, kine; @) sur les graphiques ) de la
précédente partie pour caractériser la courbe correspondante a 1’algorithme de résolution
linéaire avec

® k. le nombre d’itérations externes,
o ki le nombre d’itérations internes,
e et a pour l'utilisation de B(u;,a), a # 1 comme préconditionneur.

En plus des conventions précédentes, on note epsn la Condition de sortie de Newton et
epsg la Condition de sortie de GMRES. Les abréviations Res_new, Res_lin et Jac_vec légen-
dant les colonnes des tableaux, représentent respectivement les résidus relatifs de Newton
et de GMRES et le nombre de produits Jacobien-vecteur.

Tout d’abord, on compare les deux algorithmes GM RES(25) et GM(10,5) sur la ma-
trice provenant de [VAVV93], A = SBS™! avec A4,5,B ¢ RY09%100 ot 5 = (1,53) une
matrice bidiagonale ayant pour valeur 1 sur la diagonale et 3 sur la diagonale supérieure.

Ce premier test est réalisé sous Matlab et I'algorithme G M (keyy, kint) est écrit & partir de
la routine GMRES obtenue sous netlib [BBC*93].

Le systéeme Az = b est résolu pour le second membre b = (1,...,1)" en prenant pour
valeur initiale de z, 29 = 0. Dans ’exemple considéré, B est diagonale avec des valeurs
propres positives et uniformément distribuées entre 1 et 100. On pose § = 0.9, ce qui
donne un conditionnement pour S de k(5) = 18.3340. Pour cette matrice A, les résultats
obtenus (figure 1) montrent la supériorité de GM(10,5) sur GM(25). Dans la suite de ce
paragraphe, on applique cette approche au domaine étudié.

Dans ce papier, on s’intéresse au schéma d’Euler implicite en temps couplé avec le schéma
d’Osher pour la décomposition du flux. On considere les simulations suivantes :

Test 1 En deux dimensions d’espace, un écoulement stationnaire a Mach 0.8, Re=5000
autour d’un Naca0012 sous une incidence nulle. On utilise le schéma d’Euler explicite
en temps pour les 100 premiers pas.

Test 2 En deux dimensions d’espace, un écoulement d’Euler stationnaire a Mach 1.2
autour d’un Naca0012 sous une incidence de sept degré. On utilise le schéma d’Euler
explicite en temps pour les 100 premiers pas.

RR n - 2287



8 R.Choquet

Le maillage considéré possede 801 nceuds. Le code utilisé (NSC2KE) a été fourni en expli-
cite par 'INRIA Rocquencourt. Tout les résultats présentés sont fonction du nombre de
produits Jacobien-vecteur constituant le coit majeur de ’algorithme de résolution consi-
déré. On rappele que chaque produit Jacobien-vecteur est approché par un schéma aux
différences finies d’ordre un,

F(u—l—ox)—F(u)'

g

J(u).x =~

3.2.1 Comparaisons des GM (keyt, kins; a)

Pour des CFL de 1 et 4, on compare GM(25), GM(10,5) et GM(10,5,10) & une étape de
Newton fixée. Au travers des résultats montrés par les figures 2, 3 et 4,5, on remarque que le
redémarrage reste le plus efficace pour résoudre ces systémes pour un méme encombrement
mémoire.

3.2.2 Influence de GM (k.yt, kint; @) sur Newton

On considere le test 1 et on compare GM(25) et GM(10/5). On remarque le colt voisin
des deux algorithmes de Newton.

kezt =25 kemt = 107 kint =5
Res_new Res_lin Jac_vec Res_new Res_lin Jac_vec
0.10714719 9.7504560E-03 71 0.1071899 9.4371900E-03 90

2.4822087E-02 | 9.8797319E-03 92 1.094971E-03 | 9.7464239E-03 115
2.8761841E-04 | 9.9592545E-03 62 1.071891E-05 | 9.4649443E-03 132
1.6260660E-05 | 5.5169280E-02 125

=W N | s

CFL =4.0, epsn = 10E — 4, epsg:iOE—Q‘

Tableau 1 : Influence de FGMRES sur Newton.

3.2.3 Conclusion Partielle

La mise en ceuvre du préconditionnement précédent a montré ses limites. En effet, lorsque
le redémarrage est eflicace, les alternatives proposées se sont montrées moins bonnes pour
résoudre un probléeme linéaire. La figure 8 apporte une réponse partielle a ce relatif échec.
Pour k;p,: petit, la précision obtenue lors de I'inversion de B(u;,a) reste & peu prés cons-
tante lorsque a varie. Ainsi, le gain en résidu lorsque a est grand et k;,; petit est faible.
De plus, lorsque k;,; est supérieur a k.. alors le redémarrage se passe mal. On peux aussi

Inria



Newton-GMRES acceleration 9

remarquer ’absence de convergence superlinéaire de ’algorithme de GMRES avec diffé-
rences finies, ceci peut expliquer en partie la médiocre qualité de GM (keyt, kint) comparé
a une stratégie de redémarrage.

Par contre, il est surprenant de constater le meilleur comportement de l'algorithme de
Newton lorsque chaque systéme linéaire est résolu par GM(10,5) au lieu de GM(25).
Malgré tout, on peut considérer qu’il est difficile de gagner du temps CPU par ce biais.
Dans le chapitre suivant, une autre approche sera considérée dans le but d’économiser le
nombre de produits Jacobien-vecteurs. On va réutiliser ’ancienne base de Krylov pour
approcher I'actuelle étape de Newton. Aussi, on pourra exploiter ’autre avantage de 1’uti-
lisation d’un préconditionneur qui réside dans le fait qu’il délivre une base de vecteurs
préconditionnés.

4 Réutilisation des directions de descente

Lorsque le Jacobien est constant, Vuik[Vui93] consideére avec succes la projection du nou-
veau rédidu perpendiculairement aux anciennes directions de descente définies par I’al-
gorithme GMRESR[VAVV93]. Ici, nous prenons en compte les variations du Jacobien en
l’approchant par I'update de Broyden.

4.1 Idée générale

A T’étape (i — 1) de Newton, on a approché la solution de J(u;_1)6(i — 1) = —F(u;—1) par
GMRES(k) ou encore par

min [|rd™ = J(ui) Vg (9)
yGIRk

ou 'r(()i_l) = —F(uj—1) — J(ui_l)(ﬁéi_l) et
Vk(l_l) = (v1,...,v;) est la base d’Arnoldi de rang k.

Fli=1)
Ok la matrice de Hessenberg définie

dans l'algorithme d’Arnoldi, supposée de rang k,
y,(:_l) la solution de (9) ,
2im1) _ p i) fim1)

6071 = gl 161 o

*r](ci—l) = —F(uj_1) — J(ui_l)é,(f_l).

Notons Hg_l) - ng—l)REf—l) _ Q;gi—l) (

RR n - 2287



10 R.Choquet

L’idée que 'on va développer a travers ce chapitre est la construction d’un précondi-
tionneur pour J(u;) a l’aide des informations obtenues lors de la résolution de (9), plus

, . C i—1
précisement on minimise [ = F'F sur le sous-espace de Krylov Vk(Z ),

c.a.d min f(u; + Vk(i_l)y). (10)
yE]Rk

En remplacant dans (10) F'(u; + Vk(i_l)y) par son développement limité & ’ordre un, on a

i 1 i i
min {f(us) + F(w) )V ™y + 0@V vy a
ye

mais la minimisation de ce probleme est cotiteuse par I’évaluation du produit J(ui)Vk(i_l).
Par la suite, on va approcher J(u;) dans (11) par une matrice A; fonction de J(u;_1), puis
se servir de la propriété fondamentale de GMRES liant J(u;_1) & un probleme de taille

reduite

oW = VAR

Plus précisement, on approxime J(u;) par un changement a 'ordre un de J(u;_1),

A; = J(u;_q) + a;t;.st avec s;,t; € R™, a; € R. (12)

4.2 Un probleme approché
En particulier, on considere les deux approximations suivantes
1. a; = 0 ce qui revient a geler le Jacobien

2. et 'update de Broyden [DS83],

0F; = Fu;) — Fui—), (13)
s =607, (14)
t; = 0F;, — J(ui_l)si, (15)
1
On notera que A; vérifie la propriété Aiél(j_l) = 6 F; qui implique une convergence

superlinéaire pour l'algorithme de Broyden sous certaines conditions de régularité.
De plus, on a

t;, = F(’U,Z) + ’T‘](j_l),

Inria



Newton-GMRES acceleration 11

et
A VR 4 @
avec §; = (Vk(i_l))tsi € R-.
On considere désormais la résolution du probléeme J(u;)é(¢) = —F(u;) que 'on approche
par:
Pb. Trouver C](j) = Vk(i_l)y,(j) avec y,(j) solution de
min || = F(u;) = 4V (18)

yeR

Ce probléme est équivalent & (11) en y substituant J(u;) par son approximation A;.

Notons P,gj__ll) = (V]C(:__ll))(vk(:ll))t. On distingue plusieurs cas,

e soit a; = 0; on peut décomposer le carré de (18) sous la forme suivante

min {]| - (7 - PEYFu)|3 + 1 - PERY P - VETITE V)12,
ye

(1)

Et la solution y;” vaut
(0 R (oD -1y
Y = (@ ) (Vign ) (F (i)}

e soit a; #0;

Dans un premier temps, on suppose que {; €< Vk(j__ll) >. Soit Wi-1) = (Vk(_li_ll) Wht2)

1—1 ~ w
avec wryo = (I — PI£+1 ))ti et Wpyo = ||w:+2”2.

Lemme 4.1 On suppose que t; Z< Vkill) > alors W(=1) est une matrice orthogonale
d’ordre k + 2 et F(u;) e< W1 >,

Preuve. Il suffit de voir que

F(ul) =1; — T](j_l) e+ < Vk(i_l) > .

RR n° 2287



12 R.Choquet

De plus, on a

. . ) w(1—1)
/k(-l|—_11) Ej_l) — W(Z—l) (Hk ) . (19)

En posant 6; = (({;;v1), ..., (L, ve41)s [|wet2l)
= (Oi,17 ey 0i,k+2)

et (im1)
S(i-1) _ Q" 0
Qk ( 0 1 ) I

on obtient le Lemme suivant :

Lemme 4.2 On suppose a; £ 0 el t; €< Vk(j__ll) > alors (18) est équivalent a
.0 RS_I) 9;.5¢
; — 20
m /i {( o )Tl (20)

avec f; = —(QU WD) F(u;) et 6; = (QV )6,
Preuve. Par définition, on a 0; p42wWry0 = 1; —Zfi% 0; ;v;, ou encore wi-1)g. — .. D’ou,

st

/(i—l)ﬁg_l) 1+ ti"si — W(z—l){( ng_l) ) + 0255}

"k+1 t 1
8.8; 0 150

Ainsi, on a une suite de problemes équivalents, par (17), (19), le lemme 4.1, 'orthogonalité

de QS_I),

. . 7 (i—1) §.. 5t
. (i-1) (=1t . o, i-S;
(18) <= min WO (WO E - {5+ )
iy . (i-1) g. st
. (2—1) L Rk Z'SZ
= miy ey (7 {( 0 ) T IIE
i Rgf—l) 6;.5
— Jﬁ]ﬁi I1fi = {( 0 + o, Hyll2
O
Remarque 4.1 Ona f; = 0; + ﬁqu_Hek_H, avec (ep41), = 0 sinon .

Désormais, on suppose que t; €< Vk(i_ll) >. On obtient un résultat similaire au lemme 4.2.

Inria



Newton-GMRES acceleration 13

Lemme 4.3 On suppose a; # 0 et 1; €< Vk(j__ll) > alors (18) est équivalent a

RV G
mi, /i = {( 0 T 3yll2, (21)
avee f; = —(QF (VI E et 6 = (QFT)H(VE )
Preuve. Elle est semblable a celle du lemme 4.2 O

Par cette approche, la résolution de (18) s’effectue de maniere peu couteuse. En effet (
voir [GVL89] ), 31X € REHDX(42) orihogonale tel que X 6; = +||0:]|2€1, ainsi

(20,21) <= mink ||Xf2- - ng)yH% (22)
yEIR

(5) RV 18:ll2e15t . L
avec L’ = X 0 k —+ "= —* étant une matrice de Hessenberg supérieure. Il suffit
(%)

des lors de rendre la matrice L’ rectangulaire a I'aide de rotations de Givens.

4.3 Algorithme

L’utilisation du probleme (18) pour approcher (10) ne convient pas si F' est localement
linéaire autour de u;_1, en effet:

Proposition 4.1 Si F vérifie F(u;) = Fu;—1) + J(ui_l)él(:_l) alors la solution de (18)
est triviale.

Preuve. Par hypothese, {; = 0 et la proprié¢té de minimisation du résidu de GMRES
donne F(u;) = F(u;—1)+ J(Ui—1)(5;(j_1) 1 J(Ui—l)vk(l_l). -

On suppose désormais que F(u;) # F(ui—1)+ J(ui_l)él(j_l), aussi on met en ceuvre ’al-
gorithme suivant, au sein duquel, aprés chaque étape de Newton (s1), une étape de 'ac-
célération est considérée (s2).

ALGORITHME 2: Newton-GMRES accéléré
0<np<1etuy donnés, 1 = —1

FAIRE
1=1+1

RR n - 2287



14 R.Choquet

(s1). Résoudre J( )5() = — F(u;) par exemple par GMRES(k..).
On a VI ,QA , 6%) la solution approchée.

Uip1 = U; + 6%).
(s2). Résoudre (18) par I'algorithme 3 ( dans le cas ol a;41 # 0, il est défini
dans I'annexe A) et on pose:

w=Accélération(|| F(ui)|l2, F(iii), 8, VLR, Q).
Siw < nalors w;y1 = U471 + CKZVH
JUSQU’A convergence

Le critére 7 reste & définir, on peut montrer que lorsqu’il est suffisament petit alors CIZ-H

est une direction de descente pour f en @;41.

Proposition 4.2 On suppose que J(uz) est lipschitzienne de constante v sur D; un ouvert
conveze contenant B(u;,r;) C D; el ||(5A |2 < r;. Sin vérifie:

~ Z-|—1 7
[ F(tig1)ll2(n— 1) + —IICI N2ll881lz < 0
alors C%H) est une direction de descente pour f en ;1.
Preuve. De par le lemme 8.2.1 (p 175) [DS83], on a
. 37140
19 (1) = Aieallz < G188 2
Ainsi,

F!(iii41)J (@41 ) F(ii1) A G 4 F (i) (I (1) — Aigr )G

~ ~ ~ % 1
1 (i) T )G < )l (=)l + 1] = Flitin) = Aia ¢ o)
~ ~ 7 1
I F ()2l (i) = Azl 2
. 37 _ i+1 i
< @)l = D + I @) ¢k o016 -

O

Remarque 4.2 Une extension de l'algorithme 2 peut étre faite en considérant plusieurs
étapes de laccélération (s2). Elle est directe en laissant le jacobien constant. Elle demande
des mises a jour successives de (22) dans Uautre cas.

Inria
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4.4 Extension au préconditionnement

On se place ici dans le cadre de FGMRES, on a résolu a I’étape (¢ — 1) de Newton

min ||r{™" = (J(uim) MYV, (23)
yGIRk

Le probleme approché (18) devient :

Trouver C,(j) = X,gi_l)y,(:) avec y](:) solution de

min || — F(u;) — (A VI (24)
yEIR

et A;M~1 I"'update de Broyden de J(u;_1)M~! défini par

t;. t
AM™ = J(u )M 4 08 (25)
[[sill2
OF; = Fu;) — F(ui—1),
ol M-l = 6}5‘” = s; = M(S((f_l) + Vk(z_l)y,(j),
t; =0F;, — J(ui_l)LM_lsi.
Remarque 4.3 I ’évaluation de j\/lééi_l) n’est pas toujours possible sauf pour le cas par-

(i (i-1).

ticulier ou 6 -1 _ 0 cependant on peut considérer a la place Jb
0 P P p 0

4.5 Expériences

Dans cette section, on expérimente ’algorithme 2 en prenant consécutivement G M (key)
( partie 4.5.1 ) puis GM (kext, kint) ( partie 4.5.2 ) comme solveur linéaire des étapes de
Newton (s1). Notons que pour GM (k.y¢), le sous espace de Krylov considéré est défini
lors de I'ultime redémarrage. Par contre dans le cas de GM(keyt,kint), on s’interdit tout
redémarrage.

4.5.1 Avec GM (k.yt)

Les résultats montrent le bon comportement de Newton accéléré pour le Test subsonique
( tables 3 et 4 ). Par contre, seul un gain minime a été acquis lors de la troisieme itération
de Newton pour le test supersonique ( table 2 ). Dans ce cas, il est difficile d’évaluer le
réel apport de ’accélération, car on a constaté une perte de précision du schéma aux dif-
férences finies approximant le produit Jacobien-vecteur, qui engendre une stagnation du
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résidu de Newton.

Rés_new

Rés_acc

w

2a
3
4

4a

5.2937022E-03
7.8534502E-05

2.7971852E-06
1.8958609E-06

5.1588062E-05
1.9758955E-06
1.9325031E-06
1.9063627E-06

0.9828690
0.5436610

0.8445914
0.4385553

CFL=1.0, key =25,

epsn = 1.E — 6,

epsg=1E-3

Tableau 2 : Test 2; Accélération.

) Rés_new Rés_acc w

1 | 1.5136439E-02 - 0.987992
2 | 5.7444049E-04 - 0.263404
2a 1.5131066E-04

3 | 6.1081063E-06 | 2.8264898E-06

CFL=1.0, ke =25,

epsn = 1.E — 4,

epsg = 1.E—-2 ‘

Tableau 3 : Test 1; Accélération.

) Rés_new Rés_acc w

1 0.10714719 - 0.9760904
2 | 2.4822087E-02 - 0.04694258
2a 3.4642479E-03

3 | 2.8761841E-04 | 8.0443732E-05

4 | 1.6260660E-05

CFL =4.0, ke = 25,

epsn = 1.E — 4,

epsg = 1.E—-2 ‘

Tableau 4 : Test 1; Accélération.

4.5.2 Avec GM (keyt, kint)

Ce test ( table 5 ) montre malgré un nombre d’étapes de Newton plus grand, un gain sur
le nombre de produits Jacobien-vecteurs.

Inria
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) Rés_new Rés_acc w

1 0.1089500 - 0.9985143
2 2.6096256E-03 - 0.9999719
3 6.6151229E-02 - 0.0222083
3a 2.6036835E-02

4 9.4885447E-04 | 7.3040641E-04 | 0.8510803
5 1.3515879E-04 | 1.5681853E-02 | 0.0299612
ha 4.4366440E-02

6 2.0036848E-05 | 3.1411471E-03 | 0.6709428
6a 2.1338247E-03

7 5.5520138E-05

Jac_vec 450 400

CFL=4.0, ke =10,k =10, epsn = 1.E—4, epsg=3E—-2

Tableau 5 : Test 1; Accélération.

5 Conclusion

L’étude du préconditionnement proposé dans le chapitre 3 n’a pas montré clairement
d’avantages sur le redémarrage. Il faudrait reconsidérer I’étude lorsque la perte de conver-
gence au redémarrage est significative. Par contre, ’algorithme de Newton accéléré a mon-
tré des résultats encourageants. Il serait souhaitable d’étendre les investigations a d’autres
problemes. Dans le futur, on considérera le méme type d’algorithme pour des d-schémas.

Annexe A :Algorithme d’accélération et Complexité

ALGORITHME 3: Accélération( 8, f, s, Vit1, Rit1, Qrt1)

ﬁE]R; fEIRn; SERTL; Vk-|—1 ER(n+1)Xk; Rk-|—1 E]Rka;
Qui1 € R(k+1)x(k+1)

(s1) {Constitution du probleme approché (20) ................. }
T =0 q1re1
=2 Vit1 Qe
t=f+r
Wy = Uy pour m=1,...,k+ 1

Wity = (I = Vig1 Vi)t
6 = ((t7 /01)7 ey (t7 /Uk—|—1)7 ||'wk—|—2||2)

RR n - 2287
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Ukt =
- L 0
6= % . 6
f=-6+x%(0,...,0,1,0)
§=Vis
(s2) {Constitution du probleme approché (22) ................. }
Caleul de X € RFHDX+2) oripogonale tel que X6; = +]16; |21
f=X7f

L= X Ryyy — £10kass
(s3) {Triangularisation de L matrice de Hessenberg supérieure . }
Fact. QR de L = ST avec S orthogonale et T triangulaire supérieure de rang k
f=5
(s4) {Minimisation du probleme ||f —Tyllz ..............ooo.t. 1
y=T""(f1,-- - Jn)t
Rendre f13+1 + f,3+2

étape Saxpy | Sdot | Sscal Flops

(s1) 2k+3 | 2k+3 | k+2 6(k+1)
(s2)+(s3) 13(k +2)2 4+ 12(k + 2)

(s4) Ve

Total 2k+3 [ 2k+3 | k+2 13(k +2)2 4+ O(k)

Tableau 6 : Complexité de 'algorithme d’accélération.

Annexe B :Courbes

Inria
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Residu

(10/5)
10'12 | | | | | |
0 10 20 30 40 50 60 7C
Produits Jacobien-vecteurs
Figure 1 : A= SBS™!,3=10.9
=}
h=]
% i
[0}
14
o (105
o
- o
(25)
10'4 | | | | | | | |
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90

Produits Jacobien-vecteurs

Figure 2 : Testl, CFL=1.0
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0(10/5)
x(5/15)
2o
°g,
S
10'4 | | | | | | | | |
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
Produits Jacobien-vecteurs
Figure 3 : Testl, CFL=4.0
(10/5;10)
o
o
~ o
S~ o
-~ «
(10/5)
10'4 | | | | | | | | |
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Produits Jacobien-vecteurs

Figure 4 : Testl, CFL=1.0, a=10
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Figure 5 : Testl, CFL=4.0, a=10
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Figure 6 : Test1, comparaison pour différents CFL
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