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Résumé : Le but de ce travail est de calculer les écoulements hypersoniques autour
d’un objet en phase de rentrée atmosphérique. Ce travail a été financé par le projet
Furopéen Hermes (financement ESA, contrat ALG91/10, ATP DPH n° 6464/91,
phase Hermes R/Q) et a été réalisé avec le suivi technique de Dassault Aviation.
La méthode proposée couple les équations de Boltzmann utilisées pres du corps et
les équations de Navier-Stokes, utilisées en domaine lointain. Ce couplage s’effectue
sans recouvrement et est imposé par le biais de conditions aux limites de demi-
flux imposées écrites sur linterface Boltzmann/Navier-Stokes. Ces conditions de
flux sont obtenues a 1’aide d’une interprétation cinétique des équations de Navier-
Stokes. La version développée numériquement utilise un algorithme de marche en
temps, résoud les équations de Navier-Stokes par un schéma SUPG mis a notre
disposition par Dassault Aviation et résoud les équations de Boltzmann par une
méthode de Monte-Carlo. Diverses simulations numériques sont ensuite présentées,
utilisant essentiellement une stratégie de découpage non adaptative.
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Coupling Boltzmann and
Navier-Stokes

Abstract: The objective of the present work is the computation of hypersonic flows
around reentry vehicles at high altitude. This work was supported by the European
project Hermes (ESA funding under contract ALG91/10, ATP DPH n° 6464/91,
phase Hermes R/Q) and was performed under the technical supervision of Dassault
Aviation. The proposed method couples Boltzmann equations, used next to the
body, and Navier-Stokes equations used in the far field. This coupling is imposed
without domain overlapping by imposing adequate interface boundary conditions on
incoming half-fluxes. These boundary conditions are based on a kinetic interpreta-
tion of the Navier-Stokes equations. The numerical implementation of this technique
uses a time marching algorithm, a SUPG Navier-Stokes solver developed by Dassault
Aviation and solves the Boltzmann equations by a Monte Carlo technique. Different
numerical results are finally presented, mainly using a nonadaptative partitioning
technique.

Key-words: hypersonics, rarefied boundary layers, Boltzmann /Navier-Stokes cou-
pling, kinetic half-fluxes, SUPG, Monte Carlo, nonoverlapping partitioning.
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1 Introduction

Le but de ce travail, realisé dans le cadre du programme Recherche/Qualification du
projet Européen Hermes, consiste a calculer des écoulements hypersoniques autour
d’un objet en phase de réentrée dans I’atmospheére, c’est-a-dire a tres haute altitude.
Le probleme que ’on rencontre alors réside dans le choix du modele a utiliser. Le
nombre de Knudsen Kn (rapport du libre parcours moyen sur une longueur caracté-
ristique) est un parametre qui permet de déterminer ce choix. Pour K'n € [0.01,10.],
le gaz est tres raréfié et le modele de Boltzmann convient le mieux. Par contre lorsque
Kn est plus petit le gaz est dense et il est nécessaire d’utiliser un modele fluide. En
effet un algorithme Boltzmann serait beaucoup trop coiteux. Le probleme qui nous
concerne correspond a une situation intermédiaire pour laquelle il est nécessaire de
prendre en compte simultanément les deux situations précédentes. Une idée pour le
faire consiste a réaliser un couplage c’est-a-dire a utiliser le modeéle Boltzmann pres
du corps et le modele Navier-Stokes loin du corps.

Dans un premier temps nous présenterons les deux solveurs utilisés dans tous les
tests numériques. Le solveur Navier-Stokes est basé sur une méthode d’éléments finis
de type SUPG. Ce code a été développé par M. Mallet et F. Shakib et une version
2-D a été fournie & 'INRIA par Dassault Aviation. Le code Boltzmann repose sur
une méthode récente, mise au point par une équipe de chercheurs de 'université de
Kaiserslautern, ’ the finite pointset method ’ [8]. Une version du code, provenant de
I'université de Kaiserslautern, a été développée a I’ INRIA par J.F. Bourgat [3] et
Y. Qiu afin de prendre en compte des gaz polyatomiques ainsi que des conditions de
bord hétérogenes.

Nous présenterons ensuite le modele BGK (Bhatnagar-Gross-Krook), issu de la
théorie cinétique des gaz, qui permet d’obtenir simplement une interprétation ciné-
tique des équations de Navier-Stokes. Ce modeéle a été étudié par B. Perthame. Ces
travaux ont permis de mettre au point un code Euler basé sur une discrétisation de
type volumes finis avec un splitting cinétique des flux, voir [12]. C’est cette derniere
idée qui est a la base du couplage. En utilisant ce code Y. Qiu a obtenu les premiers
résultats numériques pour le couplage Euler-Boltzmann, montrant ainsi la faisabilité
et la validité de la méthode.

Enfin nous présenterons la technique de couplage des équations de Boltzmann
et de Navier-Stokes. Le couplage est réalisé par le biais de conditions aux limites,de
demi-flux imposés, la construction des demi-flux se faisant a partir de leur inter-

RR n° 2281



6 J.F. Bourgat, P. Le Tuallec , F. Mallinger, B. Perthame , Y. Qiu

prétation cinétique. Nous insisterons, en particulier, sur I'implémentation de ces
conditions aux limites.

Des résultats numériques, présentés a la fin de cette premiere partie , permettront
de constater l'efficacité de cette méthode.

2 Présentation des solveurs

Le concept SUPG (Streamline Upwind / Petrov-Galerkin ) a été introduit par
Hugues et Brooks [1] [2]. Initialement, la méthode SUPG a été appliquée a ’équa-
tion scalaire d’advection-diffusion. Un développement de cette méthode a été proposé
par Mallet [11] pour la résolution des équations d’Euler et de Navier-Stokes pour
un fluide compressible en dimension deux et trois. En particulier, il a introduit un
changement de variables entropiques et a généralisé la notion d’opérateur ”stream-
line” & un systéme multidimensionnel. Dans la suite, nous utiliserons la formulation
éléments finis espace-temps due a F. Shakib [15].

2.1 Le solveur Navier-Stokes
2.1.1 Les équations de Navier-Stokes

Les équations de Navier-Stokes compressibles, en dimension 2, sont données par
le systeme suivant

I B B
%L + dazzFZ B dmZFZ =0, (1)

sous les notations

1
U=p| ™ iabl ti
- 9 9
P variables conservatives
FE
1 0
b1; .
Ff = puy “ol g p|l M, flux convectif,
U2 b2
F U;

Inria



Couplage Boltzmann Navier-Stokes

0 0
d T14 0 . .
Pt = + ,  flux diffusif,
T2; 0
Tij Uj =
avec
p densité,
(ug,ug)t vecteur vitesse,
E=1lu | + e énergie totale,
e énergie interne macroscopique,
P pression statique,
Tij tenseur des contraintes visqueuses,
A Sii 4+ 0 n d
Tii = Aug 01 —u; + —u;
¥ kk 0] Y a$]‘ % 0332 71
A, i coeflicients de viscosité,
q¢=(q1,q3)" flux de chaleur massique,

T — — —T7
1 H@xi

T température,

k coefficient de conductibilité thermique.

Pour clore le systeme, on introduit les équations d’état suivantes

p:('y—l)pe,
Cp
7_0_117

C), chaleur spécifique a pression constante,

C, chaleur spécifique & volume constant,

RR n° 2281
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8 J.F. Bourgat, P. Le Tuallec , F. Mallinger, B. Perthame , Y. Qiu

2.1.2 Symétrisation du systéme

Il est pratique de réécrire le systeme (1) sous la forme quasi-linéaire

%U + A; Uﬂ' — (I(Z'j Uvj),i =0, (2)

ol

- Az = F;fUa

— K = [K;;] matrice de diffusion, avec K;; U; = F¢,
On définit alors la fonction d’entropie H par

H=HU)=—ps,
ol
s=1In(pp™"),

désigne ’entropie spécifique adimensionnée.

La fonction H est strictement convexe par rapport a U et permet par conséquent
de définir le changement de variable suivant

Uv—V,
avec
—pE+pe(y+1-35)
0 1 p Uy
V=SpH=-—
ou pe p U2

—-p
Avec ce changement de variables, le sytéme (2) peut encore s’écrire

Ao Vi+ AiVi— (Kij V), =0, (3)

ou

Inria



Couplage Boltzmann Navier-Stokes 9

~ J
- Ag= —U
T v
— %L-:AZ-/IO,

- f(ij = ](ij %Io.

On retiendra les deux propriétés essentielles vérifiées par le nouveau systeme (3):
(i) Propriétés de positivité et de symétrie déduites de ’expression de H :

— Ag est symétrique définie positive,
— A; est symétrique,

- K= [I;”] est symétrique définie semi-positive.

Noter que les propriétés de symétrie facilitent le préconditionnement des sys-
temes a résoudre.

(i) En effectuant le produit scalaire L? de (3) par V, on obtient I'inégalité suivante
(09)+ (psu) + 5 (%) >0 (@
s su);+—=—1{=] >0,
PRt e 1),
( puisque K est définie positive ).

La relation (4) est I'inégalité de Clausius-Duhem qui gouverne la production
d’entropie.

2.1.3 Formulation variationnelle discréte

Soit 0 =ty < t; < --+ < ity = T une partition de l'intervalle 10,7'[, et I, =
Jtn,tngr [ le '€ intervalle. On définit alors une tranche espace-temps par

Qn:QXIna

de bord
P, =1 x1,.

Considérons alors la n**™¢ tranche espace-temps @, (fig. 1).

RR n° 2281
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tn+1

FiG. 1 - wune tranche espace-temps

Inria



Couplage Boltzmann Navier-Stokes 11

Le domaine spatial est subdivisé en (n), éléments, Q, e =1,---,(ne)n.
Ainsi, pour la n*™¢ tranche, le domaine espace-temps est partagé en éléments

Q; =Q; xI,.
On définit alors I’ensemble des fonctions tests S/ par
St = {oh [0 € (COQu))™ vl € (PL(@E))™, (o) = g(1) sur P, },
et 'ensemble Y% des fonctions poids par
Th = {wh/wh € (CQu)" who. € (PL(QL)™, ¢'(wh) = 0 sur P, }.

Dans la définition précédente ’entier m est le nombre local de degrés de liberté et
P, I’ensemble des polynomes d’interpolation d’ordre k. La fonction ¢ représente les
valeurs imposées sur le bords en terme de variables non-conservatives (p,u,T,p).
La fonction ¢ : R™ — IR?, 1 < i < m, est la fonction non linéaire de passage des
variables entropiques aux variables non-conservatives. De plus, nous avons besoin des
équations de contrainte sur les fonctions poids, lesquelles sont données par ¢'(W) =
0,0 ¢ : R™ — IR, 1< i< m.

Les fonctions poids sont supposées continues dans chaque tranche espace-temps mais
discontinues en ¢;;¢=1,---, N — 1. On pose

W(tF) = lim W(t, + €),

e—0F

et on définit le saut en temps de W par
[W(t)] = W(t5) - W(t,).

Il est bien connu que dans certaines situations la méthode de Galerkin classique en-
gendre des oscillations sur la solution numérique. Afin de stabiliser la méthode on uti-
lise une formulation de type SUPG. Cette méthode consiste a perturber convenable-
ment les fonctions poids. Ainsi W est remplacé par W + P" avec; Ph = P]{LS—I—PBC,
ou P}js est le terme stabilisateur et PL%C un terme permettant de bien décrire le choc.

RR n° 2281



12 J.F. Bourgat, P. Le Tuallec , F. Mallinger, B. Perthame , Y. Qiu

La formulation variationnelle est alors donnée par

Dans chaque tranche espace-temps @, ,n =0,---, N — 1,
trouver V" € §" tel que, quelque soit W" € T" on ait

[ (-wWhvoh - wh B £ W VE) dQ

( premier terme Galerkin )

(W) VR 0) = WA -0 ))) de

( terme de saut )

(L(wWh).rL(vh)) dQ

( terme stabilisateur
de type moindre carrés )

+ > / DC(W" vhydqQ
e=1 Q5
( terme de capture de choc )

:/ Wh.(~Fe (V) + FA(V?)) i dP

( terme de bord de Galerkin ),

ou L est 'opérateur donné par

S99 (- 8

et 7 est une matrice m X m. Les définitions de la matrice 7 et du terme de capture
de choc DC sont développées dans [11] et [15]. Les premiere, deuxieme et derniére
intégrales résultent de la formulation Galerkin discontinue en temps. A la deuxieme
intégrale, provenant de I'intégration par partie en temps de

Wh-a

g A
L W g aq,

Inria



Couplage Boltzmann Navier-Stokes 13

on ajoute la condition de saut
0= [ WHEH) - [0V (1,))] g
Q

Cette condition de saut constitue le mécanisme par lequel I'information se propage
d’une tranche espace temps & une autre. On retiendra encore que le terme de droite
de cette égalité devra étre modifié pour I'implémentation du couplage.

2.1.4 Résolution

Nous n’utiliserons, pour les tests numériques, que des approximations constantes
en temps. Les fonctions tests et poids peuvent alors s’écrire

(nP” )(n)

Vi(z,t) = > Nzgn)(ac) Vgynt1)s T E Q5 TE I, (5)
A=1
(npn)(n)
Whiz,t) = Z Njgn)(ac) WA ng1)s T E Q5 LE In, (6)
A=1

ol
- (npn)(n) est le nombre de noeuds pour la n**”*® tranche espace-temps,
— Ugy(nt1) st le vecteur constitué des m inconnues au noeud A,

— Wyy(ny1) SONt les valeurs aux noeuds de la fonction poids correspondant a
VA;(nt1)>

— ] Ign)(x) est la fonction de base, en espace, pour le noeud A de la n**™¢ tranche
espace-temps.

En remplagant (5) et (6) dans la formulation variationnelle précédente on est conduit
a résoudre un systéme algébrique non linéaire de la forme

w.G(v;v(r)) = 0,

RR n° 2281



14 J.F. Bourgat, P. Le Tuallec , F. Mallinger, B. Perthame , Y. Qiu

ol

le vecteur condition initial. En supposant qu’il n’y a pas de condition forte (pour
I’analyse des conditions aux limites voir [15], ch. 5), le systéme & résoudre se ramene

a

G(v;v(,)) = 0.

En pratique ce systéme n’est pas résolu de maniere exacte. Nous utilisons un algo-
rithme de prédiction multi-correction du premier ordre.
On cherche v'*1, approximation de V(nt1), telle que

v* connu (o0 = V(n)),
et

iG(vi; V(n)) (v —v') = 0.

G(UZ-H; v(n)) = G(vl; T)(n)) + v

Alors, en posant

R’ = - G(vi; 'v(n))7
M = %G(U 7v(n))7
Ayt = vt

on est conduit a résoudre le systeme linéaire
M'Av' = R
Les détails de I'algorithme utilisé, pour un pas de temps, sont présentés ci-dessous

— Etant donnés:
tmaz ,NOmbre de corrections,
ifreq ,iTéquence d’assemblage de la matrice du systeme,

Inria



Couplage Boltzmann Navier-Stokes 15

— Prédiction :

-0 = v

— Calculer At (pas de temps local)
— Multi-Correction :
Pour ¢t de 0 & 4,4, — 1
— Assembler Ri(v'; V()
— Si mod(n X Uy + 1,1 freq) = 0 assembler M = 1\/1(vi)
— Résoudre M Av' = R ()
_ ,Ui-l—l — ’UZ' + A’Ui

Fin de la boucle Multi-Correction

_ il
— V(ngr) = v

Le systeéme () est résolu par un algorithme de GMRES linéaire.

2.2 Le solveur Boltzmann
2.2.1 L’équation de Boltzmann

La théorie cinétique décrit le gaz par I'intermédiaire d’une fonction de distri-
bution f(z,v,e,t) représentant la densité, a Uinstant ¢, des particules ayant la
position z, la vitesse v et ’énergie interne microscopique e,,. Dans le cas d’un gaz
tres raréfié, les particules n’interagissent pas entre elles et f est solution de 1’équation
de transport libre

0

d
a—tf-l-‘v'a—xf—o-

Par contre dans le cas d'un gaz plus dense les particules sont soumises a des colli-
sions. Dans ce cas f est solution de

0 0
il + v = QUL ).

Le terme de collision Q est quadratique et s’écrit, dans le cas d’un gaz monoato-
mique (e, = 0), de la maniere suivante

RR n° 2281



16 J.F. Bourgat, P. Le Tuallec , F. Mallinger, B. Perthame , Y. Qiu

QD= [

v

[ U= Rt = ) dovdw,
1ER® Jwes?

ou
fl = f(ajvlvl7t)7
f/ = f(x,v’,t),
f{ = f(.r,?)i,t),

ou (v,v1) et (v',v]) désignent les vitesses des particules avant et apres une colli-
sion de parametre w et S? la spheére unité. On renvoie & [4] pour une description
de @ dans le cas d’un gaz polyatomique. Le terme ¢(v — v1,w) représente la section
efficace de collision. On décrira plus loin en détails la forme de q pour le modele VHS.

2.2.2 La méthode de Monte-Carlo

La distribution f est représentée par un ensemble de particules ayant chacune
une position z;, une vitesse v; et une énergie interne microscopique e, propres. La
méthode repose tout d’abord sur une décomposition de 'opérateur de transport et de
l'opérateur de collision. Ainsi le processus qui détermine I’état du systéme au temps
n + 1, connaissant 1’état du systéme au temps n, se décompose en deux étapes; une
étape de transport libre et une étape de collision. Pendant ’étape de transport
libre, de durée At, chaque particule se déplace suivant la loi x?"’l =z + At v}
Pour I’étape de collision, le domaine est décomposé en cellules suffisamment petites
pour que le gaz soit homogene en espace. Alors deux particules d’une méme cellule
peuvent entrer en collision: la technique de collision est décrite dans le paragraphe
suivant.

2.2.3 Le modéle de collision VHS

Pour le modele VHS ( Variable Hard Sphere ), la section efficace de collision ¢
est proportionnelle & une puissance de la vitesse relative des deux particules avant
le choc et est donnée par:

|1—2a
)

q(v —v1,w) =7ycos(f) |v— v

6 = angle (v — vy, w).

Inria



Couplage Boltzmann Navier-Stokes 17

1
Si on pose w = 3 + a, ce modele conduit a la limite fluide, par le développemnet

de Chapman-Enskog, a une viscosité de la forme y = K T%. On verra plus tard que
cette expression de la viscosité est analogue & celle obtenue avec le modele BGK.
Maintenant, pour deux particules (v;, w;) d’'une méme cellule C;, une collision a lieu
selon la probabilité

N.—-1 1 |1_2a

;= AL vl —w;
1 *Ncoo \/§F(2 — a) |

bl

ol
* représente des grandeurs adimensionnées,

. L
T MFPP’

V2RT
MFP,

=

v

V2RT’

N, est le nombre de particules de la cellule

*

considérée,

Neoo est le nombre de particules que contiendrait
la méme cellule a 'infini.

MFP,, estlelibre parcours moyen d’une particule
dans I’écoulement infini non perturbé.

Remarque:
Dans le modele VHS, le libre parcours moyen est lié a la viscosité par la loi

2 loo

MFP = (T—2w)(5—2
(7T=2w)( w)15poo\/m’

et la définition du Reynolds est

oo 2(M-2w)(5-2w) VA,
(Re/m) = BVar P M.

RR n° 2281



18 J.F. Bourgat, P. Le Tuallec , F. Mallinger, B. Perthame , Y. Qiu

2.2.4 Les conditions aux limites

D’un point de vue mathématique, on veut simuler la condition aux limites
for = Mazwell( p,u,T)(v),

pour les particules rentrantes ( ie v.n < 0). Pour ce faire, on génére une couche
de cellules frontiéres. Pour chacune de ces cellules C; on se donne (p,u,T)(Cim)
et on génere un nombre de particules qui est ’entier le plus proche de p N. La
position de chaque particule est donnée par une loi de distribution uniforme, la vi-
tesse et ’énergie interne sont données par la maxwellienne généralisée de parametres
(p,u, T)(c;,00)- Ainsi on choisit

ve = (=T In(a3))? cos(2ray),
v, = (=T In(as))? sin (27 ay),
v, = (=T ln(ay))? cos(2may),
e = S (~Thn(as),

ou (ay,as,as,as,as) sont cinq nombres tirés selon une loi uniforme entre 0 et 1, et
Ndli le nombre de degrés de liberté internes.

Réflexion sur le corps

On peut considérer trois types de réflexion d’une particule rentrant en collision avec
I’obstacle.

(i) Réflexion spéculaire (fig. 2): Les particules rebondissent élastiquement sur
I'obstacle.
vV =0l =0v+2(v.n)n
(La réflexion spéculaire correspond a la condition de glissement ).

(ii) Réflexion avec accomodation (fig. 3): Dans ce cas les paticules sont thermalisées
a la paroi et sont reémises a la vitesse v’ = v/ donnée par une maxwellienne
de parametre Ty, ou Ty est la température a la paroi du corps. (La réflexion
avec accomodation correspond a une condition d’adhérence).

(iii) Le modele de Maxwell: Ce modeéle est une combinaison linéaire des deux mo-
deles précédents qui s’écrit

v =(1-a)vi+av, otacl01]
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obstacle

FiG. 2 - réflexion spéculaire

<.,

obstacle

Tw

Fic. 3 - réflexion avec accommodation
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3 Les équations de Navier-Stokes cinétiques

3.1 Le modéle BGK

Comme nous ’avons vu, ’équation de Boltzmann s’écrit
J J 1
ST+ sl = 2 I,

ou ¢ est le libre parcours, apparaissant par adimensionnement. La complexité de
l'opérateur de collision a conduit beaucoup de chercheurs a utiliser un modele plus
simple qui conserve les propriétés de base de 1’équation de Boltzmann. C’est le cas
du modele BGK, pour lequel 'opérateur de collision J(f, f) est remplacé par

T ) = g (M) = 1)

ou «a est une constante et M(f) est la maxwellienne associée a f. Plus précisément
le modele que nous utiliserons est le suivant

O, 9 _ P iarin_
Sf sl = =L (M) - 1),
5 5 (7)
gt ag = gH+Ta(ARTM(f)—g),
ol
f:f('r7/v7t)7

g =g(z,v,t), pour (z,v) € R®* x R® et t > 0,

/\:3( —7)—|)—2 342

1
1<y< 22
70— ypour 1 <9 < ——,

2
M- P (_M)
(f) (2 RT)2 P 2RT

On peut considérer que la fonction f représente la fonction de distribution des par-
ticules portant de I’énergie cinétique et que g représente la fonction de distribution
des particules portant de ’énergie interne. L’introduction de la fonction g permet
donc de prendre en compte I’énergie interne microdcopique de rotation dans le cas
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d’un gaz diatomique. Dans le cas d’un gaz monoatomique il suffit de considérer la
premiere équation de ce systéme.
Enfin p, u et T sont les valeurs moyennes définies par

p(z,1)
plz,t)u(z, 1) = [Br(v) f(z,0,1) + Ba(v) g2, v, 1) ] dv,
p(z,1) %| u(z, 1) |? 1 }_Zl)T(x,t)) /“EIRS
1 0
By(v) = Yol et Bav)y=| 0
| v | 1

2

3.2 Ecriture cinétique des équations de Navier-Stokes

On montre dans ce paragraphe comment obtenir les équations de Navier-Stokes,
portant sur les variables macroscopiques (p,u,1"), a partir du modeéle BGK, portant
sur les grandeurs microscopiques f et g. Cette interprétation cinétique des équations
de Navier-Stokes permet ensuite de les coupler a un modele Boltzmann.

Par développement limité en ¢, on tire du systéme (7)

f = fNS + 0(52)7

g = gns + 0(e?),
ol
e R*T*® 0 0
= M - M M
Ins 5 <8 v o )
¢ Ritape 0 0
avs = ARTM - o <E(/\TM)+U aw(/\TM)).

Par intégration de (7), on en déduit

[51 (— + v (;1) flz,v,t) + B2(v) ((i + v- (?835) (x,v,t)] dv = 0.

UE]RS
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Ce qui s’écrit

[ plz,t)

ﬁ p(z,t) u(aiﬂvt) R +

P\ pten) (Gl uten P+ 2 7))

e </uelR3 o[ Bi(v) Sz, v,1) + ﬂg(v)gNs(;L‘,v,t)]dv) = 0(e).

Les équations de Navier-Stokes sont obtenues en négligeant le terme de droite.
Il en résulte que les flux sont donnés par I’expression cinétique suivante

F(p,u,T)(z,t) = /uelR3 v[f(v) fns(z,v,t) + P2(v)gns(z, v, )] dv.

Un calcul simple mais long permet d’aboutir au systéme suivant

0 )
S+ div(pu) = 0,

%(pu)—l—div(pu@ v+ P)=0,
1 , R
5o (F1uten P+ =5 1)) +

T(x,t)) v+ Pu+ Q] =0,

R
(v -1

ot u ® u =[uujli;, P = [P;jli; sont des tenseurs et ¢ = (g;); est un vecteur.
Les termes P et () sont donnés par les expressions suivantes

P = / (v—u) ® (v—u) fnsdv,
velR?

2
v—1U
/em?’ (% Ins + gNs) (v —u)dv.

O
l
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Pour se ramener a une formulation plus classique des équations de Navier- Stokes et
pour mettre en évidence les coefficients de viscosité et de conductibilité thermique,
on calcule ci-dessous les intégrales P et ().

3.3 Calcul de P et Q

Par définition, il vient
P = / (v—u) @ (v—u) fnysdv
velR?

= / (v—u) @ (v—u)Mdv
velR?

ceR*T™
p

0 d
/ue]Ri*(v —u) ® (v—u) aﬂf + v a—fo dv.

Un calcul tres facile donne pour le premier terme du membre de droite
/ (v—u) ®@ (v—u)Mdv = pls,
veIR?

ol p = p RT représente la pression et I3 la matrice identité de dimension 3.
Pour le second terme, on remarque d’abord que

_ﬁM—I—v-iﬂJ = M <i,0—}—'v-i )—I— M (v—u)(ﬁu—}—viu)
p

ot 0z 9z") T RT t 0z

I 1 2 J 0

soit
J 0 M [0 J M J
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Mais, a l'ordre un en ¢, les équations de BGK se réduisent aux équations d’Euler et
donnent

0 0

Pt 3, = —pdiv(u),

o 0 10

o T e T p@xi%

%, 0 .
ET—I—u-a—xT = (1—7) T div(u).

Donc en remplagant dans 1’équation précédente, on obtient

J 0 M J .
M 0 10
(8 5 CROR R i ¥

+§1{ (RLT |v—u|* - 3) ((v —u)- (?%T +(1- 7/)Tdiv(u)28.)

On en déduit que

0 %,
/uech”(v —u) ® (v—u) <ELW +v- a—laj/[) dv

:/Uemg(v—u) ® (v—u) [— @(1—7)“) div(u)

1

o= u (1= ) div(w)

_I_

+RLT (0—u)- ((U — ). a%u)] M do.

En effectuant le changement de variables: v — u = v RT w, on obtient
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/Jems(v—u) 9 (v —u) <%M—|—v-a%M) dv
:_<§(1—7)+1) (%)2 div(u)/w®w exp (—|°’2|2) dw
“;—”(ZR)Td (0 [woulel exp(—'“;'Q)dw
+(’;f)€ [evwwow: o exp (—lgﬁ)dw

o, .9,
2|00, 92

(1—7)pRT div(u) I3+ p RT o,
est le tenseur des taux de déformations.

Finalement, on trouve
P=pl3— eR"™T [(1 - 7y)div(u) I3+ ol

Pour retrouver les coefficients de Lamé (A, p1), on pose
coefficient de viscosité,

U= €R1+a Tl—l—oz
A=—(v-Dp

Alors il vient
P=pls—[Adiv(u) s+ pol.
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Par des calculs analogues, on montre que

ol Kk =

3.4
(i)

_ 2
Q I/ . (%ﬁvs-l—g]vs) (v—wu)dv
ve
3 J
_ 1+a plta e _
= —¢R T R(/\+2—|—1) (3:L‘T)
_ 7 9
=t (5:7)

0
= (5,7):

R i est le coefficient de conductibilité thermique.

v
(v-1)

Remarques

Le nombre de Prandtl
Le nombre de Prandtl est toujours égal a 1. En effet, par définition, on a

7 K

BCEDR A

Des recherches sont actuellement en cours pour transformer le modeéle afin de
pouvoir considérer des nombres de Prandtl différents de un, ou pour obte-
nir directement un développement de Chapman-Enskog a partir d’un modele
Boltzmann avec énergie interne (Borgnakke-Larsen).

Le cas Euler

Dans le cas des équations d’Euler on montre qu’il est possible de considérer des
fonctions de distribution en vitesse plus générales comme lillustre le résultat
suivant di & Perthame [12]:

Soit x une fonction de distribution positive, définie sur IR?, telle que
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RR

nc

/ . X(w)dw =1,
R
/]R3 wiw; x(w) dw = 6;;.

Soit f, 4,1 la fonction de distribution associée a x, définie par

Joirle:v:t)= (RIOT)% * <?j/;%_u> '

Soit f la solution de
J J
Ef + Ua—wf =0,
f(m7v70)::jkmUOﬂb($7v)

Alors, sur U'intervalle [0, At], p, pu, F définis par

P 1
pu :/3 v fdv,
E B\ Lo+ AT

sont solutions des équations d’Euler, a ’ordre un en temps pres.

Bien entendu y peut étre une maxwellienne

R SR N
x(w) = (2#)% p ( 2 )-

mais aussi une indicatrice. On peut choisir par exemple

) sisup|wi|<V3

0 sinon.
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3.5 Généralisation aux équations de Boltzmann

Compte tenu des résultats du paragraphe (3-3), nous donnons une expression
générale de 'approximation de la fonction de distribution fyg, introduisant les co-
efficients de viscosité p et de conductibilité thermique x.

Utilisant 1’égalité (8), simplifiée grace a 1’équation d’état p = pRT, 'expression de
fns peut s’écrire
e (RT)

fns =M — M [
p

(-wEw-w o
RT " Ox

n (1 ; 7) (”}_Hf‘) div(u) — (M + 1) div(u)

1 [|v—ul? or
+ ﬁ( 7T —5)(v—u)-a—x].

En introduisant les coefficients u et k, ainsi que la constante A, 'expression précé-
dente devient

M L L
Ins = M M ORT ((v w) @ (v—u): e
+ (1;7) (v — w)* div(u) + A(l—y)RTdiv(u))
-1 & (-w? [\, 0T
T T pRT BT Sl =gt
Finallement, on obtient
_ I _ =7 .
fns =M [ 1 ORT <(v w) @ (v—u)+ 5 (v—wu)*Is
Ju
+ /\(1—7)RT13) -
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Remarque:
5
Considérons le cas d’un gaz monoatomique en dimension 3 (i.e. v = §) Alors fns
peut sécrire
fns = M [ R ((U—u)@(v—u) — l(v—u)ng) : du
pRT 3 oz

2 I
— " ((v—u) —5) (v—u)a—T]
5pRT RT Jx
Ce développement de fyg est exactement le développement de Chapman-Enskog,
obtenu par développement assymptotique de 1’équation de Boltzmann. Cette iden-
tification se fait modulo I’écriture symbolique de la viscosité et de la conductibilité
thermique. Avec cette identification, la technique de couplage que nous présentons

reste valide quelque soit linterprétation cinétique donnée aux équations de Navier-
Stokes.

4 Le couplage Boltzmann / Navier-Stokes

Nous présentons dans cette partie la technique de couplage par demi-flux. Nous
commencerons par définir la géométrie du probleme considéré. Nous introduirons
ensuite les éléments de théorie cinétique rappelés dans le paragraphe précédent pour
écrire la décomposition cinétique des flux, afin de préciser les conditions aux limites
du couplage. Nous décrirons de facon détaillée comment ces nouvelles conditions
sont implémentées dans le code global. Enfin nous présenterons ’algorithme global
de couplage.

4.1 Description de la géométrie

Nous considérons un écoulement gazeux (gaz raréfié), autour d’un obstacle de fron-
tiere I'yy, dans un domaine global © (voir fig:4). Le domaine global est décomposé
en deux sous-domaines Qg et Qg tels que

Q = Qs | 05,
Qs () 0B # 0,

Qns\ Ons = Tear | Tines
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recouvrement

FiGc. 4 - géométrie

Qs\0s =Tw JTs.

Le domaine local Qp, de frontiere interne I'yy et de frontiere externe I'g C Qns,
contient le corps. Dans ce domaine, on résoud I’équation de Boltzmann. Le domaine
Qns est utilisé pour résoudre les équations de Navier-Stokes. Sa frontiére externe
[..: est la frontiere externe du domaine global. Sa frontiere interne T'y,; C Qp
englobe le corps. Dans les tests numériques nous pouvons envisager deux situations

1. sans recouvrement,
rint = FB7

2. avec recouvrement,
o o
I'p C Qns et Ty C QB.
De plus, nous considérons des domaines fixés a priori. Une stratégie de définition
adaptative des domaines Boltzmann et Navier-Stokes est en cours de développement.
4.2 La décomposition cinétique des flux Navier-Stokes

Nous présentons maintenant la décomposition cinétique des flux. Cette technique
permettra de définir la condition de compatibilité de Boltzmann vers Navier-Stokes.
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Rappelons que I'écriture cinétique des flux dans Navier-Stokes est donnée par

1
v
v

Four) = /ue]RN v | |2 fns(z,v,t) + 0 | gns(z,v,t)| do.

—_

2

Les fonctions de distribution fys et gy s sont définies au paragraphe (3-2) pour le cas
d’un modeéle BGK et sont a remplacer par un développement de Chapman-Enskog
complet dans le cas du modeéle de Boltzmann. Dans cette formule, v représente la
vitesse d’une particule. Par conséquent, si n désigne la normale unitaire extérieure
au domaine Navier-Stokes, les particules qui entrent dans le domaine Navier-Stokes
vérifient v-n < 0 tandis que les particules qui sortent de ce domaine vérifient v-n > 0.
Ainsi la décomposition cinétique des flux a travers I';,; est simplement donnée par

1 0
F(LT)/F”” n o= / v-n v 9 fns(z,v,t) + 0 | gns(z,v,t)| dv
v-n>0 | v | 1
2
1 0
+ v-n /02 fNS(xv,th) + 0 gNS('rant) d’U,
v-n<0 | v | 1
2

que 'on peut simplifier en
F(U) e, = FQO) -+ FQU) -,
ol

F(U)t -n  représente le flux sortant de Qps
a travers ',

F(U)~ -n  représente le flux rentrant dans Qng
a travers I';,;.

(Les signes + et — seront toujours utilisés par rapport au domaine Navier-Stokes).

Pour la suite il sera nécessaire de calculer de calculer explicitement les demi-flux
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sortant
1 0
F(U)"‘ o / ven | v|2 Ins(z,v,t) + 0 | gns(z,v,t)| dv, (9)
v-n>0 v
< 1

alors que les flux F'(u)™ - n seront imposés par ailleurs. Pour les équations d’Euler
on réalise seulement une décomposition des flux de convection. Dans ce cas nous
savons que les distributions fygs et gns se réduisent a

Ins(,o.t) = (R;)% X (%) ,

gns = ART fys.

Nous avons utilisé pour les tests numériques deux fonctions y différentes. Dans un
premier temps, la fonction indicatrice

1
X(@) = 75 Ly j<vB Ly

X(w)—(%)g p( 5 )

Les résultats sont sensiblement les mémes pour ces deux choix de la fonction x. On

puis la maxwellienne

notera simplement que dans le cas d’une indicatrice les calculs de (9) sont un peu
plus simples.

Pour les équations de Navier-Stokes il faut en plus décomposer les flux de diffusion.
Conformément aux résultats du paragraphe précédent, on choisit alors

e R*T™ 0 0
= M - — —M -—M
Ins > <8t v >,
e RVt 0 0
= ARTM - —— — (AT M -— (AT M)).
gxs = AR ——  (FOTM)+ o 5T

Les calculs sont présentés en annexe.
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4.3 Description du couplage

Les conditions de compatibilité sont basées sur l'interprétation cinétique pré-
cédente. Pour chaque domaine, on impose la distribution cinétique des particules
rentrantes. Pour le domaine Navier-Stokes, cette distribution est égale a la distribu-
tion des particules quittant le domaine Boltzmann. Pour le domaine Boltzmann, la
distribution des particules rentrantes est égale a la distribution des particules sor-
tant du domaine Navier-Stokes. Ainsi, dans le domaine g, on résoud 1’équation de
Boltzmann

J J
avec les conditions aux limites suivantes :

— Sur le corps 'y, on impose le modele de Maxwell de parametre T, = Tw,

— Sur la frontiere I'g, on impose une distribution de particules rentrantes égale
a une maxwellienne de parametres (p,u,T)ns. Les valeurs de (p,u,T)ns sont
données par 1’écoulement Navier-Stokes.

Dans le domaine Qs on résoud I’équation de Navier-Stokes
0

EL + div(F(U)) = 0,

ou

F(U) = (F7 - F);,

avec les conditions aux limites suivantes :

— Sur la frontiere extérieure I'.;;, on impose les conditions aux limites usuelles
c’est-a-dire, en général, les valeurs a l'infini uniformes.

— Sur la frontiere intérieure I';,;, I'information provenant de 1’écoulement Boltz-
mann est donnée par la densité de particules fg quittant le domaine Boltz-
mann. Mais celle-ci ne peut étre directement prise en compte par le code
Navier-Stokes. Nous utilisons donc ici 1’idée originale qui consiste a décompo-
ser les flux.

Nous savons que le flux Navier-Stokes a travers I';,; s’écrit

F(U)-nyp,, = F(U)* -0 + F(U) .
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Dans cette expression F(U)% -n est calculé (paragraphe 4-2) et F(U)™ -n est imposé
égale a F(Bolt)~ - n, demi-flux calculé dans le code Boltzmann. Plus précisément
F(Bolt)™ -n est donné par

1
v

F(Bolt)” -n = / / ven 5 fB(z,v,em,1) dvdey,.
em Jv-n<0 | v | + €m
2

En résumé, on impose a chacun des deux modeles les conditions aux limites

suivantes:
— Pour Boltzmann :

— Modele de Maxwell(Tw ) sur I'y,

— Maxwell(p, u,T)ys sur I'g, pour les particules rentrantes,
— Pour Navier-Stokes:

- LT/Fext - 67007
- F(U)” -np,,, = F(Bolt)” ~np, .

Remarque:

Les premiers travaux sur le couplage, réalisés par P. Le Tallec et D. Tidriri [13],
concernaient une géométrie avec recouvrement total (ie I';,; = I'w ). Par la suite, P.
Le Tallec, Y. Qiu, J.F. Bourgat et B. Perthame [7] ont mis au point le couplage par
demi-flux pour les équations d’Euler compressibles. Dans ces résultats numériques,
Y. Qiu utilisait des indicatrices dans I’expression des fonctions de distribution ciné-
tique.

Inria



Couplage Boltzmann Navier-Stokes 35

4.4 Implémentation des conditions aux limites de couplage

Fext

[TTTTTTITTTIT]
Fint

cellules
frontieres

MLITTTINITI,

O —Ip

Qns

FiGg. 5 - Géométrie

Conditions aux limites pour le code Boltzmann

Pour le code Boltzmann, on génere une couche de cellules frontieres. Dans chaque
cellule, on génére une distribution uniforme de particules dont les vitesses et les
énergies sont calculées avec une maxwellienne de parametres (p, u,7)ns donnés par
le code Navier-Stokes. Ces parametres sont attribués a l’isobarycentre de chaque
cellule. Pour les calculer il suffit de connaitre ’élément du maillage Navier-Stokes
qui contient l’isobarycentre de la cellule considérée. On obtient alors les parametres
désirés en interpolant les valeurs au barycentre a partir des valeurs de (p,u,T’) aux
sommets du triangle.
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Cellule Triangledu
frontiére / maillage

Qns \ [ing

Qp

Isobarycentre

Fic. 6 - Conditions auz limites pour le code Boltzmann

Conditions aux limites pour le code Navier-Stokes

Pour le code Navier-Stokes il est nécessaire de connaitre les demi-flux sortant du
domaine Boltzmann. Ces derniers sont calculés par le code Boltzmann. Pour ce
faire, la frontiére I';,,; est subdivisée en segments. Pendant 1’étape de transport libre
on comptabilise, pour chaque segment, le nombre de particules qui le traversent de
Qp vers Qng. Alors le flux sortant du domaine Qpg, F(Bolt)™ - n, pour le segment
considéré, est obtenu en moyennant la masse, la vitesse et 1’énergie de toutes les
particules ’ayant traversé.

Fint

F(U)+ n F(Bolt)~

Fic. 7 - Conditions auzx limites pour le code Navier-Stokes
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Si Seg est une partie de I';,4, de longueur [, alors le flux qui traverse Seg par unité
de temps, vers Qg s’écrit

1 v
F(Bolt) -n / dt/ dac/ v.ndvde,,,
( ) At Al [¢,At] Seg v-n<0,em /s | v |2

5 + em

m v
ANAY 2 | v | ’

i traversant Seg +e
m
2

(10)
ol e,, est I’énergie interne microscopique d’une particule. Pour dissiper le bruit
numeérique, on moyenne les flux sur plusieurs pas de temps.
Pour le code Navier-Stokes, on rapelle que dans la formulation Galerkin apparait
I'intégrale de bord

/ Wh (= FE (VR + FA(V?)) i dP.

n

Sur tous les éléments ayant un c6té commun avec [';,;, on remplace la formule
classique du flux total par I'expression cinétique donnée par (9) et (10).
4.5 Algorithme global de couplage

L’algorithme utilisé pour résoudre le probléme couplé est un algorithme de
marche en temps introduit par P. Le Tallec et D. Tidriri. Il se formule de la maniere
suivante

1. INITIALISATION

(a) initialiser le probleme Navier-Stokes par (p,u,1")s dans le domaine Qys;

(b) initialiser le probleme Boltzmann par (p,u,T)s dans le domaine Qp;

2. ITERATIONS EN TEMPS

(a) Boltzmann:

i. calculer les conditions aux limites sur I'g;

ii. résoudre Npg itérations en temps dans le domaine Qpg;
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iii. calculer le demi-flux sortant F(Bolt)™ sur I';;
(b) Navier-Stokes:
i. résoudre Ny g itérations en temps dans le domaine Qpyg;
(c) test de convergence:
Si le test de convergence n’est pas vérifié retourner a ’étape (a) sinon
arréter le processus.
Remarques

1. Initialisation

Nous utilisons pour les tests numériques une technique d’adaptation de maillage.
La méthode utilisée a été développée a 'INRIA par M.G. Vallet [16]. Prati-
quement on résoud un probleme de Navier-Stokes global sur un maillage ini-
tial grossier, avec des conditons initiales uniformes. A l'extérieur du code de
couplage on réalise une adaptation du maillage initial & partir de la derniere
solution Navier-Stokes obtenue. Bien entendu cette adaptation ne concerne
que le domaine Navier-Stokes. En plus d’un maillage adapté nous avons éga-
lement une nouvelle solution sur ce maillage, obtenue par interpolation de la
précédente. Nous pouvons alors effectuer un nouveau calcul de couplage avec
de nouvelles conditions initiales. Pour le domaine Navier-Stokes nous initiali-
sons avec la solution Navier-Stokes interpolée et pour le domaine Boltzmann
toujours avec une solution uniforme.

. Test d’arrét

En pratique I’algorithme précédent est stoppé des que les conditions aux limites
sur I'g sont stationnaires; c’est-a-dire lorsque les parametres (p,u, T )ys, qui
déterminent la maxwellienne sur I'g, le sont. On se contente méme de controler
uniquement les variations de la densité. Le résidu est calculé par la formule
suivante,

+1
Résidy — 2=zi€ls [P~ — Pl |

Il est difficile d’atteindre une précision numérique inférieure & 1072 car la
méthode de Monte-Carlo engendre beaucoup de bruit. Enfin on notera que si
la solution Boltzmann est stationnaire il en est de méme de la solution Navier-
Stokes puisque les demi-flux entrant dans le domaine Qyg sont également
stationnaires.
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4.6 Reésultats numériques

Nous considérons un écoulement externe, d’un gaz monoatomique, autour
d’une ellipse. Le premier résultat présenté est un calcul Boltzmann sur un
domaine global. Cette solution, considérée comme une solution de référence,
nous permettra de valider les résultats de couplage. Nous présentons deux
résultats de couplage Boltzmann / Navier-Stokes. Le premier est un calcul
réalisé pour des domaines fixés a priori. Nous avons considéré un domaine
Navier-Stokes dont la frontiere intérieure est loin du corps. Pour le deuxiéme
calcul, les domaines sont déterminés de maniere automatique. Pour cela nous
avons implémenté un critere permettant de déterminer la validité de la solution
Navier-Stokes en tout point du domaine global. Lors d’une étape d’initialisa-
tion de ’algorithme de couplage nous calculons une solution Navier-Stokes sur
le domaine global, avec les conditions classiques d’adhérence, solution alaquelle
nous appliquons le critere. Ces techniques seront présentées dans un prochain
rapport ainsi que les modifications apportées au code Boltzmann pour prendre
en compte des domaines plus généraux que les domaines rectangulaires.

4.6.1 Parameétres de I’écoulement

Nous choisissons, les parametres suivants, communs a tous les calculs

M., = 20.

To = 1673 K
Us = D6T2. m/s
Poo = 1.

Tw = 1000. K
Re;,, = 5000.

7 =3

Pr = %

La compatibilité des calculs Boltzamnn et Navier-Stokes est assurée, d’une
part, par les conditions aux limites infinies et la température sur le corps,
et d’autre part, par la viscosité pour le modele macroscopique et le type de
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colllision pour le modele microscopique. En effet la viscosité suit une loi de
Sutherland et le modele des collisions est le modele des sphéres dures.

Nous précisons maintenant les données communes a tous les calculs Boltzmann

MFP,, = 0.0066 m

Accomodation totale

Nombre de particules dans une cellule infini 25

Nombre de particules pour subdivision d’une cellule 100

Enfin nous précisons les grandeurs geométriques des domaines Boltzmann et
Navier-Stokes avant adaptation.

— Domaine Boltzmann global

Taille du domaine en x = 1.72 m
Taille du domaine en y = 1.328 m
Longeur de lellipse = 1. m

— Domaine Navier-Stokes

Taille du domaine en x = 2.25 m
Taille du domaine en y = 2. m

4.6.2 Solution Boltzmann de référence

La validation des résultats de couplage se fera par comparaison des grandeurs
suivantes, calculées a la paroi

— coefficient de frottement C'y

(o-n)-7
Cy = ————
! 0.5 poo uZ,’
— coefficient de force normale C'p,
Cpy = 7
0.5 poo u?,

Inria



Couplage Boltzmann Navier-Stokes 41

RR

nc

— coefficient de chaleur Cf,

(¢-n)
Cp, = ————
g 0.5 poo ud,’

ol n et 7 sont le vecteur normal et le vecteur tangent a ’ellipse. Notons que
les valeurs négatives qui apparaitront sur les courbes représentant le coeflicient
de force normale et la vitesse tangentielle résultent de I'orientation du vecteur
tangent prise systématiquement dans le sens rétrograde.

Les parametres de ’écoulement sont ceux donnés au paragraphe 7.5.1 . Le
domaine de calcul est celui du domaine Boltzmann global. Le maillage est
constitué de 100 fois 100 cellules. Nous avons fait 1200 pas de temps et cal-
culée les grandeurs moyennes sur les 600 derniers pas de temps. Le temps de
calcul est de 2h30mn. Les figures (8) et (9) représentent les iso-valeurs de la
température et de la densité. Les figures (10), (11), (12), et (13) représentent
les coefficients C'y, C'y, Cpy, et la vitesse tangentielle a la paroi. Enfin la figure
(14) montre la convergence en terme de nombre de particules.

4.6.3 Premier résultat de couplage Boltzmann/Navier-Stokes

Pour ce calcul nous considérons toutes les cellules intérieures au domaine Boltz-
mann global comme des cellules Boltzmann. Le maillage Navier-Stokes résul-
tant de ce choix du domaine Boltzmann est représenté figure (15). Il résulte
d’une adaptation anisotrope, selon la température, avec comme maillage et
solution de fond, ceux du calcul Navier-Stokes initial. Il est constitué de 2150
noeuds pour 3938 triangles.

Le résidu global oscille autour de la valeur 5.1073 & partir de la quatrieme itéra-
tion glogale de couplage (figure (16)). Une présicion de I'ordre de 5.10™% semble
tout-a-fait raisonnable compte tenu du bruit engendré par le code Boltzmann.
On peut donc estimer que pour ce type de calcul 3 a 4 itérations globales sont
sufflisantes.

Pour chaque itération Boltzmann, exceptée la premiere, nous avons fixé le
nombre d’itération de ’algorithme & 400 pas de temps et calculée les moyennes
sur les 200 derniers pas de temps. Pour le premier calcul Boltzmann le nombre
d’itération est fixé a 500. En effet, la premiere itération est initialisée par
une maxwellienne de parametres les valeurs a Uinfini. Un nombre insuffisant
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d’itérations décalerait trop le choc Boltzmann par rapport au choc Navier-
Stokes rendant ainsi fragile le premier calcul Navier-Stokes.

Pour chaque itération globale Navier-Stokes nous avons fixé le nombre d’ité-
ration de l'algorithme a 800, pour un calcul explicite avec un nombre de CFL
de 0.1 et une stratégie de pas de temps local.

Le temps de calcul d’une itération Boltzmann globale est de 3H contre 1H
pour le code Navier-Stokes.

Les iso-valeurs de la température (17) et de la densité (18) sont celles obtenues
a la neuvieme itération de l'algorithme de couplage. Les figures (19), (20)
représentent différentes coupes de la température et les figures (21), (22) de
la densité. Celles-ci sont & comparer sur les graphiques a celles obtenues pour
la solution Boltzmann de référence. Enfin les figures (23), (24), (25), et (26)
représentent les coefficients C'y, C, Cpy, et la vitesse tangentielle a la paroi.
Notons que les trois premier coefficients coincident parfaitement avec ceux
obtenus pour la solution de référence.

4.6.4 Deuxiéme résultat de couplage Boltzmann/Navier-Stokes

Le code a calculé dix itérations globales de couplage. Le premier calcul Boltz-
mann est initialié par une maxwellienne de paramétres la solution Navier-
Stokes initiale. Pour ce premier calcul le nombre d’itérations de 1’algorithme
Boltzmann est fixé a 500 et les moyennes sont calculées sur 200 pas de temps.
Pour les itérations suivantes les moyennes sont toujours calculées sur 200 pas
de temps pour un nombre total d’itérations fixé a 400. Le temps de calcul
d’une itération globale Boltzmann est de 1H35.

Pour le calcul Navier-Stokes le maillage discrétisant le domaine Navier-Stokes
est obtenu par une adaptation isotrope selon la température, avec comme
maillage et solution de fond ceux d’une solution Navier-Stokes calculée préala-
blement. Il est constitué de 1758 noeuds pour 3233 triangles (27) . Le nombre
d’itérations pour ’algorithme Navier-stokes est fixé, pour chaque itération glo-
bale, & 500, pour un calcul explicite avec un nombre de CFL de 0.1 . Le temps
de calcul d’une itération globale est de 30mn.

Le résidu global est stable a partir de la troisieme itération (voir figure (28)).
Les figures (29) et (30) représentent les iso-valeurs de la température et de den-
sité. Les figures (31), (32) , (33) et (34) représentent des coupes transversales
de la température et de la densité. Elles sont comparées par superposition a
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celles de la solution Boltzmann de référence. Les figures (35), (36) , (37) et
(38) représentent les coefficients de frottement, de chaleur, de force normale
et la vitesse tangentielle a la paroi. Nous remarquons que ces résultats restent
toujours comparables a ceux de la solution Boltzmann de référence malgré une
légere différence toujours en intrados-aval.

5 Conclusion

La technique de couplage Boltzmann/Navier-Stokes par demi-flux semble natu-
relle dans son principe et dans son implémentation comme solution possible des
écoulements externes hypersoniques semi-raréfiés. Cette méthode peut s’appli-
quer indépendamment de "approximation des équations de Navier-Stokes choi-
sie. Pour les résultats numériques, nous avons effectué les calculs avec un code
Navier-Stokes de type éléments finis. En particulier, nous avons pu prendre en
compte les effets visqueux dans le domaine global. On observe aussi que 1’al-
gorithme de couplage semble converger indépendamment des conditions aux
limites imposées sur le corps, de la discrétisation du domaine Qg et de la po-
sition de la frontiere I'g.

Le couplage permet d’étudier des écoulements hypersoniques pour des petits
nombres de Knudsen et ceci pour un cout de calcul raisonnable, puisque le
modele cinétique n’est utilisé que pres du corps. Notons enfin que les calculs
ont étés réalisés pour un gaz monoatomique. Néanmoins il est aisé de prendre
en compte des gaz polyatomiques, au moins dans le cas monotempérature.

Comme nous I’avons annoncé, nous implémentons des critéres permettant de
déterminer de maniéere automatique les domaines Boltzmann et Navier-Stokes.
De maniere générale, I'idée consite a évaluer la validité d’une solution numé-
rique des équations de Navier-Stokes. Nous obtenons déja des résultats sa-
tisfaisants pour des gaz monoatomiques. De plus nous étudions 1’élaboration
d’un algorithme global automatique et adaptatif, permettant de gérer a la
fois la détermination des domaines et la technique de couplage par demi-flux.
Actuellement nous tentons de généraliser les criteres au cas des gaz polyato-
miques. Enfin nous travaillons a la justification théorique de la convergence de
I’algorithme de couplage, au moins pour des modeéles simplifiés.
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6 Annexe

6.1 Calcul des demi-flux Navier-Stokes

Rappelons 'expression des demi-flux

1
0
F(U)Jr'":/ v G| fvs + (O)QNS dv,

v
v.n>0 1

2

ou n est le vecteur unitaire normal extérieur a la surface considérée. La fonction
de distribution fys peut s’écrire en dimension 2 en vitesse et en espace

fns = ]W[l - pg—T <(v —u)® (v—u)+ (1 ; 7)(1) —u)? I3 + A(1 - ’}/)RTlg) :
SO0u (y-1) & (v —u)? or
“9r 4 2pRT ( RT _4) (”_“)‘a_x] ’

ou M est la maxwellienne locale donnée par

M = P exp (— (v - u)2) .

2r RT 2RT

De la méme maniére, a partir des équations de BGK, nous pouvons réécrire
I’'expression de gys comme le montrent les calculs suivants

eRIteTe /9 9
s = MRTM - <a(/\TM) . _ax(,\TM)>
eRM o™ oM oM oT oT
= awran = S (G G ) o (G o 5

1+apa ‘ £
— ARTfys — EARTTOT <0T (?T) M

FTI T
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B Ap (0T orT

B Ap (0T orT oT

Nous savons qu’a 'ordre 0 en ¢ les équations de conservation donnent

aT or .
E—I—u-a—x_(l—v)wau

Il en résulte ’expression finale de gy g

Al 01 .
NS = fvs =~ (0= w) - 5=+ (1 = 7)Tdivu ) M.
gNs = ART fns <(v w) 5 (1 )wau) M

6.2 Notation

Dans la suite nous utiliserons la notation suivante

_ 2
amn:/ / 2 e 12z,
R z1 20

Du théoreme de Fubini on déduit I’écriture suivante de a,,,,

Foo 2 /9 +oo 2 /9
Uy, = (/ 2 e/ dzl) X </ 20 e/ d22> ,
&3 — 00

et par conséquent que
Umpn = 0,

des que n est impair et différent de 0.
De plus, par intégration par parties successives, on déduit que

+oo 2
I, = / e /2 dzy = (n—1)(n—3)...31,

— 00

pour n pair et n > 4 avec I, = I, = /7.
De méme on déduit que

2281



48

J.F. Bourgat, P. Le Tuallec , F. Mallinger, B. Perthame , Y. Qiu

ou

soit

Cy, = 0 pour m impair
Cp=(m—-1)(m-3)(m—-5)...3x1

On en déduit que tous les coeflicients peuvent s’exprimer en fonction de

ago = V27 3,
aig = V2w e~/

En particulier, les premiers coefficients sont donnés par

Gp2 = oo,
ap4 = Japo,
12 = a0,
a14 = 3aqq,

G20 = Q22 = Q@ Q19 + Qgo,
aza = 3 (aa1o + ag),

azo = azz = (@ + 2) ayo,
aso = a4z = (@® + 3 a)ayg + 3 ago,

aso = (' + 4 0® + 8) ay,
ago = (045 —|— 5 Oé3 —|— 15 Oé) aio —|— 15 apo.
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6.3 Les changements de variables

Afin de se ramener & des intégrales faciles a calculer, de la forme de celles

du paragraphe précédent, nous effectuerons deux changements de variables

successifs. Ils sont illustrés par le calcul suivant

(v = u)?
I= v.ne 2RT (v
v.n>0

En posant d’abord

v—u

VRT’
I'intégrale I s’écrit

I =RT (\/ RTw + u) ne 92 qu.
(VRTw+u).n >0

Afin d’obtenir un domaine d’intégration sous forme d’un produit cartésien

séparant les variables d’intégration, on calcule cette intégrale dans le repere

normal. Ainsi nous effectuons le changement de variables suivant

w1 = N1 21 — Ny 2y,

wy =Ny 21 + Ny 22,
que nous pouvons écrire sous forme condensée

w = Rot27

. =N
Ry = < ) .
ny M
L’intégrale I s’écrit, aprés ce changement de variables

(\/R—Tzl + un) e~ 12 4z,

avec

I= RT/
VRTz +u.n>0

En posant a = — , on obtient

uU.n
VvV RT
I = RT (\/RTZl + u.*n) e *12 4z

z12>a

= RT( VRT(LlO + u.naoo).
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Dans la suite nous décomposons le flux en trois parties comme suit
F(U) o =Fn4 F'n+ F"n,

olt F°.n est le flux convectif, FV.n est le flux visqueux et " le flux de chaleur.

6.4 Calcul de la composante F;(U)t.n

Flux convectif Fy.n

Fin = / v.n M(v)dv
v.n>0

_(v —u)?
- yetme 2ET dv
= % /lea(\/R_TZI + u.n) e 712y
= %(\/R—Talo + u.n ago).
Flux visqueux F}.n
F'm = - pg—T T [(v —u)® (v —u)+ ( ; 7)(0 —u)? I3
Ju

—}—A(l—’}/)RTIg] : a—wﬂl(v)dv

= - L/Mpov.n [(v—u)@(v—u)—l—(1_7)(v—u)213

27 p(RT)? 2
(v —u)?
ou —
—I—/\(l—'y)RTlg] o€ 2RT  dv
- _ PR (VRTw + u).n [w@w—l—Mw?Ig
2mp (VRTw+u).n>0 2
+/\(1—7)13] : g—Ze_“’Q/de.
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Calculons séparement chaque terme de cette somme

‘/ (VRTw+u)nw@w : é_ue_w2/2dw
VRTw+u).n>0 Oz

= / (VRTz + u.n) (Rotz® ZR;tl) . Q_ue—22/2 dz
z20 ox
3ui \/— 9 9 ) )
= 8962' [ RT (7% asg + n(B—i) 6112) + u.n ( n; ago + ”(3—2') ap2 )]
3u1 8’11,2
+ <0—w2 + (9—361> [\/ RT nyng (asp — a12) + w.nning (az — agz )] .
8ui 9
- Oz (" RT (n; 4+ 1) a0 + u.n aoo)
d 0
<a—x + a—Zi) vV RT ning dio -

. / (VRTw + u)mnw? Iy : .a—ue—WQ/?dw
(RTw+u).n>0 ox

x

= / (VRTz + un)z* I3 g—ue_ZQ/Q dz
z1>a

/ (VRTz + um) 2? <0u1 + 0u2) =12 4z
z1>a

Oy ' Oxy

[VET (450 + a12) + w.n (azo + aoz)] <3u1 . am)

Oy Oxy

dus 0
[3VERT a0+ 2 w.n a (a_;‘l + a_;‘?) ,
1 2
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* /(\/ﬁw—l—u).nzo

— / (VRTz 4 u.n) <% +
z1>Q

Oxl

= 0
= [ RT aip + u.n (100] (0—51
1

Ainsi FY.n devient, apreés simplification

Jdu;
Ffn = — a [ ¢

2n v RT

- (B 22 0) 4 Lo
B 27T\/RT 0z 31‘2 2 2

Calcul de F{'.n

(VRTw + u).nls : gu e
T

2,1 <
axl(nz—l_Q(l ’}/))(110—|— a2+

(v — )’

T2 o=w?2 g

8uQ _22/2
5352) e dz

4 %)
(?.rg '

8u1 GUQ) ) :|
—0 o ninz ayo
0 0
v) divu + (02 + a—uj) nlng] a10.

-1) & or
Feh, :—L— ¥ -4 —u)-—Md
L 27 PRT Junso l RT ] (0= u) g Mdv
(-1 & p VERT. 2 T .2
= — — Rlw+uwn (w —4)w-—e ¥ /4d
27 PV RT 27 % RTW—I—u).nZO( ) ( ) Ox
On calcule séparément chaque terme de la somme
9T 9
. / (VRTw + u).n w? w.é—e_w /2 du
(VRTwHu).n>0 oz
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orT

/ (VRTz 4 u.n) ZQROt(Z) . _—6_22/2(12’
21> oz

/ (VRTz + u.n) 22z e 12 4z
oT n2o
— 0_35 ) Rot ,
/ (VRTz + u.n) 2?2z e7* 124z
21>
orT » VRT (a40 + a22) + u.n(aso + a12)
= 7 Lot
ox 0
aT —u.n aig + 4 VRT ago
= 0_$ “ Ry 0
0T
o/\/_ (\/RTw—I-u).*nw-g— e 12 dy
(VRTw4+u).n>0 T
/ (VRTz 4+ un) % =712 4z
oT z 20
- & g
ox i )
/ (VRTz 4+ umn)zg €7 12 qz
z1>a
oT VRT a3 + uiaig
= 5 Rot
Ox 0
OT \ RT apo
= 3 Rot
ox




54 J.F. Bourgat, P. Le Tuallec , F. Mallinger, B. Perthame , Y. Qiu

Finalement la lere composante du flux s’écrit

F1(U)+,n = % (VRT a0+ u.n agp)

__H Ouy 5 Oug 2) (1-7) .. <8u1 8u2) - ]
27T\/ RT <0$1 ™ + 8.%2 2 + 2 dwu—}— 8.%2 + 8.’E_1 niny | a1o
(v-1) & <8T aT )

+ s lg— M+ 57— n2) unap.

4y (RT)z \0n1 Oz,

6.5 Calcul des composantes Fy(U)".n et F3(U)".n

Calcul de Fj.n et F§.n

= / v.n v M(v)dvo
F3cn v.n>0
__P o (—(v—u)?/2RT)
= 5-RT 0 V.V E dv
AV RTwl + U 9
= 2£ / (VRTw 4 u).n e~ 2 gy
T JVRTwHu).n
RTw+ ) 20 V RT(.UQ + (D)
2
/ (VRT 21 + u.n)? * /2 4
p z1>a
= % Rot
2
/ (VRT z; + un)(VRT z3 + u.t) e * /2 42
z1>a
p RT aso + 2V RTu.nayg + w.n?ag
= 4 Rot
27 VRT a9 + u.nu.T agg
p VRT umnaig+ ( RT + u.n?)ag
= 5 Rot
2T

VRT u.Taig + w.nu.tagg
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RR

n

Calcul de Fj.n et F3.n

Iy.n i v
= - — v.n ! v—u)®(v—u)+
A )
+ (1;7)(v—u)2Ig—l—/\(l—’y)RTI;),] :g—Zz\/[(v)dv
_ H VET , VRT wi +uy
2r RT (\/ﬁw+u).nzo( wtu)n ( VRT wy + uy *
X [w@w—l—@wQIg—l—/\(l—’y)Ig] :g—ue_WQ/de
x

Nous calculons séparément chaque terme de la somme

(VRTw + u).n ( AT wi + w ) wWwRwW ? e—w2/2 dw

[ ]
/(\/ﬁw—}—u).nZO VvV RT wy + us z

VRT z + um 1 ou —22/2
= /lea(\/RTzl—l—u.n) Ry ( VT 2 + wr (R()M@,zRot) : 8—336 dz

e RTn?aq+ RT n(23_2.) aza + 2VRT n? u.nazg

Ox; o (=1)'2RTn;in;_;an+ VRT n? u.t asy + \/R—Tn(QS_i) w.T a1z

(—1)i 2VRT nin@_jyunaiz + n? u.nu.T agg + n(()S_i) U.NU.T Qo2

° 2281
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+ div(u) Ry

L] RT N1 Ng Qag — RT 1 Ny a2 + 2 \Y% RT 1 N U.N a3g
—2vVRT ny ngu.nayz + ny ne w.n?asg — nq ng u.n? agy

o RT (n?—n2)ax+ VRTninyu.tas — VR nynyu.tagy

+VRT (n? — n2)u.najg + ny ng unu.t agy — ny Ny W U.T agy

(2RTn?+ RT + u?)ago + VRT unag

Jdu;
= a1 .
! VRT (14 n?)u.t a0+ ((=1)'2 RT n; nz_;) + u.T w.n) ago
. (@ . %) » 2RT U1 U2ap0
8:102 8371 ot

* /(\/ﬁw—l—u).nzo

RT (n} — n3)ago + VRT ny nau.T ayg

VRT wi +uy 2 —w?/2
(VRT w+ u).n (\/R—Tw2+u2 we dw

/ 2
/ (VRT z + uy, ) Ryt ( \/Z_;m:l—l_u.n) 22 o= % /2 d
z12>a zZ2 u.T

/ (VRT 2, + u.n)? 22 e 12 4z
z1>a

Rot
2
/ (VRT 2y + un ) (VRT 29 + u.m) 2% ? /2 4z
z1>a
2(2RT 4 u.n?)ago + 2 VRT uw.nayg
Rot

2u.nu.Tagp + 3 VR u.T ayg
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(VRT w4+ u).n ( \/R—Twl—l—ul) =92 gy

[ ]
[ﬁw—l—u).n?O vV RT wa + U

VRT unag+ ( RT 4 u.n?) ago
= Rot
vVRT u.T a1g + u.nu.T agg

Ainsi, apres simplification, Fy.n et F§.n s’écrivent

Fvon (2 nf + (1 —7))RT ago
2 B Oy
~ 27RT Oz;

. 1
2(=1)'RTn; n(3-4) Goo + ( ( 5 7) + nf) VRT u.Tayg

2RT 71 Ny Qoo

K <%+%)
2rRT \dz; 011

Calcul de F5".n et F§'.n

RT (n% —n3)ag + VRT ny ny u. ayg

R B o) (O ) om0 9L ey
g |7 2RT Junse '\ 02 RT v g M e
oh

-1 &

\/RTW1—|-U1
RT .
(v “*“)"(m—mﬁuz x

Y 4r(RT)2 /<mw+u).nzo

9T )
X(w2—4)W'Q—€_w /2 du
x
(v-1) K / VRT VRT 1 + u,
= - RTz +umn) R, X
Y 4x(RT)? zlza( ! ) Bor VRT 2 + u,
X(22—4)w-é—T6_22/2d2‘.
x
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Nous calculons séparément chaque terme de la somme

VRT z9 + u,

Zz

( 2
./ (VRT 2 + u,) Rot ( VEL 21+ ) 22 W.g_T e 12 gz
z1>a

or
Jz;

or
Jz;

e RT'n; (aso+ asz2 ) + 2V RT n;un( as+ azz)
—|—n2-u.n2(a30 + ai2)
o VRI n;u.t(as+ az )+ n;unu.t(as + az)

+(=1)'RT n(z—iy (as2 + a14) + (=1)'VRT n(3—; w.n (a2 + o)

e 10 RTnZ aio+ 8V RT T; U.M Agg
o(5(—1)'RT N(3—i) — N W.NU.T ) d1g

+4+/RT ((—1)} N(3—j) .1 + M; U.T ) doo

_—
./ (\/RTzl+un)ROt<vRTZl_I_U”)w O —2*/2 4,
z1>a

VRT z9 + u, Oz

e RTn;aso + 2VRT n; w.nasg + n; w.n?agg
o/ RT n; u.Tasg + n; u.nu.mayg

+ (—1)2 RT n(3_i) aio + (—1)Z \Y% RT n(S—i) u.n agy

2RI n; a19 + 2V RT n; u.nagg

(—1)'RT n(3—;) a0+ VRT( (1) N(3—) U + N W.T oo
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Apres simplification th.n et FBCh.n peuvent s’écrire

2RT n; aiog

Fshm\ = (v-1) & 0T
Fshn) = 4 2 9a; Rot ;
3 7 Am(RT)? 0% ((=1)' BT n(z_y — n; w.nu.t ) aig

Finalement, les composantes 2 et 3 du flux s’écrivent

F(U)Tn p VRT unay+ ( RT + u.n?) ago
R} =
F(U)tn 2m VRT w.T ajg + w.nu.T agg
(2nf+(1—7))aco
p Ou;

21 Oz ; 1— 1
Tor (-1) 2n1n2a00—|—<( 27)—|—n22) \/R_Tu.ralo

2 ny ng ago
I <8u1 8u2)
21 \dzy | Omy 1
T 12 11 (n? —ni)ag + \/ﬁ n1 N9 U.T 1

2mn; a0

G-y _ & T
'RT 0z . 1
v 4 RT Zz ((—1)2n(3—i) _ R—T n;,u.nu.T ) aig

RR n° 2281



60 J.F. Bourgat, P. Le Tuallec , F. Mallinger, B. Perthame , Y. Qiu

6.6 Calcul de la composante Fy(U)*.n

Rappelons que pour cette composante du flux il apparait une contribution
supplémentaire donnée par gys. Nous écrivons alors

2
F4(U)+.n = / V.1 (U—st—I—gNs) dv
v.n>0 2

2

= / v.n(v——l—ART) fns dv
v.n>0 2

A aT .
T Junzo o ((v —u) Dz +(1- 7)wa(u)) M(v) dv
02
= ARTF(U)*n + om = fas dv
v.n>0 2
A aT . |
- P_T v.n>0 o <(v —u) Oz +(1- *y)wa(u)) M(v) dv

= ART Pi(U)*n + F{n + Fyn + F{*.n + F;" o,

ol F,°"™" .n est le dernier terme de la somme précédente.

Calcul de Fi.n

2

Fin = / v = M(v) dv
v.n>0 2
p 2 (~(v —w)/2RT)
. d
TRT Jynso v.n v’ e v
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P

/ (VRTw+u)n(VRT w +u)? €—w2/2 dw
4w (\/ﬁw—l—u).nzo

2
= £/> (VRT zy +u.n) ((\/RT21—|—u.n)2—|—(vRT22—|—u.T)2) e 12 4z
z12Q
= = [(RT)% ago + 3 BT w.n azo + 3VET un? azo + u.n ago

+ (RT)% ar2 + VRT u.t?ayg + RT u.n agy + u.n u.m? aoo]

- ﬁ (\/R—T(BRT—I—u.n2+u-72)a10+(4RT‘|‘“-"2"’“'72)“‘”“00)'

Calcul de F{.n

4 2
Fin = — 7/ v.n v X
4 Qp(RT)Q v.n>0

% e(—(v — u)Q/QRT) do

I

o 2
I (RT) /(\/ﬁwq-u).nzo(VRTw—l—u)'n(VRTw+u) X

X <w®w+u;7ﬂw213+k(l—7)f3) : g—ue_WQ/Q dw.
xr

Nous calculons séparément chaque terme de la somme

(vRTw—I—u).n(vRTw+u)2w®w : % e_WQ/Q dw

* /(\/ﬁw—}—u).nZO oz
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- /> (\/R—T21+u.n) ((\/R—Tzl—}—u.n)Q—l—(\/ﬁzQ—l—u.T)Q) X

' 2
X (Rytz® 2R : g—z e 2 g,

= g (nEa (D 2mama B 4y o)

0 0
+ (a—2+0—;‘j) (ning (B1— fs) + (n? —n2) B2) |

ol Nous avons posé

B = (RT)? aso + 3 RT w.nago + 3VRT w.n® ago + u.n® az
+ (RT)% azy + VRT u.t?azg + RT u.nagg + u.nu.m? ay
= (10 RT + w.n? + u.r? ) u.n ago

+ VRT(10RT + w.n? + 2 u.12 ) a1o

b = 2RT u.Tagg + 2vVRT unu.tas
= 2 RT w.T agg,
B3 = (RT)? azs + 3 RT w.n azs + 3VRT w.n® arz + u.n® agy

+ (RT)g ars + VRT u.t? a5 + RT u.nagy + u.nu.m? agy
= VRT (5 RT 4+ u.n? + u.t?) ajo

+ (6 RT + w.n? 4 2u.7?) u.n ago.

De plus, on peut écrire

B —Bs = 4RTumag+ VRT(5RT +u.t?)a.
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o/ (VRT w + u).n (VRT w + u)? w? e_w2/2 dw
(\/ﬁw—}-u).nzo

N / >o(\/R—TZ1 +un) ((\/R—Tzl +un)? + (VRT 2 + U-T)Q) 2?2 g

Wl

= (RT)2 (as0+ as2) + 3 RT u.n(aqo + a22) + 3 VRT u.n? (aso + a12)
+ u.n® (az0 + aoz) + (RT)% (a3 + a14) + VRT u.t? (az0 + a12)

+ RT u.n(agy + agg) + unu.r? (az + ag2)
= \/R—T(Qu.n2 +3ur?+ 15 RT ) a1o

+ (16 RT + 2 (u.n? + u.t?) ) u.n ago.

o/ (\/RTw—I—u).n(\/RTw—I—u)2 e_wz/2 dw
(\/ﬁw—l—u).nZO

= (déja calculé)

= VRT(3RT +un?+u.r?)ajo+ (4 RT + u.n? + u.r?) u.n ago.

Finalement, apres simplification, Fy.n peut s’écrire

k[0
47 RT | Oz,

an = (n?ﬁl—l—Q(—l)an n2ﬁ2-|—’n%3_2-)ﬁ3)

1 - du;
—I—%a—Z(vRT(Qu.nQ—I—iiu.TQ—}—15RT)a10

+ (16 RT + 2 (u.n? + u.t?)) u.n ag)

ou;

+ A(1—-7) F) (VRT (3 RTu.n®+u.t*)ao+ (4 RT + un® + u.t?) u.nag)
T
Juy  Ou
+ (a—x:-l-a—xj) (n1ng(Br—PBa)+ (ni—n3)0a)
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Calcul de F{".n

-1) & v [ (v—u)? or
Fhin = — L— n— | -4 —u) = M(v)d
o Y 2RT Junso 2 ( RT (v=u)- 55 Mlv)dv

(-1 &

3 / (VRTw 4 u).n x
7 87T(RT)5 (VRTw+u).n>0

X (\/RTw—I-u)Q(wZ—ll)w-g—T /2 g,

x

Nous calculons séparément chaque terme de la somme

0/ (vRTw—I—u).n(vRTw—ku)Qw-(?—Te_w2/2dw
(\/ﬁw—l—u).nZO oz

Z

/>0(\/R—Tzl—|—u.*n)((\/R—Tzl—l—u.n)Q—}—(\/R—TzQ—}—u.T)Q) w-g—Te_ZQ/Q dz

o
3901

_OT (03]
- (?_,I‘ROt(OéQ)’

Ol Nous avons posé

nia; —ngog )+ ——(nga; +nyag)

(?.rg

a; = (RT)? aso + 3 RT w.n azo + 3 VRT w.n? ago + u.n® arg

NI

+ (RT)2 ags + VRT u.t*ago + RT u.nayy + unu.rag

= 3RTumnap+ VRT(4RT +3u.n?+ u.r?)ago,

ay = 2RT u.Ta19 + 2vVRT unu.tagy

= 2VRT (VRT a0+ u.nagy ) u.T.
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De méme, le second terme s’écrit

‘/ (VRTw-l—u).n(vRTw—}—u)Qwa-é—Te_w2/2 dw
(\/ﬁw—l—u).nZO Jdz

— /> (\/R_Tzl—l—u.n)((\/R—Tzl—l—u.n)Q—l—(\/R—TZg—l—u.T)Q)><

2 O—T 6_22/2 dz

ZTW
Z

= - mm) g (ma 1)
= 9z, ny1y1— N272 9z ng27vy1 T N17Y2

2
oT
= a Rot ( n ) ;
dz V2
oll Nous avons posé

"o o= (RT)% (a60 + a42) + 3 RT u.n (aso + aza) + 3VRT u.n? (ago + az2)
+  w.n®(azo + a12) + (RT)% (@42 + ag4) + VRT w.r(ag0 + az)
+ RTu.n(azy + arq) + unu.t?(azp + a12)
= (11 RT w.n — w.nu.t?)ag

+ VRT(24RT + 12 wn? +4u.r? ) ago,

vy = 2 RT u.t(asz + a14) + 2V RT unu.7 (azz + apa)

10 RT w.T a19 + 8V RT u.nu.T agp.
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Finalement ’expression de F. fh.n peut s’ecrire

1 T _
Fihn = (-1 K i Q_'Rot da;+ 1 ‘

7 8r(VRT)z O« —daz+ 7

Calcul de F,""".n
A 0T
F™n = - p—; L <(v —u)- g_x + (1 - 'y)Tdiv(u)) M(v) dv.
Nous calculons séparément chaque terme de la somme
A 0T
— p—; W n(v— u) -g—xl (v) dv

= - ;\—;l: \/% /(\/ﬁw+u).nzo (VRT w + u)n w- g—: e_w2/2 dw
= _ ;\—;l: \/% lea(\/R—Tzl—}—u.n)w-g—Ze_ZQ/Q dz
= - ;\—Z\/% %(@m%oﬁ-mu-nalo)
+ gTTQ(\/R—THQQQO-I-nQU-Tam)]
/\_,u oT oT

= - 27rR (ﬂm-l-%m) apo-
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A .
— % (1 =) div(u) (VRT aio + uw.n ag ).

Finalement F,°"".n s’écrit

com A .
F/™n = — %(1—7)dzv(u)(\/RTalo—l—u.naoo)

A -1 oT oT
r 0 ) < + ) ago-

% v 0—331 " 0 n9
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nodul ef mal [in 26/ 01/ 94

9409  QUADRANGLES

20 ____ 2.0635E+04
19 ___  1.9655E+04
18 ___  1.8572E+04
17 1.7489E+04
16— 1.6406E+04
15 __  1.5323E+04
14 __ 1.4241E+04
13 ___  1.3158E+04
12 1.2075E+04
11— 1.0992E+04
0 9909.

9 8826.

8 7743.

7 6660.

6 __ 5578,

5 4495,

4 3412.

3 2329.

2 1246.

1 163.2

20 | SOVALEURS

Fic. 8 -

Lignes iso-Température

nodul ef mal [in 26/ 01/ 94
densite bol . ref.
9409  QUADRANGLES
20 33.88
19 32.27
8 30. 49
17 28.71
16 _ 26.93
5 25.15
114 23.37
3 21.59
12 19.81
1 18.03
0 16.25
9 14.47
8 12.69
7 10.91
6 __  9.135
5 7.355
4 5.576
3 3.796
2 2.016
1 0.2367
20 | SOVALEURS

Fic. 9 -

Lignes iso-densité
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cf
0.35 - i
0.25 - B
0.15 - B
0.05 - B
-0.05 - B
-0.15 - B
: : : : : VS
-0.5 -0.3 -0.1 0.1 0.3 0.5 (m
nfp=0.66E-02 Kn=0.007 Tinf=167 Mainf=20.00
TS — bol . ref. Twal | =1000.00 coeac=1.00 incid=30
nx=98 ne=98 N nf=25 Ndiv=100
Niot=346574 CD=0.671 CL=0.528

Fic. 10 - Coefficient de chaleur C' f

Ch
0.40 - B
0.30 - B
0.20 | i
0.10 - B
0. 00
: : : : : VS
-0.5 -0.3 -0.1 0.1 0.3 0.5 (m
nfp=0.66E-02 Kn=0.007 Tinf=167 Mainf=20.00
TS — bol . ref. Twal | =1000.00 coeac=1.00 i ncid=30
nx=98 ne=98 N nf=25 Ndiv=100
Niot=346574 CD=0.671 CL=0.528

Fic. 11 - Coefficient de froltement Ch
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I I
-0.5 -0.3 -0.1 0.1 0.3 0.5

Xb (m)

nfp=0.66E-02 Kn=0.007 Tinf=167 Mainf=20.00

TS — bol . ref. Twal | =1000.00 coeac=1.00 incid=30

nx=98 ne=98 N nf=25 Ndiv=100

Nt ot = 346574 CD=0.671 CL=0.528

Fic. 12 - Coefficient de force normale Cpy,

V.T (n's)

150. + B

50. - B

-150. - B

-250. - B

I I
-0.5 -0.3 -0.1 0.1 0.3 0.5

Xb (m)

nfp=0.66E-02 Kn=0.007 Tinf=167 Mainf=20.00

TS — bol . ref. Twal | =1000.00 coeac=1.00 i ncid=30

nx=98 ne=98 N nf=25 Ndiv=100

Nt ot =346574 CD=0.671 CL=0.528

Fic. 13 - Vitesse tangentielle
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o

o

o

o

o

o

o

. 34E+06

. 32E+06

. 30E+06

. 28E+06

. 26E+06 -

. 24E+06 -

. 22E+06

NTOT

I NI MOY
1

200.

400.

600. 800. 1000.

1200.
PAS DE TEMPS

RR

n

° 2281

Fic. 14 -

Courbe de convergence
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Fic. 15 -

Maillage Navier-Stokes du couplage 1

0. 0516

0. 0364

0. 0212 |

0. VBB’

RESIDU

T ‘ T ‘ T
4. 7. 1.

[ TTCRATTANG

FiGc. 16 -

Residu du premier couplage B/NS
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RR

n

o

nmodul ef mal lin 28/ 01/ 94
tenp cp.1

16456 QUADRANGLES
20 ____  2.0635E+04
19 __  1.9654E+04
18 ____  1.8571E+04
17 ___  1.7488E+04
16 1.6405E+04
15 ____ 1.5322E+04
14 ____ 1.4239E+04
13 __ 1.3156E+04
12 1.2073E+04
11 ___  1.0990E+04
10 9907.

9 8824.

8 7741,

[ Q— 6658.

6 5575.

5 4491

L — 3408.

3 2325.

2 1242,

1 159. 2

20 | SOVALEURS
FiGc. 17 - Lignes iso-Température
modul ef mal l'in 28/ 01/ 94

densite  cp.1

16456  QUADRANGLES
20 ___ 34.06
19 32,44
18 ___ 30.65
17 ___ 28.86
6 ___  27.07
15 ___ 25.28
14 ___ 23.50
13 2an
12 . 19.92
1 1813
10 16.34
9 ___  14.55
8 ___  12.76
7 10.97
6 9.183
5 ___  7.394
4 5.605
3 3.816
2 2027
1 __ 0.2378
20 | SOVALEURS

2281

Fig. 18 -

Lignes iso-densité
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temp (K)
20000, Fr——F T T T T T T B
16000, |ioboef .
12000, [:i-ciee e s
8000. [ .
4000, [ s
3 o= Tw
0. Fi- s : : .+ Tinf
1 1 1 1 1 1 1
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 X (m
nfp=0.66E-02 Kn=0.007 Tinf=167 Mainf=20.00
cp. 1
D . COUPES Twal | =1000. 00 coeac=1.00 incid=30
20 bol . ref. temp mk=98 nz=98 Ninf=25 Ndiv=100

Nt ot = 346300 CD=0.669 CL=0.526

Fic. 19 -  Coupe température
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temp (K)

14000, |1

12000, Fo e

10000, |

8000, |

6000, L. b

4000, Fiooie o

2000, b

G Tw
.. +~Tinf

cp. 1

P T — bol . ref.

0.8 1.0 1.2 X (m

nf p=0. 66E-02 Kn=0.007 Tinf=167 Minf=20.00
Twal | =1000. 00 coeac=1.00 incid=30
nx=98 ne=98 N nf=25 Ndiv=100

Nt ot = 346300 CD=0.669 CL=0.526

RR

n

Fic. 20 -

° 2281

Coupe lempérature
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