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Résumé

On définit une formulation mixte, équivalente au modele de Kirchhoff-Love, dans laquel-
le les variables duales appartiennent 3 un espace fonctionnel non standard. On commence
‘par passer en revue les propriétés de cet espace pour montrer que le probleme est bien
posé, puis on présente une méthode d’éléments finis de bas degré pour laquelle on établit
I’estimation d’erreur. Ces résultats sont ensuite étendus au modéle de Mindlin-Reissner et la
méme discrétisation donne lieu a une estimation d’erreur indépendante de I’épaisseur.

Abstract

Considering the Kirchhoff-Love plate model, we define an equivalent mixed formulation
whose dual variables are taken in a non-standard functional space. We first check that this
space meets all the appropriate conditions to ensure that the mixed problem is well-posed.
This enables us to introduce a low-order finite element method for which we establish an error
estimate. We then proceed to transpose our method to tackle the Mindlin-Reissner model and
we derive thickness-independent error bounds.

1 Introduction

Une des formulations du modéle de plaque de Kirchhoff-Love (noté K-L dans la suite) s’exprime
de la fagon suivante : on cherche u € HZ(w) tel que

a(Vu, Vo) =< fv > Vo € H3(w) (1)

oll u représente le déplacement transverse et f I’effort appliqué (mis a I’échelle). La forme bilinéaire
a est définie par

a(0,m) = /[(1 —v)e(0) : €(n) + vdivodivn)

ou v est le coefficient de Poisson du matériau, et € représente I’opérateur des déformations linéarisées
usuel. Dans cette étude on considérera le cas ou la plaque est encastrée sur toute la frontiére Ow,
ce qui justifie les conditions aux limites implicitement imposées par le choix u € H(w).

*Ce travail a été réalisé au cowrs d'une theése dirigée par M. Bernadou (INRIA-Rocquencourt)



11 est bien connu que (1) est un probléme bien posé. Cette formulation comporte néanmoins un
inconvénient sérieux : pour en réaliser une approximation conforme, on doit employer des éléments
finis C! qui s’avérent en général peu commodes en pratique. Une méthode classique pour pallier,
cet inconvénient consiste & employer une variable intermédiaire @ qui satisfait

6=Vu (2)

On traite alors (2) comme une contrainte que l’on impose par le biais d’un multiplicateur de
Lagrange. On se rameéne ainsi & une formulation de type mixte qui s’écrit formellement

a(0,m)+ <v,m-Vu>=< f,v> V(n,v) 3)
<8§,0-Vu>=0 vé

On cherchera alors (0, u) dans [Hj(w)]? x H§(w) a priori, ce qui permet d’utiliser des fonctions
d’approximation C° seulement. En revanche, dés que la contrainte (2) est imposée, on aura bien a
posteriori u € HZ(w). Tout le probléme consiste alors 4 définir un espace fonctionnel I' approprié
pour les multiplicateurs de Lagrange, de facon a4 donner un sens aux crochets de dualité formels
de (3) et a imposer effectivement la contrainte (2) a travers la deuxiéme équation du systeme (3).

Pour définir 'espace I, la plupart des méthodes proposées & ce jour—au moins pour celles
étayées par des considérations théoriques—tirent parti d’un outil de décomposition attribué a
Helmbholtz en écrivant le multiplicateur ~ sous la forme

v =Vé+(Vy)t ¢ € Hy(w), ¥ € L} (w)

ol par définition (n1,7m2)* = (—=72,m). Clest alors ¢ et ¢ qui sont approximés au lieu de ~.
"L’inconvénient majeur de ces méthodes apparait lorsqu’elles sont appliquées aux formulations de
type Mindlin-Reissner (M-R) ot la contrainte (2) est traitée par pénalisation et non imposée ex-
actement comme pour K-L. En effet, ces formulations permettent—au stade de 1’approximation—
P’élimination des variables duales au niveau de chaque élément de fagon a se ramener a une matrice
de rigidité classique, ce & condition que les variables duales soient approximées par des fonctions
indépendantes d’un élément a un autre (et donc discontinues). Or si on veut approximer ¢ dans
Hj(w), on doit employer des fonctions continues. Il faut alors, au lieu des classiques méthodes
d’inversion de matrice-bande, employer des algorithmes spéciaux qui sont bien plus gourmands en
temps de calcul.

Dans cette étude au contraire, le parti pris est de travailler directement avec ’espace naturel des
multiplicateurs de Lagrange, déterminé “par inspection” & partir de (3). Dans un premier temps
(section 2), on vérifie que cet espace et la méthode mixte associée possédent les propriétés requises
pour ’application des théorémes généraux. La section 3 rappelle briévemnent quelques résultats
de régularité. En section 4, on décrit ensuite une approximation de bas degré en établissant les
estimations d’erreur. La section 5 étend les résultats obtenus a la formulation M-R.. Enfin la section
6 rassemble quelques remarques de conclusion.

2 Formulation mixte naturelle

On considére la formulation mixte suivante

{ a(8,n) + b[(mv),7] =< fiv> VY(m,v)eV (4)
5(8, ), 8] = 0 voer |

ou V = [H}(w)]? et T = {6 € [H }(w)]?;divé € H~}(w)}. La forme bilinéaire mixte b est définie
par

b[(n,v),&] =< §,n >[H“]°X[H3]° + < divd, v >H—le3
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et on suppose que le second membre a la forme particuliére suivante

<f,v>=/fv feLw)
w
On va maintenant vérifier que (4) est un probléme mixte bien posé.
Proposition 2.1 L’espace I' muni de sa norme naturelle
161lc = [161]-1 + [|divb}| -
est un Banach.

Preuve : Il suffit de vérifier que T est complet. Soit donc (6,,) une suite de Cauchy dans I'. Comme
H~'(w) est complet, on en déduit que les suites (§,,) et (divé,) sont toutes deux convergentes, de
limites respectives 8§ et 8. Montrons donc que 3 = divé. Yw € D(w), on a

<&pw>"TXc 5 w>
n—4o00

<divl,,w> — < f,w>

or par ailleurs < divé,,w >= - < §,, Vw >— — < §, Vu >=< div6,w >
d’ou par densité g = divé. O

Vérifions a présent que les deux conditions fondamentales des méthodes mixtes sont satisfaites.
On définit classiquement ’opérateur linéaire B : V — I'' par

< B[(ﬂ, ‘U)], 6 >rixr= b[(": 'U), 6]
On a alors en premier lieu la
Proposition 2.2 a est coercive sur Ker(B).

Preuve : i) Ker(B) = {(n,v) € V;n = Vv}
En effet, prenons (n,v) € Ker(B). Par définition, ¥§ € T, b[(n,v),8] = 0. En particulier V§ €
H'(w)
b[(n,v),81 =0
<= <§n>+<divd,v>=0
<= (6,n)+(divé,v) =0
A (6$'7 - Vv) =0

et donc comme H! est dense dans L%, n — Vv = 0 dans L2.
Réciproquement, soit (1, v) € [Hi(w)]? tel que 7 = Vv, on voit que v € HZ(w). Alors V6 € T,

b[(n,v),6) =< 6, Vv > + < divé,v >=0
en raisonnant par densité de D(w) dans HE(w).

i1) Ellipticité sur Ker(B)
On a déja, par I'inégalité de Korn,

Vn € [Hi ()2 a(n,n) > clinl|?



Soit maintenant (1,v) € Ker(B) (g = Vv)
a(n,m) > clnlif > Il = lVoll3
d’ou par I'inégalité de Poincaré : a(n,71) > c||v||? et par conséquent

V(n,v) € Ker(B) a(n,m) > cl|(n, V)Y

a
Remarque : Notons au passage que la formulation mixte impose effectivement la condition (2). O

La deuxiéme propriété annoncée est la propriété d’image fermée (ou “inf-sup continue”). Une
maniére de I’énoncer est la suivante :

Proposition 2.3 BT est d’image fermée dans V'.

Preuve : Cette propriété est équivalente a ’existence d’un k > 0 tel que

b{(n, v), 4]
mwyev 10 )llv 2 kllélir (5)

qui elle-méme découle immédiatement des définitions de b et de la norme de I'. O

On va finalement montrer que I' posséde une structure Hilbertienne. En effet, méme si on ne
souhaite pas particuliérement travailler avec une norme hilbertienne sur T', la théorie des méthodes
mixtes utilise certaines propriétés de ces espaces (en particulier la réflexivité).

Proposition 2.4 T est isomorphe au dual de espace [H}{w)]?/ Ker(B).

Remarque : [H}(w)]? est un Hilbert dont Ker(B) constitue un sous-espace fermé. Donc
[H}(w))3/Ker(B) muni de sa norme canonique est encore un Hilbert et son dual aussi. O

Preuve : On définit Popérateur BT.
BT : T — {[H§(w)*/Ker(B))
< BT(6),(n,v) >= b[(n,v), ] Voel,Y(n,v) eV

— .
ou (7,v) désigne la classe d’équivalence de I’élément (1, v). 1l est clair que BT définit une ap-

plication linéaire (& comparer a BT). On va prouver que BT est un isomorphisme. On note
V = [H}(w)}]*/Ker(B). Alors

VBT = sy SEE > <F@Omv>_ o w09
V Ter ol mwev @Al maev I o)llv
(m,v)ev )l

D’ou, par la bicontinuité de b et la condition inf-sup (5)

Kll6lle < IBT(8)lli < 1811116
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et par conséquent BT est continu, injectif et d’image fermé. Reste donc a montrer que cette image
est dense dans V’. Supposons qu’elle ne le soit pas, d’aprés le théoréme de Hahn-Banach (V étant

réflexif), il existerait (1g,v9) € V, (9, v0) # 0 tel que
0 =< BT(6), (4, vo) >= b[(719, v0), 8] V6 eT

. - - . - A
Mais alors cela signifierait que (14, vg) € Ker(B) soit (19, v0) = 0. C’est absurde. O

Toutes les conditions ont désormais été vérifiées pour que (4) soit un probléme bien posé. On
peut donc énoncer le résultat final de cette section.

Proposition 2.5 Le sytéme (4) posséde une solution unigque {(6,u),4] € V x T'. De plus cette
solution satisfail l'estimation a priori suivante

1@, wilv + Ivllr < elifll-1 (6)

Par ailleurs (8, u) vérifie ’équation de contrainte (2) et u lui-méme n’est auire que la solution du
probléme (1).

Preuve : L’existence, 'unicité et I’estimation a priori sont classiques (voir par exemple [1]). Le
fait que (8, u) satisfait (2) a déja été mentionné plus haut. Quant a (1), on ’obtient immédiatement
en choisissant dans la premiere ligne de (4) des fonctions d’essai (17, v) qui satisfont elles-mémes la
contrainte (2). O

3 Résultats de régularité

Pour établir les estimations d’erreur d’une approximation du probléme (4) dans la prochaine sec-
tion, on aura besoin pour la solution [(8, u),~] d’une régularité plus grande que celle des espaces V
et T. Cette régularité supérieure proviendra de I’hypothése déja mentionnée f € L%(w), combinée
a des conditions & préciser sur ’ouvert w.

Tout d’abord, en prenant v € P(w) dans ’équation (1) et en intégrant par parties, on voit que
u est la solution du classique

_ Au=f
Par conséquent, dés que la frontiére dw est C3 ou bien que w est convexe (voir par exemple [2]),
onau€ H3w)NHE(w) et
llulls < clifllo
On a ensuite § = Vu, d’ot immédiatement 8 € [H?(w) [ H3(w)}? et

H6ll2 < cllfllo

En faisant v = 0 dans la premite ligne de (4) et en intégrant par partie, on exprime v = (71, 72)
en fonction de 8 = (64, 6;)

{ 71 = 81101 + v81282 + 15%(82201 + 1262) 7
72 = 02202 + v120, + 15%(8120, + 01162) ‘

donc v € [L*(w)]? et
lvllo < ellfllo



Enfin, en prenant = 0 dans (4) on obtient :
divy = f (8)
et ainsi on voit que divey est lui aussi dans L?(w) avec la majoration triviale
fidivarllo < {lfllo

On résume ces résultats dans la

Proposition 3.1 On suppose que w est convere ou que Ow est C3, et toujours que f € L%(w).
Alors la solution [(8,u),~] de (4) vérifie:

llulls + 110]l2 + lIvllo + ldivvllo < cllfllo
O

4 Une approximation de bas degré

Dans toute la suite on supposera w polygonal convexe. On considére une famille de triangulations
réguliéres et on définit le probléme approché

a(Br, 1) + b[(nn, va),val = [, fon Y(nn,v8) € Vi = On x Wy (9)
b[(oh)uh)a 6’1] =0 V6h el

et on s’intéresse aux espaces d’approximation suivants (avec les notations usuelles)

On = (L1 + Bs)* 0 [Hy(w)]? Wh = L350 Hy(w) Th = L3

-
6;; Wh Fh

Remarque : Si § € L%(w)—comme c’est le cas en particulier pour les éléments de I'y—on note
que

b(n,v), 8] =< 6,1 > + < divé,v >= / §-m-Vo)  Vmv)eV

O

Pour démontrer que (9) approxime (4) correctement, il faut s’assurer que les conditions discrétes
d’inf-sup et d’ellipticité sont satisfaites pour le choix des espaces discrétisés effectué ici.

4.1 Condition inf-sup discrete

Proposition 4.1 La forme bilinéatre b satisfait la condition inf-sup discréle pour les espaces Vj,
et I'y définis ci-dessus, c’est a dire qu’il existe un réel k indépendant de h tel que

inf sup MmO (10)

8nern (m,,vn)eva 1(7a, va)llvI6alic
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Preuve : Pour démontrer cette propriété, on va utiliser le lemme de Fortin [1, Proposition II-2.8]
et pour cela construire un opérateur Iy appliquant V' dans Vj, tel que

b[n(m,v), 81 = bl(m,v), 4]  V(m,v) €V, V6, € Ty (11)

s (., v)llv < cfl(n, v)llv Vimv) eV (12)

ou c est indépendante de h. En fait, II; sera construit indépendamment pour 7 et v et donc on
fera librement usage de la notation (abusive) I, (n,v) = (Ilxn, 4v)
i) Construction pour 5

On commence par définir II; comme 'opérateur de Clément qui applique Hg (w) dans £} N Hi(w).
Sur chaque triangle T' du maillage, cet opérateur satisfait [3]

lln—Minllor + hrln—Minhr < >, hplnhr (13)
aT'NAT #£0

Puis on construit un deuxiéme opérateur I, de Hj(w) dans Bz (juxtaposition de fonctions-bulles
nulles sur tous les cotés des triangles du maillage) en ajustant chaque bulle de sorte que

[o-mm=0 v (14)
On a alors, par un raisonnement classique de passage au triangle de référence,

lin = Bamllyr < elhz linllo,r + Inl.7] (15)
On peut finalement poser
Oyn = My + Oa(n — Oin) (16)
En combinant (13) et (15), on voit facilement que
in — Oanllz < clnh

Par ailleurs, (14) entraine

Lép-(n—nhn)=;6h/T(n—nhn)=0

et donc les conditions (11) et (12) sont bien vérifiées en ce qui concerne 7.
ii) Construction pour v

On emploie 4 nouveau ’opérateur de Clément pour définir II3

[lv — Oav|lo,r + hrjv — Dav|y,r < Z hrifvly 1 - (17)
. 8T'nOT £8 ‘

_Puis on construit Iy :H}(w) — £3N H(w) en imposant M4v = 0 & tous les sommets des triangles

et en ajustant les valeurs nodales intermédiaires de sorte que, sur chaque c6té ¢ de la triangulation,
on ait

/(v —N4v)ds =0 (18)

Le passage au triangle de référence fournit une majoration comparable a (15)

llv — Mavlls,r < clhzlvllo,r + [o]y,7] (19)
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Figure 1 : Exemple d’un maillage 3 4 triangles

On définit alors
Ouyv = O3v + H4(v - 3v) (20)

et en remarquant que (18) implique pour tout T

/TV(v ~ ) = /W(v — T4v)nds = 0

(a comparer a (14)), on conclut comme au i). O

4.2 Condition d’ellipticité discrete

Définissant 'opérateur By, : V4 — [}, par

< Bu[(mn, va))s 8a >rs xrn= b[(n, va), 64]

on souhaiterait montrer que a est uniformément coercive sur Ker(Bj). Commengons donc par
caractériser Ker(By).

(1, va) € Ker(Bp) & V8, €Ty, b[(n,v8), 800} =0 & VT /(nh —Vu)=0
T

On voit alors assez facilement que la condition d’ellipticité discréte ne peut en général étre
vérifiée! Considérons par exemple le maillage & 4 triangles de la figure 1. On choisit (7, vs)
en imposant 17, = 0 partout. On peut alors facilement exhiber un champ admissible v, non
identiquement nul tel que YT' [, Vuvy = [, vands = 0. Il suffit en effet de choisir vp = 1
au centre du maillage et d’ajuster les valeurs intermédiaires de fagon que, sur chaque segment ¢
joignant le centre & un des cotés du carré, on ait [ vads = 0 (voir figure 2). Mais alors on a
a(ny, M) = 0 avec (ny, vs) € Ker(By) et pourtant (n,,vs) # 0.

Heureusement, il est assez facile de contourner cette difficulté. Il suffit pour cela de considérer
le nouveau probleme mixte

a'[(8,u),(m,v)] + b[(n,v),v] = (f,v) VY(n,v)eV @1)
b{(6,u),8] =0 V6T

<(6,4), (0] = a(®,m) + 5 [ (0= Vu)-(n - V)

w
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Figure 2 : Valeur de v le long d’une diagonale

ou [ est une constante strictement positive. Dans cette formulation, a’ est maintenant une forme
coercive sur tout l’espace V, donc le probléme d’ellipticité discréte ne se pose plus. Par ailleurs
(21) est parfaitement équivalent & (4) car la deuxiéme ligne de chacun des deux systémes impose
6 — Vu = 0. Enfin la forme bilinéaire b reste inchangée donc la condition inf-sup discrete reste
vérifiée.

On considére alors I’'approximation de (21), et non directement de (4)

{ a'{(On,un), (s, vn)] + b[(nn, vn), val = (Fvn) Y(n,v8) €V

b[(6h,u),68] =0 V6, € T (22)

On est maintenant assuré que (22) vérifie les hypothéses de convergence des méthodes mixtes. [1,
Theorem I1I-2.1] permet alors d’énoncer la

Proposition 4.2 Le probléme (22) admet une solution unique [(6n,un),v,). Cette solutwn con-
stitue une approrimation guasi-optimale de [(8,u),~], solution de (4), au sens ot

18— 8nlls +lu—unlls +lly —allr < ¢ [n:'e‘fah 8—nnll+ inf flu—oall +6:n£ lir —&alir] (23)

A

a

4.3 Estimations d’erreur

En ce qui concerne @ et u, les erreurs d’interpolations sont classiques. Comme (£1)? N[H} (w)]?
On et L3 N Hj(w) C Wy, on a immédiatement

inf [l ~ < ch||8l]5 < ch 24
i35, 118 = muly < chl6llz < chl o \ (24)
ot fju—vnlh < ch?llulls < ch?l|fllo (25)

Pour ~, les choses sont un peu moins directes. La difficulté consiste & approximer a la fois
et divey dans H~'(w). L’erreur d’interpolation est fournie par la proposition suivante.

Proposition 4.3 Soit ¥ un élément de I' N H{div,w), alors

ini; Iy — 8allr < chllv| s (aiv) (26)

nElA



Preuve : On est contraint & ce stade d’utiliser le théoréme de décomposition de Helmholtz
(démontré par exemple dans [(4])

v =Vé+(Vy)*
1Bl + 1#llo < ellvlir

En fait ici divy € Lz(wg = A¢ = divy € L?(w) donc ¢ est solution du probléme de Dirichlet avec
second membre dans L*. Comme par hypothése w est polygonal convexe, ¢ € H?(w) N H}(w) et

ll8ll2 < cfldivallo

~ €l = 3p € Hi(w), I € L*(w) {

Puis v € [L2(w)]? = V¥ = (V¢ — v)* € [L}(w))?, donc 9 € H(w) et ainsi
(19111 < cllvilacaiv)

Par conséquent, on peut appliquer les résultats classiques d’interpolation a ¢ et 1.
I¢n € LN Ho(w),  I6~ ¢nlls < chllgllz < chllvllaaiv)

n €Ly, Y — ¥ullo < chllvlls < chlV]lH(aiv)
(on obtient ¢ par 'opérateur de Clément). On peut alors poser

I = Vén +(Vis)t

et on a bien v, € 'y = (L£3)?. Reste & estimer

”’/ - ‘yh”P = sup L’..(:’;‘Yh)__n + < le(‘y - 7})); v >
' NeH}(w) [l veH(w) I1v[l1

Etudions chaque terme individuellement :

- . Yi(d — . V(i — 1.
oup LY="4)n < sup S, V(¢ —¢n) ., LIVE@ -t -n
NeH(w) lInllx NeHi(w) lImilx NeHl (W) l1nlh
_ — ou)di
< sup V(¢ ¢h)|l0||77l|u+ sup [, (¥ — ¥n)divy
. NEH)(w) [l7l]x NEH) (w) (Imlfx
< clg—dali + ¥ — ¥nllo
< chlllaiv)
sup < div(y —44),v > = sup < divV(¢ — ép),v >
veHl(w) llv]lx veHL(w) llv]lx
V(¢ — -V
- s S, V(¢ —¢1n)- Vo
veH (w) vl
< clo —dnl
< chlv]ladivy

D’ou le résultat. O
La proposition suivante fait la synthése des résultats d’interpolation obtenus.

"Proposition 4.4 La solution [(84,un),v,] du probléme (22) satisfait Uestimation d’erreur :

116 — Onlls + llu — unlly + llv — 7alir < chiifllo (27)
a

10
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5 Extension au modeéle de Mindlin-Reissner

Dans ce type de formulation, le probléme en déplacements s’écrit sous la forme

a0+ (0~ Vuen=Vo) = (f,0) Vim0 €V (28)

ou a est la méme forme bilinéaire que précédemment, alors que e est maintenant une constante
proportionnelle & ’épaisseur de la plague. On peut faire le lien entre les deux formulations en
observant que (28) constitue une version modifiée de (1) dans laquelle la contrainte (2) est appliquée
par pénalisation. Pour une épaisseur donnée, on voit que (28) est un probléme bien posé puisque
reposant sur une forme bilinéaire symétrique définie positive. Par contre, lorsqu’on fait tendre
I’épaisseur vers 0, on observe une déterioration des méthodes d’éléments finis classiques appliquées
ce probléme : c’est le verrouillage numérique. Pour pallier cette difficulté, on va définir une
formulation de type mixte équivalente & (28).

Commencons par transformer (28) pour obtenir, comme plus haut, une forme bilinéaire coercive
sur tout ’espace V. Supposons que 'on s’intéresse aux épaisseurs correspondant 4 e €]0,1]. On
choisit alors une fois pour toutes une constante 8 €]0, 1{ et on pose & nouveau

a'[(8,v), (n,v)] = a(8,m) + B(6 - Vu,n— V)

a’ ainsi définie est clairement coercive sur tout V et (28) est équivalent a

1
a'[(8e, u.), (m,v)] + E.-?-(o, ~ Vue,n— V) =(f,v) Y(m,v) eV (29)
ou 'on a posé € = 1/%, ce qui implique € > 0 et é = O(e).
En posant ’ .
1
o = 7(6. ~ Vu.) (30)

on obtient une formulation mixte strictement équivalente au probléme primal (28) sous la forme

suivant
- { 100 mu)snrd= (10 Yon e o~
b[(8.,u.), 8] — E2(~,,8) =0 Vé € [L3(w))?

ol la forme b est la méme que celle utilisée dans la section précédente, méme si elle n’est appliquée
ici qu’a des variables (<}, §) prises dans [L?(w)]? et non I tout entier.
On considere alors une approximation conforme de ce probleme

{ a,[(eehx Ueh), (nh» vh)] + b[(nh) vh)"V::h] = (f’ vh) V(nh: vh) € Va (32)
b{(Ben, ten), 8] — E2(¥%y, 64) =0 V6, € Ty

dans Jaquelle les espaces de discrétisation employés sont les mémes que dans la section 2 (notons
que I’y C L%(w)). Comme @’ est coercive et que b satisfait la condition inf-sup (10), on a le résultat
suivant [1, Proposition II-2.12]} :

Proposition 5.1 Le probléme (32) posséde une solution unique [(@cn, Uen),%y] qui constitue une
approzimation de la solution de (91) [(0.,u.),~.], avec :

18 — Oenlls + |[ee — uenlh + llve — ‘Y'eh”I‘ + é”'Yle ~Yenllo <

¢ {infn, con 18 — malls + infoyews lue = vally + infy, e [I7: — Snlle + élivs — Sallol} &%)

ot la constante ¢ est indépendante d la fois de h et de e. O
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Remarque : i) Lorsque e — 0, P’estimation dans L? ci-dessus “explose”. Par contre, I’estimation
dans I reste stable.

il) Comme par la définition de €éona 1 < f < ¢, il est clair qu’on a aussi

Hoe "‘ oehlll + ”Ue - Ueh“l +”7e —7eh”[‘ + ell’Y/e _.A/::hllo S , (34)
¢ {infy, co, 110 — Mull1 + infu, ew, [[ue — vally + infg, o, [[lve — Onllr + ellve — 8allo]}

a

Pour quantifier ’estimation d’erreur (33) (ou (34)) , on utilise un résultat de régularité da a
Brezzi-Fortin. Posons v, = %(8. — Vu,) = (£)%v,. En fait, ~, correspond au “véritable” effort
tranchant, car [(8.,u.),~,] est la solution de

{ a(6,m) +5[(m,v),7.) = (£,v) V(n,0) eV (35)
b[(6e,u.), 8] — 62(7e! §)=0 V6 e [L2(w)]2

Alors, d’apres [4],
[1€cll2 + lluellz + ellvellr < cllflto (36)

ou la constante ¢ ne dépend pas de e. Par ailleurs, la premiére équation de (35).implique que les
identités (7) et (8) sont toujours vérifiées (en remplagant 6 par 8, et v par ). Par suite,

Y ellcaivy < cllfllo

A présent, en se rappelant que 4/, est directement proportionnel & «,, par un coefficient qui reste
borné quand ’épaisseur varie, on en déduit que v, satisfait les mémes majorations de régularité
que ., et I’on rassemble ces résultats dans la proposition suivante.

Proposition 5.2 La solution [(6.,u.),v.] de (31) satisfait

18ell2 + lluellz + vellzcaivy + ellvell < cllfllo (37)

On est maintenant en mesure de majorer les erreurs d’interpolation figurant dans (34).

Proposition 5.3 Il existe une constante ¢ indépendante de h et de ¢ telle que

16 — Benlls + llue — wenlls + llve — Yenlle + ellve — veallo < chlifllo (38)

Preuve : Pour 8, et u. on utilise les résultats classiques d’interpolation -

nfgfeh 16 — mall1 < chll@ell2 < chllf]lo (39)
inf |lue — vally < chlluellz < ch||f|lo (40)
upa €W,

En ce qui concerne «/, l’estimation est encore plus délicate qu’a la proposition (4.3) puisqu’il
faut, avec le méme interpolé, majorer en plus ’estimation dans L2. On applique 2 nouveau la
décomposition de Helmholtz

2 1 1 Yo = Ve + (Vipe)t
3¢e €H (w)ﬂHo(W)» e H (w) { ”¢e”2 + ”’l/)enl < C|I7/¢||H(div) < C/”fllo

mais on a cette fois 'information supplémentaire tirée de (37) : e|lv.]ly < ¢||fllo- On en déduit

el = e = Vels < [ivells + lell2 < l1fllo

12
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On utilise pour ¢, 'interpolant standard

I¢n € L1NHg(w),  llde — dnllr < chligellz < chllvellmaivy < chllfllo

Puisque 1, € H?2, le recours i I'opérateur de Clément ne s’impose plus et la théorie classique
fournit

i € LY, |[Ye — ¥nllm < ch* ™Y, s=1,2 m=0,1
Finalement, en posant .
¥, = Vén + (Vip)t
on montre exactement comme a la proposition (4.3) que

live = alle < chllfllo

Enfin
ellve —=nllo < ellde — dals + e — ¥ul1]
< elehlfllo+< 21l
< chlifl O

On pourrait reprocher a cette méthode le fait qu’elle ne fournisse pas directement une ap-
proximation de D’effort tranchant -y,. En effet, du fait de la modification effectuée pour assurer
la coercivité de la forme a’, c’est 4, qui est approximé. Il est néanmoins trés facile d’opérer la
conversion a posteriori car vy, = ﬁ?,'y’e Les deux champs sont proportionnels, par un coefficient
d’autant plus proche de 1 que e est petit.

Par ailleurs, il est intéressant de noter que la formulation (32) est équivalente & une sous-
intégration numérique partielle de la formulation primale (28). En éliminant «,; par la deuxiéme
équation de (32), on obtient en effet

a'[(Bch, Uen), (M, va)] + é(P,.(ec,, = Vuen), Pa(ny — Vva)) = (f,va) V(n15,v8) € Vi

olt P, est la L2-projection sur £3, dont on peut donc calculer Deffet indépendamment sur chacun
des éléments. Dans notre cas, on a 1, € (£} + B3) et Vv € L] et donc Py(n, — Vi) peut étre
calculé par une simple sous-intégration numérique a un seul point de Gauss, sauf pour les degrés
de liberté correspondant aux bulles pour lesquels un coefficient multiplicateur doit étre appliqué.

6 Remarques de conclusion

Il est tout d’abord intéressant de comparer la méthode d’éléments finis présentée dans cette étude
avec d’autres méthodes mixtes de plaque.

1. Eléments de type D.K.T. A
Ces méthodes sont assez simples de mise en oeuvre mais ne s’appliquent directement qu’au
modeéle de Kirchhoff-Love [5]. La méthode présentée ici est également valable pour le

modéle de Mindlin-Reissner (ou 1’épaisseur intervient) et fournit des estimations d’erreur
indépendantes de P’épaisseur.

2. Discrétisation des composantes de la décomposition de Helmholtz
Cette famille de méthodes permet ’approximation des formulations M-R comme K-L (voir
par exemple [4, 6]). Cependant elles nécessitent des variables mixtes continues et il est donc
impossible dans le cas M-R de se ramener a4 une discrétisation équivalente en déplacements
purs. On doit donc pour les mettre en oeuvre employer un solveur spécifique.
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3. Eléments MITC
Ces éléments, analysés en détail dans [7, 8], sont certainement ceux dont I’élément présenté se
rapproche le plus en termes de variété et de simplicité d’application. La similarité ne s’étend
pas aux aspects de ’analyse mathématique, considérablement plus simple ici. A noter que
notre élément est plus simple que le MITC7 qui est le plus petit élément de la famille pour
lequel la stabilité soit établie. Par ailleurs, 'opération de projection par Py, élémentaire dans
notre cas, s’avere plus complexe pour les MITC.

4. L’élément “Arnold-Falk” [9]
Cet élément, trés simple, s’applique également au modele M-R et permet aussi I’élimination
des variables duales. Néanmoins il utilise des déplacements transverses non-conformes et
Pestimation d’erreur pour les déplacements n’est donc pas donnée pour la norme H' mais
une norme discréte.

De fagon plus générale, 1’élément présenté ici est vraisemblablemement celui pour lesquels les
techniques de mise au point d’une méthode mixte stable sont les plus aisément généralisables aux
autres problemes dans lesquels le verrouillage numérique intervient. Notre méthode ne repose pas,
en effet, sur le principe de décomposition de Helmholtz. Celui-ci n’est pas utilisé avant le stade de
la quantification des erreurs d’interpolation. Il serait d’ailleurs intéressant de savoir si I’on peut
trouver un moyen de s’en passer complétement.
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Nota

Un tout récent travail de D.N. Arnold et F. Brezzi [10] est parvenu 3 la connaissance de ’auteur
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un cadre théorique néanmoins significativement différent. Par ailleurs, leur étude ne comporte
pas ’analyse détaillée présentée ici de I’erreur d’interpolation dans I’espace du multiplicateur de
Lagrange.
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