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Résumé. Dans ce papier, nous nous intéressons a une propriété qualitative des réseaux
de Petri : 1a bornitude structurelle. Nous mettons en €vidence des conditions suffisantes
dans différents cas de conception pour assurer la bornitude structurelle. Ces conditions
nous permettent de vérifier la bornitude structurelle en n'examinant qu'une partie du
systéme. En utilisant ces résultats, nous développons une méthode d'aide 4 la conception
limitée a la vérification de la bornitude structurelle. Notons que cette propriété est

indispensable dans les systémes automatisés.
Mots Clés. Réseaux de Petri, Bornitude structurelle, Conception.

Abstract. In this paper, we are interested in a qualitative property of Petri nets, namely
the structural boundedness. We establish sufficient conditions in different design
situations to check the structural boundedness. They allow us to verify the swuctural
boundedness of the whole system by examining only a part of it during the design
process. Based on these results, we develop a method to suppdrt the design of systems
from the structural boundedness point of view. Note that this property is necessary in
fully automated systems.

Key Words. Petri nets, Structural Boundedness, Design.



1. INTRODUCTION

Les réseaux de Petri sont un outil performant pour modéliser, concevoir, analyser et
€valuer des systémes a événements discrets (Muratat 1989 et Brams 1983). DiCesare et
al. (1993) soulignent I'intérét des réseaux de Petri pour la conception des systémes de
production complexes. ’

Dans les réseaux de Petri, les propriét€s qualitatives et les propriétés quantitatives sont
deux aspects tres irﬁportants. On trouve de nombreuses publications sur les propriétés
quantitatives (Chrétienne 1983, Hillion et Proth 1989 et Laftit et al. 1992). Les propriétés
qualitatives (la vivacité, la bornitude, le non blocage et la consistance, etc.) suscitent de
plus en plus l'attention des chercheurs. Les études effectuées sur la vivacité sont toujours
limitées aux réseaux de Petri particuliers, par exemple : les réseaux de Petri acycliques,
les réseaux de Petri a conflits égaux (Teruel et Silva 1993), les réseaux de Petri réguliers
(Datta et Ghosh 1984). Colom (1989) propose une condition suffisante pour vérifier la
propriété de non blocage des réseaux de Petri généraux. Chu et al. (1994) proposent des
conditions nécessaires et/ou suffisantes pour vérifier la consistance en cours de
conception.

Dans ce papier, nous nous intéressons a une propri€té structuelle importante pour les
systemes automatisés : la bornitude structurelle. Nous formulons des conditions
suffisantes pour qu'un réseau soit structurellement borné lorsqu’'on agrandit le réseau
existant en lui ajoutant des places et/ou des transitions. Ces résultats nous permettent
d'éviter de vérifier la bornitude structurelle du réseau global dans certrains cas. Profitant
de ces résultats, nous établissons une méthode d'aide a la conception de systémes a
événements discrets dans lesquels la bomitude structurelle est une propriété désirée. Dans
cette méthode, nous vérifions la bornitude structuelle & chaque étapé de la conception. Si,
a certaines étapes, le réseau n'est plus structurellement borné, nous proposons une

solution pour retrouver la bornitude structurelle.

Ce papier est organisé en 5 sections. La section 2 est un bref rappel de définitions et de
propriétés des réseaux de Petri. La section 3 présente les résultats principaux obtenus au
sujet de la bornitude structurelle. La section 4 présente une méthode d'aide a la
conception de systemes quand la bornitude structurelle est une propriété souhaitée, en
utilisant les résultats obtenus dans la section 3. La section 5 est la conclusion.



2. NOTIONS FONDAMENTALES SUR LES RESEAUX DE PETRI

‘Dans cette section, nous rappelons quelques notions fondamentales et des propriétés

importantes des réseaux de Petri.

Un réseau de Petri est un graphe bi-partie dont les noeuds sont des places et des
transitions, les arcs relient des places a des transitions et des transitions a des places. Un
réseau de Petri est souvent représenté par un quadruplet N = (P, T, A, W), oli:

P ={p,, Py, ---» Py} €st I'ensemble des places,

T ={t;, t5,....t, } est I'ensemble des transitions,

A est I'ensemble des arcs,

W est la valuation des arcs. C'est une fonction a valeurs positives entiéres.

Si (t, p) (resp. (p, t) ) € A, on dira que p est une place de sortie (resp. d'entrée) de la
transition t et que t est une transition d'entrée (resp. de sortie) de la place p. On désigne
par te (resp. ot) I'ensemble des places de sortie (resp. d'entrée) de la transition t, et par
pe (resp. ep) l'ensemble des transitions de sortie (resp. d'entrée) de la place p.

Une place (resp. transition) est dite place (resp. transition) source si ep =

(resp. ot = ). Une place (resp. transition) est dite place (resp. transition) puits si
pe =D (resp. te = D).

Une transition t est dite franchissable si le nombre de jetons dans chacune de ses
places d'entrée p € et est supérieur ou égal a la valuation de l'arc (p, t).

Si une séquence de transitions @ est franchissable pour un marquage M,, alors nous
arrivons a un autre marquage M aprés le franchissement des transitions de O, et nous
écrivons My —*— M. On dit alors que M € R(M), oll R(M;) est l'ensemble des
marquages atteignables a partir de M. |

Dans ce papier, nous supposons que les réseaux de Petri sont purs, c'est-a-dire qu'il n'y
a pas de boucles. Autrement dit ep "\ pe = &, Vp € P. Notons que les réseaux de Petri

impurs peuvent toujours €tre transformés en réseaux de Petri purs, et que cette

transformation ne modifie pas les propriét€s des réseaux.

Nous considérons la matrice d'incidence C_, de N, ou n est le nombre de transitions et
m le nombre de places. Cette matrice est définie de maniére suivante :
C=lcil,i=12,...,netj=12,..,m,



+w(t,p;) sip, et
;=1 —w(p;t;) sit, €p]
0 sinon

Dans la suite, C(li ) désigne la ligne correspondant a la transition t;.

Un réseau de Petri marqué (N, M) est dit k-borné ou simplement borné si le nombre
de jetons dans chaque place ne dépasse pas un certain nombre entier fini k>0 quel que
soit le marquage atteignable, i.e. M(p)<k, Vp € P et VM € R(M,).

Un réseau de Petri N est dit structurellement borné si le réseau de Petri marqué
(N, M) est borné quel que soit le marquage initial M. Autrement dit, un réseau de Petn

est structurellement borné si et seulement si il existe un vecteur Y strictement positif tel
que CY < 0. On montre de maniére équivalente qu'un réseau de Petri est structurellement

bomné, si et seulement si AX>0 tel que XTC 2 0.

Si un réseau de Petri N est structurellement borné, alors le réseau marqué (N, M) est,
borné. Mais si un réseau marqué (N, Mg) est borné, le réseau N peut ne pas €tre

structurellement borné.

Un réseau de Petri est dit conservatif s'il existe un vecteur Y € IN™ qui associe a
chaque place p un poids entier positif Y(p) de telle sorte que : M"Y = MyY = cte,
VM € R(M,) et VM,. Autrement dit, un réseau de Petri est conservatif si et seulement si

il existe un vecteur strictement positif Y>0 tel que CY = 0, ou de maniére équivalente,

AX tel que XTC 2 0.

Un réseau de Petri conservatif est structurellement borné, mais la réciproque n'est pas
vraie.

3. RESULTAS PRINCIPAUX

Dans cette section, nous €tudions la bornitude structurelle d'un réseau de Petri obtenu a
partir d'un réseau de Petri existant soit en ajoutant, soit en fusionnant des places et/ou des
transtions, ou bien en reliant deux sous-réseaux de Petri par des places. Avec les résultats
obtenus, dans certains cas, nous pouvons vérifier la bornitude structurelle du réseau
global en n'examinant qu'une partie du réseau. L'étude de la conservation d'un réseau de
Petri est similaire a celle de la consistance (voir Chu et al. 1994).



3.1. Ajout de places et/ou de transitions

Nous ajoutons des places et/ou des transitions a un réseau de Petri structurellement borné
pour construire un nouveau réseau. Nous €tablissons des conditions suffisantes pour que
celui-ci soit encore structurellement borné.

Propriété 1. (i) Quand on ajoute une (des) place(s) source(s) ( resp. transition(s) puits)
a un réseau de Petri structurellemnt borné, le nouveau réseau de Petri est toujours
structurellement borné.

(i1) Quand on ajoute une (des) transition(s) source(s) a un réseau de Petri structurellement
bomné ou non, le nouveau réseau de Petri n'est pas structurellement borné.

Remarque 1. Un réseau de Petri N de matrice d'incidence C est structurellement borné
si et seulement si il existe un vecteur Cy, 20 de dimension n tel que le réseau de Petri N'
correspondant a la matrice [C, Cp] est conservatif.

Résultat 1. Quand on ajoute une place a un réseau de Petri structurellement borné N de
matrice d'incidence C pour construire un nouveau réseau N1 de matrice d'incidence

C1=[C, C*], alors si rang(C1) = rang(C), N1 est structurellement borné.

Démonstration : Si N est structurellement borné, selon la remarque 1, il existe un
- vecteur Cp>0 tel que le réseau de Petri N', dont la matrice d'incidence est C'= [C, Cpls

est conservatif. Quand on ajoute une place p* a N on ajoute la méme place p* a N' pour
construire N1' dont la matrice d'incidence peut €tre écrite comme C1'=[C, C,, C*].

Puisque rang(C1)=rang(C), alors il existe un vecteur q tel que C* = Cxq, ce qui

implique que C* = [C Cb]x[g}sz[g]. Cette derniére relation signifie que

rang(C1")= rang(C'). Selon les résultats obtenus pour la conservation (voir Chu et al.
1994) et du fait que N’ est conservatif, on en déduit que N1' est également conservatif.
En considérant la remarque 1, on déduit que N1 est structurellement borné. Q.E.D.

Le corollaire suivant est immédiat d'apres le résultat 1.

Corollaire 1. Quand on ajoute un ensemble de places a un réseau de Petri
structurellement borné dont la matrice d'incidence est C pour construire un nouveau
-réseau N1 dont la matrice d'incidence est C1, si rang(C1) = rang(C), alors N1 est
structurellement borné.



Exemple 1.

On considere un réseau de Petri N (voir la figure 1) et la matrice d'incidence C :

t3 pl tl

p3 t2 p2
Figure 1. Réseau de Petnn N

On peut vérifier que rang(C)=2. De plus, N est structurellement borné car CY<0 avec
Y=[1,1,1]T,

On ajoute deux places p4 et pS a N pour construire N1 (voir la figure 2) dont la matrice
d'incidence est C1=[C, C*] :

3 pl 1

Figure 2. Réseau de Petri N1

On peut vérifier rang(C1l)=rang(C)=2. Selon le corollaire 1, N1 est structurellement
borné. Effectivement, le vecteur Y=[2,1,1,1,1]T nous permet d'obtenir C1x Y <0.

Définition 1. Un réseau de Petri est absolument borné s'il existe un vecteur Y>0 tel
que CY<O0.

Par définition, un réseau de Petri absolument borné est toujours structurellement borné. 11
faut noter qu’un réseau de Petri absolument borné peut €tre conservatif ou non

conservatif.

Résultat 2. Si un réseau de Petri est absolument borné, le nouveau réseau de Petri N1
obtenu en ajoutant des places a N reste absolument borné (donc structurellement borné)

quel que soit le nombre de places ajoutées.

Démonstration : La matrice d’incidence du réseau N1 peut €tre €crite comme
C1=[C, C*]. Puisqu’il existe un vecteur Y>0 tel que CY<O0 alors il existe un vecteur
Y*>0 dont les composantes sont suffisamment petites pour que



Y Y Y
ClX[Y *] =[C C*]x [Y *] = CY +C*xY *<(. Comme [Y *]>0, on déduit que N1
est absolument borné. Q.E.D.

Exemple 2.

On considere le réseau de Petri N (voir la figure 3) et la matrice d'incidence C :

-1 1 0 0

-1 0 1 0
C=

-1 -1 1

1 -1 0

Figure 3. Réseau de Petri N

On peut vérifier que N est absolument born€ car CY<0 si Y=(3,1,2,1]T et N est
conservatif car CY'=0 si Y'=[1,1,1,2]T.

On ajoute 3 places p5, p6, p7 2 N pour construire N1 (voir la figure 4) dont la matrice
d'incidence est C1=[C, C*].

| .
L
o —
- o
o o
- o

Figure 4. Réseau de Petri N1

N1 est absolument borné selon le résultat 2. En effet le vecteur Y=[5,1,3,1,1,1,1]T est
tel que C1xY<O0.

Remarque 2. Quand on ajoute un ensemble P* de places a un réseau de Petri
structurellement borné N=(P, T), si le sous-réseau de Petri N*=(P*, T) est
structurellement borné, alors le réseau global est structurellement born€. Ceci’est
équivalent a relier le réseau N et le réseau N* en fusionnant toutes les transitions (voir le
résultat 5, paragraphe 3.2).

Résultat 3. Quand on ajoute une transition a un réseau de Petri structurellement borné

N de matrice d'incidence C pour construire un nouveau réseau N1 de matrice d'incidence



C
Cl= [C *:], s'il existe un vecteur g0 tel que C* = qTC, alors N1 est structurellement
borné.

Démonstration : Si N est structurellement borné, alors il existe un vecteur Y> 0 tel.que
CY <0. Si en plus il existe un q > 0 tel que C*= qTC, alors le méme vecteur Y>0 permet

CYy
d’obtenir C1xY= |: T :l < 0. Donc N1 est structurellement borné. Q.E.D.

q

Exemple 3.

On ajoute une transition t5 au réseau de Petri N structurellement borné (voir la figure 3)

C
pour construire N2 (voir la figure 5). La matrice d'incidence C2='iC *jl est la suivante :

C2=

Figure 5. Réseau de Petri N2

On peut vérifier que C(LS, )= Ca, )+C(13, )» selon le résultat 3, N2 est structurellement

bomé. En effet le méme vecteur Y=[3,1,2,1]T est tel que C2xY<0.

Résultat 4. A un réseau de Petri absolument borné N, =(P, T{, A}, W,) dont la
matrice d'incidence est C], on ajoute un autre réseau de Petri N2=(P2, T,, A,, W,) pour
construire un nouveau réseau de Petri N. Si T, neP, = et tnP e # &, Vi e T,, alors

N est absolument bomné.

Démonstration : Le réseau de Petri N peut étre considéré comme construit en deux
étapes : ajouter un ensemble de transitions T a N pour construire N', ensuite ajouter un
ensemble de places P, a N’ pour construire N. Si N est absolument borné, alors il existe
un vecteur strictement positif Y>0 tel que C,Y<0. Quand on ajoute un ensemble de

o C :
transitions T, a N, la matrice d'incidence du réseau obtenu N' est C'=[ '}. Si
2i

T,NneP =D et tNnPe =P, VieT,, alors C;<0 et Cy(t, ) 20, Vt € T,. Ceci est
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€quivalent a ajouter un ensemble de transitions puits & N. Alors le vecteur Y>0 permet
aussi d'obtenir C,; Y<0, donc N' est absolument borné. Quand on ajoute un ensemble de
places P, & N' pour construire N, selon le résultat 2, N est absolument bomé.  Q.E.D.

Exemple 4.

On ajoute deux places pS, p6 et deux transitions t5, t6 au réseau de Petri N absolument
born€ de la figure 3 pour constuire N3 (voir la figure 6). La matrice d'incidence C3 est la

suivante :

C3=

Figure 6. Réseau de Petri N3

Comme {t5,16} N e{pl,p2,p3,p4} = D et tin {pl,p2,p3,p4}s = &, i=5,6, la condition

du résultat 4 est satisfaite et N3 est absolument borné. En effet un vecteur
Y=(3,1,3,1,1,1]T est tel que C3x Y<0.

Il faut souligner que si un réseau de Petri n'est pas structurellement borné, le réseau
obtenu aprés avoir ajouté des transitions n'est pas structurellement borné. En fait, si on
ajoute des transitions a un réseau de Petri N non structurellement borné dont la matrice
d'incidence est C pour construire un nouveau réseau de Petri N1 dont la matrice

. C ‘
d'incidence est Cl:[C* , comme N n'est pas structurellement borné, alors pour tout

Y>0,0na CY £0, onaégalement C1Y £ 0, donc N1 n'est pas structurellement borné.
Quand un réseau de Petri n'est pas structurellement borné, I'ajout de places est le seul

moyen de le rendre structurellement borné.

3.2. Fusion de transitions ou de places

Nous allons montrer que la fusion d'une (de) transition(s) de deux sous-réseaux de Petri

structurellement bornés ou bien d'un méme réseau de Petri structurellement borné



10

préserve toujours la bornitude structurelle. Ce n'est par contre pas toujours le cas pour la
fusion de places de deux réseaux de Petri structurellement bornés.

Définition 2. Fusionner deux transitions t; et t, (resp. places p, et p,) appartenant au
méme réseau de Petri ou i deux réseaux de Petri différents consiste a remplacer le couple
(t, tp) (resp. (py, P,)) par une transition unique t (resp. une place unique p) telle que :

ot =eot Uet, ctte =1t ®Ut,e (resp. ep = ep; LU ep, et p® = p; e Up) ®).

Définition 3. Fusionner deux sous ensembles de transitions T;' et T,' (resp. de places
P," et P,") appartenant au méme réseau de Petri ou & deux réseaux de Petri différents
consiste a fusionner les transitions de T, et T,' (resp. P’ et P,") deux a deux. Cela
implique que |T1‘|=|T2'| (resp. |P1'|=| Pz'l) o | x| désigne le nombre d'éléments de

I'ensemble x.

Résultat 5. (i) Le réseau de Petri obtenu en reliant deux sous-réseaux de Petri
structurellement bornés par la fusion de deux ensembles T,' et T,' de transitions est
structurellement borné.

(ii) Le nouveau réseau de Petri obtenu apres la fusion de deux ensembles de transitions

T, et T, d'un méme réseau de Petri structurellement borné est également

structurellement borné.

Démonstration : (i) Désignons les sous-réseaux de Petri structurellement bornés que
I'on souhaite relier respectivement par Nj=(Py, Ty, A) et No=(P3, T2, A2) qui ont

C C
respectivement pour matrices d'incidence Cl:[C“] et Cz:[CZI}’ ou C,, regroupe les

12 2

lignes de C; correspondant a l'ensemble des transitions T,' de N, a fusionner avec
I'ensemble de transitions T,' de N, correspondant aux lignes de C,; dans C,. On a alors
PNP, =0 et O#T,NT,cTyUT,. Nous construisons un nouveau réseau
N = N, U N, dont la matrice d'incidence est C en fusionnant les transitions de N et Np

C, O
définies ci-dessus. Alors C peut €tre représentée comme suit: C=|C,, C,,
0 C,

Comme Nj (resp.'N») est structurellement borné, alors il existe un Yy (resp. Y7) >0 tel
que C1Y ] <0 (resp. C2Y2 <£0). Alors le vecteur Y= [Y}, Y2] > O est tel que CY <0.
Donc N est structurellement bomé.

(ii) On considere la fusion de deux ensembles de transitions T}’ et T,' appartenant a un

méme réseau de Petri N structurellement borné. On peut alors réécrire sa matrice
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C ,
Cl' , ou C1' (resp. C2') regroupe les lignes correpondant a T;'

2

d'incidence comme C =

(resp. T2"). Comme N est structurellement borné, il existe un Y>0 tel que CY <0, donc
C,"Y<0 et C,"Y<0. Lorsqu'on fusionne les ensembles T," et T,' de transitions deux a

deux, on obtient un nouveau réseau de Petri N' dont la matrice d'incidence C' est

obtenue en additionnant les lignes T1' et T2' deux a deux de C,ie. C= C,/'+C,'|[. On

voit que tout vecteur Y>0 tel que CY < 0 permet d’obtenir C'Y<0, puisque
(C,'+C,)Y<0. Donc N’ est structurellement borné. - Q.E.D.

La fusion de deux transitions correspond au cas ou |T1' |=I T, I=1.

Exemple 5.

On considére deux réseaux de Petri N, (voir la figure 7) et N, (voir la figure 8)
structurellement bornés dont les matrices d'incidence sont respectivement C, et C,. On
fusionnne des transitions t3, t4 de N, avec des transitions t7, t8 de N, pour construire N

(voir la figure 9).
pl

-1 1 1 0 Olua.
p3 1 0 0 -1 -1|2

C =
4 -1 0 1 0 (3
0O -1 0 1 |14
pS pl p2 p3 p4 pS

2
Figure 7. Réseau de Petri N,

plO
0o 0 I -1h7
17 5
0 -1 0 1 O0h8
C =
p9 (i) 1 1 -1 -1 0[5
18 :
p7__p6 10 1 -1 1
[6V o p6 p7 p8 pY pio
p8

Figure 8. Réseau de Petri N,
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Commeﬂ- N, et N, sont structurellement bornés, les vecteurs Y]=[2,1,1,1,1]T et
Y2=[1,1,1,1,1]T permettent d’obtenir Clx Y <0et C,x Y,<0.

-1 1 1 0 0 0

1 0 -1 -1 0 0
0 -1 1 0 0 0 0 1 -l
0 0 -1 0 1 0 -1 0 1 0
0 0 1 1 -1 -1
K -1 0 1 -1 1|

Figure 9. Réseau de Petri N

Apres la fusion des transitions t3, 14 de N; avec des transitions t7,t8 de N,, on obtient

N. Selon le résultat 5, N est structurellement borné. Effectivement, le vecteur
Y=[2,1,1,1,1,1,1,1,1,1]T nous permet d'obtenir CY<0.

Résultat 6. Le réseau de Petri obtenu en reliant deux sous-réseaux de Petri
structurellement bornés par la fusion de deux places est structurellement borné.

Démonstration : Désignons les sous-réseaux de Petri structurellement bornés
respectivement par N,=(P;, T, W,) et N, = (P,, T,, W,) qui ont respectivement pour
matrice d'incidence C; = [Cyy, c;] et Cp= [c3, Cyp] 0l ¢; est la colonne de C,
correspondant a la place de N; a fusionner avec la place de N, correspondant a la colonne

¢, dans C,. En fusionnant les places définies ci-dessus, on obtient un nouveau réseau

N=N,UN, dont la matrice d'incidence est C = Cu “ 0.
0 ¢, C,

Y
Comme N, (resp. N,) est structurellement borné, alors il existe un vecteur Y = l: '.'J >0
Y

tel que C,Y,, +¢,y; €0 (resp. Y,= [iz

22

:’ >0 tel que C,,Y,, +c,y, <0). Alors le
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Yll
vecteur Y = y,{ >0 permet d'obtenir CY<0. Donc N est structurellement
(Y1 /y3)® Yy
borné. Q.E.D.

Exemple 6.

On considére deux réseaux de Petri N; (voir la figure 7) et N, (voir la figure 8)
structurellement bornés dont les matrices d'incidence sont respectivement C; et C,. On’
fusionnne la place p1 de N, avec la place p10 de N, pour construire N (voir la figure 10)

Cy, ¢, O
0 ¢ C,
correspond a la place p1 de N, (resp. p10 de N,).

dont la matrice d’incidence est C=[ ], ou la colonne c: (resp. c;)

[0 0 1 -1 0 07

-1 1 0 18

1 1 1 -1 90 (s

-1 01 -1 1 0 0 |6

€= 0 0 -1 1.1 0 O0]u
1 0 1 -1

-1 I 03

| 0 0 0 0 -1 0 1] a

p6 p7 p8 p9 pl p2 p3 pd4 pS

Figure 10. Réseau de Petri N

Selon le résultat 6, N est structurellement borné. En effet, le vecteur
Y=[2.2,2,2,2,1,1,1,1]T nous permet d'obtenir CY<O0.

Résultat 7. Le réseau de Petri obtenu en reliant deux sous-réseaux de Petri
structurellemnt bornés N;=(P;, Ty, Ay, W) et Ny=(Py, Ty, Ag, W3) de matrices
d’incidence respectives C, et C, par la fusion de deux ensembles P'cP, et P,cP, de
places est structurellemnt borné si au moins une des conditions suivantes est satisfaite.
(1) lexisteunie (1,2} telque:
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Vpe Pi‘, 3Y;, 20 tel que C;Y; , <0, ||Yi'p|| N Pi* = {p} et p;{y“Yi.P" =P.

(2) 3Y;>0 tel que C,Y;<0 et VpeP ,Y(p)=x;, Vi=l, 2.

Démonstration : Désignons par q le nombre de places a fusionner, c’est-a-dire que
I[Pl = 1P| =q.

Sans perte de généralité, la matrice d'incidence de N (resp. N,) peut €tre écrite comme :

G =[C“, C11s €120 o c,'q] (resp. C, =[c2'1, €22, -+» €295 Cn]), ou les colonnes

cy,; de Cy correspondent aux places de N; a fusionner avec les places de N
correspondant aux colonnes c; ; de C;. Nous construisons un nouveau réseau N=
N;UN, dont la matrice d'incidence est C en fusionnant les places de N, et N, définies

ci-dessus. C peut €tre représentée comme suit :

Chh ¢ €2 - ¢q O
C= )

0 ¢y €2 - Cq Cp
Condition 1 :

Supposons que la condition 1) soit vérifiée. Sans perte de généralité, on peut supposer
que le vecteur correspondant a la j-i€me place a fusionner est

* 7
TY,' ;
0

Yl =
+)
Y1

0

ol Y1,j>0’ Vi=L 2,...,q.
D'apres la condition 1), on sait que

ClYl.j =C11Y1tj +C1.jy1.j SO, ij 1, 2, .. q.

q
*
Y, + 2¢;y1,; £ 0. Comme on a en outre
1 j=1

e

q
On en déduit que C, Y Y, ; = Cy
=1 J

1l

q
u,“Yl,p“ = P}, on obtient Y Yl":j >0.
peP, por
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Comme N, est structurellement borné, on sait qu’il existe un vecteur-

’Y2,1 i
Y2

y2.q
L Y2

q
tel que C2Y2 = ZCZ,jyz’j + C22Y; <0.
=

On obtient : (y?-.j / YI,j)ClYl.j = (YZ.J / )'1,j)CHY1‘,j +Cl.jY2.j* VJ = 1,2,...,q.

g : q q .
On en déduit que C, 3 (y,,/y, )Y,, = X¢,;¥,;+C,, X(y,,;/¥:)Y:; <0. Comme on a
=t j=1 j=1

q .
en outre k.l)). Yl-p“ = P,, on obtient Z(Y2,5/Y1,j)Yl.j>0'
peP, j=1 ’
— : ‘ =
Z(,Ll()’z, iYL Y
Y2
' Y22 .
Le vecteur Y= . > ( permet donc d’obtenir CY<0.
Y2.q
I Y, |

Donc N est structurellement borné.
Condition 2 :

Si la condition 2) est satisfaite, on peut exprimer Y et Y, respectivement comme
Y =Y]h X1, X700 x0T €8 Yo=[x9, X9, ..., X9, YaoIT. Le veteur Y=[Y,1, x, x, ...,

x1, (x1/x2) Y25 1T > 0 permet donc d’obtenir

CY=[ CiY, ]<O
(x1/%)CoY, |

Le réseau N est donc structurellement borné. ' Q.E.D.
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Nous proposons un algorithme pour vérifier les conditions du résultat 7.

Algorithme 1 : Pour un réseau de Petri N= (P, T, A, W) dont la matrice d'incidence est
C, P* c P est I'ensemble de places a fusionner avec celles d'un autre réseau.

Pour vérifier la condition (1)

Résoudre le probléme de programmation linéaire suivant :

minz ZYP.[p]

pePp*eP?

sous les conditions :

> Y.[p1=1 VpeP

p*eP*

CY,.<0,Y,.20 Vp*eP*
Y.[p1=0 Vp'e P*—{p*}

La condition 1) du résultat 7 est satisfaite si et seulement si ce probléme a une solution

pour au moins un des deux sous-réseaux.

Pour vérifier la condition (2)
Résoudre le probléme de programmation lin€aire suivant :

maxYz,

peP

sous les conditions :

z, < Y[p] VpeP

0<z, <1 VpeP

CY<0 et Y20

Yip;]1 = Y(p;] Vp; € P*, Vp| € P*i # |

Si pour chacun des deux sous-réseaux, le valeur du critére donne le nombre de places du

réseau correspondant, alors la condition 2) du résultat 7 est satisfaite.

Exemple 7.

On considére deux réseaux de Petri N, (voir la figure 7) et N, (voir la figure 8)
structurellement bornés dont les matrices d'incidence sont respectivement C; et C,. On
fusionne respectivement les places pl, p4 de N, avec les places p10, p6 de N, pour

construire N (voir la figure 11) dont la matrice d'incidence C est la suivante :
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O_'»"—’O (1 1 0 -1 0 O - 07u
' ps . 0 0 -1 1 =1 : " i
-1 0 0 0 1 : . I3
2 co 0 -1 1 0 0 0 |14
0 0 -1 0 1 15
0 -1 0 16
1 1 -1 -1[
o - 0 1 -1 0 1 -1
p2 p3 p5 pt p4 p7 p8 P9

Figure 11. Réseau de Petri N

Il existe deux vecteurs Y21=[1,0,1,0,O]T et Y22='[0,1,O,1,1]T (correspondant a la figure
8) tels que CypxY5;=0 et Cy;xY,< 0. La condition 1) du résultat 7 est satisfaite, donc N
est -structurellement borné. Effectivement le vecteur Y=[l,l,l,2,1,2,1,2]T
(correspondant a la figure 11) nous permet d'obtenir C'Y<O0.

3.3. Integration de deux sous-réseaux de Petri par des places et recherche
du sous-réseau de Petri structurellement borné maximal

Dans ce paragraphe, nous cherchons dans quelle condition le réseau global est
structurellement borné quand nous relions deux sous-réseaux de Petri par des places.
Nous étudions aussi comment chercher le sous-réseau de Petri structuellement borné
maximal quand un réseau de Petri n'est pas structurellement borné.

Résultat 8. Quand on relie deux sous-réseaux de Petri structurellement bornés N,=(P1,
T1, A1, W)) et Ny=(P2, T, A2, W,) dont les matrices d'incidence sont C; et C, par un
ensemble -de places P*, si le sous-réseau de Petri N* = (P*, T, UT,, A*, W¥*) est
structurellement borné, alors le réseau global N=N;UN,UN* est structurellement borné.

Démonstration : La matrice d’incidence du résau de Petri N* peut étre écrite comme

-

2

C : o
C* = [CI:" ou C, (resp. C,) correspond & T, (resp. T,). Comme N* est

structurellement bomé, alors il existe un vecteur Y* > 0 tel que C*Y* <0, autrement dit,

ona
CY*<0et C,Y*<O. (1)

Par ailleurs, comme N, (resp. N,) est structurellement borné, alors il existe un vecteur
Y, >0 (resp. Y, > 0) tel que |
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C,Y, €0 (resp. C,Y, <0). @

La matrice d'incidence du réseau N obtenu aprés la fusion peut étre répresentée comme

Y,
C, C 0 :
-C=| ! ! . Compte tenu des relations (1) et (2), le vecteur Y = | Y*| > 0
0 C C -
Y2
: Y,
TN Cl C] 0 e <
conduita CY = . Y * | <0. Le réseau N est donc structurellement borné.
0 C, C, Y,
Q.E.D.

Exemple 8.

On considére deux réseaux de Petri Ny (voir la figure 7) et N, (voir la figure 8)
structurellement bornés dont les matrices d'incidence sont respectivement C, et C,. On
ajoute deux places pl1, pl2 pour relier ces deux réseaux et on obtient le réseau de Petri
total N qui est représenté dans la figure 12. La matrice d'incidence C est la suivante :

-1 1 1 0 0 0 - « o 0 1 -17u

1 0 0 -1 -1 10 0 2

0O -1 0 1 O 0 043

o 0 -1 0 1 O 0 :0 -1[4

€= 0 - 0 0 o0 1 -1 -1 1|7
0 -1 1 0 0 0|8

1 1 -1 -1 0 0 0[5

L0 0 -1 0 1 -1 1 -1 0]

pl p2 p3 pd4d p5 p6 p7 p8 p% p10 pll pl2
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Nous supposons que les places ajoutées (pl1, p12) et les transitions (t1, t4, 16, t7) qui
sont reliées a ces places constituent un réseau N* dont la matrice d'incidence est

CC*= L Il existe un vecteur Y*=[1,1]T tel que C*xY*<(0, donc N* est

structurellement borné. Selon le résultat 8, le réseau N est structurellement borné. En
effet, le vecteur Y=[2,l,1,1,l,l,l‘,l,l,l,l,I]T nous permet d'obtenir CY<0.

Dans le cas ou le réseau de Petri n'est pas structurellement borné, la recherche du sous-
réseau de Petri structurellement borné maximal nous permet de connaitre précisément la
cause de la non bornitude structurelle.

Définition 4. Un sous-réseau de Petri structurellement borné maximal du réseau de
Petri N=(P, T, A, W) est un réseau de Petri N' structurellement borné comportant toutes
les transitions de N et un maximun de places de N. Autrement dit, un N' est constitué de
T et des places correspondant aux composantes positives d'un vecteur Y20 tel que CY<
0. Le probléme consiste a chercher Y tel que |Y| soit maximal.

Propriété 2. Le sous-réseau de Petri structurellement borné maximal N' de N est
unique.

Démonstration : Similaire a la démonstration de l'unicité du sous-réseau consistant
maximal (voir Chu et al. 1994). Q.E.D.

L'algorithme 2 nous permet de trouver le sous-réseau de Petri structurellement borné

maximal.

Algorithme 2 : Pour un réseau de Petri N dont la matrice d'incidence est C, on peut
calculer le sous-réseau structurellement borné maximal N'du N :

Etape 1 : Résoudre le probleme de programmation linéaire suivant :

maxz Zp

peP

sous les conditions suivantes :
z, < Y[p] VpeP

0=<z <1 VpeP
CY<0 et Y20
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Etape 2 : {p/ Y[p] > O} constitue le sous-réseau structurellement borné maximal. Cet

ensemble peut €tre vide.

Remarque : Si Zzp = m, ou m est le nombre de places, le réseau de Petri est
peP
structurellement borné.

Les résultats obtenus dans cette section vont servir a la section suivante.

4. AIDE A LA CONCEPTION DE SYSTEMES

La bornitude structurelle est une propriété trés importante lorsqu'on congoit des systémes
de fabrication automatisés a I'aide des réseaux de Petri. Les places des réseaux de Petri
représentent souvent des stocks tampons. Dans la réalit€ industrielle, la capacité de ces
éléments physiques est limitée. Si une place n'est pas bornée, alors le stock tampon
représenté par cette place peut étre saturé et bloquer la production. La bornitude
structurlle permet d’éviter cette saturation quel que soit I'état initial du systeme. En
utilisant les résultats obtenus dans la section 3, nous développons un systeme d'aide a la
~ conception limité 2 la vérification de la bornitude structurelle.

Nous supposons que la conception de systemes se déroule par étapes successives. A
chaque étape, on ajoute une (des) place(s) ou une (des) transition(s) a un modele partiel
existant. Si a certaine étape, le réseau de Petri n'est plus structurellement borné, nous

proposons des solutions pour retrouver la bornitude structurelle.

Il y a peu de résultats qui peuvent s'appliquer quand on ajoute des transitions a un réseau
de Petri structurellement borné. Pour éviter cet inconvénient, nous adoptons une méthode
de conception plus restrictive. A chaque étape de 1a conception, quand on ajoute des
transitions, on n'ajoute soit que des transitions puits (ou transitions de sortie), soit que
des transitions source (ou transitions d'entrée). Selon la propriété 1(i), l'ajout des
transitions puits préserve la bornitude structurelle d'un réseau de Petri. Selon la propriété
1(ii), si I'on ajoute des transitions sources a un réseau de Petri existant, le nouveau
réseau n'est pas structurellement borné. Dans le dernier cas, nous proposons une
solution pour retouver la bomitude structurelle. Cela nous permet de vérifier la bornitude
structurelle seulement lorsqu'on ajoute des places. Comme les résultats obtenus sont des
conditions suffisantes, dans le cas extréme, on doit vérifier la bornitude structurelle du
réseau entier.
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-

Nous proposons une méthode d'aide a la conception représentée par la figure 13 en
utilisant les résultats obtenus dans la section précédente.

N=(P,T)
C, mn

* ' P"=pP-P'

calculer > T"= «P")
N ‘
accepter + A
ajouter
p*=*(T")

A

DIGep) L ou
non :

+ajouter P* ajouter T* * ‘ajoiner pr *ajoutcr T*
R =P+P*, m=m+|P 4 T=T+T*
- - T=T+T* +
e I e e
. T'= &
‘ oui
calculer
rl
non
oui @
non
Bt T=T"4T* [——
_ 3 ; non
N*=(P*T) oui m=m

non

satisfait
Re2

Figure 13. Organigramme du systéme d'aide a la conception
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Dans la figure 13,

1) N=(P,T) est un réseau de Petri dont C est la matrice d'incidence , P (resp. T) est
I'ensemble des places (resp. transitions) de N, m (resp. n) le nombre de places
(transitions);

. C
2) rest le rang de C, rl est le rang de C1=[C, C*] (resp. C1=‘:C *:'), ou C* regroupe

les colonnes (resp. lignes) qui correspondent a I’ensemble des places (resp. transitions)
ajoutées P* (resp. T*). | p*| (resp. I T*]) représente le nombre de places (resp.
transitions) ajoutées;

3) N'=(P',T) eét le sous-réseau de Petri structurellement borné maximal de N=(P,T), m'
est le nombre de places de N'; P" est défini comme P" = P-P';

4) T" est I'ensemble des transitions d'entrée des places P;'; p* est la place ajoutée pour
retrouver la bornitude structurelle. C'est une place d'entrée de toutes les transitions de
T

5) N*=(P*,T) est le sous-réseau correspondant aux places P*;

6) R€2 (resp. Re2) représente la condition du résultat 2 (resp. de la remarque 2).

On calcule le rang r et le sous-réseau de Petri structurellement borné maximal N' du
réseau de Petri existant N=(P,T) de matrice incidence C. Si m'= m le réseau de Petni N
est structurellement borné; sinon on obtient son sous-réseau de Petri structurellement

borné maximal.

Dans le cas ou N est structurellement borné, on peut ajouter un ensemble T* de

~

transitions pour construire un nouveau réseau N1 de matrice d'incidence Cl= |:C *] ou

les lignes C* correspondent aux transitions ajoutées. Si les transitions ajoutées sont des
transitions puits, selon la propriété 1(1), le nouveau réseau de Petn est structurellement
born€. Si les transitions ajoutées sont des transitions sources, selon la propriété 1(ii), le
nouveau réseau de Petri n'est plus structurellement borné. Donc il existe un vecteur Y>0
tel que CY<0 et C*Y£0. Si le nouveau réseau de Petri n'est pas structurellement borné,
nous proposons d’ajouter une place p* qui est la place d'entrée de toute les transitions de

0

T*. La matrice d'incidence devient
C* c*

], ou C*>0 et c*<0. Alors il existe un

Y .
vecteur [Y *]>() tel que les éléments de Y* sont suffisamment grands pour que CY<0 et

C*¥Y+c*Y*<(. Le nouveau réseau devient structurellement borné.
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Lorsque N est structurellement borné, on peut aussi ajouter un ensemble P* de places
pour construire un nouveau réseau N1 dont la matrice d'incidence est C1=[C, C*], ou les
colonnes C* correspondent aux places ajoutées. Si le rang rl de C1 est égal ar, selon le
corollaire 1, le nouveau réseau est structurellement borné. Si rl=r, il faut vérifier si le
réseau N*=(P*, T) satisfait la condition de la remarque 2. Si la réponse est positive N1
est structurellement borné, sinon on doit calculer son sous-réseau de Petri
structurellement borné maximal N1'=(P’, T). Si le nombre de places de son sous-réseau
de Petri structurellement borné maximal m'=m, alors N1 est structurellement borné.
Sinon on connait facilement 1'ensemble de places P"=P-P' qui sont exclues de N1' et
I'ensemble de transitions T" qui sont des transitions d'entrée de toutes les places'de P".
Les arcs entre P" et T" sont des valeurs enticrement positives. La matrice d'incidence de
¢ Ci{lr-r .

C, C"]ir , ou C'<0. Comme N1'=(P', T)
P P

—

N1 peut étre représentée comme Cl= [

1

est structturellement borné, il existe un vecteur Y'>0 tel que [ }Y'SO. Nous proposons

2

d’ajouter une place p* comme place d'entrée de toute les transitions de T". Donc la

Yl
cC, C 0
matrice d'incidence devient [ C‘ o *] , ol c*<0. Alors il existe un vecteur | Y" |[>0,
" c
Y x*

tel que Y* est suffisamment grand pour que C;Y'+CY"<0 et C,Y'+C"Y"+c*Y*<0. Le

nouveau réseau devient structurellement borné.

- 3

Quand N n'est pas structurellement borné, I’ajout des transitions n’améliore pas la
situation. Si I'ensemble des transitions ajoutées T* sont des transitions puits, T" reste
inchangé. Si l'ensemble des transitions ajoutées T* sont des transitions sources, alors
T"=T"+T*. Quelle que soit la situation, on ﬁcut toujours ajouter une place p* pour
retouver la bornitude structurelle. Lorsque 1’on ajoute un ensemble P* de places a un
réseau de Petri non structurellement borné alors que le réseau N*=(P*, T) satisfait la
condition du résultat 2 (i.e. absolument borné), le nouveau réseau devient
structurellement borné. Sinon il faut calculer son sous réseau de Petri structurellement
borné maximal N1'. Si m=m’, N1' est structurellement borné, sinon on se trouve dans la
méme situation que lorsqu’on ajoute un ensemble de places a un réseau de Petri

structurellement borné.
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Dans le cas ol le réseau de Petri n'est plus structurellement borné, nous proposons
d’ajouter une place pour retrouver la bornitude structurelle. Bien entendu, si cet ajout ne
correspond pas a l'objetif que l'utilisateur s'est fixé, il peut continuer la conception en

suivant son propre plan.

~ L’inconvénient de cette methode est que dans Ie plus mauvais cas, on est obligé de
vérifier la bornitude structurelle du réseau entier.

5. CONCLUSION

Dans ce papier, nous avons €tudi€ la bornitude structurelle des réseaux de Petri obtenus a
partir des réseaux de Petri existants, soit en ajoutant des places et/ou des transitions, soit
en fusionant des places ou des transitions, soit en reliant deux sous-réseaux par des
places. Utilisant les résultats obtenus, nous avons développé un systéme d'aide a la
conception qui permet de vérifier la bornitude structurelle quand on ajoute des places ou
des transitions a un réseau existant. Cette méthode nous permet dans certains cas de
vérifier la bornitude structurelle en ne considérant qu'une partie du systeéme.
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