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CALCUL DES MODES GUIDES DANS UN MILIEU
ELASTIQUE A SYMETRIE DE REVOLUTION

COMPUTATION OF GUIDED MODES IN ELASTIC
MEDIA WITH A SYMMETRY OF REVOLUTION

Lahcene CHORFI !

Résumé

Dans ce rapport, nous présentons une étude numérique de la propagation des ondes
guidées dans un milieu élastique hétérogene a symétrie de révolution. Ce travail est une
suite de I’étude mathématique que nous avons réalisée sur ce modele dans un récent rapport
[5]. Nous proposons un schéma numérique basé sur la méthode des éléments finis localisés
qui consiste a poser le probleme initial sur un domaine borné [15]. La méthode est validée
sur des cas connus puis testée sur des milieux hétérogenes.

Mots Clés

Elasticité hétérogene, Mode Guidé, Courbe de Dispersion, Seuil, Opérateur a résolvante
compacte, Eléments finis localisés. '

Abstract

In this report, we present a numerical analyvsis of the propagation of guided waves in
heterogeneous media with a symmetry of revolution. This work extends the mathematical
analysis which we have achieved on this model in a recent report [5]. We propose a numerical
schema based on the localized finite element method which consist to formulate the initial
problem on bounded domain [15]. The method is validated on well-known cases and tested
on others heterogeneous media.
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Heterogeneous elasticity, Guided modes, Dispersion curves, Thresholds, Spectral theory,
Operator with compact resolvant, Localized finite element.
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Chapitre 1

Position du probleme et rappels

On s’intéresse a la propagation d’ondes dans un milieu élastique occupant 1’espace
entier R?, et invariant dans la direction z3 ((O, 21, z3,23) étant un repere orthonormé).
De plus, on suppose que ce milieu présente une symétrie de révolution ; de fagon précise
les coefficients de Lamé (A, u) et la densité p sont des fonctions de la variable radiale

r = y/z? + 73 telles que :

1. A, pet pe L2°(RY)

2. Mr) = Ao, p(r) = looy P=Pess SiT2>R.

3.
0< A <Ay
O<pu. < py
0<p-<p4

ou, pour f € L2(R*) et f > 0, on a posé :

f_ =ess irif f(r), f+ = esssup f(r)

reR TGR*
Nous définissons les vitesses :
1
vy = (‘u;'a)2 :  vitesse des ondes S du milieu extérieur (r > R)
P
Aoo + 2400y 2 ) ..
vy = (—v—#) 7. vitesse des ondes P du milieu extérieur
Peo

La figure 1.1 représente le domaine de propagation.

On s’intéresse aux modes guidés par les génératrices du cylindre intérieur {(r, z3) : |r| <
R}, c’est a dire aux champs de déplacements u(z,t) = (u.(z,t), ug(z,t),us(z,t)) solutions



des équations de I’élastodynamique en coordonnées cylindriques (7,8, z3)-(cf.[7],(5]) dans
R? de la forme :

(1.1)

u(x,t) = u(r, ) exp t(wt — Pz3)

/  la(r, 6)*rdrdd < +o0
0

w et (B sont des réels qui représentent respectivement la pulsation et le nombre d’onde.

c(r)
i
Coo p= E f }__
C e
|
.
0 R r

Fig. 1.1 : le milieu cylindrique et les variations des coefficients élastiques.

En décomposant I'amplitude u(r,0) en série de Fourrier par rapport a la variable
azimutale 6 :

ur(r,8) = w(r)cosnb
ig(r,0) =  uz(r)sinnb
u3(r,0) = —iug(r)cosnd

on peut montrer que la recherche des modes guidés est équivalente a la suite des problemes
aux valeurs propres suivants [5] (n étant le numéro de ’harmonique) :

Trouver w€RY et w=(u,uus), u # 0 tels que:

( ~n(ﬂ)) —1(3@) + Bld—u - i(B;;u) + Bsu = w?pru dans D'(RY)
dr dr dr dr
et B luPrdr < oo

ou les matrices B, B;, 1 = 1,2,3, sont définies par :

(A+2u)r 0 0O

B = 0 pr 0
0 0 ur
A —np Pur l
B,=B,={ n\ - 0

—BAr 0 0



, .
(P4 2ut A o, n(A+3p) - o —BA
2 2 '
\ _,B/\ ....nB(/\—{-ﬂ) n /t +B2 (/\+2/-l)

Nous désignons par a,(f;u,v) la forme quadratique associée a Pn(ﬂ) :

an(Biu,v) = / (B@ dv + 31@ v+ Byu - dv + Bsu - v)dr Vu,v eV,
0 dr dr dr dr

V,, est un espace de Hilbert muni de la norme suivante :

l%f, :/0 <| P+ | du | +(u1 —7+'-u.2>2 N (%)2)7”(17”’

r

) du , n? +1 d ,
_ 1.
Vi /0 (|u| +| | + ;" (u? +u2)+n(7))r1 st on#

Cette forme est continue et coercive; elle engendre un opérateur autoadjoint A,(3) défini
par :

[

[

D(AL(8)) = {v € Vs A (B)u € H}

A, (Blu = L[——d—(B(ﬁ + Byu) + Bl-l}—t + Bglt] au sens de D'(R*)>
prt dr dr dr

ou H={uwe L} (R

)3 ru € L2(R*Y)?} est un Hilbert (espace support) muni du produit
scalaire :

(w,v) = / | wvprdr
0

La formulation spectrale du probleme P, (/) est donc :

Trouver w? € RYet w € D(A4,(8)),u # 0 vérifiant :
(Pa(B))

A.(B)u = w?u

Dans le probleme P , 3 apparait comme un parametre, w? joue le réle de valeur
p n par ; wh ]
propre et u celui de fonction propre associée.

L’analyse mathématique du probleme P,(3) a été menée dans ([5],[6]

). Rappelons
I’essentiel de ces résultats.

On montre que le spectre essentiel de lopérateur A,(f8) est l'intervalle [§2v2, +o0] et
que A,(B) n’admet pas de valeurs propres dans 'intervalle |3?v? vy, +00l, la borne ,321) étant



’'unique point d’accumulation possible pour les valeurs propres. Dans certaines situations il
peut exister des valeurs propres plongées dans le spectre continu, c’est & dire dans I'intervalle
[vZB%,v26%] (cf. [12]). Les résultats concernant le spectre discret o4(n) de Popérateur A,(f3)
sont résumés dans le théoreme suivant :

Théoreme 1.1 ([5]) Posons Nu(B) = card(oq(n)) et N(B) = 2, Nu(B). Alors

i e
VB3, N(B) est fini

St / - —— p7d7 > 0 alors Ny(B) > 1 pour tout

(n) 20, m € N tel que :

m

St Uhypothese (%) < v? est réalisée, alors 33
Brm(n) < B < Brii(n) = ou(n) = {ST(B) »57(8), S8}

Bi(n) / +o00  quand m — 400

teme

Le nombre §;,(n) est appelé m sewil,

B;(0) >0, Br(1) =0, Bi(l) >0, fBr(n) > Cn—-1)sin > 2 (C étant une
constante qui dépend de (A, p))

P

o Ym limsup
B—too PP

Sn(8) < (N)

- On montre que les seuils 3}, (n) vérifient I'équation variationnelle :

Théoreme 1.2 ([5]) Pour tout m € N*, f:.(n) sont solutions du probléme suivant :
Trouver B € RY tel qu’il existe u vérifiant :

(Sn) u € Wn, U # 0

(171(,8:, U, ‘U) =0 Yv € ‘/Vn

avec
. b — . 2' '2 y 11
qn(ﬁa u, U) - (I.n(/j, U,,'U) - 5 LS(U, l')
W, est un espace qui contient strictement 1/, il admet toute fonction w = (uy,uz,uz) qui
vérifie tous les axiomes de V;, a ’exception du voisinage de 'infini ot on n’impose pas aux
composantes /Tu; et \/ru, d’appartenir a L.
Ce rapport compléte 1'étude théorique faite dans le rapport [3]. Le but est de proposer
un schéma numérique qui permet le calcul des modes guidés (solutions du probleme P,(f}).
Plus précisemment, il s’agit de :



(1) déterminer les seuils,
(i) tracer les courbes de dispersion § — SZ(8) ,

(ii1) obtenir les champs de déplacement correspondants.

Présentation.des résultats.

Au second chapitre , nous donnons une nouvelle formulation du probleme P,(5)
équivalente mais posé sur un intervalle borné. L'idée consiste a construire 'opérateur de
”Dirichlet-Neumann” qui sert a relier la solution analytique du probleme extérieur a la
solution numérique du probléme intérieur. Le chapitre 3 est consacré a la discrétisation
de ce probleme par éléments finis et a l’analyse d’erreur de l'approximation. Dans le
choix des espaces d’éléments finis, nous avons tenu compte de la singularité du probleme.
Enfin, on obtient un probleme matriciel qui convient a la mise en ceuvre sur ordinateur.
A notre connaissance, une telle étude n’a pas été faite auparavant avec la précision
nécessaire (théoreme de convergence et estimations d’erreur). Par contre, il existe dans
les revues d’acoustique des travaux qui ont abordé 'aspect numérique mais de maniere
non rigoureuse. Nous pouvons citer I’article d’A.D. BURDEN [3] qui donne des résultats
numeériques concernant la propagation d’ondes de surface le long d’une cavité cylindrique
de section elliptique, et les articles de LAGASSE ([14],[18]) ou on approche par éléments
finis les ondes élastiques dans les guides topographiques.

Pour le calcul des seuils, nous présentons, dans le chapitre 4, une méthode numérique
qui reprend les idées du chapitre 2. On arrive a la conclusion (au moins dans le cas n = 0)
que I’équation des seuils est un cas limite de ’équation de dispersion.

Dans le cinquieme et dernier chapitre, nous présentons les résultats numériques. Pour
valider la méthode proposée, nous comparons certains de ces résultats avec la solution
exacte d’un probleme modele qui est calculée en annexe. Enfin nous effectuons des
expériences numériques dans une situation a coefficients variables afin d’illustrer le guidage
dl a des hétérogénéités du milieu.



Chapitre 2

Approximation numérique des valeurs propres
discretes

2.1 Introductibn

Ce chapitre est consacré a I'étude numérique du probleme P,(f). Ce probleme est posé
sur 'intervalle non borné ]0, +oc[, ce qui présente des difficultés. Dans notre cas il est
possible d’obtenir un probleme posé sur un intervalle borné et rigoureusement équivalent
au probleme initial. Pour cela, on utilisera la méthode des éléments finis localisés étudiée
par M. LENOIR [15] dans le cadre de I'hydrodynamique navale et également utilisée par.
A.S BONNET (2] pour le calcul des fréquences de coupure dans les fibres optiques.

La méthode consiste a relier deux représentations de la solution, I’'une étant numérique
sur l'intervalle ]0, R[, et I'autre analytique sur 'intervalle |0, +oo].

Avant d’exposer la méthode, introduisons quelques notations.
Désignons par I =)0, R[ et I' =]R, +oof.

Pour J = I ou I', on pose :
H(J) = {ue L2, (J)% Vrue LAY |} =/J|u|2prdr
Va(J) = {u];: w € V., };  imunis des normes induites. -

L’espace V, a été introduit au chapitre 1. H(J) et V,(J) sont deux espaces de Hilbert.

d dv d
a)(B;u,v) = / [(B——d" + Bzu) : —d“ + B ——dlf v+ Bau - v] dr, w0 € Vo(J)
J r N 7 7

[0 7]



2.2 Formulation de P,(f#) sur l’intervalle [

N

Introduisons le probleme auxiliaire suivant :

Trouver u € V,(I') vérifiant :
(Qn(w, B)) A.(Bu =w?u sur [’
u(R)=¢, ¢ donné

Lemme 2.1 5i0 < w < Bv,, Q..(w, B) posséde une solution unique u = R(w, 3)¢. De plus
R(w, ) est un opérateur liné€aire born€é qui vérifie :

< C18%* + Cy

cR H(I) = B2 — w2

(2.1) [ R(w, B

Preuve Le lemme est une conséquence du Lemme de Lax-Milgram et de la coercivité
de a!'(B;u,v). En effet en reprenant la démonstration de la proposition 2.12 de la [5], on
établit I'inégalité :

a,’:(ﬁ; u,u) — ﬂ%f”u”% = b,lll(ﬂ; u,u) >0 Yu € V,o(I)

L’expression de b%'(B;u,u) sobtient a partir de b,(B;u,u) (cf. [5], formule (2.9)) en
intégrant sur l'intervalle I'. '

L’espace V,, o(I’) est défini par :
ViolI') = {u € V,(I'); w(R) =0}.
Par conséquent 'opérateur A, o(/3) défini par :
D(Ano(B)) = {u € Vaoll'); An(B)u € H(I')}
Ano(Bu = Ag(Bu sur I

est autoadjoint et possede un spectre inclu dans l'intervalle [3?v?, +oof.
Nous construisons un relevement de ¢, noté us, de la facon suivante :
us(r) = w(r — R)¢

avec w € D([0,+o0[) , w(0) =1et 0 <w < 1.

Posons
U=U-—Ugp
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Alors le probleme Q,(w, 8) est équivalent a :

. [ Trouver @ € V, o(I') vérifiant :
Q—n(w’ /H) {
avee f = —(An(B) — wPYup.
Comme w? < B%?, w? n’appartient pas au spectre de A,o(B), et Q,(w,3) posséde une
solution unique qui vérifie :
A0l

ﬂzvf — w?

(Ano(B) —w?)a = f € H(I')

laflr <

D’autre part on peut établir les inégalités :

luollr < Clé|

Ifllr < (C18* + Co)ldl

ce qui entraine :
(O 52+ Co)

F2e? — W2

el < Hlalls + JJusllr < |9

Ainsi le lemme est établi. a]

Remarque 2.2 L’expression analytique de la solution u(r) est donnée par ([8], page 776,
formules (8.9.17)) :

(2.2) u(r) = A7) + BuxP(r) + CaxP(r) (v > R)

n

avec

e Ky () = 2K ()
.

xWr)=1 —ZK(k)
/3 1\’71 ( I“l T)
n .

UK har)
NI = | koK (har) + ’,—f]\',,(k2a~)
0
3 (e ko) + 2 (k)
(r) = ;3"7—"1\',1(A~.27~)

—hk3 Ko (kyr)
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ou

w? w?
) o

Les coefficients (A, B,,C,) vérifient :
(Ana an Cn)t = bry:1¢ )

Un = (x0(R), xP(R), X (R))

2.2.1 Opérateur de Dirichlet-Neumann

Avec u € D(A,(B)), on pose :

l
t2(u) = B— % Bau
dr

Comme

An(Blu = ;1;{ - %(tﬁ(u)) + Biu+ Bau} e H

on voit bien que t°(u) appartient & H} _(R*)3 de sorte que la trace ¢?(u)(R) est un vecteur

loc
de R®. .
Remarquons que t7(u) est lié a la contrainte radiale o(#)e, du déplacement :
. cos nf :
u(r,0,z) = u(r) (sin n0) exp(—15z)
par la formule :
1 cos nd :
~ — 4P -
o(a)e, = 7_tn(u) (sin m9) exp(—i8z)

Dans notre cas, 'opérateur de Dirichlet-Neumann est une matrice (3 x 3) définie par :

Ba(w, B)¢ = tgoR(w,/})qb’r . SIER’

B, (w, B) admettant la décomposition suivante :

9
&mm=%nw‘

avec

()
2u ; ;
= (X D(R), XD (R), XD (R))

Apres calcul, on obtient les coefficients de la matrice T, :
(TH = [n?+n+ LRYB + kD) Ka(kyR) + kyRK,o (ki R)
T712 = —n [(Tl + 1)1\’,1(}{?2}2) + kgR[\’n_l(kgR)]

T = —B[(n?+n+ R%A2)K,(koR) + ky RKn_(k2R)]
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(T? = n[(n+1)K.(kR) + by RK,,_; (k1 R))
2 ) R2k2
dr2 = _(n24as Ko (kyR) = ky Ry (ko R)
T2 = -nB|(n+1)Kn(k2R) + k2RKy_1(k2R))]
(T® = —BR[nK.(kR) + kyRK._;(kR)]

n

T32 nﬂTRKn(kgR)

\

R
T® = (B + k) [nKa(kaR) + ks RK ooy (k2 R))

Ces formules sont valables lorsque n = 0, il suffit d’identifier les fonctions K_;(r) et I(;(r).

Nous avons mené les calculs jusqu’au bout dans le cas particulier n = 0 (cas axisymétrique)
et obtenu les coefficients de la matrice By(w, 3) = (b;;) :

.b12 = b21=b23=b32=0 )

~ - RY(A? — kD)
b = feo [k%S(klR) — B%S(k;R) - 2]

_ Rk
by, = ~Hoo [2 + S(sz)]
by = poo( B2 — k3)S(k1 R)S (k2 R)

k3S(kiR) — B2S(k2R)

o k2 (S(k1R) — S(k2R))
bar = bis = poofiR [k%S(klR) ~ PS5k R) l]

avec

aNy(x)

Sa) = Ro(2)

2.2.2 Position du probléeme P!(3)

Dans ce paragraphe nous montrons que le problénﬁe P,(f3) est équivalent a un probleme
PI() posé sur I'intervalle I.

Nous énongons P/(3) comme suit :
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( Trouver w > 0 et u € V(1) ,u # 0, vérifiant :
— 2 .
P1(B) ) An(Blu = wiu sur I (E)
du
B— + Byu = Bp(w, B)u(R) (C.L)
dr r=R

A Daide d'une intégration par parties et en utilisant la densité de D(]0, R])® dans V,,(I),

on montre que P!/(B) est équivalent a la formulation variationnelle :

Trouver w > 0 et u € V,(I) .u # 0, vérifiant :
P(B)
al(Biu,v)= < By(w, B)u(R), v(R) >= «?(u,v); Vo € V,(I)

Théoreme 2.3 . 1. Si (w? u) est une solution de P,(f3) alors (w?, u|;) est une solution

de PI(B).

2. Réciproqguement, si (w? u) est une solution de PI(B3), il existe un prolongement
(unique) @ tel que (w?, 1) soit solution de P,(3).

Preuve Soit (w2 u) une solution de P,(f3), alors u vérifie 'équation A(B)u = w?u sur

du

dr

R*, par suite u|; vérifie (E). La condition limite (C.L) est vérifiée car B— + Bou =

t?(u) € H.(R*), et donc t?(u) est continue a I'interface r = R.

Inversement, supposons que le couple (w?, 1) soit une solution de P!(3).
Posons :

Uy = R(w./j)u](R)
et

up sur [
u=

wy, sur I’

Comme uy(R) = u (R) , le principe de recollement entraine que u € V,, .

D’autre part, par construction, u vérifie I’équation A, (S)u = w?u sur R* ce qui implique
que u est une solution de P,(3). Remarquons enfin que le prolongement de u; est unique
(d’apres le lemme 2.1). o

Nous introduisons la forme bilinéaire ¢, (w./3; u, ¢) définie par :
en(w, By u,v) = al(B;u,v)— < Bn(w,3)u(R),v(R) > wv € Vio(l)

Cette forme est continue et symétrique sur ¥, (/).

On a le résultat de coercivité suivant :
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Proposition 2.4 Il existe A € R et C > 0 tels que :

(23) cn(wsﬂ;u,u) + A”u“% 2 C”u“%/n(l) Vu e Vn(I)
La démonstration utilise le lemme suivant :

Lemme 2.5 [l eziste deux constantes Cy et Cy (qui dépendent de R) telles que, pour tout
u € Vo(I) et pour tout 0 < e < 1, on ait :

C, (R R
(2.4) lu(R)[? < L / lulPrdr + Cse / Su(1)dr
_ ¢ Jo 0 :
avec
' rl|? sin=0,1;
2. On(u) = u)?
( 5) (‘U.) { l"ll.l|2 + BL_I_ sin 2 2

Preuve Soit u € V,(I). Si n > 2, alors /ru € H'(1)? et ]‘iné Vvru = 0; ce qui justifie la
formule : R .
R|u(R)|? =2 \/7_"11;—(\/7_'11)(17'
0 dr
et entraine, pour tout € > 0 :

2
dr

1 R R1d
2 2 2 @ .
Riu(R)|* < 6/0 |u|*rdr + e/o Idr(\/;u)ch
R R 2
l/ [u|*rdr + 26/ (7‘|u'|2 + |_“|_> dr
¢ Jo 0 T

L’inégalité (2.4) est prouvée. Maintenant, si n = 0,1, on a (voir [5], chapitre 2) :

A

rue HY(IP et limru=0

r—

donc
2 2_ o (B d
R*|u(R)|* = 2/ ru— (ru)dr
0 dr
d’ou
1 (R Rid :
R*|lu(R)|*? < —/ |'(1.I27‘(l7‘+6/ —(ru)dr| dr
€ Jo o {dr

Ci(R)

€

(A

R . R v
/ fuf’rdr + C»'g(R)e/ ' |Pdr
0 Jo

Le tout est vrai. C ' o
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Preuve de la proposition 1.4

Soit u; € V,(I); nous posons :

Uy = R(w, ﬂ)u;(b’,)

et
q= {ul sur
T lup surl’
On vérifie , sans difficultés, que :
(2.6) cn(w, By uy,uy) = an(Bia,u) — w2(u2, Ug)

La coercivité de a,(f;.,.) (cf. [5], formule (2.1)) entraine :

[ 1 )
(2.7) anlB; i, @) > ‘p’—ﬂ?nan? + g,t_/o D, (i@)dr
+ .
avec d ) ,
241 o
D.() |;l%|2 (—n—+—)-(ﬁ;"+22§)+zr-&§ sin#l;
1) = . -y N
I%lz M-f—l:—% sin=1,;

ou (’111,'&2,’&3) = u.
En tenant compte simultanément de (2.6) et (2.7) on a :
. > 2 2&: _ 2
cn(w’ﬂvulaul) - ﬂ ”’lt1||1 LU “uzlll'
P+
+ —it / Dy (uy)d

D’apres le lemme 2.1 il existe une constante C(w, 3) > 0 telle que :
ezl < Clw. )| (R)[?
ce qui entraine avec (2.4) :

<C 1w, f)

luall7, <

||u1||,+C2w/3 / D, u,d)

Comme w > ﬂ——, on déduit
P+

Cn(“%ﬂ?“lvul) 2>

S C
i Gt | N
P+ €p- P+

K , 2f- 2 R
+ [.5 — Caylw, B) </3 - w>]/0 Do(uwy)dr
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Nous choisissons € pour que :

B 2
3 eCz(wﬂ)(,B—-—w)>0

puis A tel que :
A > ;ﬂZM— Cl(w ﬂ) (ﬂ2#" w2)

P+ €p-

Avec ce choix, il existe une constante C(w, 3,€) > 0 telle que :

en(w, By ur, w) + Mull; 2 Clw, B, llusllv,

Nous avons prouvé en méme temps l’existence d’une constante C' (qui dépend seulement

de R) telle que :
c (A= -\’

ce qui acheve la démonstration. o

lluil|F

Notons par C,(w, ) Popérateur engendré par la forme quadratique ¢,(w,S;.,.) de
domaine :

{ D(Ca(w, B)) = {u € Vall); Au(B) € H(I); t(u)| _ = Ba(w, BYu(R)}
Co(w,B)u = A (B)u sur ]

Corollaire 2.6 L’opérateur C,(w, B) est autoadjoint et a résolvante compacte. Son spectre

{ A (w, ﬂ)}keN' vérifie :

() M(w,B) S M@, 8) s Jim (o, 0) = +oo

. po__C [(Po-e)
(ii) Ay(w,B) > ﬂzz e (ﬁzvz = uﬂ)

Preuve Le résultat découle du lemme de Lax-Milgram et de !'injection compacte de
V.(I) dans H(I). o

Corollaire 2.7 Pour 0 < w < fv;, les deur propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) w? est une valeur propre de A,(3)

(i1) ke N*/ M(w,B) =w?
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Preuve C’est une conséquence immédiate du théoreme 2.3.
Conséquence.

L'équation A¢(w,B) = w? caractérise la relation de dispersion du mode guidé d’ordre
k. Dans le prochain chapitre, nous approcherons numériquement la valeur de Ax(w, 3), ce
qui nous permettra de résoudre numériquement cette équation implicite par rapport a w.
La fonction propre de A,(B), associée 3 w?, sera alors I'unique prolongement sur R de la
fonction propre de C,(w, ) associée a A (w, B).

Théoreme 2.8 Pour k € N™ et 3 > 0 fizés, la fonction :
wr— A(w, B) — w? (0 < w < Buy)

est continue et strictement décroissante.

Preuve Pour (8,A) € R} x R, on introduit 'opérateur A,(8, ) défini par :

D(A(B,A)) = D(Ax(1))
An(B, N u = A, (B)u — Ayju  avec x(r) = { 1 surl/;

0 ailleurs.

L’injection de V, (I) dans H(I) étant compacte, I'opérateur :

Var— H: u— Ayju

est compact. Ainsi A,(83, A) est une perturbation compacte de A4,(3). On en déduira, par
le théoreme de Weyl [19] que :

aess(An(ﬂ\/\)) = Oess(An(.'B)) = [52’03700[

0(Au(BN) = {SH(BA) 1<m<N(BN}

ou les nombres 57, (8, A) sont définis par :

Sn(B,A) = sup ( inf an(B;v,v) — (v,v),)

fri,v2,.cum) \ v€{vy, v um)t ”v“2
v#0

1- Montrons ’équivalence :
(2.8) Im e N/ SE(BAN) =w<= ke N/ Iwf)—wr=2A
(<) Si M = A + w? alors il existe u € V,(I), u # 0, tel que :

(2.9) al(B;u,v)— < Bu(w, B)u(R),v(R) >= () + W) (u,v); Yo € Vu(I)
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D’autre part, si v’ = R(w, f)u(R), on a :
(2.10) al'(B;u',v")+ < B,(w, B)u(R),v(R) >= W (x',v') W' € V,(I)

En posant :
Q= {u sur [ ;

u' sur ['.

les équations (2.9) et (2.10) entrainent :
an(B;%,0) — Mu,v); = W¥(a,0) Vo€V,

ce qui est équivalent a :
An (B, M)t = Wi

donc il existe m € N* tel que :
Sn(B,A) = w?

~'m

(=) Inversement, supposons que S7.(/3,A) = w?. Alors il existe & € V,,, @ # 0, tel que :
(2.11) @ (B; 1, 0) = DU, D) + Mu,0); Vo€V,

Avec la décomposition :

{{t = u+u avec u=yxsu

v = wv+4+v avec v = v

’équation (2.11) s’écrit :

(2.12) al(Biu,v) + a,lll(ﬂ; w ') — W v = (A + w?)(u, v);

Comme
A (B — du =t sur RY

la fonction u' vérifie :

AP =% sur I'

donc

u' = R{w. B)u(R)

et

af(/}; vy = )y = = < Ba(w. Bu(R). v(R) >
ce qui entraine en prenant en compte (2.12) que
' a,’l(,!};u,'v)— < Bu(w. ) u(R), v(R) >= («? + M) (w.v)s

Ainsi il existe k€ N* tel que w?+ ) = \(w. 3).
2- Le principe du Min—Max entraine que les fonctions :
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X — ST(B,A)

sont décroissantes. Supposons maintenant que S% (3, A) reste constante et égale & w? < §%v?

3
pour XA € [A;, A;]. D’apres (2.8) cela signifierait que A +w? appartient au spectre de C,(w, §)
ce qui est impossible puisque ce spectre est purement ponctuel. Donc la fonction S7*(8, A)
est strictement décroissante des que ST(3,\) < %2

I apparait d’apres (2.8), au moins formellement, que les fonctions
w? — A(w, B) — w? sont les inverses de A — S™ (8, A), donc strictement décroissantes.
On peut démontrer rigoureusement cette affirmation comme il a été fait dans le travail de
P. JoLy et J. TLILI ([9], théoreme 2.3).

Remarque 2.9 Supposons que le profil du milieu vérifie la condition :

inf (-'lf

2
<v
rel p) s

Alors, moyennant la technique du théoreme 3.3 de [5], on prouve que :

Jim A(w,8) < B (B> Bi(n) fixé)
Ceci joint a I'inégalité (ii) du corollaire 2.6 entraine I’existence d’une solution unique de
Péquation A\i(w, ) — w? = 0 dans 'intervalle [52‘;—;,/321)3 [ Ce résultat est en accord avec

la définition de B;(n).



Chapitre 3

Discrétisation de ’opérateur C,(w, )

3.1 Introduction

Le but de ce chapitre consiste & approcher numériquement les valeurs propres et les
fonctions propres de Cp(w, 8) (w < Bv,). Nous allons utiliser une méthode d’éléments finis
basée sur la formulation variationnelle P!(8). On introduit un sous-espace V, 4(I) C V,(I)
de dimension finie M'(h) (h étant le parametre de discrétisation) et on cherche A € R pour
lequel il existe up € V,, 4(I), up # 0, solution de I’équation :

(Pn,h(wyﬂ)) V’Uh € Vn,h(]) Cn(wa ﬁv Uh, vh) = A(‘u'h,vh)l

Alors les valeurs propres de P, ,(w, ) forment une suite croissante (cf.[10]) :

Aa(w, B) < Agplw, B) £ ... L Axvmyn(w, B)

et il existe une base orthonormale {w,, 4} de V,, x(I) dans H(I) formée de vecteurs propres
tels que :

(31) V'Uh € Vn,h(]) C'n(wy ,/-’7); W,k s U/l) = ’\m,h(“’m.ha vh)l (1 S m S N(h))

Si Bop = {®;}, (1<5< N(‘h)) est une base de V,, 4(I), on cherche u, sous la forme :
N(k)

Up = Z qu)j
=1

Alors le probleme P, ;(w, 8) est équivalent au probleme matriciel :

I =(6, ) ERY, ££0 et AeR tels que:
(3.2)
CE=AME
ou la matrice de rigidité C = (C'(w, B; h) et la matrice de masse M = M(h) sont données

par :

C,',J’ = cplw, 5. 9;, (I),)
M;; = (9., 9,), (1 <i,5 <N(h))

20
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C’est la forme matricielle (3.2) qui est utilisée pour le calcul numérique sur ordinateur.
Dans ce chapitre nous allons proposer une base B, ; qui garantit la convergence :

}lll_l’.r(l)lz\m,h —An]=0

im f[wmh — wallv, 1) = 0

Du point de vue pratique, il est important d’utiliser un schéma d’ordre élevé, c’est a dire
des estimations d’erreurs de la forme :

|Amh — Am| = O(h**1)

||wm.h - “-’m”\",,(l) = O(hk)

Pour atteindre cette précision (du moins théoriquement), il est nécessaire de tenir compte,
dans le choix de B, ;, de la singularité du probleme continu a l'origine. Dans ce cas la
régularité des fonctions propres joue un role essentiel dans ’analyse d’erreur.

3.2 Interpolation des fonctions propres

Dans ce paragraphe, on définit un opérateur d’interpolation de Lagrange puis on établit
des estimations d’erreur d’interpolation sur les fonctions propres de C,(w, 8).

Hypotheses sur (A, p) :

A(r) et pu(r) sont deux fonctions lipschitziennes par morceaux, c’est a dire qu’il existe une
partition de l'intervalle [0, R], Rp = 0 < R; < ... < R, = R, telle que (A, p) € WH>(I})?,
It =]Ri_1, Ri[, k € [1, p]. Notons cet espace L,,. '

Rappelons le résultat suivant sur la régularité des fonctions propres (cf. [5], chap. 4) :

Théoréme 3.1 Supposons que (A.p) € L,y €t p € L™(I). Soit w une fonction propre de
An(B). Alors w e H*(1,). k € [1,p], et v vérifie sur I; =)0, Ry[ les estimations suivantes :

1. 5Tn=0,o0na:
2
Dl )+ rlua()] + Jug(r)] < Crllull g g,y
=1
2.85n=1,ona:
[ua(M)] + fa (M) + L ()] < Crllufln e
lus(7) + wa(r)] < Cr2|lull )

i (P)] + Jua(P)] + [ua(r)] - < Cllulla )
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3. 85in>2 0ona:
lui(r)] < CT“u”Hl(Il)s (z = 1,2,3)

Remarque 3.2 Les conclusions du théoréeme 3.1 demeurent valables si u est une fonction
propre de Cy,(w, B) car u est la restriction a I d’une fonction propre de A,(B).

R : .
Soient N € N et h = —. A ce pas h, nous associons les points :

N
ri =1th; 0<i:<N

qui subdivisent I'intervalle I en N sous-intervalles A; =]r;,r;11[, 0 < ¢ < N—1, de longueur
h. Par commodité nous supposons que les bornes Ry, 1 < k < p, appartiennent a la suite

(i)

Considérons la suite de fonctions ¢;, 1 <1 < N, définie par :

éi(r) = { 1 - |7°;7‘;’| sir Elricririnls on(r) = { 1 — Rh_ T osi €JR - h, R[;
sinon 0 sinon .
et la fonction @, telle que :
1 sid<r<h;
<231(7‘)= 2—% sih<r<2h;
0 sinon
$1(r) Bu(r)

] ' J

| \
1 - | 1 o> I

0 h 2h 0 b 2h

I'ig 8.1 : fonctions de base.

Pour tout v € H'(I) on pose :
N

o =) v(jh)e;

7=0
Rappelons le résultat classique d'interpolation ([10]) : si v € H?*(I}). alors 3C > 0 telle
que : '
(33) “'U — vh“[;(,k) + Il”'UI -— ‘U;lHL’z”k) S (-'112”.0””2(11:)
Introduisons ’espace de Hilbert :
» Ry Kl
‘ 207y . _ Aol L1242 PN g
W(h) = {v e L2(0) < ol _/O (rfol? + rle'? + ==)dr < +oo}

D’apres ([5], propriété 2.5) toute fonction v € W (I,) est continue sur I; et vérifie v(0) = 0.
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Lemme 3.3 Soit u = (u;,us,u3) une fonction propre de C,(w,3). Supposons que v soit
une composante de u qui vérifie (cf. théoréme 3.1) :

I’U(T)' S CT‘”U”H1(11)3 s VT‘ € Il
Alors on a :
lv = vllwn) < Chliwlluzny

Preuve Nous avons l'inégalité :

2 2 R 2dr
o = vl < Rallo = wallfngny + [ lo = onl?=
et d’apres (3.3) nous savons que

Ilo —.'Uh”H‘(h) < Ch”v”H2(11)

Montrons I'inégalité :
R 2dr 240,112
L o= < Chuliag

h étant fixé, nous avons pour tout 0 < ¢ < Ry :

R )

/ |v—vh|2—-—</ |v—vh| Iv—vhl dr

0
L’hypothese sur v permet d’écrire :

loa(r)| < C7'||“”H’(11)3 Z% < Crllullpeqye s Vr € ln - (By = Nih)

d’ou

lo(r) - vh(")|2 < ?(Iv(7’)|2 + I‘Uh("')|2) < CT:)”u”iP(h):’
et

¢ ,dr
1o = el S < Celalys

L’inégalité (3.3) montre que :

R
/0 IU — vh|2d7' _<_ C’l-4||’l?||;,2(11 )3

et en ajoutant les inégalités, on a :

4

R, dr h
/0 lv — 'Uh|27 < C(c2 + _€_> ||u||§,z(11)3

En posant € = h, on obtient le lemme.. o
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Considérons maintenant 1'espace W(I;) défini par la norme :
2 R 2 12
ol = [ (w* +w)rdr < +oo

Remarquons que ’espace W(I;) contient des fonctions non bornées : a titre d’exemple, on
peut citer toute fonction u(r) € C'(]0, R,]) qui se comporte comme u(r) ~ Log(| Logr|)
lorsque 7 — 0. On veut approcher une fonction w € W(I;) par une fonction bornée. Pour
cette raison on utilise la fonction de base ¢, pour tronquer w au voisinage de 0 en posant :

R N
wy, =w(h)p + Y w(jh)e;
2

J

Lemme 3.4 Soit u = (u;,u,,us) une fonction propre de Co(w,3). Alors us € W(I,) et
verifie :
llus = uanllwin) < Chllullazny

Preuve Nous avons l'inégalité :

h
llus — wanllpyr) < /0 (rlus — ugsl? + rlug|?)dr + Ryllus — uanlitn ga.ryp

On sait, d’apres le théoreme 3.1 (cas n = 0), que ug vérifie :

uz € H*(L);

rlus(r)] + lus(r)] < Crllullgs -
donc .
|} (rlua = wanl? + rie Phdr < Ol
D’autre part, la propriété 3.3 entraine :
lus — uanllm gr.ray € Chllusllaza,)
d’ou

lees — wanllwir,) < Ch”“””’(h)s

Lemme 3.5 Soit u = (u;,us,u3) une fonction propre de Cy(w, ). Posons :

(

M

wn = w(h)ds + Y wi(5h)é;
i=2
N

Q Ugp = —Ul(h)(;l + Z U'Z(jh)qu

i=2

Ny
Uzp = Z usz(gh)o;
=1




Alors on a lestimation :
(3.4) lu — unllviryy < Chllullmzry)e

Preuve Avec les notations v = u; + u, et vy, = uy, + ugs, on a 'inégalié :

Ry dr
llu - uhm/,(ll) <l - “1h||§vu,) + [luz — ‘U'zh||§v(1,) +/0 lv - vh|27

e Le lemme 3.4 entraine, pour: =1,2:

i — winllwiny < Chlullpzy)

e On peut écrire :

R dr 2h 2 R d
/ l v — vh|2—7 = / Y ar +/ lv — vh|2—r
0 T o T 2h r

[o(r)] < Cr?||ull 2y

et comme

on déduit

Ry ,dr V4 2 1 2
/0 [ — va] g < ChYldlfzenye + ﬁ”” — vnllL22m.Ry)
< C"{h4||“||:1212(1,)3 + h3”v”il2(l,)}

< CRullfaye

Ce qui prouve le lemme.
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Remarque 3.6 Le fait d’avoir choisi v,(r)=0 sur [0, 2] est justifié par P'inégalité |u(r)| <

Cr®|lullaznye, Vr € I

Considérons maintenant u = (uy,u,u3) € V,(I) une fonction propre de Cy,(w,3). Nous

approchons u sur I par uy = (g, wgp,. va,) qui est défini de la maniere suivante :

e Pour n = 0, on pose :

N
Uip = Zui(_}.h)éii ;o= 1.2;
(3.5) =t N
uzp = uz(h)or + Z us(jh)e;

=2
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e Pour n =1, on pose :

( - . N
up = uy(h)dy + Zul(jh)¢j ;
=2
-~ J N
(3.6) 3w = —ui(h)gy + 3 wa(jh)e,
—
N j
Ugp = Zus(jh)¢j
=1
e Pour n > 2, on pose :
N
(3.7) win = Y w(h)é;; i=1,2,3.
=

Avec ces définitions, nous avons la proposition :
Proposition 3.7 Il existe une constante C' (indépendante de h) telle que :

(3.8) e = wnllv,(ry < Chlle|l g2,y

Preuve Sin =1 la proposition se réduit au Lemme 3.5. Si n # 1, la proposition découle
des lemmes 3.3 et 3.4 en tenant compte des inégalités suivantes qui montrent le lien entre
V.(1,) et les espaces W(I;) et W(I;) :

e sin=0:

2
lu = unllvery < Cold_ Il — winllwyy + llus — wanllwny)
i=1

esin>2:

3
llee = unllvaqry < Cn Y llwi — winllwin)

=1

Corollaire 3.8 Il existe une constante C (indépendante de h) telle que :

»
(3.9) llee — wnllviny < CR Y el mz gy

k=1

Preuve Elle découle des majorations suivantes :

»,
oy <l = wallvny + C Y e — wll g e
k=1

»
< Ch Z lull2(r)»  d’apres (3.3) et (3.8)

k=2

“U - Uy
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3.3 Définition de V, ;,(I) et théoréme de convergence
Désignons par {e;, ez, e3} la base canonique de R®.
Posons :

b = dier; (1<e<N;1<Ek<L3)
&’13 = <2>1€3§
O, = $i(e1 —eg).

Nous définissons V,, (1) C V,(I) par la donnée de sa base B, 5, :

2

1- BO.h={‘i)13§q’n ;q)n}U{q)ik; 2<1 <N, 15k_3}

2 Bia={b12;00}U{®u; 2<i<N;

IA

k_3}
8- Bup={®u; 1<i<N1<k<3), u>2

Introduisons 'opérateur de projection I, € L(V,.(I), V, x(I)) défini par :
Yo, € Var(I)  du(llpu —w,v,) =0
avec
d.(u,v) = ¢ca(w, Biu,v) + t{u,v)r, teR

Si t est suffisamment grand, d,(.,.) est un produit scalaire dont la norme associée est
équivalente a celle de V(1) (voir proposition 2.4).

Désignons par V,, = [w;,w2,...,wx], le sous espace de V,(I) engendré par les m
premieres fonctions propres de C,(w, 3).

Supposons que les coefficients (A, i, p) vérifient les hypotheses du théoreme 3.1 pour
avoir w; |5, C H*(I)® .k € [1,p)].

Lemme 3.9 [l existe C > 0 telle que :

P
(3.10) v = Wollvn < CR Y Nvllmegye Vo€ Va

k=1
Preuve Soit v € V,,. Par définition de II,, nous avons :

V'wh € ‘/n,h(]) dn(v - Hhv» th) =0

et posons wy, = vy — [l,v, ou v, est l'interpolée de v défini par les formules (3.5), (3.6) et

(3.7).
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Alors
do(v — v, v — ) = dp(v — Hpv,v — o)
Comme d,, est continue et coercive, il existe a > 0 et C > 0 telles que :
ol = Wl 1y < Cllo = Taelucolle = vl
d’ou
C
lv = poflv,y < Z”v ~ vallva(ry

A son tour, le corollaire 3.8 entraine :

P
v — Moflvany S C'R Y vllwzgy o

k=1
Lemme 3.10 L’espace V, 1(I) vérifie la propriété d approximation :

7 : : . N
(3.11) Yu e V, (1) ,11123) [ue\l/?,f,(l) || v||v,,(1)] =0

Preuve e Sin # 1, V,(I) etant un produit cartésien d’espaces du type W(I) ou W(I),
il suffit de prouver (3.11) pour chacun de ces espaces avec la projection correspondante de

Var(I).
1- Soit u € W(I) et € > 0 arbitraire, alors il existe ¢, € D(]0, R]) telle que :

(3.12) | v = ¢llwin < e

En posant :

N
beh = )_b(ih)d;

j=1
on obtient, grace a la propriété (3.3) :
lée = Gcnllminy < Plldell 2y

Il existe a(e) > 0 tel que :
supp ¢, C [a(e), R

d’ou
1 Ch

(3.13) lde — benllwiry < \/—C;(T)”¢( — Seplliy < \/CT(?)

Joignant (3.12) et (3.13), on obtient :

| @ell 21y

Ch

ale)

lee — denllivin < e+ @l ()
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Il existe ho(€) tel que :
h < ho(€) == ||u ~ depllwiny < 2€

2- Maintenant si u € W(I) et ¢, € D(]0, R]) sont tels ‘q‘ue :

llv — ¢ellwin <€

on pose :
N

$en = $e(h)$1 + 3 S(ih)e;
1=2
Supposons que supp ¢ C [a(e), R], alors h < a(e) entraine : .
N
b =Y 0(jh)6;

=2

et comme
Noe — denllwny £ Rl|lde — deplliry < Childellaar

on voit que
lle — denllwiy < 2€¢ si-h est assez petit.

¢ Le cas n = 1 se démontre en combinant les étapes 1 et 2. En effet, si u = (u1, uz,u3) €
Vi(I) il existe, d’apres les théoremes de densité, une fonction &, = (¢!, ¢2,¢3) € D(I)?
telle que :

||u,~—q§i||w(1)<e (1=1,2,: ;et/ |u—¢>¢|2—'<e

ou .
supp ¢! C [afe), R];

= (w1, u2) et ¢ = (B, ¢2).

Avec 0 < h < a(e), sufhsamment petit; on peut vérifier sans difficulté que la fonction
N .
Q. = Z Q. (jh)d;  (appartenant a Vy,(1)).
est telle que :
lu — @ nltvy )y < 2e,

ce qui acheve la preuve. o

Maintenant nous sommes en mesure de démontrer le

Théoreme 3.11 (de convergence).
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1. Ona:
lim l’\m - )‘m,h' =0
h—0

Par ailleurs, lorsque A, est une fonction propre simple, on a :

lim [[wm — W llvary = 0

2. Supposons que A(r) et u(r) appartiennent d L,,, alors on a les majorations :
IAm - /\m.hl < Ch2
et lorsque A,, est une valeur propre simple, on a :

||-wm — 'll.?m_/le"(]) S Ch

Preuve Ce théoreme est analogue au théoreme 6.5.1 de [10].

1. La partie 1 du théoreme est une conséquence du lemme 3.10.

2. Si les coefficients (A, i) appartiennent a £,,, alors les fonctions propres sont de classe
H? par morceaux (voir théoreme 3.1). En appliquant la technique du chapitre 6 de
la référence [10], on aboutit a 'inégalité : '

. mn
0 < Ami— An S adllwi — Mpawily,
1=1

On obtient en vertu du lemme 3.7 :

m p
0< /\m.h —An < 02’7'22 Z ”wi”ilz(h.-)3

=1 k=1

Si, de plus, A, est une valeur propre simple—, on obtient :

m

1
”u)m,h - u’m”\"n(l) S Cl}(Z ||1U,' - Hh'lL’i”%/"(l)) :
i=1

m p 1
b (X3 lwilldeq,y)” ©

i=1k=1

IA

Remarque 3.12 Si la valeur propre A, est multiple, w,, , converge vers une combinaison
linéaire des fonctions propres associées a A,,. Pour plus de précision sur cette question nous
renvoyons le lecteur & un article de I. BABUSKA et J. OSBORN ([1}).
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3.4 Formulation matricielle

Bor = {@;'k ;1 <1< N;1<k<L 3} étant la base de V,, 4(I), on cherche la solution
du probleme (3.1) sous la forme : '

up = 9 Xii®ix
ik

En posant :

Xi = (Xe1, Xia, .., Xen) € RY
X = (X1, X, X;) € R

le probleme (3.1) est équivalent alors a un probleme aux valeurs propres généralisées :

(3.14) Con(lw, )X = \MX

Les matrices Cp p(w, ) et M sont formées des blocs d’ordre N :
Can(@,B) = (Cut), e

M = diag (M, My, M;)

avec

{ Ml(i,]) = (¢i» ¢])17

Cu(i,5) = Aul2,7) — bubinbin; 1 <2,j <N
ou

{ Au(i,J) = af(B; i, Bjk)

(bxi) = Bn(w,B)
La symétrie de c,(w, f3;.,.) montre que Cyy ='Ci.

Comme les supports de (¢;); vérifient :
li — 7| > 2 = supp &; Nsupp ¢, = 0
les blocs Cy; et M, sont alors tridiagonaux.
Remarque 3.13 Si n = 0, le systeme (3.14) se découple en deux systémes :
1. Modes de torsion (T') : CpX; =AM X,
2. Modes de compression :
o Cu Cau) o
CX = ' X =2MX
Cau Cpn
avec X =(X,,X3), M =diag (My, M,).

(€)
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Calcul des coefficients.
Pour 0 £: < N — 1, on pose :

1 1 1
Piny = E/m p(r)dr s pigs = E/A‘,,(,.)dr; Migp = X/A A(r)dr

et on fait ’approximation :
(phv Ahs /‘h) = (P, A, ﬂ)H—% sur O =]ih’ (Z + l)h[

Avec ces notations les coefficients des blocs Ay et M (tridiagonaux) sont donnés par les
expressions suivantes :

Bloc M,
Mi(i,i) = (4i—1)p_s + i+ 1)pys (1<i<N-1)
M{(N,N) = (4N~ D)py_s
My(i,i+1) = (2i+1)py; (1Si<N-1)
Bloc A22
. 1 : :
An(i,1) = 1—2[(42 ~ Doy + (414 Dp 1|87
3 1
2 2 : . 2
+ [n Aoy +(2n +1)#,~_%][—z+g+(z—1) Log(i_'l)]
2 2 . . . 2 ]
+ [n )\,;%-{-(211 +1):,~+%][—z—5+(z—1) Log(i_l)]
P Dy Gt ey 1SISN-1)
, 1 3
Ap(N,N) = 1—2(4N —1)B*R*py_y + (N - 5)#N-%

3 N
2 2 2
+ [n*Any_ 1+(97l +1)NN_%][§‘N+(N_1) Log (N—l)]
-7+l

1
iyl — l‘i+’—(7.+._) (1<i<N-1)

Ap(ii+1) = B2k

+ [ ,\+1+(7n +1 ﬂ‘+1][z+l—7(7+1)L0g( +1)]

BlOC A“ :
An(i,?) = -115/3211.2[(42 - 1)#,_1 + (41 + 1)/11+ ] (1<:<N-1)
3
[5—1—@—1) Log (") (Aey + (12 + 2)ps,_y)

?—{-1

+ o+

[—§—i+(i+l)L ][At+,+(n+>#,+]+x L= Ay



| :

FOH 2 (i- )+ (A 20,46+

1 1

An(N,N) = SBHAN = Doy + Aoy + A+ 20)n_y (N = 5)

3
+ [wog + (04 2y ][5 = N+ (V =~ 1) Log(

1
>

N2
N1

. 1 : o1
An(,i+1) = —1552h2(21+1);ti+%—()\+2;L),-+%(2+3)

R G  + 1 :
+ [’\i+%+(n2+2)l‘i+%][2+'2'_1(1+1)L0g(%)] (1<:<N-1)
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Bloc Aj; :
. Bh . . . .
An(e,2) = __.('37-'*'1)(’\1'—%+/‘i+%)+(1"32)()‘i+%+/“i—%)]’ (1<i<N-1)
Bh o : .
Aai(N,N) = —?[(14-3/\’)/\,\:_;_-%(1—3N);LN_%]
. 3h . :
A, +1) = %(:3z+1)(,\i+%+/ti+%), (1 <1< N-1)
h ,
Ap(t+1,2) = —g(),—l(I}i+2)(,\j+%+;t,~+%). (1<i1<N-1)
Bloc Aj; :
. 1 . .
Ags(i,i) = ﬁﬂ’hz[(‘ll = DA+ 2p)_1 + (4 + D)(A + 2p)41]
N 3 g
+ 712/ti_%[§—z+(z—1)2Log(2,_1)]
. 3. + 1
+ 71.2;L1-+%[—5—'1-i-(‘1.+1)2L0g(7le )]
o1 o1 :
+ (1_§)lti—%+(7+§)/li+% (2§2§N—1)
1, ..
As(N,N) = T3[12112(4N—1)(,\4—‘2;1)1\,_%

Ass(t,i+1) =

Bloc Aj, -

Asa(2,2)
A32(N7 N)

3 . N 1
iy y[5 = N+ (N = 1) Log(r—)] + (N = 5)un-y

| o1 :
1—252112('2'1- + DA+ 200 =+ Sy (1SS N-1T)

| i+1
772!ti+%[§—1+1(1+J)Log(—i——)]

nfh .
= - 3 [(/\+/L)i—%+(/\+//')i+%] (1§1§N_1)

th
= PR vy
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An(ii+1) = —”ghuwm (1<i<N-1)
BlOCA213
.. 1 :
An(i,t) = 5[(’\"‘71}‘)i—%—(’\—nﬂ)i+%] (1<:<N-1)
3 .. 2 i
+ ()\+3np)‘~+%[———i+(i+1)2Log(Z_*._ )]
{ 2 1
An(N,N) = ;(/\—”N)N_%
+(LHn)xﬁ—N+W—U%o(N ﬂ
1 * /‘L N—§ 2 gN—"I
An(i,i+1) = —3(/\+n,u)i+% (1<i<N-1)

(R '+ 1
-+(A+3mnﬁﬂ;+z—20+lﬂmﬁz )

]
Remarque 3.14 Si on permute_ les lignes et les colonnes du systeme (3.14) a ’aide du
changement de base :
Y = (Xu, Xor, Xagy ooy X1y Xaiy Xais ooy Xinv, Xowv, Aw)
il se transforme en un systeme équivalent :
(3.15) | | DY = ANY

ou les matrices D et N sont tridiagonales par blocs (3 x 3).

A B 0
po|B A
: . . By_1
0 ... '‘By_; Apn
D, E, ... 0
N = E, D, :
. EN—I
0 EN._] DN

La structure de bande des matrices D et N présente des avantages pour le calcul numérique
sur ordinateur ; en effet elle permet de diminuer le temps CPU (en diminuant le nombre
d’opérations) et d’économiser de la mémoire lors du stockage.
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Remarque 3.15 Dans la pratique, nous réduisons le probleme généralisé (3.15) a un
|
probleme standard a 'aide des transformations suivantes :

1. Soit N = LLT, la décomposition de Cholesky de N qui est symétrique et définie
positive.

2. En posant :
{ Z=1LTY
E=L"'DLT

I’équation (3.15) est équivalente a :
(3.16) EZ =)Z

ou E est symétrique. Pour extraire les valeurs propres, nous utilisons une méthode classique.
D’apres le théoréme 3.11, comme Perreur d’interpolation est de I'ordre O(N~2), on peut
choisir N < 50 et utiliser la méthode QR ([21]) . Si N > 50, cette méthode n’est pas
économique, surtout pour le calcul des vecteurs propres (la complexité de I’algorithme est

de l'ordre de (3N)3).

Remarque 3.16 La discrétisation des ccefficients (A, i, p) engendre une erreur dans le

résultat final ; mais celle-ci est controlée par le théoreme 4.7. du rapport [5]. Essayons de
développer cette idée. :

Soit A = (A, g, p) fixé. Considérons une perturbation A, = (Ap, s, pr) de A a laquelle
correspond une perturbation A (Ap) de la valeur propre A\, = MAi(A) de l'opérateur

Cn(w,B8) = Ca(A,w, B).
D’apres [5] (proposition 4.3, théoreme 4.7), on a :
e = A(An)] € CBRA = Anlles si A € L&(I)°

R
e — Ae(An)| < Cﬂ2k2/0 A — Aulrdr si A € L2, x L(T)

avec
A=Ayl = A=+ e —pnl+|p— pal

IA = Anllx = sup|A — Ayl
. 7€1
En particulier :
1. si A € L®(I)% et Ay = 7 [5, A(r)dr sur A; alors :
IA = Aplle — 0 quand h — 0
N
2. si A est C'? par morceaux et A, = Z A(th)@, alors :

1=0

R
/ IA — Aulrdr = O(h?) quand h — 0
0
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Maintenant, si on discrétise simultanément les coefficients (A, g, p) et 'espace V, (1), le
théoreme 3.11 et les considérations précédentes entrainent :

1. si A € L®(I)3 et Ay =  fa, A(r)dr sur A;, alors :
lAk - /\k,hl < |/\k - )‘k(Ah)l + I/\k(Ah) - /\k,hl —+ 0 quand h = 0

N
2. si A est C? par morceaux et Ay = Y A(ih)¢;, alors :
1=0
[Ae = Al < 1A = Ae(An)] + |Ak(Ar) = Aepl = O(R?) quand b — 0

ou Mg p est une approximation de Ay (A,) due a la discrétisation de V,,([1).

3.5 Meéthode numérique p‘our le tracé des courbes
de dispersion |

Nous présentons dans ce paragraphe un schéma utilisé par J. TLILI [20] pour tracer de
manieére approchée la courbe de dispersion w = wi(3) d’équation (implicite) :

Ak(wvﬂ) _w2 =0

Ak(w, B) étant la valeur propre d’ordre k du probleme matriciel (3.14).

Pour cela, on fait d’abord le changement de variables :

e 3 = AR, qui sera le nombre d’onde normalisé.
y q

w ] ) ) C .
= —, qui sera la vitesse de phase normalisée inconnue.

B,

[ 4
O

pe
P+ Vs

Donc ¢ varie dans intervalle {coin, 1[; Emin <
Posons :
Fi(@.B) = M(w, B) — w®
Avec ces notations, I'équation de dispersion devient : F(¢, 3) = 0.

On sait, d’aprés le théoreme 2.8, que la fonction ¢ — Fi(¢,3) est continue et
strictement décroissante sur [Cmin, 1|

On montrera dans le chapitre 4 que les seuils normalisés 5] = B R vérifient ’équation :

Fk(lsﬂ) =0
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De plus la fonction 8 — Fk(l,B) est continue et strictement décroissante sur R*. Le
schéma que nous allons proposer pour tracer la courbe § —— ¢¢(f) utilise essentiellement
ces deux propriétés. :

Afin de simplifier les notations, le couple (3, €) sera encore noté (B, c).

Nous procédons de la maniere suivante :
Premiére étape : nous choisissons un nombre B, et nous subdivisons l'intervalle |0, fmaz|
avec une suite (5;)i=1, telle que :

0<ﬁ1<ﬂ2<---<ﬂn=ﬂm0z; ﬂi+l:ﬂi+5ﬁ

De la méme maniere, nous subdivisons 'intervalle [cmin, 1] avec une suite (c;)j=1,m telle
que :

Cmin <€ < < .. < Cpn=1; Ciy1 = Ci + bc

Deuxieme étape (recherche des seuils) : nous suivons 1’évolution de Fi(1, ;) jusqu’a ce

qu'elle change de signe entre les valeurs f;, et f;,4+1. Par application du théoreme des
valeurs intermédiaire, 3} appartient a 'intervalle [, B;,+1]- Nous faisons une interpolation
linéaire afin d’approcher au mieux f; ; B; est donc équivalent a :

. a Fk(l,ﬂio)
Bk - ﬂto Fk(l’Bio'H) - Fk(l"B‘O)‘SIB

Troisieme étape : 1 > 15 + 1 étant fixé, on calcule les valeurs de la suite Fi(8;,¢;) pour

j=m,m—1,.., jusqu'a ce qu'elle change de signe & partir d’un rang jo. On approche
cx(B;) par la formule d’interpolation : .
Fi(cjy, Bs
Ck(ﬁi) =, k(cJosﬂ) Se

Fk(cjo-i-h Bt) - Fk(cjov ﬂl)
En répétant le processus pour ¢ =75 + 1,75 + 2, ...,n, on construit une courbe discrete :
Bi— c(fi) (+1<i<n)

qui approche la courbe exacte (sur le réseau (f;)) avec une erreur qui n’exéde pas déc. La

figure 3.1 illustre cette étape.
c

i
! cfnliitated
\ |
I
-
y \\ Fk(c',ﬁ)<0 I
' N
N |
| P{eR)>0 ~~L 1 ocp=0
c.B)=
Cmin l -
0 Bi Brax D

Figure 3.1 : Algorithme pour tracer une courbe de dispersion



Chapitre 4

Etude numérique de I’équation des seuils

Le résultat le plus important de ce chapitre est le suivant : I'équation des seuils s obtlent
par passage a la limite, quand w — Jv,. dans I'équation de dispersion :

Ml B)=w?=0 k=1.2,..

Plus précisément, on montrera que la suite yx(3) = Ae(Bu,. B) — 5%0? décrit le spectre
ponctuel d’un certain opérateur autoadjoint a résolvante compacte. Le seuil B sera une
racine de I’équation :

w(8)=0 (820)

La technique utilisée ici ne différant pas beaucoup de celle utilisée dans le chapitre 2, nous
allons énoncer certaines propositions sans détailler la démonstration.

Notations :

Avec J = I ou I, on pose, par définition :
o Wo(J)={ul;; ueW,}
e ¢l(B;.,.) = restriction de ¢,(3;...) & W,(J)?

W, et g.(B) ont été introduits dans le chapitre 1.

4.1 Formulation de I’équation des seuils sur [

Selon le théoreme 1.1, les seuils 35 (resp. 3}) vérifient le probleme variationnel (Sy).
Nous allons définir un probleme , qu’on note S,([), posé sur I'intervalle borné I, et qui
sera équivalent a S,. Pour cela, on construira un opérateur de Dirichlet-Neumann, note
B..(73), qui relie la.solution du probleme intérieur a celle du probleme extérieur.
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Considérons le probleme aux limites :
Trouver u € W,(I') vérifiant :
(Qa(8)) A (Bu= g2oPu sur I’
u(R)=¢, ¢ donné

Pour 8 > 0, on définit la suite de vecteurs de R? :

Vo = (1,'1,0)
di, n . ;
v (B) = (ky - (k R), _El\n(kl}z),,ﬁl\n(klR)) n>1
avec 2 )
2 _g2(q_Ys 2 Ao t Heo
=y (1 %) B Aco + 2o
On pose : '
{ Lo(B) = R’
La(B) = [vo, va(B)], n 211

Avec ces définitions, nous avons

Proposition 4.1 Si ¢ € L, (3), le probléme Q,(3) posséde une solution unique u =
R, (B)¢ qui vérifie l’équation variationnelle :

(4.1) gl (Biu,v)+ <(BZ—: + Byu)(R),o(R)> =0 Vo€ Wa(I')
Preuve. Si » > R, la solution générale du systeme A,(B)u = B?v?u admet la

représentation suivante (8] :

u(r) = Ax1(r) + Bxa(r) + Cxs(r) ((A, B, C) constantes réelles)

avec

1N, n._, B
xir) = <k1( - (/\’17‘)s‘Tl\n(kﬂ‘),ﬂl\n(kl?‘))
dr ]
dfn

alr) = (nfn(r)-——‘—-(r),O)

r dr

|
xa(r) = ( ‘f( ), B falr), )
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ou f, vérifie 'équation d’Euler :
Pl 4 rfy i, = 0
donc )
¢ Logr+c; sin=0;
o-|
car® +cgr™ sin#0

On voit que :
ve W, (I') = c3=0

par suite :

u(r) = A(=k1 Ky (ky7),0, BKo(ky7)) + g(O, 1,0) + —(1,0,0) sin=0

o Q.

dK, - . : .
u(r) = A (kl d‘ (klr),—21\n(klr),ﬂ1\n(k1r)) + (11,0 sinto

Les coeflicients (A, B,C) doivent vérifier le systeme u(R) = ¢ qui est résoluble si et
seulement si ¢ € L,(3).

2- Soit u la solution de Q,(3) et v € W, (I') quelconques.

En intégrant par parties, on obtient pour tout R’ > R :

0 = [ (AdBlu = ) - vprdr
= R n U v, u vprar

(42) = K (Biu)+ < (BEE 4 Bau)(R),o(R) >

d ' .
- < (Bd—:t + Bgu)(R ),v(R') >

¢®(B,u,v) sobtient & partir de ¢/ (B,u,v) en intégrant sur lintervalle R, R'[
(au lieu de I).
Ona:

dn (By,v) —— g,/ (B,,v)
car u,v € W, (I').

Le comportement de w« a I'infini entraine :

du ,
r(Bd_ + Bgu)(r) ~C, Ce R?3 étant un vecteur constant.
r

D’autre part, v appartient a W, (I') ce qui entraine lim = 0 et le comportement

. 7

asymptotique :
du , , 1 du v(R')
(Bd + Bau)(R),v(R) > = (B ;l;+132u)(1?) T >

) -
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En passant a la limite dans 1’égalité (4.2), quand R’ — oo, on obtient I’équation (4.1). ©

Définition 4.2 Avec ¢ € L,(5), posons :

Brl(ﬂ)¢ = ( % + Blu)(R)

ot u = R,(B)¢ est la solution du probléeme Q,(5).

On peut considérer B, () comme une matrice dans R>. B, () est de rang 3 sin =0
et de rang 2 si n > 1. On peut la décomposer de la maniere suivante :

B.(B) = T,U;"

Avec les notations suivantes :

o {e;, ez €3} étant la base canonique de R?

1 1
[} FI(T) = ;el ) F2(7‘) = ';822 F3(‘I‘) = ;m(el + 62)

les matrices U, et T, sont données par leurs colonnes :

(x1(R), Fi(R), Fa(R)) sin=0;

U, =
(x1(R), F5(R),0) sin > 1.
(1200 (R) (R )(R),t(F)(R)) sin=0;
T, = { (2(x1)(R).t2(F2)(R),0) sin>1;

d

L avec tP(u) = Bd—u + Bhu.
L

Apres calcul on obtient :
-2 0 AR
Bo(B)=| 0 =2 0

BR 0 —S(kR)

0 b2 b3
B.(B) =10 by bz}, n>1.

0 1)32 1)33
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avec
bz = b= —2py
bor = %ﬁﬂm Ao + Hoo
by = 3R [1+nn+1)+ ﬂsz(—m%o—) + S(kiR)]
by = Qﬂnlg[l + (’\°°2::°°)(n +1+ S(kiR)))

b = Hooln + S(kiR)]

Remarque 4.3 1. On vérifie que :

Bo(3) = lim By(w, )

w—3u,

2. Lorsque w — fv,, la matrice B,(w, /). n > 1, dégénere et son rang devient égal a 2;
plus précisément, la matrice limite est unitairement équivalente a B, ().
Définition 4.4 On pose par définition :

Vo(B) = Vo(l)
Vi(B) = {uveVy(I); w(R)€ L.(B)}, n>1

Va(B) est un sous-espace fermé de V, (7).
Proposition 4.5 L’équation des sewils (S,) ( théoréme 1.1) est €quivalente a la formula-
tion variationnelle :

Trouver 8 > 0 et u € V,(3),u # 0, vérifiant :
Sa(1) ' '
aX(B;u,v)— <B,(B)u(R),v(R)>=0. Vv e V,(f)

Preuve. La démonstration est analogue a celle du théoreme 2.3 elle est basée sur la

proposition 3.1. La contrainte u(R) € L,(#) sert a prolonger sur R* une solution de S,(I)

en une solution de 5,. _ o
Considérons la forme bilinéaire symétrique suivante :

do(Biu,v) = q,’l(/j": W, v)— < Ba(3)u(R),v(R) >, u,ve V,(3)

d.(f;u,v) engendre un opérateur non borné dans H(/). noté d,(3), qui a les propriétés
suivantes : '
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Proposition 4.6 d,(3) est autoadjoint et ¢ résolvante compacte. La suite des valeurs

propres {u(B); k {,2,~} vérifie :
1. pi(B) el +°°-'
2. m(B) > -Cp2.
Preuve. On montre qu'il existe 4« € R assez grand pour lequel la forme quadratique
dn(Bi,0) + p(u,v)1 | |
est coercive. En particulier, il existe une constante C' > 0 (indépendante de 3) telle que :
d.(B;u,u) > —CB%ul?, Yu € V,(B)
Le résultat est alors une conséquence du lemme de Lax-Milgram et de linjection
compacte de V, () dans H(I). L'opérateur d,(3) est défini par :
{ D(dn(B)) = {u € Va(B); An(BYu € H(I); t3(u)| __ = Bu(B)u(R)}

du(Bu = An(B)u — Fvlu, u € D(du(B))

Corollaire 4.7 1. Supposons que (B,u) vérifie Q,. Alors il existe k € N* tel que
(B) =0 et u|, € Ker(d.(B))

2. Inversement, si u € Ker(d.(f3)), u # 0, il existe © € W,,, prolongement de u, tel que

(B,1) soit une solution de Q,.

Proposition 4.8 Supposons qu’il existe 6 > 0 tel que :

P pp.rel

Alors :

1. .p(0) 20
2. Il existe une suite (B;), tendant vers l'infini, telle que :

B> B = u(B)<0

3. Sin =0, Uéquation ui(B) = 0 posséde une seule solution dans l'intervalle [0, By|.
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Preuve.

1. 11 découle de la propriété 2 de la proposition 4.6.

2. Ce résultat se démontre de la méme maniere que le théoreme 3.3 de [5]; il suffit de
remarquer que :
dn(B;u,u) = an(B5, 1) — B2] |||

ol i est un prolongement de u a R*.

3. D’aprés ce qui précede I’équation ui(B) = 0 admet au moins une racine dans
Pintervalle [0, Bi[ car la fonction ux(B) est continue (la famille des opérateurs (d(5)),
dépend analytiquement de §, au sens de Kato [13]). :

Supposons qu’il existe plus d’une racine ; alors la courbe de la fonction ui(3) a I’allure
suivante :

Avec B €]/, 32|, considérons I'isomorphisme de V,([) :

Jm ;3(u1,U2,U3) (ulaUZa 3 u3)
2 .

Pour u € V(I), posons :
. _ {u sur [ ;
T L Ro(B)u(R) sur I'.

u

alors

do(ﬁ, u, U) = (IO(ﬂ?) ;&’ﬁ)

Utilisant la décomposition (2.8)-(2.9) de [5], on peut écrire :
90(B2; g, 5(1), I, p (1)) = ol B35 12, 7) — (/32 - B%)x

1 oo la o :
[,BE-/O ( %P u3 d +/ L - = “1 +u§)p7‘(l7‘]

ou encore

. 14
do(B2; Jp,5(0), g, p(1)) = do(;u,u) — (8% — 3?) x [/52/ ( |‘“3|2 143)d7

r
(4.3)
R
foe R
(u? + ul)prdr

‘/0 (/)'k /)) 1 2 ]
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Compte tenu de I'’hypothese, on déduit :
(4.4) do(B2; I, (1), Iy (1)) < do(Biu,u)  Vu € Vy(I)

Soit 0 < € < —ui(), alors, d’apres le principe du Min—Max, on peut trouver un sous-
espace Vi C Vo(I), de dimension k. tel que;

do(; w, u)

(45) el

Spk(ﬂ)+e§0 Vu € Vj

L’inégalité ||Js, s(v)|| < |lu]| entraine avec c (4.4) et (4.5)

do(Ba: o, 5(11). i, 5()) _ do(f35 . u)
|

J3,3(Vi) étant un sous-espace de Vy(/) de dimension k, on a

< w3 <0
T lE = e Srires

0 = pi(f2) < max do( 325 I3, 3(0), I, 3())

< pig <
T et TS0

d’ou
pk(3) =0 V3 €], Be
ce qui contredit analyticité de u,(13). D

Remarque 4.9 Il y a des difficultés pour généraliser la propriété 3 au cas n > 1 pour
deux raisons : :

1. Sin > 1, Pespace V,(3) dépend de j3; alors que nous n’avons pas un theoreme de
Kato qui garantit ’analyticité de la fonction pui(3).

|8

Si Vi est un sous-espace de V,(3), Jg, 3(Vi) n'est pas forcément un sous espace de

Va(B2).

4.2 Discrétisation de ’opérateur dn(53)

Dans ce paragraphe, on veut discrétiser I'opérateur d,(/3) par la méthode des éléments
finis. Nous distinguons deux cas :

1- ,
On pose Vo u(B) = Vou(l) (pour la définition de Vy,(7) voir le paragraphe 3.3)
Le nombre réel ju 4 sera (par définition ) une approximation de p;, (valeur propre de

dn(3)) s’il existe uy, € Vou([l), uy # 0. vérifiant :

do(Biup,vn) = pes(un,vn)r Yew € Vou(I)
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ou, écrit sous forme matricielle :
Don(B)X = mpaMX, X e R
A partir des relations :

ab(85u,0) = ab(Bw,v) - B3, o),
Bo(8) = lim Bo(w.f)

on déduit :
Dop(8) = wl_lgt Con(w,B) — B*vIM

et

wen(B) = Lim Agp(w, B) — 202,

w—Bv,

les matrices Coi(w, ) et M = AM(h) étant définies au paragraphe 3.4.
.2- : Pour définir V,, ,(/3), on tient compte de la contrainte u(R) € L,(f3).

Posons :

{1/)1 = N0
Py = ¢an(:8)
Vias(B) est un sous-espace de dimension (3N — 1) défini par I'équivalence :
3 N-1
u€ Van(B) &= u=3_ ( Y Xii®u) + Xavoath + Xavoatn . X = (Xi) € ROV
k=1 i=1

{®;} étant la base choisie de V,,,([).
Avec ces conventions le probleme matriciel qui approche S,(/) prend la forme suivante :

Don(B)X = e nMX

ou D, 1(B) et M sont deux matrices qui ont les profils suivants :

o] olo
D1y D12 D13 I] Mn 0 0 |
0 5 0
XX X
0 Q
D21 D22 D23 11 0 M2 0 1
0 0
Dnn(B) = dd M- o
D31 D32 D33 L 0 0 M3 I
0 [o
0 — %15 =Tt v ¥ x"ﬁr
0 D x]0 D X1 D x[x]x g %xg gx% %XX]X

Le bloc Dy, est un bloc tridiagonal d’ordre (N — 1) dont les éléments vérifient :

Du(i ) = ¢(3; 84, ®1,), (1<K I<3), (1<ij<N-1)
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Les éléments désignés par une croix sont les contributions des fonctions de base ¥ et ¥, :

Don(B)(E(N —1),3N =3+1) = qL(B;Pun-1,%1), (1<k<3), (1<1<2)

Don(B)BN =3+ k,3N =3+1) = (B, 1)~ < Ba(B)¥r(R), ti(R) > (1< k,1<2)

Les coefficients de la matrice M sont donnés par :
Mkk(za])=(¢t’¢1)la (1Sks3)s (1 SZaJSN—})

M(k(N —1),3N =3+ 1) = (®en_1, 1)1, (1 <k<3),(1<1<2)
M(3N—3+]\T,3N—3+1)=(’(/}k,'l,z}[)[, (131&‘,153)

Proposition 4.10 L’espace V, x(B) a la propriété d’approrimation suivante :

(4.6) Vu € Vou(B),  lim [ve‘i/,l,],f(ﬂ) llu ~ vIIvnm] =0

Preuve. Soient u € V,(3) et 6§ > 0 tel que R — 6 = mh (m € N7), alors il existe une
fonction @5 € D(]0, R]) telle que :

(47 llu = sllvany < 6

Posons I; =]0, R — §| et désignons par ¢s l’inter’polée de ¢;s sur l'intervalle I, i.e :

dsn =3 ds(jh)¢, (¢; fonction chapeau)

i=1

alors il existe une constante C > 0 telle que :
(4.8) s — Ssullrcreye < Chlldsllm2(1,)

Choisissons un élément ¢s, € V, 4(/3) qui prolonge ¢, sur I de la maniére suivante :

. Gsn(r) sur Is;
dsn(r) = < affine  sur I'\ Is;
w(R) sir=R.
A . B
sh
!
I P
I 1 L s T
0 h R-8& R

Fig 4.1 : Fonction é&gh.
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Il existe une constante C’ > 0 (indépendante de ) telle que :

4.9 lu — Ssullmngye < glu( ) — ¢s(R — 6)]
< %(lu( ) — ¢s(R)| + |¢s(R) — ¢s(R — 6)])

La continuité de la trace et (3.7) entrainent :
[u(R) — ¢s(R)| < C"$

D’autre part, on peut écrire :

6R) - ss(R-8)] < [ d¢6ld

R b

/ R d¢6 ')5
‘/ R |—[2rdr)%] = Véa(6) (d’aprés (3.7))

L’inégalité (3.9) devient :

IN

IN

avec ‘lsl_I.I’(l) a(6) =0.

e — snllen iy < CVE + a(8) = 1(8) — 0

par suite :
llu = @snllvira + e = dsnllva vz .
flu ~ Bsllviiry + lI#s — dsullvacray + Cillw = dsnllar (i)

8+ Co(8)|lds — dsullmrays + Cry(8), (C2(6) dépend de supp ¢5)
6+ hCs(6) + C17(9)

lu = Bsullvaen

ININIA A

Le réel € > 0 étant arbitraire, nous choisissons é assez petit pour que :

5+ Ciy(6) < 5

. € -
uis h < ———— pour avoir :
P 3C56) P
llee = dspllvaen < e
ce qui prouve la proposition.

Une conséquence immédiate de la propriété (4.6) est le corollaire suivant :

Corollaire 4.11 On a la convérgence :

li c— len| =0
h‘ﬁ},lﬂk _ fknl



Chapitre 5

Résultats numériques

Nous présentons dans ce chapitre les résultats obtenus a partir de simulations
numériques effectuées sur des milicux de profils particuliers. Nous avons mené les calculs
pour les modeles suivants :

1. profil constant par morceaux

2. profil en forme de sinus.

Pour le type (1) nous disposons de calculs analytiques effectués dans ’annexe A. Ils
nous permettent d’évaluer la précision et la qualité de notre méthode d’approximation.

5.1 Modes axisymétriques (n = 0)

5.1.1 Profil constant par morceaux

A Modes de torsion.

Les constantes élastiques de ce test prennent les valeurs (A.7) et (A.S) données en an-
nexe A. La figure 5.1 illustre les courbes de dispersion des premicrs modes axisymétriques.
Les résultats obtenus sont tout.a fait satisfaisants compte tenu du faible nombre de points
de maillage. En effet, avec N = 30 (et ¢ = 1072), erreur d’interpolation ne dépasse pas
0.1% uniformément par rapport a 3 € [0, 20].

49
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vitesse de phane

Fig 5.1 : Courbes de dispersion des premiers modes de torsion

Nous voyons que Ja vitesse de phase décroit quand le nombre d’onde augmente et tend
vers la vitesse v; du milieu intérieur. Nous avons déja obtenu cette limite dans I'étude
théorique (cf. [5], corollaire 3.13). la décroissance n'avant pas été établie en général.

Nous étudions la convergence des valeurs propres lorsque le pas de discrétisation tend
vers zéro. Avec h = 5.1073 la premiére valeur propre est calculée avec une borne d’erreur
égale & 107> (qui est, en général. inférieure a celle faite sur la solution exacte); donc on
peut considérer que ce pas donne un résultat de référence sur la précision d’une valeur
propre. La figure 5.2 montre ’évolution de la précision sur la premiere valeur propre avec

le nombre de subdivisions N.

tr
5.5 J
c
o
=
0
-
v
-
&
= L 4
- 3
o
-
]
(.5 > <
1.8 P 1.4 1.4 s 2. 2.2
Log (N)

Figure 5.2 Erreur relative de la 1°"¢ valeur propre pour ¢ = 0.9 et 8 = 3.

On constate que la courbe est affine par morceaux, la pente de chaque segment de droite
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correspond a l'ordre de précision k, ie :

/\1 - /\lh

< Ch*
» < Ch

Donc la précision est d’ordre 2 en N dans lintervalle [60,140], ce qui est en accord avec
’analyse d’erreur.

B Modes de compression

Dans ce cas nous avons rencontré des difficultés liées a la nature du probleme matriciel
CX = AMX (voir remarque 3.13). En appliquant la méthode QR au probleme réduit
(voir remarque 3.15) nous avons constaté qu’elle n’est pas efficace pour extraire les valeurs
propres internes au spectre (c’est a dire la 2°™¢, 3°™¢ _etc); en effet dans certains cas on
obtient des courbes translatées. A notre avis, cela est du au fait que les valeurs propres
sont proches 1'une de 'autre (le taux de convergence /\\—,:,*_L‘;\_—‘i—‘l est tres petit, ce qui rend
difficile la séparation des valeurs propres [4]) . Pour contourner cette difficulté, nous avons
programmé ‘la méthode de la puissance inverse avec translation (schift) qui permet de
sélectionner n’importe quelle valeur propre a condition de connaitre une approximation de
celle-ci, ce qui nous suffit car nous n’avons pas besoin de calculer toutes les valeurs propres,
seules les plus petites ont un intérét physique. L’algorithme est le suivant [11) :

1- Choisir ug, ||ug]lee = 1, 0o proche de .
2- Pour k = 1,2, ...
calculer w; en résolvant :

(C' — ooM)wy, = Mw;_, | (%)

or = wi(1) ou Jwi(d)] = |Jwifleo
wy,

Uy = —
O

3- test d’arrét |op — gx_1| < €|ok]

On a la convergence :

Y 1
im o =
k—oc A - (efy)

et u; tend vers la direction du vecteur propre associé a A.

Comme nous avons un probleme paramétré, a chaque nceud du réseau {3;,c;} nous
choisissons, pour initialiser le processus, (og, up) égal aux éléments propres
(M Bi,¢5), u(Bi, ¢;)) calculés a une étape précédente (de noeud voisin).



Ce schéma a fourni des résultats qui ne sont pas encore satisfaisants. En suivant une
idée de . PARLETT [17], nous 'avons modifié en remplacant 1’équation (%) par I’équation
équivalente : ' ‘

NI'%(C_' — 0'01\7[)]\71_%;:;c = 2p_1 avec zp = M%wk

Ce systeme a ’avantage d’étre mieux conditionné ( le conditionnement ne dépend plus de
N). Effectivement les résultats sont meilleurs : nous avons obtenu un écart inférieur & 3%
(uniformément en §) par rapport au résultats analytiques sauf pour le 1°" mode lorsque
B devient assez grand. Ce dernier défaut est di probablement aux erreurs d’arrondi qui
augmentent sensiblement avec 8. Ce qui est acceptable avec une interpolation du type
P!, Nous avons tracé sur la figure 10.3 les courbes de dispersion des premiers modes de
compression avec N = 30 et éc = 0.01 (les courbes exactes sont tracées en trait pointillé).

vitasse de phase

.75 ¢

2.5 5 1.5 10 12.5% 13 12.% 20

Fig 5.3 : Courbes de dispersion des premiers modes de compression
Ces courbes possedent les mémes propriétés que celles des courbes des ondes de torsion.

La figure 5.4 montre le résultat d’un test de convergence sur la premiére valeur propre.
On constate que l'ordre de précision est 1.6 (égal & la pente de la droite de régression).
Cette baisse de précision (par rapport & la théorie qui prévoyait un schéma d’ordre 2) est
due certainement, d'une part, au couplage entre les composantes u, et uj et, d’autre part,

a la maniére d’approcher u; au voisinage de r =0 .
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Fig 5.4 Erreur relative de la premiére valeur propre pour ¢ = 0:8 et 8 = 5.

5.1.2  Profil en forme de sinus

Dans ce paragraphe nous exposons les résultats d’expériences numériques effectuées sur
un milieu hétérogene dont le profil est en forme de sinus. En particulier, nous mettons en
évidence le caractere de guide d’onde lié a ’hétérogeénéité.

Les coefficients de Lamé et la densité vérifient :

. _ (A ,'p,) sur [
B (o) ={ 0 o

o 2
(i) p(r) = { H2 T U2 —)sin—p= sirel

2  sirel

ou (A, iy pi),1 = 1.2, prennent les valeurs (A.7) et (A.8) de I'annexe A.

A- Les courbes de dispersion
La figure 5.5 montre les courbes de dispersion des trois premiers modes de torsion (en
trait pointillé) et de compression (en trait continu).
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Fig 5.5 : Courbes de dispersion (profil "sinus”)

B- les amplitudes
Les amplitudes du milieu intérieur correspondent aux fonctions propres de la matrice

Chn{w,B) (opérateur discrétisé) pour des couples (5, c) situés sur la courbe de dispersion.
Celles du milieu extérieur sont obtenues analytiquement. A 'infini elles décroissent comme
la fonction de Bessel K;(r). Nous présentons pour des valeurs différentes de S, les

amplitudes de tous les modes qui apparaissent a la vitesse ¢ = &(0) :

=5

Nous avons uniquement un mode de compression et un mode de torsion de vitesses

respectives :
mode de compression : ¢ = 0.883
mode de torsion : ¢ = 0.929

U1l-u3 : ‘ U2
-0.005 _
-0.01
-0.015

N

Fig 5.6 : Amplitudes des modes qui apparaissent a =5




18 =12

A cette valeur du nombre d'onde apparaissent deux modes de compression et deux
modes de torsion. Les vitesses de phase correspondantes sont :

1°" mode de compression : ¢ = 0.739
1°" mode de torsion : ¢=0.785
2°™¢ mode de compression : ¢ = 0.906
2°™¢ mode de torsion : ¢ =10.958
Moce 1
Ui-U3 U2
0.005 - =
< -0:003
~0.003 ~-0.01
-0.01 -0.015
-0.013 -0.02
-0.02
Mode 2
U2
_ U{-us
0.01
0.005 N /} 0.01
: . . 1 z
-
-0.00S L.
-0.01 -0.01
-0.015
-0.02 -0.02
Fig 5.7 : Amplitudes des modes qui apparaissent 3 § = 12
B =120

A cette valeur de B, trois modes de compression et trois modes de torsion se propagent
dans le milieu considéré. Les vitesses correspondantes sont :

1" mode de compression : & = 0.731
1°" mode de torsion : ¢ =0.734
2¢™¢ mode de compression : & = 0.809
2°™¢ mode de torsion : ¢ =0.858
3¢™¢ mode de compression : ¢ = 0.930
3°™¢ mode de torsion : ¢ =10.964



56

Les amplitudes du chamyp de déplacement sont représentées sur les six courbes de la
figure 5.8.

Commentaires

e Pour le premier mode de compression, 1'énergie est essentiellement localisée dans
la direction radiale e,. Cependant il apparait que la contribution énergétique suivant la
direction axiale z3 augmente au fur et a mesure que ’ordre du mode augmente.

o Il apparait clairement, sur toutes les figures, que les déplacements u, et u, s’annulent
a origine. La composante u3 n’est pas forcément nulle, par contre sa dérivée est toujours
nulle a l'origine, ce qui est en accord avec la conclusion du théoreme 3.1 (cas n = 0).

e Il semble, au vu des courbes, qu’a 'interface r = R les composantes u;, et uz sont
presque égales, ce qui laisse a penser qu’on a effectivement 1’égalité.

e Pour obtenir les déplacements sur l'intervalle [1,+o0[ il faut prolonger ces courbes
(de maniere continue) par les courbes des fonctions analytiques définies par les formules

(A.6) et (A.10) (cf. Annexe A).
Il faut préciser aussi que les fonctions propres discrétes u = (uy,u3) et ug sont

normalisées par les conditions :

< Mli_tg,ug >‘ =1
<Mua> = 1



57

Mode 1
U1-U3 U2
0.005 4_,,/////—\\\
.2 ) \
-0.005 ’
-0.01
-0.015
-0.02
Mode 2
ul-vU3
2
0.02
: 0.02
0.02 0.0:
0.2, o—=—_0.5 0. 1 -8 2
-0.02
-0.01
-0.02
Mode 3
U1-U3 U2
¢.02
0.01
0.02
0.2 0.4 0.6\ 0 1
-0.01
-0.021
"0.02 -0.02

H

Fig 5.8 : Amplitudes des modes qui apparaissent a 3 = 20
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Comportement des modes & haute fréquence (i.e. 8 — o0)

La figure 5.9 représente 1'amplitude du 1°" mode pour 3 = 100. Les vitesses sont :

¢ = 0.677 pour le mode de compression
¢ = 0.665 pour le mode de torsion.

. v . . . .
Remarquons que ces vitesses s’approchent de la valeur — = 0.652 qui est aussi égale a
Uy .
1 (
. T . . :
— min #—, ce qui rejoint le résultat du corollaire 3.13 de [5).
v 7o\ () O
Mode 1
Ul-33 u2
| N\ - [ 0.2 0.« 0% 0.8 =
0.2 0.4 Q0. ¢ 1~ -3.005;
9.01 ~9.02 |
: -0.015i-
-0.02 -6.02y
-9. 025{.
~0.03 -9J. 03?
-0.035}
-0.04 ~0.04t
Fig 5.9 : 1¢" mode pour 3 = 100

On observe que 1'énergie de 'onde est concentrée autour de la position r = 0.75 qui

correspond au minimum de la fonction “Er; sur {0,1]. De plus, le maximum de I'amplitude
p(r

u3 a tendance a devenir nul. Ce comportement illustre bien les propriétés démontrées dans

le théoreme 3.16 de [5).
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5.2 Modes de flexion (n = 1) |

5.2.1 Profil constant par morceaux

Les résultats suivants concernent le modele (A7), p(r), p(r)) = (A1, p1,p1) sur I et
(/\2’/‘27p2) sur I'.
Les courbes de dispersion (figure 5.10) ont les méme propriétés que celles des modes

axisymétriques. Cependant on constate que le seuil numérique f; est non nul, ce qui est,
apparemment, contraire au résultat théorique (cf. [5], théoreme 3.2) qui prévoyait 8; = 0.

décolle tres

Ceci peut s’expliquer par le fait que la courbe de dispersion f —

3

. v . . . . ’ . ’
lentement de la droite — = 1 au voisinage de 8 = 0. Par analogie avec le travail réalisé

Vs
dans le cadre des modes guidés par une fissure [9] on peut en fait conjecturer 'existence
de deux constantes A et § positives telles que :

. 1- -1% ~ ﬁé—{;—exp(—ﬂi2 (8 —0) |
0.95
0.9}
0.85
0.8
0.75
0.7

: 10 3 75 becs
Fig. 5.10 : Courbes de dispersion des 3 premiers modes de flexion

L’examen des courbes des amplitudes (figures 5.11) montre que :

o le déplacement u, est négligeable devant u, et ceci pour tout j3.

e le déplacement uj3 tend a diminuer lorsque J augmente (ou encore lorsque la fréquence
w augmente). Ce qui signifie, qu’a haute fréquence, le mouvement est-essentiellement
un mouvement de torsion.

e u, et uz s’annulent au mémes points.



0.003 r

0.006 |

0.004 p

0.002 | Us

Mode 1 de vitesse ¢ = 0.690.

0.005 »

Uy

-0.005 |

-0.01}

-0.015% . N . A .
.4 0.6 0.8 1

Mode 2 de vitesse ¢ = 0.750.

Us

o}
o
[ ]
[ =]

0.01}F

0,005 |

-0.00S |

-0.02 ¢

-0.015 }

Mode 3 de vitesse ¢ = 0.845.

Fig 5.11 : Amplitudes des modes de flexion qui apparaissent & 8 = 12.
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Test de convergence

La figure 5.12 illustre I’évolution de Derreur relative en fonction de N (nombre de
subdivisions) dans une échelle (log/log). La droite de régression montre que l’erreur suit
la loi : :

(A — Ano| S 103X, 1%

1

250 €t Ane = 3X 1073 (considéré comme une bonne approximation de la valeur

avec hg =
exacte).
-log(err.relative)

3.5

logN

1.6 1.7 1.8 1.9 2

Fig 5.12 : Erreur relative de la premiére valeur propre pour 8 = 5 et ¢ = 0.80.
5.2.2 Le cas d’un profil en forme de sinus

Dans ce profil les coefficients (A, g, p) varient comme dans I’exemple du paragraphe
5.1.2. Les conclusions précédentes restent valables pour ce cas.
La figure 5.13 montre les premieres courbes de dispersion.
Les amplitudes sont illustrées dans la figure 5.14.

V/VS \

B 10 is 39 F

Fig 5.13 : Courbes de dispersion des trois premiers modes
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-0.01}

-0.015

-0.02%

Mode 1 de vitesse ¢ = 0.733.

0.015

0.005 F

-0.005 |

-0.01}

-0.015*

Mode 2 de vitesse ¢ = 0.856. ]

0.015

0.c05 ¢

-0.00S |

-0.01 ¢

-0.015 L

Mode 3 de vitesse ¢ = D.962. .

N

Fig 5.14 : Amplitudes des modes de flexion qui apparaissent 2 § = 20.
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5.2.3 Le cas d’un profil avec deux puits

Nous avons considéré un milieu tel que :

g (/\,P) = (Alapl)’ vr € R+

[ sir€)0.25,05[U]0.75, 1]
* ur)= {#2 ailleurs

‘ll

w2

ul

0o 025 05 075 1. i

Fig 5.15 : Variations de p(r).
La figure 5.16 montre les premieres courbes de dispersion. Les amplitudes sont placées

(pour certaines valeurs de 3) dans la figure 5.17.
VAV -

3

oy 1 13 &> P
Fig 5.16 : Courbes de dispersion (profil avec deux puits).

L’examen des courbes permet de conclure :

e Si B augmente, les vitesses des modes 1 et mode 2 tendent rapidement vers la méme
limite.

e Si B est grand (ou & haute fréquence) Les modes d’ordre pair (resp. impair) sont
confinés dans la région r €)0.25,0.5] (resp. r €]0.75,1[). De plus le déplacement

angulaire u, est dominant. Remarquons que ce cas ne rentre pas dans le cadre du
théoréme 3.15 de [5] ol on considere un profil qui possede un seul minimum global.
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Fig 5.17 : Amplitudes des 3 premiers modes de flexion qui apparaissent & 8 = 15 et 3 = 50.



Annexe A

Relations de dispersion des modes axisymétriques :
le cas d’un profil constant par morceaux !

Dans cette annexe nous construisons la solution d’un probleme modele qui nous sert de
test pour la méthode numérique proposée. Pour cela on considere un milieu formé de deux
matériaux homogenes en contact rigide. Ainsi le triplet (A, g, p) est constant par morceaux :

(/\la”lvpl) sur I,
(A.1) (A, p)(r) =
(A2, pt2, p2) sur I'.

Moyennant cette hypothese, nous établirons I'équation analytique des courbes de dispersion
relatives aux modes axisymétriques, ce qui correspond aux solutions des problemes Pj(53)

et F5(8) (cf. [3])

A notre connaissance, ces équations n’existent pas dans la littérature mathématique
(ou mécanique).

A.1 Modes de torsion

Un couple (u,w?) € V5 x R* est une solution de P¢(B) si et seulement si u; = ul; et
ug = u|, vérifient le probleme de transmission :

r?uf +ruy + (Kfr* = 1)uyy =0 sur I (E)

P{(B) r2uf +ruh — (k32?2 + Vuy; =0 sur I’ (E')

u(R) =uw(R); m(ru) —w)l,_gp = pa(ruy —wa)|,..p (L)

avec
2 _ i 2 K2
Uy = =5 Uy = —
9 ~, P2
(A.2) w2 , , ) w?
.2 .
ki = — B ky =B — —
1 U,
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La condition (L) traduit la continuité du déplacement et de la contrainte radiale a 'interface

r=R.
Pour garantir la propagation des modes guidés on suppose v; < v,.

La solution générale du systeme (£ — E’) s’écrit sous la forme :

ur(r) = AJy(kir)
(A.3) {uQ(r) = BK(k.r)

Le couple (uq,uz) vérifie (L) si et seulement si (w, 3) vérifie ’équation de dispersion :
(Dg) 2(#1 - [l.g)Jl(kl R)I(l(kgR) + ﬂ2k2RJ1(k1 R)[\’o(sz) + }1,11\?1 RJQ(ICI R)I\’l(kgR) =0

L’équation des seuils s’obtient par passage a la limite, lorsque w — fv, (ou k; — 0), dans
’équation (D).

Avec les notations suivantes :

- Ky
K =
2(p2 — 1)

z=BRVa-1
on obtient ’équation des seuils suivante :

J](Z .

S =—-K=z

( t) Jo(z)

Application numérique

Nous choisissons, pour milieu (1), le cuivre de caractéristiques :

p1 = 0.89E4 kg/m?
(A.4) E; =11.F10 N/m® (module de Young)

vy = 0.36 (module de poisson)
et, pour milieu (2), I'acier de caractéristiques :
p2 = 0.7T8E4 kg/m? |
(A.5) E; =21.F10 N/m3

Vy = 026
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Le couple (A, u) &st lié & (E, v) par la loi ([7]) :

Ev
A= (1= 20)(1 + v)
_E
k=50 +0)

Avec ces données, les premiers seuils (normalisés) sont :

Bt =2.555; B =5039; A =7.644

Etude asymptotique pour § — oo.

wi(B)

Cherchons un équivalent de ¢,(8) = 3
PU

lorsque 3 — oo.

On sait d’apres [5] (corollaire 3.13) que 3lim c(B) = ﬁ, donc on peut supposer qu’on
P=oc V2

a le développement asymptotique :

(B = 2145+ %)

Montrons d’abord que l; = 0. En effet, dans le cas contraire on aurait

a [0 4

A Paide des formules asymptotiques ({16]) :

( K.(z) ~ \/ge"[l +0(—1:£)], n=12,.
L) =\ [ 2 con (e D)1+ 0(2)).

2 . . 1
‘ Ji(z) ~ \/;sm (:l‘ - Z) [1 + O(;)]

on montre que 1’équation (D;) est équivalente a :

. L4 T 1 .
ko Ry sin(ky R — 7) + ky Ry cos(ki R — 7) + o(ﬁ) =0

~ ou encore :

k 1
tg (klR - %) ~ —-k:z: = O(\/_B)

ce qui est impossible car la fonction tgx n’a pas de limite quand z — oo.
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Comme /; = 0, k1 R tend vers une limite | = /2], et I’équation (D;) est équivalente a :

J,(1)+0(%) ~0

d’ou Ji(l) = 0 et { prend les valeurs de la suite (j,4),k € N*, des zéros de J;(z).

Finalement on a :

v 72
(A.6) c(B) ~ v—:(1 + 513-%) k=1,2,..

L’indice k correspond au numéro du mode car, par définition, c¢x(83) < ck41(8).

A.2 Modes de compression.

La solution générale u = (u,, u3) du systeme (P{(3)) (cf. [5], remarque 1.2) se met sous

ou

la forme :
_ Ady(r) + Bga(r) sur I
ar) =
Cy(r) + Dipa(r) sur I
' k,l,Ix(k,l,T) —BklJy(ky7)
$i(r) = i ¢a(r) =
Blo(kyr) (k3)*Jo(kyr)
(A.7) Pi(r) = 1 te(n)=
~BKo(kjr) (k3)2Ko(kir)
avec A 42
i _ M )2 A )
v) = —; v) = 1=1,2
( s) Pi ( P) /)i ( )
2 1 2 1
i_ (g2 _ Y \2, i _ (2 _ %Y \2
(A8 b= o)t B0y
A D'interface r = R, la solution u vérifie les conditions de transmission :
{ w(R—-0)=u(R+0)
_dua - _du - _
(35 + Byat)(R—0) = (13217 + B,u) (R +0)

Ainsi on obtient un systeme algébrique par rapport a (A, B, C, D). L’équation de dispersion
s’obtient en annulant le déterminant de ce systéme. On obtient :

(D.) det A(w, ) = 0
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ou A(w, ) est une matrice d’'ordre 4, de coefficients :
(A = k;]l(k,‘,R)

Ay = Blo(kLR)
(A.9) ¢

\ A41 = Qul/ij:,Il(k'l,R)
(Ayy = —fk}Ji(k, R)

Agy = (’\':)QJO(]":R)
(A.10) ¢
Az = 28k [y Ji(E2R) — (M + p1)kI RJo(K1R)]

(A = =i RES[(K;)? + B°] 11 (ks R)
1 A):; = k?,]\’l(,\?)R)

Aqz = =Ko I\‘;ER)

(A.11) 4
ADas = —Rpa[3® + (k2)?]Ko(kZR) + 2u2k) K1 (K3 R)
{ Ays = 2[,!2ﬂRk;]\,l(k§R)
( A14 = —,kal\’l(]\'fR)
A24 = (kZ)Q]\ro(}\sz)
(A.12) {

Asy = 2028k K, (k?R) + kK2 RKy(k?R)]

L Aus = = RRJ[(KD)? + B2) K (K2R)

Remarque A.1 Les coefficients k! et k; sont liés au couple (B3,&) par les relations

suivantes : -
RE? = B1 — &2
’ RI\: = /,_3\/0'1{‘2 -1
(A.13) $ : i
RL‘g = /3\/1 — 0‘25‘2
( RE} = 3VT — a2
avec

_ P2, oy = g2 o P1}2
= T =3 | a 3= T/ | a
P2ty Az + 2p, p2( A1 + 2p1)



70

L’équation des seuils s’obtient par passage a la limite, lorsque ¢ — 1, dans 1’équation
de dispersion (D.). D’ou le comportement suivant :

( Rk >0 _
Rk: ZBVQ% —-1= b]
(A.14) )
Rk ~ B/1 - o} = b,
Rk;’ 23\/1 —O‘% = b3
et

Aw, By >~ S(S) = (Si))
avec les coefficients suivants :
St = baly(b3)

S‘Zl = BIO(in)

(A.15) )
Sa1 = (A + l’f)fo(bs) — 2416315 (bs3)
[ Sa1 = 2401 Bbs 1, (b3)
( S1o = —BbyJi(by)
522 = beo(bl)
(A.16) < )
' S32 = 28b [ J1(b1) — (M + 0 )ordp(By)]
( Sa2 = _ﬂlle}(bl)(Bz + b%)
((S13 = ba Xy (by)
Saz = —i'-;l\'o(bz)
(A.17) )
533 = _lL232[\’0(b2) —2}[21)21!'1(1)2)
( Sys = 200,80, K1 (by)
. fSH - —3
.5'24 = 0
(A.18) )
Sy = 2/1.2,’3
S = —p
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L’équation des seuils est alors :

(Se) det S5(8) =0

Avec les données numériques choisies on obtient les premiéres racines :
B; = 2.157; B5 =4.783; p5 = T7.462

Nous observons une alternance entre les seuils des modes de torsion et les seuils des modes
de compression ; i.e :
C t c —
ﬁksﬂksﬁk.(,.l, k—1,2,...

Etude asymptotique pour § — oc.

Dans ce paragraphe on vérifie que la fonction c;(3) se comporte a I'infini de la méme
maniere que pour les modes de torsion, i.e :

jf,k \

En effet, a I'aide d’un raisonnement analogue, on prouve que le terme d’ordre 1 est nul.
Par suite, on a les formules :

en(B) =~ Z—:(l +

() = 2(1+ )

32
et
( Rk} ~ [
Rk? >~ BT =~ = fa,
(A.19) {
| R~ ByT=; = fas
| Rk} ~ BT — 3 = Bay
avec

_ H1p2 _ 1p2 . _ [t
T pap "= (A2 + 2m2)p1” = A+ 2

Il reste a déterminer le coeflicient [. En utilisant les formules (A.19) et le comportement
asymptotique des fonctions de Bessel a I'infini on obtient un équivalent de I’équation de
dispersion (Dy) lorsque f — 0 :

(A.20) det A () = 0

Les colonnes de A, = (A, AD AB) AW sont données par :

"N

( Bay \ ( — Bl (1) \

3 12.J(1)
A = AR —

oo X

m(B* + B - 2pay) 281y (1) = (M1 + p)ldo(D)] |

\ 2111 3%ay ) \ —m (I + %) J, (1) /



~J
t

( Pas —3%a, W
B B%a?
Ag) — A((;) -
—p2(B%(1 + a?) + 2Ba3) 2u28%a,(1 + Bay)
\ 2u23%as / | K —p28%a1(1 + a}) }

En développant det A,,(3) suivant la 2°™¢ colonne on est capable de trouver un entier
p € N™ et une constante ¢ # 0 indépendante de [ tels que :

(B)7" det A (B) = clJi(l) + 0(%)

ce qui entraine, avec (A.20), J;({) = 0. Par suite, | appartient a la suite (j;x), k=1,2,... ©
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