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Résumé : La résolution des équations de Navier-Stokes en méthodes
spectrales pour des écoulements compressibles peut étre assez gour-
mande en temps de calcul. On étudie donc ici la parallélisation d’un tel
algorithme et son implantation sur une machine massivement paralléle,
la' Connection-Machine CM-2. La méthode spectrale s’adapte bien aux
exigences du parallélisme massif, mais I'un des outils de base de cette
méthode, la Transformée de Fourier Rapide (lorsqu’elle doit étre appli-
quée sur les deuz dimensions d’un tableau), y est en revanche assez peu
performant; d’autre part, en raison de contraintes sur le pas de temps,
il est nécessaire de ne pas utiliser un trop grand nombre de points, ce
qui ne permet pas de profiter de toute la puissance de la CM-2.
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Parallel Spectral'Methods and their
Application to Compressible Mixing -
Layers Simulations

Abstract: The resolution of Navier-Stokes equations for compress-
ible flows using spectral methods can be CPU intensive. We study
here the parallelization of such an algorithm, and its implementation
on a massively parallel computer, the Connection-Machine CM-2. The
spectral method is found to be well adapted to massively parrallel ar-
chitectures, but one of the basic tools needed for this method, the Fast
Fourier Transform, has poor efficiency on such computers when it has
to be applied on the two dimensions of an array. Furthermore, the time
integration suffers from hard restrictions if the number of points is big;
this impeedes taking advantage of the whole power of the CM-2.

Key-words: spectral methods, compressible viscous flows, direct nu-
merical simulation, parallel architectures.
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1 Introduction

La parallélisation d’un algorithme de résolution des équations de la méca-
nique des fluides (Euler ou Navier-Stokes) se heurte & plusieurs types de
difficultés, liées aux méthodes d’approximation employées. De maniere géné-
rale, pour les problemes résolus et en considérant des intégrations temporelles
explicites, on peut classer ces méthodes numériques en deux grandes familles.
Les éléments finis, les volumes finis et les différences finies sont des méthodes
locales; ceci signifie que la discrétisation des opérateurs aux dérivées partielles
en espace, en un point (ou sur une cellule), ne fera intervenir que les voisins
topologiques de ce point ou de cette cellule. Dans la deuxieme catégorie, on
classera les méthodes spectrales et pseudo-spectrales; pour celles—ci, la valeur
en un point de la dérivée partielle en espace d’une fonction dépend des valeurs
de la fonction sur tous les points dans la direction d’espace considérée. Pour
obtenir une méthode locale d’ordre p, la discrétisation des dérivées spatiales
doit prendre en compte les valeurs de la fonction sur les voisins d’ordre p
du point, les voisins d’ordre p se définissant par récurrence comme étant les
voisins (d’ordre 1) des voisins d’ordre p — 1. Les méthodes spectrales seront
donc plus précises que les méthodes locales puisque leur ordre de précision
est au moins égal au nombre de points de la discrétisation; elles seront en
revanche beaucoup plus couteuses en général en nombre d’opérations que les
méthodes dites locales.

La majeure partie de ces opérations est constituée de transformées de
Fourier et de relations de récurrence intervenant dans le calcul de dérivées.
L’algorithme résultant est aisément vectorisable comme le montrent les ré-
sultats obtenus sur des ordinateurs vectoriels comme le CRAY et le. Convex
C-2 [10].

Nous voulons étudier ici le comportement de ce type d’algorithme sur une
architecture massivement parallele comme la Connection Machine CM-2. Les
travaux réalisés sur ce sujet portent en général sur des constructions d’algo-
rithmes de la transformée de Fourier rapide plus adaptés au parallélisme de
la CM-2. De hautes performances ont été prévues [12] et observées [13].

Les performances se dégradent—elles et dans quelle proportion lorsqu’on
fait appel a la transformée de Fourier rapide dans un algorithme conte-
nant d’autres types d’opérations, comme la multiplication de matrices par
exemple ? '
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Travaillant sur des écoulements incompressibles, une adaptation astu-
cieuse de la méthode spectrale qui donne de bonnes performances sur la
CM-2 a été décrite dans [8]. La subtilité dans ce cas était de réécrire les
équations en variable complexe, ce qui permet de ne faire de transformées
de Fourier qu’en début et fin d’exécution, ainsi qu’aux temps ou ’on désire
visualiser les résultats. Cette idée ne peut malheureusement étre appliquée
aux écoulements compressibles que nous étudions ici.

Le plan de ce rapport est le suivant :

e Dans la premieére partie, on décrit le probleme physique et sa modéli-
sation mathématique.

e On détaille, dans la seconde partie, la méthode numérique choisie ainsi
que l’algorithme qui en résulte dans sa version scalaire.

e La parallélisation de tout algorithme étant liée a I’architecture et au
mode de fonctionnement de la machine parallele choisie, on décrit brie-
vement, dans la troisieme partie, la Connection Machine CM-2.

e Dans la quatrieme partie, on donne une version parallele de la méthode
spectrale utilisée sur la Connection Machine.

o Des comparaisons de performance et des résultats numériques sont pré-
sentés dans la derniére partie.

2 Le probleme physique

On s’intéresse au développement temporel de tourbillons dans une couche de
mélange. La situation initiale est celle représentée sur la figure (1). L’écoule-
ment décrit est instable en ce sens que la superposition d’une perturbation,
“aussi infime soit—elle, suffit & entrainer l’apparition de tourbillons qui vont
s’épaississant et qui peuvent éventuellement s’apparier.

S’intéresser au comportement temporel de I'instabilité, c’est choisir de se
déplacer a la vitesse des tourbillons, en fixant une fenétre de I’écoulement; on
suppose en outre que la croissance de ’instabilité entre I’entrée et la sortie de
la fenétre est négligeable, ce qui conduit & supposer ’écoulement périodique.
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Figure 1 : Description de la couche de mélange

L’instabilité, dite de Kelvin—Helmholtz, a d’abord été étudiée pour des
fluides incompressibles non visqueux [18], et visqueux [1]. Ces premiers tra-
vaux montrent ’absence de nombre de Reynolds critique; a 'inverse de la
couche limite par exemple, Pinstabilité n’est pas due a la viscosité, qui en
atténue au contraire le développement. Le passage aux fluides compressibles
a été plus délicat. Plusieurs études (2, 3, 7], toutes menées dans ie cas non
visqueux, ont permis de démontrer que la Compressibilité, si elle diminuait
le taux d’amplification des perturbations, n’empéchait pas l'instabilité de se
développer. 1l faut attendre [4] et [19] pour avoir un paramétre permettant
de quantifier convenablement la compressibilité de I’écoulement : le nombre
de Mach convectif. La viscosité a le méme effet en compressible qu’en incom-
pressible. D’autres phénomenes intéressants ont été mis en évidence par des
études théoriques ou numériques; par exemple, lorsque le nombre de Mach
convectif dépasse 0.6, les perturbations tridimensionnelles se développent plus
vite que leurs homologues bidimensionnelles {20]. Pour un nombre de Mach .
convectif de 0.8, des chocs apparaissent dans les simulations bidimension-
nelles, mais n’ont pas encore été observés dans les simulations tridimension-
nelles.

"Nous nous limitons ici aux nombres de Mach convectifs inférieurs & 0.6.
Ceci nous permet de n’envisager que des perturbations bidimensionnelles
et donc de supposer le probleme lui-méme bidimensionnel. De méme, nous
évitons la présence d’ondes de choc que les méthodes spectrales capturent
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difficilement. La méthode numérique développée permet cependant de traiter
le cas de nombres de Mach convectifs jusqu’a 0.8, avant I’apparition de chocs
(10, 9]. '

2.1 Equations

L’écoulement est instationnaire; il est modélisé par les équations de Navier-
Stokes. On suppose. que le fluide est un gaz parfait dont les chaleurs spéci-
fiques sont constantes. La viscosité et la conductivité thermique dépendent de
la température suivant la loi de Sutherland. Les équations sont adimension-
nées en choisissant I'épaisseur initiale de vorticité §;, la différence des vitesses
supérieure et inférieure, la température et la masse volumique initiales sur la
frontiere supérieure du domaine comme grandeurs de référence. Le temps de
référence est le quotient de I’épaisseur initiale de vorticité par la différence
des vitesses supérieure et inférieure; la viscosité et la conductivité thermique
sont adimensionnées par leurs valeurs sur la frontiére supérieure du domaine.
Les équations adimensionnées s’écrivent :

( pr + (pu), +(pv), = 0
(pu), + (pu® + p), + (puv), = ﬁié [(’rn)x + (le)y]
J (pv), + (puv), + (pv* +p), = Re [(7'12), + (Tzz)y]
Pe + 7p(us +vy) +up, +vpy = ReM2Pr [(/\T,)z + (/\Ty)y]
v-—-1
L + Re [Tlluz + Tlg(uy + 'Ux) + T22’U,y]

(1)
ol T3 = %E(Qugc — ), 12 = uy + v;) et ™y = 232(21)!, — u,) sont les
composantes du tenseur des taux de déformation.

Les nombres sans dimension qui apparaissent dans ces équations sont les
nombres de Reynolds Re, de Mach M, et de Prandtl Pr:

2U0e6iPoo 2u C
=___’L, M, = —=—2_ =2M,, Pr = ZpHo
oo YRT koo
M_ est le nombre de Mach convectif et l'indice ., indique qu'il s’agit des va-
leurs sur le bord supérieur du domaiine de calcul. La loi d’état adimensionnée
s’écnt :

Re
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]
YA

p= T

La loi de Sutherland adimensionnée a pour expression :
. T
=i
1+ 7+

_ T3/2
T+ 7

7

T, est une constante homogene a une température. :

On r1ésout d’autre part une équation d'advection—diffusion sous forme
conservative; l'inconnue y est un scalaire passif, noté Y, et I’équation adi-
mensionnée s'écrit :

(PY )1 + (puY ), + (pvY), = Yz + Yyy) (2)

1

ReS c(

Cette équation traduit simplement la conservation de la quantité (pY).

Si maintenant on suppose d’abord que le fluide est composé de deux especes

chimiques de caractéristiques physiques identiques ne réagissant pas entre

elles, qu’ensuite les coefficients de diffusion moléculaire D) sont égaux a D

‘pour les deux especes (k = 1, 2) et que le produit pD est constant en espace

et en temps, enfin que le terme de couplage qui apparait dans ’équation de

pression est nul, alors on peut identifier Y avec la fraction massique de 'une

des especes. Le nombre de Schmidt qui apparait dans (2) est alors défini par :

Se= -t — LePr

pD

Le scalaire Y est dit passif parce qu’il n’influence pas I’écoulement. L’é-

quation (2) peut—€tre vue comme celle d'un marqueur caractérisant ’écoule-
ment.

2.2 Conditions initiales

L’écoulement, a l'instant initial, est formé d’un état de base auquel est su-
perposé une petite perturbation sinusoidale. La vitesse de base présente un
profil en tangente hyperbolique, la pression est constante et la température
vérifie I'équation d’énergie de la couche limite avec Pr =1 :
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-

1
u = Etanh(,?y) v=0,p= = ,
1 : (3)
— T~ a2 — 2
T = 1+ M2 (1 - (2u)?)
La concentration initiale est :

y = %(1 + tanh(2y))

La perturbation sinusoidale est a divergence nulle. Elle est confinée au
voisinage de I’axe y = 0 au moyen d’une gaussienne; elle s’écrit :

EYA e

u" = %—Sln(z )exp(—f—oyz) (4)
€

v o= §cos(3’¥-)exp(~i%.y2)

ou ¢ est un nombre positif petit.

2.3 Conditions aux limites

On suppose que I’écoulement est confiné verticalement et on applique des con-
ditions de glissement, de flux de chaleur et de pression nuls sur les frontiéres-
horizontales du domaine, notées I";, sur la figure (1). Si I’on continue I’ana-
logie entre scalaire passif et concentration, la condition imposée sur cette
quantité correspond a une paroi imperméable. Ces condltlons aux limites
s’écrivent :

@zo,vzo,@zo,gp—:m?z:o ' (5)
Ay - Oy -0y Ay
Comme nous nous intéressons au développefnent temporel de la couche de
mélange, nous imposons des conditions de périodicité en I'¢ et en ', sur la
figure (1). Avec & = (p,u,v,p,Y)" et en notant A la période spatiale, les
conditions s’écrivent : '

B(A,t) = 2(0,1), ‘I’(A n=2200 ©)
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3 La méthode numérique

Rappelons brievement les principales caractéristiques de I’approximation uti-
lisée ici. Soit a résoudre une équation aux dérivées partielles

Ou 0 e
5 " gl =0 (7)
u étant une fonction du temps et de la position, F' étant une fonction de u
suffisamment réguliére.
L’approximation de la dérivée temporelle sera décrite plus tard. Il suffit
simplement de savoir que le schéma en temps sera complétement explicite;
on supposera provisoirement qu’il s’agit d'un schéma d’ordre un :

untl — y® 0

=57 ) " (8)

u™t! représente la valeur de u a I'instant (n + 1)At. Il faut noter que, pour
un schéma explicite, les conditions aux limites peuvent étre calculées apres
que le schéma ait évalué u™*! sur tous les points intérieurs.

3.1 Méthode de collocation

Pour 'approximation spatiale, on utilise une méthode pseudo—spectrale avec
développement des inconnues en polynémes de Tchebychev. On renvoie a
[5] pour un exposé complet des propriétés requises de 'opérateur et de la
solution pour que la série tronquée en polynémes de Tchebychev converge
uniformément vers la solution exacte de (7); on supposera ici que lopera-
teur est suffisamment régulier pour qu'il existe une solution unique u, C,
pourvu que ’on fournisse des conditions initiales et des conditions aux h-
mites appropriées. La solution exacte u de I’équation aux dérivées partielles

(7) est approchée par son développement tronqué a ’ordre N en polyndmes
de Tchebychev

u(z,t) = uy(z,t) =§: Ti(z) Ve [-1,1] (9)

ou les 4, (t) sont les coefficients (constants en z) du développement. Les
polynomes de Tchebychev de premieére espece sont définis par :
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Ti(z) - cos(k arccos(z)) z € [-1,1] pourk € N (10)

Pour calculer 4™, outre la connaissance de u", il est nécessaire de pou-

voir évaluer la dérivée spatiale de F'(u™). Pour ce faire, on écrit d’abord
OF (u)/0z en fonction de u et de Ou/0z. Il ne reste plus qu’a évaluer cette
derniére quantité. Lorsqu’on a fait le choix d’approcher u(z, t) par une série
Tchebychev tronquée i P'ordre N, des considérations de précision imposent
d’approcher du/dz par la dérivée de I’approximation (9) : .

—a—uN (z,t) = Zuk )T (z) (11)
Oz k=0
On utilise une méthode de collocation, c’est & dire que I’on résout exac-
tement I’équation aux dérivées partielles sur un certain nombre de points
de collocation; leur choix dépend des fonctions de base choisies, et pour les
polynomes de Tchebychev, on a coutume de choisir les extrema du polynomeé
de degré N : '

7J

Tj = cos o (12)
D’aprés (10), on peut exprimer la valeur du k*™¢ polynéme de Tchebychev
sur le ¥ point de collocation :
. knj
Ti(z;) = cos — N (13)

On sait que les polynémes de Tchebychev forment une base Hilbertienne
de lespace L2([—1,1]) ou w(z) = (1 — z?)7'/2. On obtient une relation
d’orthogonalité discréte en approchant l'intégration dans I’écriture du pro-
duit scalaire par une formule de Gauss-Lobatto,

N

N
1
Z C— :IIJ)T[ :L‘J) = Eck&d k,l e {0,,N} (14)
7=0

avec cg = cy = 2 et ck;151k€{1,...,N—1.}.
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3.2 La dérivation
3.2.i Méthode directe

Elle consiste a exprimer 4.(t) en fonction des uy(z;,t), pour tous les points
de collocation z;, puis a reporter le résultat obtenu dans I’expression (11).
. En effet, d’apres (9),

N
u(zj,t) = uy(z;,t) = D w(t)Ti(z;) j €{0,---,N}
k=0

En multipliant membre a membre par Tj(z;) /c,, et en sommant sur j, on
obtient :

n‘,_.

N N 1
n(z;, t)Ti(z; z (ﬁk(t) > aTk(fBj)Tz(xj))

Ea relation d’orthogonalité permet d’isoler 4;(t) et

w(t) = 1= Y- Sun(z;, OTi(a;) (15)

On reporte ensuite (15) dans (11) et on obtient :

(%uzv(:cp, t) cl }; (25, t)Ti(2p)Tie(w5)

>
= % g n(zj,t) Z Tk(:tp)Tk(m,)
i d(l)uN(xj, t) (16)

Les coefficients dgp) sont explicités en annexe. La dérivation se réduit donc a

'la multiplication de la matrice [d;;,)] par le vecteur [uy(z;,)].
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3.2.2 Transformées de Fourier rapides

La deuxiéme fagon de procéder pour calculer la dérivée de Uy par rapport a
z découle de la définition par récurrence des polynomes de Tchebychev :

1 ! 1 4

= r1 k41(2) = 77T (2), k21 (17)
De cette expression, on peut aussi déduire la relation de récurrence qui lie
les coefficients de la fonction et ceux de la dérivée :

2 Ti(z)

Qk’&k = Ck_lﬁlk_l - '&Ik+1 (18)

Il reste maintenant a exprimer les coefficients de I’'approximation a ’aide
des valeurs de la fonction sur les points de collocation. On écrit donc la
relation d’orthogonalité discrete (14), et en notant ;2 = —1, on obtient :

2 X1 kmj
iy = N}Z:% c—juN(m]-)cos%l for 0<k 5 N
1 X1 kmj
= 2 suvten) (0T en-i5)
1 ﬁ':l (x)ex(',kai 1 (k7r)+1u
= — —u p(—1— —u_; exp(1— —1Uy
N e M N Plany A 7 Co
on effectue un changement d’indice pour arriver au résultat final :
1 [& orkj. 271 orkj
Gl = — ZuN(:v)exp(—_ Y+ > un(z;)exp(—i )
N =0 ’ 2N j=N+1 ’ 2N
:
1 |2M5 2mkj
= N 2 in(x;)exp(—1 5N ) (19)

ol uy(z;) = un(z;) pour 0 < j < N et iy(z;) = un(z2 N — j) pour
N+1<j<2N -1 '

Le calcul de 4; se réduit ainsi a une transformée de Fourier de longueur
2N. Le calcul de la dérivée se compose donc d’une transformée de Fourier
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qui permet de calculer les coefficients 4y, d’une relation de récurrence qui
donne les coefficients de la dérivée 4, et d’une transformée de Fourier inverse
qui permet de récupérer les valeurs de la dérivée de 'approximation sur les
points de collocation.

3.2.3 Approximation temporelle

On utilise un schéma de Runge-Kutta, précis au troisieme ordre en temps, a
faible stockage [26]. Le critére de stabilité nécessaire pour assurer la stabilité
du schéma implique que le pas de temps soit de l'ordre de 1/N4, o N est le
degré de 'approximation dans 'une des directions d’espace.

3.3 Algorithme

Début du programme
Initialisation de la géométrie, des TFR et de ’écoulement. -
Tant que [Temps < Tpnaz)
Faire Boucle en temps
Calcul du pas de temps At = min; ; At, ;
Pour [chacun des pas du schéma Runge-Kutta 3]

Faire
T,

Caleul iy = TPt To_ et 5, = 1
alcul p;; = £y ; me ij = B

Calcul des dérivées pour fes flux Euler (5en z, 5 en y).
Assemblage point par point des flux Euler.
Calcul point par point du tenseur des contraintes 7;;.
Calcul des dérivées pour les flux visqueux.
Assemblage des flux diffusifs et mise a jour de la solution
pour les variables hydrodynamiques.
Conditions aux limites
Calcul des dérivées pour I’équation de concentration (3enz,
3 en y). '
Assemblage des flux et mise a jour de la concentration.
Conditions aux limites pour la concentration.

Fin

Si [Temps = Temps de stockage] Alors

Faire ) ~ .
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Stockage de la solution
Fin '
Fin Boucle en temps

Fin du programme

4 Ordinateurs a architecture paralléle

4.1 La Connection Machine CM—2

La CM-2 se présente comme un systéeme informatique homogéne, tant du
point de vue du matériel que du logiciel.

La figure (2) ci-dessous représente une vue schématique des trois princi-
paux composants de la CM-2 :

Un ordinateur frontal chargé du contrdle (séquentiel) du déroulement des
programmes, et qui fournit en outre les outils nécessaires au dévelop-
pement (langages, librairies, débogueur). '

Une unité de calcul paraliéle contenant depuis 4k jusqu’a 64k proces-

seurs élémentaires (ou éléments de calcul), disposant chacun d’une mé-
moire locale allant de 64k-bits & 1M-bits (1k = 1024 et 1M = 1024?).

Un systéeme d’entrées sorties comprenant une unité de stockage sur dis-
que paralléle, et un écran graphique adressable directement par un des
bus paralleles du micro—contréleur.

Le micro—controleur est le relais de ’ordinateur frontal dans 'unité de
calcul. C’est a travers lui que le frontal accéde (en écriture et en lecture)
aux mémoires locales; le frontal lui envoie aussi le code compilé (macro-
instructions); le micro—controleur convertit ce code en nano-instructions di-
rectement exécutables par les processeurs élémentaires; il est lui méme pro-
grammé a un niveau intermédiaire, en micro—instructions. Le programmeur
agit au niveau du langage structuré, mais il lui est possible de programmer
en macro—instructions, on méme directement en micro—instructions.

Lorsque la taille du probléme a résoudre est telle que le nombre de pro-
cesseurs physiquement présents dans la machine n’est pas suffisant, celle—ci
bascule automatiquement en mode virtuel, pourvu que suffisamment de mé-
moire soit disponible; chaque processeur simule alors plusieurs processeurs
virtuels de maniere séquentielle.
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Lorsque ’exécution d’une tache doit étre conditionnelle, le micro—contré-
leur “masque” ces instructions. A chaque processeur virtuel est affecté quatre
bits d’état; I'un d’entre eux, dit de “contexte”, est activé par le micro—
contrdleur lors de I’exécution d’une macro—instruction conditionnelle. Tous
les processeurs effectuent ‘inconditionnellement la séquence conditionnelle,
mais ne la mémorisent que ceux dont le bit de contexte a été activé a 1.

L’architecture des éléments de calcul ne sera pas détaillée ici. Il suffit
de retenir qu’ils sont capables d’effectuer des calculs arithmétiques simples;
ils peuvent étre programmés pour effectuer des calculs en flottant avec une
précision arbitraire, mais au prix d’une grande inefficacité. Ils adressent leur
mémoire locale bit a bit, et cette caractéristique atteste que la Connection
Machine n’était pas destinée a priori au calcul scientifique, qui ne nécessite
pas de telles manipulations, mais plutét au traitement d’images.

Les processeurs sont organisés physiquement en cartes de 16, les CM—
chips; sur une carte, tous les processeurs sont physiquement interconnectés.
Deux CM-chips partagent un accélérateur de calcul flottant, ainsi qu’un dé-
codeur d’adressage, car les registres de I’accélérateur de calcul ne sont pas
adressés bit a bit. Cette derniére caractéristique pénalise le temps de calcul,
mais, en organisant différemment le stockage des données sur la mémoire lo-
cale, on peut s’affranchir de cette difficulté. Cela reléve toutefois de la nano—
instruction, et ces subtilités informatiques devraient étre du ressort exclusif

des compilateurs. Le premier d’entre eux qui intégre cette optimisation est
la derniére version du CM-Fortran.

4.2 Les communications

Les communications sont organisées autour de deux réseaux physiques dis-

tincts :

le réseau physique du CM-chip qui connecte directement tous les pro-
cesseurs élémentaires. '

I’hypercube | dont les CM~-chips sont les sommets.

Tous les CM—chips possédent un “routeur” de messages qui agit comme un

aiguillage; ces routeurs sont donc eux aussi sur les sommets de ’hypercube.

Un message emprunte la connexion entre deux routeurs. Si le second est

la destination effective du message, celui-ci est écrit, sinon, il est aiguillé

sur Yaréte de 'hypércube correspondant au chemin le plus court vers sa

destination effective.
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Cependant, un mécanisme de communications particulier a été implanté
qui assure une meilleure performance des communications quand le taux de
processeurs virtuels est important. En effet, lorsqu’un processeur virtuel veut
échanger des informations avec ses plus proches voisins (Nord, Est, Sud et
Ouest), les communications sont constituées, par importance décroissante,
d’échanges entre mémoires d’'un méme processeur physique, puis d’échanges
entre mémoires de processeurs physiques situés sur un méme CM-chip, et,
de facon assez marginale, par des échanges nécessitant 1'utilisation des arétes
physiques de I’hypercube. On renvoie A [16] pour des évaluations précises des
performances des communications en grille.

4.3 Les Langages de programmation

Comme indiqué précédemment, plusieurs niveaux de programmation sont
accessibles. Les langages évolués sont au nombre de trois, CM-Fortran, C *
et * Lisp. Le second est une extension du langage C habituel incluant des
concepts propres au parallélisme; on en trouvera une présentation détaillée
dans [22]. On s’intéressera plus particulierement ici au CM-Fortran; cette
extension de Fortran 77 est en fait pratiquement un nouveau langage.

Le jeu de macro-instructions (PARIS, [21]) constitue la base des langages
ci—dessus. Leurs compilateurs acceptent des appels directs a des routines
PARIS, ou des consultations de variables PARIS. On renvoie a [15] pour des
exemples d’utilisation de langage structuré avec des appels a PARIS.

Le niveau de la nano—instruction est accessible, certes, mais son explora-
tion sort largement du champ de cette étude.

4.4 Lé CM-Fortran

le CM-Fortran répond au besoin d’un langage évolué destiné au calcul numé-.
rique sur la Connection-Machine. Sa base est le Fortran 77 auquel certaines
fonctionnalités prévues dans la norme 90 ont été rajoutées, essentiellement
des structures de controle et des instructions de manipulation de tableaux
(24]. Ces dernieéres sont particuliérement adaptées au traitement des tableaux
dont chaque élément réside dans la mémoire locale d’'un processeur virtuel,
que nous appellerons tableaux paralléles. On découvre donc :
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une sémantique étendue permettant aux opérateurs et aux fonctions in-
trinseques héritées de Fortran 77 de manipuler indifféremment des ar-
guments scalaires ou des tableaux.

des sous—tableaux et des indices tableaux ainsi que de nouvelles regles
d’affectation. _

L’instruction WHERE permettant de sélectionner des éléments d’un tableau
suivant la valeur de ces éléments.

des déclarations de types par attributs, se rapprochant de la syntaxe du
langage Pascal.

D’autres fonctionnalités inclues dans CM-Fortran sont par exemple les struc-
tures de controles CASE, DO WHILE, DO TIMES, ENDDO.

L’utilisateur n’a normalement pas besoin de décider lui-méme de la ma-
niére dont sera stocké un tableau en mémoire. Si ce tableau est détecté dans
une instruction paralléle, il sera automatiquement stocké sur la Connection—
Machine, dans les mémoires locales des processeurs virtuels; dans le cas con-
traire, il sera stocké sur le frontal. Une source d’erreurs importante est par
conséquent d’avoir un tableau qui n’est que ’objet d’affectations “sérielles”
dans un module, et de le passer en parametre d’appel a un autre module qui
va lutiliser de maniére parallele. A la compilation, le tableau dans le pre-
mier module sera déclaré résidant sur le frontal, tandis que dans le second,
il sera identifié comme un tableau paralléele. Dans ce cas, il faut indiquer
au compilateur (par une directive LAYOUT) que le tablean doit résider sur la
Connection—-Machine, et ce méme dans le premier module.

Enfin, CM—Fortran inclut des manipulations de tableaux tels que déca-
lages d’éléments ou duplication N fois d’un vecteur de longueur M pour en
faire une matrice M x N, mettant en jeu les différents systeme de commu-
nications. Il n’est pas nécessaire, comme pour le langage C*, de gérer “a la
main” les communications.

5 L’algorithme parallele

5.1 Généralités

Comme le montre I'algorithme général (3.3), on peut séparer les instructions
du programme en deux catégories : :
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les instructions ponctuelles ou 'on affecte au point (2, 7) le résultat d’un
calcul faisant intervenir les valeurs en ce point d’autres grandeurs.
les instructions globales sont celles qui, pour I’évaluation d’une grandeur
"~ au point (7,5), dépendent des valeurs d’autres grandeurs aux points
(3, k), k € {0,---, Ny} ou aux points (k, ), k € {0,---, N, }; ce sont en
particulier les dérivées.

Sur des ordinateurs scalaires ou vectoriels, ’essentiel du temps de calcul,
pour des méthodes spectrales explicites, est employé a calculer des dérivées
spatiales. Il apparait que ce sera également le cas sur un ordinateur a archi-
tecture SIMD comme la connection machine.CM-2. En effet, la complexité
des instructions ponctuelles est de I’ordre de 'unité,; les instructions globales
ont une complexité directement reliée a la taille du probléme que I'on résout.
Les instructions de communications, sur ces maillages structurés, ont une
complexité en log,(N), o N est la taille du probléeme a résoudre. Dans le
cas le plus favorable, comme on le verra plus loin, on arrive a une complexité
du méme ordre pour les instructions globales, a savoir les calcul de dén-
vées. Dans ces conditions, il est clair que le gain en temps de calcul s’obtient
d’abord en minimisant le temps passé a calculer des dérivées.

5.2 Complexité des différents algorithmes mis en jeu
dans la dérivation '

5.2.1 Multiplication de matrices

Il existe divers algorithmes paralleles de multiplication de matrices. Le plus
performant en termes de complexité (algorithme de Cannon {24]) comporte
O(logy N ) opérations, pour la multiplication de deux matrices carrées d’ordre
N. 1l nécessite malheureusement I’occupation de N3 processeurs, et pour les
applications prévues, ce coit mémoire est prohibitif. L’algorithme suivant,
par ordre de performance décroissante, est en O(N) opérations et requiert
N? processeurs. Il est implanté dans la bibliotheque utilisateur disponible sur
la CM-2. On trouvera dans [6] une étude compléte des différents algorithmes
de multiplication de matrices et une comparaison de leurs performances me-
surées.
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5.2.2 Transformée de Fourier rapide

L’algorithme de la transformée de Fourier rapide ou “Butterfly” est décrit
succinctement ci-aprés. on trouvera dans [14, 11] une description plus com- .
plete du procédé et des subtilités algorithmiques nécessaires a sa mise en
ceuvre.

On a coutume d’écrire la transformée de Fourier discrete sous la forme :

2xiyk

N-1 N-1 ,
X; = Z e N = Z :ckavk (20)
k=0 k=0

N est la longueur de la transformée de Fourier; z; et X; désignent les élé-
ments d’indice k des vecteurs “donnée” et “résultat”, respectivement; les
valeurs Wi = exp(—2nijk/N) sont dénommés “Twiddle factors” (facteurs
de torsion). '

Dans la suite, on s’intéressera exclusivement au cas N = 2*. On décom-
pose la sommation pour faire apparaitre N/2 :

X1 1 .
2 . 2 . N
Xj= Y oW+ Y g aWi P (21)

D’apres la définition de W3F, on a W&:H%) = (-1)W}'. De plus, si j = 2,
Wik = W et sij =2l + 1, alors Wi = WEWY%. On obtient alors :
2 2

Xo = ng(mk+xk+%)_ Vl,e {0,---, %}
N 1 . (22)
Xotp1= ). Wf;"Wf,(mk — g ) VIE{0,--, )
k=0
Le calcul d’une transformée de Fourier directe de longueur N est remplacée
par le calcul des deux vecteurs [zi.+ ;, »] et WE(zr — Tyy &) et de deux
transformées de Fourier de longueur N/2. L’itération du procédé conduit au
bout de n — 1 = log,(/N/2) étapes, a calculer des transformées de Fourier de
longueur 2.
A chaque étape, les' N processeurs sont actifs, et la transformée de Fou-
- rier est terminée apreés log, N étapes. Il convient de remarquer que ’adressage
mémoire des éléments du tableau en sortie est modifié; I’algorithme délivre
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le résultat en ordre binaire inverse, c’est-a~dire que I’élément d’indice abcd
en base 2 a pour indice dcba, toujours en base 2, apres exécution de la trans-
formée de Fourier.

5.2.3 Relations de récurrence

Si 'on développe la relation (18), on s’apergoit qu’elle peut se mettre sous la
forme : ‘

N
aly= Y. pi, (23)

p=k+1
p+k impair

Le terme pi, a I'intérieur de la sommation, ne dépend pas de I'indice k.
En conséquence, si I’on sait, en calculant une somme, affecter simultanément
les sommes partielles, on peut écrire un algorithme de complexité O(log, N)
pour les relations de récurrence. Cet algorithme existe et est connu sous le
nom générique de “parallel prefix” ou encore “scanning”. Pour expliquer son
principe, on suppose que ’on doit calculer la somme des 8 premiers entiers
non nuls. On les dispose dans un tableau parallele; la premiére étape est
schématisée sur la figure (3) : on a cumulé chaque élément avec celui situé
immédiatement a sa gauche.

Le premier élément conserve sa valeur initiale car il n’a pas de voisin a sa
gauche. Dans la seconde étape, on cumule la nouvelle valeur de I’élément avec
le voisin de gauche d’ordre 2, c’est a dire le voisin de gauche de son voisin
de gauche. La troisieme étape fait se cumuler la nouvelle valeur de chaque
élément avec celle de son voisin de gauche d’ordre trois, quand celui-ci existe.
Au bout du compte, chaque nouvel élément du tableau contient la somme
partielle (jusqu’a lui-méme inclus) des premiers entiers. Cet algorithme a né-
cessité 3 opérations paralleles, c’est a dire log, 8. Il est clair que sa complexité
sera O(log, N), pour tout N. Notons qu’un algorithme de réduction classique
ne permet de calculer que la somme globale, et pas les sommes partielles.

5.3 Choix de l’algorithme de dérivation

Si l’on fait le bilan de la section précédente, on s’apergoit que 1’algorithme de
multiplication de matrices le plus performant qui soit utilisable requiert O(N)
opérations. En revanche, ['’ensemble transformée de Fourier rapide — relation
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de récurrence — transformée de Fourier rapide ne demande que O(log, N)
opérations. C’est la premiére raison pour laquelle on a choisi la seconde mé-
thode. L’autre raison est conjoncturelle : en effet, la Connection Machine
utilisée ici ne dispose (pour le moment) que d’accélérateurs de calculs fiot-
tants en simple précision. Or la multiplication de matrices peut induire des
erreurs d’arrondi assez importantes : la matrice de dérivation possede des
termes qui sont de 'ordre de N2. S’ils apparaissent en facteur d’'un nombre
petit, mais dont la représentation machine est de I’ordre de 107, alors une
valeur de N = 100 donnera une contribution de 10~3 qui peut étre tres-
exagérée.

L’algorithme comprenant deux transformées de Fourier et une relation
de récurrence est par nature moins imprécis. Une seule des transformées de
Fourier contient en son sein une multiplication par N (celle ou n’apparait pas
le facteur d’échelle 1/N). Pour que ’erreur d’arrondi soit sensible a ce niveau,
il faut que N soit de I'ordre de P'inverse de ’erreur machine. La relation de
récurrence donne lieu & une multiplication par N — 1 et la méme remarque
s’applique quant a la valeur de N rendant insupportable une erreur d’arrondi.
Mais de plus, il se trouve que le coefficient de Tchebychev multiplié par N —1
est @y _;, par nature petit si 'approximation est bonne. Une solution consiste
a forcer a zéro les coefficients de la fonction qui sont de 'ordre de l’erreur
machine, et de cette fagon, on augmente beaucoup la fiabilité de la méthode

[25].

5.4 Algorithme parallele

Début de Palgorithme paralléle
Initialisation de la géométrie, des TFR et de I’écoulement.
Tant que [Temps < T4z
Faire Boucle en temps -
Calcul du pas de temps (réduction) At = min; ; At;;
Pour [chacun des pas du schéma Runge-Kutta 3]

Faire
cal jon e 12 o Lt o
alcul (affef:tatlon en parallele) u;; = T;; —T;,—-FQ—TE et
Mij = fhig.

Calcul des dérivées pour les flux Euler (5 en z, 5 en y).
Assemblage en paralléle des flux Euler.
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Calcul en paralléle du tenseur des contraintes ;.

Calcul des dérivées pour les flux visqueux.

Assemblage en parallele des flux diffusifs et mise a jour (en
paralléle) de la solution pour les variables hydrodynamiques.
Conditions aux limites )
Calcul des dérivées pour I’égquation de concentration (3 en z,
3 en y). '

Assemblage en paralléle des flux et mise 3 jour (paralléle)
de la concentration.

Conditions aux limites pour la concentration.

Fin
Si [Temps = Temps de stockage] Alors
Faire
Stockage de la solution
Fin

Fin Boucle en temps
Fin de l’algorithme parallele

6 Reésultats

6.1 Optimisation
6.1.1 Transformées de Fourier

Rangement mémoire des tableaux Comme I’on résout les équations de
Navier-Stokes en deux dimensions d’espace, on sera amené a calculer des
dérivées partielles en z et en y: D’autre part, pour que les performances
de la transformée de Fourier disponible dans la librairie utilisateur soient
optimales, des directives indiquant au compilateur CM—-Fortran comment
ranger les tableaux sont nécessaires. Supposons que P'on ait rangé dans un
" tableau 'une quelconque des quantités qui nous intéresse, et nommons le
TABLEAU; il est de type REAL, pour que les dérivations aient un sens, et de
dimension (0:NX, 0:NY), NX, NY représentant les nombres de points dans
les deux directions, respectivement. Supposons maintenant que l'on doive
effectuer une transformée de Fourier dans I’une des directions, la premiére par
exemple. Il est conseillé par le manuel d’utilisation de la librairie scientifique
de la Connection Machine CM-2 [23], d’utiliser la directive suivante :
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CMF$_LAYOUT TABLEAU(POIDSA:SEND,POIDSB:SEND)

“:SEND” est un mode de rangement mémoire qui optimise les communications
entre des éléments du tableau de telle fagon que deux éléments dont les indices
suivant la direction des z (ou des y) ne different que d’un bit soient sur
des sommets voisins de I’hypercube. “POIDSA” ou “POIDSB” sont des entiers
qui chiffrent la priorité accordée a 'une ou 'autre des directions dans le
rangement. Ici, comme la transformée de Fourier doit se faire dans la premiere
direction, c’est celle—ci qui doit étre avantagée en termes de communication,
et pour cela, il est nécessaire de choisir “POIDSA” le plus grand possible, tout
en gardant “POIDSB” égal a 1. On désignera dorénavant par “poids” le rapport
de “POIDSA” & “POIDSB”.

[ Longueur | 131072 | 65536 | 1024 | 512 | 256 ||
[ Nombrede TFR | 1 [ 2 | 125 256 | 512 |
(1:SEND, 1: SEND) 0.19 (54) | 0.20 (48) | 0.15 (40) [ 0.13 (40) | 0.14 (32)
(10:SEND,1:SEND) || 0.19 (53) | 0.20 (48) | 0.15 (39) [ 0.10 (52) { 0.09 (48)
(100:SEND, 1:SEND) [| 0.20 (52) [ 0.21 (47) | 0.14 (40) [ 0.10 (52) [ 0.05 (94.8)

Tableau 1 : Influence de la longueur du vecteur sur la performance de la
transformée de Fourier (TFR), temps CPU moyen par 100 transformées de
Fourier, pour plusieurs combinaisons des répartitions mémoire.

On a mesuré Veffet de ce “poids” sur la performance de la transformée de
Fourier rapide. Les résultats sont reportés dans le tableau (1). Les essais ont
été effectués de maniere a ne pas sentir I'influence du “pipe-line” scalaire de
I’accélérateur de calculs flottants. Il ressort de ce tableau que I'influence du
“poids” ne se fait sentir que pour des valeurs de NY assez élevées, se traduisant*
alors par un net avantage pour les essai avec le “poids” égal a 100. Ceci est
tout a fait normal dans la mesure ou, lorsque NY est faible et se rapproche
de 0 (1 seule transformée de Fourier sur un tableau monodimensionnel), on
s’attend a ce que le “poids” n’ait plus d’influence sur la performance. En
revanche, pour NY égal a 256 et 512, on note un écart important entre les
résultats obtenus avec un rangement (1:SEND,1:SEND) pour lequel aucun des
deux axes n’est privilégié, et les deux autres. La performance maximale est
obtenue pour une parallélisation maximale dans la direction ou il n'y a pas
de transformée de Fourier. '
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Ces performances ne sont pas exceptionnelles, loin s’en faut. Dans [12],
les auteurs revendiquent une performance de 1'ordre du Giga—Flop pour une
transformée de Fourier rapide de leur cru-sur la Connection Machine. La
performance annoncée de la Transformée de Fourier rapide de la librairie
CMSSL [23] se situe quant a elle aux alentours de 300 Mflops. Pour obtenir
ces performances, il faut remplir plusieurs conditions :

e Tout d’abord, les tests mesurant les performances des transformées de
Fourier se placent toujours dans les configurations les plus favorables.
L’ordinateur frontal et la machine sont complétement monopolisés du-
rant la mesure. '

o Ensuite, la performance est évaluée pour un parallélisme poussé au
maximum, et les mesures les plus favorables sont obtenues en faisant
un grand nombre de transformées de Fourier de longueur relativement
modeste.

e De plus, toujours dans ces tests, on ne demande pas a la machine de
réordonner les résultats.

¢ Enfin, on appelle la transformée de Fourier avec la meilleure liste d’ap-
pel possible du point de vue de la performance.

Dans le cas présent, il s’agit de savoir quels choix doivent &tre faits pour
assurer la meilleure performance au programme complet, et non pas seule-
ment a la transformée de Fourier. Malheureusement, comme on ’a signalé
plus haut, I’obligation que I’on a de calculer des dérivées en z et en y nous em-
péche de choisir un rangement non symétrique : il faudrait en effet changer
le rangement avant et aprés les dérivations dans 'une des directions spa-
tiales. Or, ce genre d’opérations est trés coiteux en temps de communication
car il fait appel au mécanisme de communications général. Le rangement
(1:SEND, 1:SEND) qui permet d’éviter les réagencements des tableaux semble
le mieux adapté dans notre cas. Il est en fait pratiquement équivalent au
(1:NEWS,1:NEWS) lorsque ’on demande a la transformée de Fourier rapide de
délivrer son résultat en ordre binaire normal.
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6.1.2 Ordre binaire inverse

L’algorithme de- transformée de Fourier que 'on a examiné présente (on I'a
souligné) la particularité de modifier ’adressage des éléments du vecteur ré-
sultat par rapport au vecteur données. La performance maximum de la trans-
formée de Fourier n’est atteinte que si I’on ne lui demande pas explicitement -
de réordonner les éléments du tableau résultat. Or le calcul des coefficients
de la dérivée par un algorithme de type “scanning” requiert un rangement
normal des coeflicients de Tchebychev de la fonction. On a donc implanté une
version des relations de récurrence sous forme de multiplication de matrices;
la matrice de “récurrence” permet, a partir des coefficients Tchebychev de la
fonction, rangés en ordre binaire inverse, de calculer les coefficients de la dé-
rivée, et de les renvoyer dans I'ordre binaire inverse; la deuxieme transformée
de Fourier peut alors opérer sans rézigencer les éléments, et renvoyer les va-
leurs de la dérivée aux points de collocation rangées dans ’ordre habituel. Le
cas test que ’on se propose de réaliser est bien loin des conditions optimales
de fonctionnement de la machine.

On a donc comparé la performance de cette fagon de procéder avec une
dérivation en log,(N), ou les deux transformées de Fourier rendent leurs résul-
tats dans P'ordre des données. Il est évidemment clair que pour des nombres
de points suffisamment grands, la dérivation classique serait plus perfcrmante
(parce que le fait de calculer les relations de récurrence par multiplication
de matrices fait passer la complexité de la dérivation de O(log, N) & O(N))
mais il est possible que pour des nombres de points relativement petits (129
ou 257) le gain sur le réagencement des tableaux soit plus important que la
perte due a la différence de complexité des deux manieres de procéder.

On peut voir, table (2), que méme pour des nombres de points petits,
la troisieme méthode est bien plus performante que celle qui autorise les
transformées de Fourier a travailler en ordre binaire inverse. De plus, dans le
premier cas, les multiplications de matrices se font sur des tableaux 129x256,
alors que dans le second, elles ne concernent que des matrices 129x129, ce
qui explique la plus grande rapidité de la seconde méthode.

6.1.3 Dérivation par paquets

Comme I’on peut s’en rendre compte dans ’exposé de algorithme (3.3), on
a tendance, naturellement, a vouloir calculer les dérivées (dans une méme
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[ Type de dérivation | Temps CPU (s) ||
TFR Ordre binaire inverse et 3.2165
multiplication de matrices
TFR Ordre binaire normal et 2.42554
multiplication de matrices
TFR Ordre binaire normal et 1.20428
“scanning” pour les relations
'de récurrence '

Tableau 2 : Performances comparées des diverses méthodes pour calculer une
dérivée (le nombre de points est de 128 x128, soit une longueur de Transfor-
mée de Fourier de 256, 5 dérivations).

direction) en séquence — d’abord la masse volumique, puis la vitesse hori-
zontale, etc... — ce qui est parfaitement normal pour un ordinateur scalaire
ou méme vectoriel.Une analyse plus poussée permet de se rendre compte que
cette fagon de procéder , si elle a le mérite de la lisibilité algorithmique,
n’est pas efficace. Lorsque I’on désire calculer les transformées de Fourier de
plusieurs vecteurs de données, on peut, pourvu que leur longueur soit iden-
tique et pas démesurée, appliquer simultanément I'algorithme “butterfly” a
chacun des vecteurs. Dans ces conditions, il est manifeste que 'algorithme
n’est pas seulement parallele dans la direction de la transformée de Fourier,
mais aussi dans ’autre. On peut alors tirer parti de cette remarque et re-
grouper dans un grand tableau toutes les quantités a dériver, comme si on
I’avait augmenté la valeur du nombre de points dans la direction orthogonale
a la direction de dérivation. Lorsque le nombre de transformées de Fourier
est suffisamment €levé, les processeurs physiques simulent automatiquement
plusieurs processeurs virtuels. Les accélérateurs de calcul flottants ont été
spécialement concus pour alimenter leur unité de calcul de maniére continue
si possible (le pipe-line scalaire) : ils chargent 'opération a effectuer, puis
Peffectuent tant qu’il y a des opérandes, sans recharger chaque fois ’opéra-
tion.

Le tableau (3) compare les temps nécessaires pour calculer une dérivée,
obtenus avec ces deux méthodes, pour plusieurs couples de nombres de points,
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ﬂ Type de dérivation | Temps CPU (s) ||
5 dérivées séparées 1.20428
1 dérivée groupée - 0.370799

Tableau 3 : Performances comparées de la dérivation par paquets et de la
dérivation séquentielle (le nombre de points est de 128 x 128, soit une longueur
de Transformée de Fourier de 256), la méthode est la troisieme (2).

et pour cinq dérivations. Le nombre cinq a été retenu car c’est le plus grand
nombre de dérivations simultanées que 'on fait dans un module (ici le calcul
des contributions dies a la partie Euler des équations).

On constate que 'on a multiplié par un facteur proche de quatre l'effica-
cité du calcul des dérivées.

6.2 Expérience Numérique

On désire maintenant évaluer la performance du code implanté sur la Con-
nection Machine, et la comparer avec celle d'un code similaire fonctionnant

sur Convex C-2, CRAY-YMP.

| Nombre de points | 65x65 | 129x129 | 257x257 |
Convex C-2 21.48 | 17598 | 613.71
Cray YMP 4.53 13.64 54.29
Connection Machine 59.29 | 283.55 | 834.24

Tableau 4 : Temps CPU (en secondes) nécessaire au calcul de 10 pas de temps
pour les trois machines, Convex C-2, Cray YMP et Connection—-Machine.

Le test porte sur la mesure du temps nécessaire 3 effectuer dix pas de
temps sur chacune de ces machines, attendu que les deux codes effectuent
rigoureusement les mémes calculs. Les mesures ont été faites avec plusieurs
valeurs des nombres de points et elles sont reportées dans le tableau (4).
On constate que le Cray YMP est nettement plus rapide que les deux autres
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machines. En ce qui concerne le Convex et La Connection Machine, I’avantage
initial du Convex s’écroule dés que la taille du probléme augmente.

Les résultats de ces comparaisons sont nettement en défaveur de la Con-
nection Machine. Plusieurs explications permettent de mieux comprendre les
raisons :’

Le calcul d’une Transformée de Fourier rapide se fait sur le CRAY
YMP dix fois plus vite que sur la Connection Machine, pour la ré-
partition mémoire et les tailles de tableaux retenus.

Pour le rangement mémoire utilisé dans le programme de calcul,
on a bien un facteur dix approximativement entre les deux machines.
Comme il faut savoir que le programme utilise entre 60 et 80% du temps
de calcul a calculer des Transformées de Fourier, on peut davantage
comprendre le résultat du tableau (4).

[ Taille x nombre de TFR - [ 1024 x 128 | 512 x 256 | 256 x 512 ||
CRAY-YMP 0.014 0.013 0.012
CM-2 0.145 0.126 0.137

Tableau 5 : Temps d’exécution mesurés (en secondes, moyenne sur 100) de
la transformée de Fourier sur la Connection Machine et sur le Cray (on s’est
placé dans les conditions de calcul, et non pas dans les conditions optimales
pour chaque machine).

La parallélisation n’est pas totale; pour la premiere des tailles du pro-
bleme testées, aucune des affectations en paralléle et aucun des algo-
rithmes comme le “parallel prefix” ou les algorithmes de réduction ne
peuvent travailler & plein rendement, attendu qu’il y a des processeurs
inactifs sur une CM-2 avec 8192 processeurs physiques (3967, presque
la moitié); les transformées de Fourier, dont la longueur est de deux
fois la dimension de I'un des axes, tirent mieux parti des processeurs
disponibles, puisqu’alors aucun n’est inactif. Néanmoins, les tailles de
probleme sont vraisemblablement trop faibles encore pour amener la
CM-2 a sa performance maximum.
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L’optimisation du programme n’est sans doute pas assez poussée. Il con-
vient de remarquer cependant que les versions CRAY et CM-2 sont a
un niveau d’optimisation comparable.

Une derniére remarque s’impose enfin. Il n’est pas possible, lorsqu’on uti-
lise une méthode spectrale pour simuler un écoulement instationnaire, de
travailler avec des nombres de points trop élevés. En effet, on a un critére
de stabilité pour la méthode explicite utilisée ici qui donne un pas de temps
maximum admissible de 1'ordre de 1/N*, ou N est le nombre de points (en
z ou en y). Il est donc clair que plus le nombre de points augmente, plus
la simulation requiert un nombre important de pas de temps : le passage de
N = 64 a N = 128 divise le pas de temps approximativement par 16 (ap-
proximativement seulement car le critere de pas de temps est complexe et
fait aussi intervenir des 1/N?). Or on sait que la performance d’une machine
parallele croit avec le nombre de points. Dans le cas d’une machine massi-
vement paralléle, il faudrait atteindre une taille de calcul colossale (5127 ou
1024%) pour que les possibilités de la machine soient pleinement utilisées.

6.3 Simulation numérique d’une couche de mélange
se développant temporellement

Le cas test est celui présenté dans la section (2).

Le domaine de calcul est le carré [0, 2A] X [~ Aq, Aa), Ol Ay = A,6; est la
longueur d’onde la plus instable prédite par la théorie linéaire.

Nous supposerons en outre que le rapport des chaleurs spécifiques v est
égal 3 1.4 et que le nombre de Prandtl est lui égal a 0.7. Nous prendrons de
plus S; = 110K. Enfin, le calcul présenté concernent le cas Re = 1000 et
M, = 0.3. La longueur d’onde la plus instable vaut dans ce cas A, = 7.53.

On s’apergoit que les tourbillons se sont formés a partir de ’écoulement
de base et de la perturbation initiale. Les champs de pression et de masse
volumique montrent des variations prés des bords inférieur et supérieur du
domaine, qui sont dues a la réflexion sur le bord du domaine des ondes acous-
tiques engendrées par la couche, comme expliqué dans [17]. Les champs sont
réguliers et exempts d’oscillations, mais les résultats ne sont pas significatifs
d’un point de vue purement physique. Il s’agissait seulement de montrer que
le code paralléle est capable de calculer correctement un couche de mélange
compressible.
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7 Conclusion

Nous avons étudié ici le comportement de la méthode spectrale appliquée
a la simulation d’écoulements compressibles sur une machine massivement
parallele, la CM-2. Les résultats présentés montrent a I’évidence que ce com-
portement est décevant. Certes des optimisations sont encore possibles et le
rapport des temps de calcul avec le CRAY-YMP pourraient probablement
étre ramenés de 15 actuellement a 10 par exemple, mais cela resterait néan-
moins décevant en regard des efforts fournis pour porter le programme sur
I'une et I'autre des machines. '

Les raisons d’un tel comportement ont été relevées et expliquées dans la
derniere partie de ce rapport. Rappelons pour mémoire qu’en ce qui concerne
le calcul des transformées de Fourier, nous avons utilisé la routine disponible
dans la librairie fournie, qui a une performance maximale de 300 Mflops.
Des algorithmes beaucoup plus performants ont été construits auxquels nous
n’avons pas pu accéder. Nous avons montré aussi qu’il nous était impossible
de nous placer dans les conditions optimales d’utilisation de la routine de
transformée de Fourier pour prétendre approcher ces performances, a cause
de la nature méme du probléme que I’on veut résoudre. En effet, on ne peut
fixer arbitrairement la longueur et le nombre de transformées de Fourier; elles
se déduisent des dimensions du maillage utilisé. Or ces dimensions ne peuvent
étre choisies trop grandes, au risque de diminuer par trop la valeur du pas de
temps nécessaire, et donc d’exiger un nombre faramineux de pas de temps
pour parvenir a un temps donné. Est—ce a dire que la méthode spectrale est
intrinséquement non parallele ? L’analyse des dépendances de ’algorithme
montre que chaque étape du calcul peut s’effectuer en parallele, mais les ex-
périences numériques ont mis en évidence les limites de parallélisme. C’est
I’aspect massif de ce parallélisme de la Connection Machine qui est a Iori-
gine des résultats obtenus et non pas le synchronisme, I’aspect SIMD ou la
topologie de type hypercube par exemple.

En conclusion, nous pensons que le comportement de ’algorithme décrit
ici pourra étre trés différent sur des machines & grain moyen avec des proces-
seurs locaux beaucoup plus rapides que les processeurs bit—a-bit de 'actuelle
CM2.
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A Expression de la matrice dérivée premiere

; . . ’, . 1 ’ .
Les ceefficients de la matrice de dérivation [di.k)]ﬂ s’écrivent :

( 2N% 41
d - -y =2
a0 = % i £0,N
9 2(1 -2 7 (24)
. e _1)j+k
LT gz — o) 7
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Figure 2 : Organisation de la Connection Machine CM-2
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Figure 3 : Algorithme de calcul des relations de récurrence
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Figure 4 : Panorama de 'écoulement a t = 11.8.
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