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Résumé

La résolution numérique des équations de Maxwell en régime transitoire dans un milieu de
propagation infini nécessite I’adjonction de conditions aux limites absorbantes (CLA) sur les
bords du domaine de calcul. Dans ce rapport, on propose d’étendre les CLA dites d’ordre élevé
établies dans un travail précédent pour I’équation des ondes scalaires, au systeme de Maxwell.
Ces conditions s’appliquent pour des domaines de calcul parallélipipediques et consistent a
imposer sur chaque face des CLA d’ordre élevé a chacunes des deux composantes tangentielles
du champ électrique. Le long des arétes et aux coins, on impose des conditions qui sont
détermindes par des exigences de régularité de la solution recherchée. On montre que ces
CLA se prétent bien a un traitement par différences finies. Des exemples numériques montrent
I'efficacité de la méthode.

Abstract

The numerical solution of transient Maxwell equations in infinite domains of propagation
requires the adjunction of artificial conditions on the boundaries of the computational domain.
In this report, an extension of the so-called high order absorbing boundary conditions (ABC)
for the scalar wave equation to the Maxwell system of equations is presented. These ABC
applie to the case of parallelipipedic computational boxes and consist in imposing on each
face high order ABC for each tangential component of the electric field. Along ridges and at
corners, special conditions, determined by a regularity argument for the sought solution, are
imposed. A numerical scheme adapted to these conditions is proposed and its efficiency is
demonstrated on numerical experiments.

Mots clés
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Introduction

Dans un précédent rapport ([2]) ont été proposées et analysées des conditions aux limites
absorbantes (CLA) adaptées aux modéles de propagation d’ondes scalaires (équation des
ondes 2D ou 3D avec ou sans amortissement). L'objet de ce travail est de présenter une
extension formelle de ces conditions au systeme de Maxwell.

Le contexte d’application des CLA est le calcul de solutions d’équations de propagations
linéaires instationnaires en milieu non borné. Il intéresse de nombreux domaines de la
Physique, notamment ceux ou existent des phénoménes de diffraction.

La recherche de solutions approchées par des méthodes numériques de type différences
finies ou éléments finis impose I'introduction d’une frontiére artificielle entourant le domaine
d’intérét et délimitant un domaine de calcul. Se pose alors le probléeme du choix de la
. condition a la limite que I'on impose sur le bord fictif. Ce choix est guidé par un triple
impératif de qualité, de stabilité et de maniabilité. Le critére de qualité est lié a la mesure
de la modification sur la solution que provoque l'existence du bord artificiel, le critere de
stabilité demande a ce que le couplage entre I’équation modélisant 1’'onde a 'intérieur du
domaine et la condition A la limite conduise a un probléme mathématique bien posé. Enfin,
la maniabilité est une exigence a caractére pratique: on veut que la solution numérique soit
“facile” a calculer et “peu onéreuse” en temps de calcul, une fois le probléeme discrétisé.

Ce sujet a suscité une recherche importante ces vingt derniéres années. Nous renvoyons
a [4] et [5] pour un descriptif exhaustif des méthodes employées. De fagon générale, ces
conditions aux limites, dénommeées conditions aux limites absorbantes ou C.L.A., sont
construites comme des approximations a l'aide d’opérateurs différentiels de la condition
transparente, ou condition exacte, qui est en général non locale en espace et en temps et
qui, par conséquent, répond trés mal au critére de maniabilité.

Cette démarche a été introduite par Engquist Majda, [3] (voir aussi Bayliss-Turkel, 1],
dans un contexte légérement différent) pour 1’équation des ondes acoustiques:

d*u
Lorsque la frontiére artificielle est une droite z, = 0 (on se place ici dans R?), la
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condition transparente s’écrit:

f(@-)+iw\/1—k—gfu=06nr2:0
(0.2) Oz w
avec F(v)(ky,z2,w) = //v(xl,xz,t) exp'k1=r—wt) g di

Engquist et Majda proposent toute une famille de conditions absorbantes basées sur les
approximations de Padé de la fonction z — /1 — z dont les deux plus simples sont:

Ju  Ju

92, + i 0 (ordre 1)
0%u n Pu  10%
gtz Jtdz,  20z?

(0.3)

=0 (ordre 2)

Toutefois ces conditions ne donnent pas toujours de solutions satisfaisantes et il convient
d’augmenter 'ordre de 'approximation. On parlera de conditions d’ordre élevé. La C.L.A.
est alors construite a partir de I'approximation:

L 2
(0.4) f(@> + tw (1— Zﬁm—z-—ﬁ»—) Fu =0 enz;=0
w

2
Oz, = — ap ki

ou les 2L nombres positifs «,, et 3, sont choisis de telles sortes que 1'on ait :

L
z
0.5 -z~ (1-Y Bn—— e 0,1
( ) < m:lﬂ l_am2> pott [ ]

L’intérét d’une telle approximation est qu’elle correspond (comme on peut le voir en ap-
pliquant la transformée de Fourier inverse sur (0.4)) a une équation locale en espace et en
temps sur le bord 2, = 0 et que, sous I’ hypothése (0.6) portant sur les coefficients o, et
Bm, elle conduit & des problémes stables (cf. [8] et [5]).

O<ay<ay<...<a <1

(0.6) L g
o —S— <1 g>0

l1—a,

m=1

Un choix possible de coefficients vérifiant (0.5) et (0.6) est obtenu a ’aide de dévelop-
pements de Padé:

2 . 9 Ir
Io= raaem <2L+1>

%
a = cos’ il .
2L +1

2

(0.7)
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Dans ([2]), la formulation en (z,,t) de ces CLA est directement inspirée du domaine
des équations paraxiales. Elle fait appel a L fonctions auxiliaires définies sur la frontiére.
et s’écrit :

du au) Lo 9ol
_+ = - Z Bm = =0
(axz ot {(z2=0) at

(0.8) 52 (2) 7(’;;)(2)
_ Y1 1 (2) _ (2)
vi=1,..,L, 2z 92 0 avec ¥," = iy + Uj(z,=0)

Un tel systéme apparait comme le couplage entre une équation de transport de vitesse 1
dans la direction z, avec L équations des ondes 1D le long de la frontiére et de vitesse de
propagation égale a |/ay.

On obtient ainsi des conditions stables, maniables (elles sont locales en espace et en
temps), et de qualité ajustable (on dispose de 2L degrés de liberté).

Dans le cas ou la frontiere artificielle délimite un quart d’espace, la situation est com-
pliquée par rapport au cas précédent du demi-espace par la présence d’un coin. Les C.L.A.
retenues consistent a imposer A la solution cherchée u de vérifier I’équation des ondes (0.1)
sur le domaine z; < 0, z; < 0, de satisfaire (0.8) sur la demi-droite frontiére z, = 0, z; < 0
et enfin (0.9) sur I'autre demi-droite z; = 0, 22 < 0, avec

Ju Ou L Al
Z 4 27 - L =)
(82:1 + at) T LBy
(0‘9) /(x1=0) m=1
o 0%y W _
Vi=1,..,L, 2 522 =0 avec ;' = ]’ + Uj(z,=0)

Le probléeme qui se pose alors est de déterminer les conditions de raccordement que doit
satisfaire au coin z; = 0, o = 0 toute solution réguliére de notre systéme d’équation (cf
(6] pages 197-271). L’idée étant que la présence du bord artificiel ne doit pas générer de
singularité sur la solution. Ces conditions sont cruciales pour toute implémentation numé-
rique, car il est impossible d’évaluer au coin les dérivées secondes des fonctions auxiliaires
intervenant dans les C.L.A le long de chaque bord sans ’adjonction de conditions portant,
par exemple, sur les dérivées premieres de ces fonctions.

Dans ([2]) est présentée une démarche permettant de dériver trés simplement ces condi-
tions, au nombre de 2L. Elle consiste a construire tout d’abord une famille de solutions
particuliéres satisfaisant l’équation des ondes et les conditions aux limites sur les deux
bords (Il s’agit en I'espéce de superpositions de quatre ondes planes indexées par un co-
sinus directeur ou angle d’incidence). Une fois cette famille construite, on détermine des
conditions aux coins qui sont vérifiées pour chaque élément de la famille. Le résultat obtenu
peut s’exprimer sous la forme:

Chaque élément de la famille de solutions particuliéres satisfait les 2L conditions de

3
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cotn:
Vi=1,..,L
pt?! ouw!d L (1)
(0.10) { 01’[1 (0,t)+ A, - d) ——(0,t) — ZC,_m d) —(0,) =0
m=1
o (1) 9 (1) L 9 )
axlg (0,t) + A, - ?x (0,t) — Zsz- ‘é’:‘ (0,t) =
avec
L L
,Bm ﬂrn (e}
A = 1+ = _ o
(0.11) I mZ=:lam mz.::lam Oy + Q) — Oy
Cl,m = 'ﬂﬂ Am

Oy QA + Q] — QO

La question qui se pose est de savoir si toute solution réguliere satisfait ces conditions.
L’espoir étant que la famille retenue soit suffisamment riche pour que par un argument de
densité et de linéarité on puisse conclure par I'affirmative. Cette question reste ouverte et
n’a pas regu de réponse définitive Toutefois de nombreux éléments font penser que cette
conjecture est vraie (elle est vraie pour L=1).

Les conditions de coin étant déterminée, il est facile de construire des schémas nu-
‘mériques par différences finies pour le probleme du quart d’espace et plus généralement
de celui d'un rectangle. Dans ([2]), un schéma trés simple utilisant des différences finies
centrées est proposé, analysé et validé sur des exemples numériques.

Dans ([2]) sont également proposées des extension de ces C.L.A. & d’autre modeles
d’ondes scalaires.

Par exemple, pour ’équation des ondes amorties (o > 0):

O%u Ou
(0.12) 5t—2 +05t-—Au 0

posée dans le domaine {z, < 0}, la C.L.A. en z, = 0 s’écrit :

Ju Jdu L A
(51‘_2_*-5) {5220) - Zﬁm ot =0

m=1

(0.13)

=0 avec ¥\ = 2! + w)(rp=0)

A L. i

Vi=1,..L
o To T8 T Toat

Cette condition conduit a un probléme stable sous les conditions (0.6). Pour le probleme
posé dans le quart d’espace, des équations de coins sont déterminées toujours a 1’aide de
solutions particuliéres composées de quatre ondes planes. Elles sont trés semblables aux
équations du systéme (0.10), & ceci prés qu’elles font intervenir 2L nouvelles fonctions
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auxiliaires, uniquement définies au coin et vérifiant des équations différentielles ordinaires
en temps.

Dans le cas de I’équation des ondes 3D, la généralisation consiste a substituer a la
dérivée seconde par rapport a la variable tangentielle de la ligne frontiére le laplacien tan-
gentiel de la face frontiére. La C.L.A. utilise des fonctions auxiliaires de face définie sur la
frontiére et vérifiant des équations des ondes 2D. Le cas du huitieme d’espace recquiert la
détermination de conditions d’aréte et de coin. Celles-ci sont déterminées a 1’aide de solu-
tions particulieres, composition de huit ondes planes. Les conditions d’aréte font intervenir
de nouvelles fonctions auxiliaires définies le long des arétes, au nombre de L par fonction
auxiliaire de face. Ces fonctions d’aréte vérifient des équations des ondes 1D le long de
leur demi-droite de définition. 6 L? conditions de coin, systéme d’EDPs du premier ordre
couplant I’ensemble des fonctions d’aréte permettent de clore le systeme.

C’est ici que commence le sujet proprement dit du présent rapport. Il s’agit de généra-
liser ce qui précede au cas des équations de Maxwell.

L’idée la plus simple et qui est envisagée ici consiste & imposer les CLA d’ordre élevé
pour l’équation des ondes 3D a chacune des deux composantes tangentielles du champ
électrique. Ces conditions nécessitent 2L (L par composante) fonctions auxiliaires de face
par face. Pour poser le probleme dans un huitieme d’espace, il faut de la méme fagon
que précédemment, déterminer des conditions d’aréte et de coin. Cette détermination,
basée sur la construction d’une famille de solutions particuliéres composées de huit ondes
planes vectorielles a divergence nulle, fait I'objet du premier chapitre. Ces conditions font
intervenir L fonctions d’aréte associées a chacune des 2L fonctions de face (au total on a
donc 4 L? fonctions d’aréte par aréte). Lorsque le systéme de Maxwell comporte un terme
de conduction (o # 0), on est amené & définir également des fonctions de coin, définies
uniquement au coin et au nombre de 12 L par coin.

L’ensemble des équations obtenues est ensuite discrétisé par différences finies. Le cha-
pitre 2 présente cette discrétisation et explicite les relations de récurrence en temps utiles
pour une mise en ceuvre sur ordinateur.

Dans le chapitre 3, aprés avoir analysé le coit de la méthode (nombre d’opérations,
occupation mémoire), on valide sur des cas réputés difficiles (diffraction d’un signal de
moyenne temporelle non nulle se propageant dans une boite de calcul petite par rapport a
la longueur d’onde du signal incident). Sur ces exemples, le schéma proposé apparait stable
et les solutions numériques calculées sont trés nettement améliorées par rapport a celles
obtenues par des CLA plus classiques.

Ce travail a été réalisé dans le cadre d’un contrat de recherche avec le Centre

d’Etudes de Gramat (DRET).
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Chapitre 1

Dérivation des C.L.A. pour le

probleme continu.

On décrit ici un processus constructif pour 'obtention de C.L.A. d’ordre élevé pour le
systéme de Maxwell 3D en milieu conducteur ou non conducteur et posé dans le do-
maine @ = {z < 0,y < 0,z < 0}. Aprés avoir rappelé les équations constituant le
systeme de Maxwell et posé un certain nombre de notations, on commence par écrire un
ensemble d’équations sur chaque face frontiére de  qui constitue une généralisation des
C.L.A. d’ordre élevé pour I’ équation des ondes scalaires 2D amorties. Puis, on construit
un ensemble de relations de compatibilité, posées sur les intersections des faces (conditions
d’arétes) ou au coin (conditions de coin) et que doivent satisfaire certaines solutions régu-
lieres du probléme “systéme de Maxwell dans 2+ Equations des faces sur chaque face”. Le
systeme d’équations que nous proposons est alors constitué du systéme de Maxwell posé
sur 2 auquel on adjoint les équations de face sur chaque face du domaine complétées par
les équations d’aréte pour chacune des 3 arétes et les équation de coin pour le coin.

1.1 Les équations de Maxwell en milieu homogéne

On définit :
Qz{($,1,z)€R3/x<0,y<0,2<0}

ainsi que les faces et les arétes :
90 = F@y pvy )
) = pn p) o) = pé) A P pE) — plo)n o)

Chaque face est donc indicée par son vecteur normal tandis que chaque aréte est indicée
par son vecteur tangent (voir figure 1.1).



Dérivation des C.L.A. pour le probleme continu.

Figure 1.1 : Géométrie du probléme

Dans un systéme d’unité ou € et y valent 1 le systéme de Maxwell s’écrit :

(OE. , . _ 0H. 0H,  0H, _ 0E, 9

ot ’ Jy dz ' Ot 0z dy

E, 8H.  OH, 8H, OE, OE,

(1.1) o TS 5 T % ) e T 8 T B
JE, oH,  OH, oH, OE, OE,

|5 TS T e ol T oy oe

On distingue deux cas suivant que o est positif (milieux conducteurs) ou nul (cas du vide

ou d’un milieu non conducteur).
On peut éliminer le champ magnétique de ces équations pour obtenir le systéme équivalent,

O’E = 9E |
-7 to—-AE=0
(1.2) ot ot
div(E) = 0
div(E , ,
(En fait, on a : t—)—l-;)lt(i) +odiv(E) =0 = div(E) = 0 Vt deés que cette derniere égalité est

vraie en ¢ = 0)



1.2 Equations sur les faces

1.2 Equations sur les faces

On décrit les conditions aux limites sur la face F(¥) = {(z.y.:=0).2 <0,y <0}. La
généralisation annoncée s’écrit :

OE, 0F, & 9(e),

5. o —mz_:lﬂmT en =0
6;? + aa‘iy —:LL,; .Bm?—&;ll)y =0 enz=

W) i (;gj)x +Uc’)(8}tz))r —ar (). =0
et, Vi=1,.L ? ” (;j:))y +08(U;(:))y —Ar (9f) =0

ou Ar est le Laplacien tangentiel:

9? 0?
A T (z)
Ar = 527 T 57 sur F

et ou on rappelle que les 2L nombres réels a; et 3; sont choisis tels que :

O<oyy<a<...<a <1

(1.4)

1-a,

L
Z P <1l; 8>0
m=1

Cette généralisation est tres naturelle et consiste a imposer une C.L.A. a chaque compo-
sante tangentielle du champ électrique, celle-ci étant obtenue en substituant le Laplacien
tangentiel a la dérivée seconde tangentielle du cas 2D amorti.

On construit de maniére analogue les C.L.A. pour les deux autres faces. Au total, les C.L.A.
pour les faces font donc intervenir 3 x 2L fonctions auxiliaires.

A ce stade de la construction, une analyse élémentaire (écriture d’une formulation faible
ou plus simplement d’un schéma numérique par différences finies) montre qu’'un certain

9



Dérivation des C.L.A. pour le probléeme continu.

nombre de quantités sont indéterminées le long de chaque aréte. Ce sont, par exemple :

Sur 'aréte T'(*) = F(®)n FO

o), 208

- = =11
] (=) ()
—%—)—y et 9(—817% l=1,.,L

et les expressions analogues pour les deux autres arétes. Au total, il manque donc 3 Xx
4 L conditions d’arétes pour clore le systéme. On retrouve la une situation analogue a
celle du cas de ’équation des ondes scalaire. La détermination de “bonnes” conditions est
basée sur la recherche d’équations aux dérivées partielles que satisfont sur les arétes les
solutions trés régulieres du probléeme (P) : “systeme de Maxwell sur 2 + équations de face
sur chaque face”. Cette détermination conduit & un probleme algébrique difficile. Il est
toutefois possible de contourner cette difficulté en opérant de la maniére suivante : dans
une premiére étape, on commence par construire une famille de solutions particulieres de
(P) tres réguliéres, puis, on cherche des relations, impliquant les quantités manquantes
écrites ci-dessus, satisfaites par chacune des solutions de la famille et qui ne dépendent
pas de la solution particuliére choisie. On obtient ainsi des relations qui sont satisfaites par
toute une famille de solutions réguliéres. Ce sont ces conditions qui fournissent les relations
recherchées.

10



1.3 Construction d’une famille de solutions particuliéres régulieres

1.3 Construction d’une famille de solutions particu-
lieres régulieres

On construit ces solutions a I’aide de huit ondes planes vectorielles a divergence nulle. On
pose :

EO __EO
E — expzwt ES expt(kz:c-f-kyy-f-kzz) +R(x) ES expt(—kzz‘+kyy+kz z) +
E? E3
E® E®
+ RW _ES expi(kzz—kyv+kez) | p(2) ES expt(k=thyy=ks2) 4
EO _EO
—EO _EO©
+ RERW) _ES exp'{~ksz—kyvtk:2) | R(=) R(2) ES exp!(~hemHhyy—hez) 4
E? —E7
E° —E7
+RW R(2) __ES exp'lk=z=kyy=k:2) 4 R(z) R R(2) ——ES expt(—k=z=kyy=k:2)
—EO —E°
avec
(1.5) w? +wo = k2 + k2 + k2
et
(1.6) ko EQ + 1k, E) + 1k, EY = 0

Les fonctions auxiliaires sont recherchées proportionnelles aux composantes des champs
qui leurs sont associées :

(¢EZ))rouy (‘T’y’t) = QEZ) ’ EIOUy(xv Y, s = O’t)
(1.7)

( I(Z))xouy (g;,y,t) = ‘Ilfz) . Erouy(fc,y, z = 03{)

et des relations analogues pour les fonctions auxiliaires attachées aux deux autres faces.
On a, bien entendu :
(1.8) ‘Il}a) = a;@fa) +1 a=a,youz

11



Dérivation des C.L.A. pour le probléeme continu.

Les équations (1.5) et (1.6) étant satisfaites, Le champ vectoriel E vérifie les équations du
systeme de Maxwell. De plus, les équations des ondes 2D relatives aux fonctions auxiliaires
seront vérifiées dés que :

Vi=1,..L
(=)
o w? g W —1
: w? + ay(ow — k2 —k2)" a
(1.9) "
o w? o _ W1
w? 4 a(tow — k2 — k2)" ! a
(2) _ w? o _ v -1
: w? + ay(tow — k2 — k2)” Q

Ne restent donc plus 3 satisfaire que les équations couplant les fonctions auxihaires et les
composantes tangentielles du champ électrique. On montre facilement qu'il suffit pour cela
d'imposer les valeurs des coefficients de réflexion R(®), a = z,y, z telles que:

ko(1 — R®) L (e = B (@
(1.10) -—(TR(T{))— = w|1l —E,BIQI = w 7_12;31‘1’1 a=2zx,Yy,ouz

avec

(1.11) v = 1+2Ljé
=1 M

A ce stade, nous avons donc rempli la premiére partie du programme annoncé : on a
construit une famille de solutions (indicées par k., k,, k. et E2, EY), vérifiant le systéme
de Maxwell et les équations de face sur chaque face. On peut alors passer a la

1.4 Détermination des conditions d’arétes

On s’intéresse a l'aréte = 0, y = 0 et 2 < 0. On cherche & raccorder les 4 familles de
fonctions :

(zl),(y)) (z,z =0,t) et (d)l(y)) (z,z =0,t) (relatives a la face y =0)
k4 xz
( ,(r)) (y =0,z,1t) et ( ,(I)) (y=0,2,t) (relatives & la face z = 0)
Yy z
On va distinguer deux cas suivant que les composantes sont communes aux deux faces (les
composantes suivant z) ou non (les composantes suivant = ou y sont tangentes a 'une des

faces et normale a 'autre).

12




1.4 Détermination des conditions d’arétes

1.4.1 Détermination d’une premiére famille de conditions

On commence par la composante commune aux deux faces. On forme

o)

JOE.
= :0,2,,/ -——‘I’(r)'_~
ay (y ) 4

r=0,y=0,z.¢
3 (z=0,y )

Soit
— L2 (y = 0,z,8) = ¥ek, (14 RW) (1 - BY)) A(2,)E?

avec
A(z,t) = (exp'k‘z ~ R exp"k‘z) exp ™!

D’ou (voir 1.10 avec a = y):

9 () _
(2’;—;)2( =0,z.1) = (7A:y%) ¥ (14 RD) (1 4+ RW) A=, t)E?
= w (7 - :; %w@) ¥ (1+ B®) (14 RW) A(z,1)ES
Et donc
P zb(x) P (x)
_(-gl—yl(y = 0=Z>t) = _’)’_(_alt_)z'(y = O,Z’t) -

- mz: w%wgw;” (14 B®) (1+ RW) A(z,)E?

Pour se débarrasser du terme non linéaire, on va utiliser la décomposition :

v = e, (Ll 4 Lmg)
QA ay
(1.12) avec ‘Ilfz) = !
w2+ Yy (tow — k2)
et Ym = —
L ’ o) + a, — g,

(Utiliser 1 — apm(w?® + 10w — k2 — kZ) = (1 — om)w? + ank? et faire la décomposition en
éléments simples du produit ¥ . ¥® suivant k,, k. et w étant des paramétres.)
On a donc

> B a2l (14 B) (14 B9) (e, 1) =

O

= w30 2 (et (14 A9) (14 R9) AGe10) ) +

tw (i B Vi,m (whllf;zl\yg) <1 + R(r)) (1 4 R(y)) A(z,f,)))
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Dérivation des C.L.A. pour le probléme continu.

On vérifie alors que si 'on définit les deux familles de fonctions d’aréte :
(y'z)(z t) relative a la face y et 7,[)1(1 (z,t) relative  la face z

comme les solutions des équations des ondes 1D le long de l'aréte :

( 82¢(y 2) . 0¢(y .2) ~ 021/)1('37;:) 02 (¢(y)) (2200
g T\ 7o 922 |~ ar
1.13
( ) 62¢(I ,z) b /(r z) azd)l(z;zz) 02 ( (r))
82 T m | o - ,; - 2 ( :0:2’t):
{ t i’)t 0z at
celles-ci sont données par
#9(z,0) = WY (2,0 = 0,8) = WUV (14 RD) (14 RY) A(=,1)E?
:cz)( t) = (z)d}(x)( =0,t) = “"2‘1'}21‘1’5“ (1 + R(r)) (1 + R(y)) A(Z,t)ES
et on a donc
a 1/)(37) ‘w T
_(i(z’y P O’t) = — ___(_I)_(:’ T = 0 t) +
Oy ot
(1.14)
Bm Tm aU’m l

9 (IZ)
+Zﬂm7lm U) + Z

2
= ol 8 = aQma

(z.1).

Ceci constitue les L premiéres conditions d’aréte (1 varie de 1 4 L). On en obtient L autres
en intervertissant les roles de = et de y. On obtient :

l/}(y) 0 lr/)(J)
(al )z(,,.’L‘ = Ot) = _7_(_('%_2;(~’1' — OZ) +
(1.15) :
ﬁm‘)’l m alr) . ﬂm"l m al‘/’m ;
+mZ=:1 al, a )+ mzl ana; Ot (=.1)

On remarquera que tous les calculs précédents sont tres analogues a ceux que nous avions
faits lors de 'étude des C.L.A. d’ordre élevé pour 1'équation des ondes 3D. Il s’agit de
trouver des conditions de raccord entre des fonctions auxiliaires associées a un méme champ
scalaire, ici le champ FE..

Les calculs qui suivent sont plus originaux puisqu'ils permettent de dériver des relations
entre des fonctions auxiliaires associées a des composantes différentes des champs: par
exemple, la famille de fonctions auxiliaires associée a la face ' n’a pas de composante selon
x alors que celle relative a la face y en a une. C’est la condition de divergence nulle qui va
permettre de trouver ces relations.
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1.4 Détermination des conditions d’arétes

1.4.2 Détermination d’une seconde famille de conditions d’aréte

On forme la quantité :

7 () v,
x (v)
T(z,x:O,t):‘I’,y

2 (1 (%)
8—(;;2—L(z,x =0,t) = ‘~I’fy)(zlcx)2 (1 - R(’)> (1 + R(y)> Az, )E?

avec cette fois-ci

(a:-—O y=0,2,1)

Soit

A(z,t) = (exp"‘zz +R® exp"‘k‘z) exp ™!
D’olt (toujours d’apreés (1.10) avec a = z) :

92 (d}l(y))

— R=
5 (5 =0,1) = oW (2k;) (ml L
T

s———— | B(z,t)E?
1+R<r>> (= )k

= \I;I(y)(zkx)(zw) ('y— ) gm 111(!)) B(z,t)E?

m=1
(on a posé : B(z,t) = (1 + R(x)> (1 + R(y)) A(z,t))
ou encore

62 (v)
#)ﬂ =0,t) = ¥ (kB () B(z,1) -

B oy [ Brim (29 ¢ gy
(w)ekeED) | 32 =25 (U B(= 1)) | +

m=1 m

+(2w)(zkyE2)(iﬂ:7;:n< 2g \Il(I)B(z.t))) +

m=1 m
0 L ﬂm’)’l,m 2‘11(2) ‘I’(I)B -
+(zw)(Zk3Ez) E - (w Im*m ("t))

m=1 amQy
(On a utilisé ici la décomposition (1.12) ainsi que la propriété de divergence nulle pour le
champs Ep).
On définit alors 2 x 2 L? nouvelles fonctions d’arétes, soient :

Mo (2,1) et 0% (=, 1),

vérifiant les équations suivantes le long de l'aréte 1 =0,y =0 :

anf RO v W G ) £(z,0 = 0,1)
L16) Torr T\ 922 | = otox
1.16 :
Pl o) i) 0 (), .
oz P T o | T Tagy W0

15



Dérivation des C.L.A. pour le probléme continu.

On vérifie que I'on a :

7o = e (w)(k, E0)B(z, 1)

) = W (w)(ek BD) B(z, )
On peut alors écrire :
92 (wl(y)) H2 ( I(y))
T(y o — = —y— T = t
(1.17) gorBE=0l)= g = 00) +
ﬂm‘)ll m 62,71(1:”2 ﬂm7l m 627]7(:12 L /Bm’)'m ] 321[)1(:‘,13)
— 1) — ’ —(z,1
T Z_ a? ot? (2:1) rg__:l ana;  Ot? (2:1) mzﬂ ama;  Ot0z (2,1)

En rapprochant cette ega.hte avec I’équation des ondes 2D que vérifie la composante selon
2 de la fonction auxiliaire z/) , On arrive a :

( 9? (¢§y))x P! <¢l(y))x 92 (1/)[(1/)
oz et 82

5 (v") ZB gl
(118 T _ mYl,m nlm = _
) ' 0t (z,2=0,1) + a2 Ot? (z1)

)I (2,y =0,t) =

52 (z.2) 92 (x’)
Z /Bm’)/lm 77ml (Z,t) _ Z ﬁm’Ylm 1,/) (Z,t)

—~ ama; Ot? = ano 8t62

Ces L équations sont bien du premier ordre en z et constituent la troisitme famille de
conditions. La quatriéme et derniére est bien siir obtenue en échangeant le réle de z et de
y. On obtient :

(2, | 26, o),

v _ = z =
a7 7 o g | W=0210)
o? (w"” ) 2, (2.2)
(119) _ y z,y = ﬂm’)’l m 7?1 m _

92 (y.2) 9% {y.2)
Z ﬂm71m T]ml (Z,t) Z ﬁm')’l m z/mI (& t)

ama;  Ot? = amag Otz

1.5 Détermination des conditions de coin

Les conditions d’arétes écrites précédemment font intervenir des dérivées secondes en la
variable tangente a l’aréte. Lorsque l'on se place au coin du domaine, il est impossible
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1.5 Détermination des conditions de coin

numériquement d’évaluer ces dérivées. On se retrouve donc dans une situation analogue a
la précédente, substituant & 'ancienne situation (faces, arétes) la nouvelle (arétes, coin).
En dressant une liste exhaustive des équations d’aréte, on peut dénombrer 12L? quantités
manquantes qui sont (par exemple) :

! ap!%0)
771 (O t) et Bll;n (0,t) a,b==z,youz,a#bdb ILm=1,...L

L'objet de ce qui va suivre est donc de dériver 12L? relations satisfaites au coin par la
famille de solutions particulieres et de lever ainsi l'indétermination. La encore, on sera
amener a distinguer deux cas suivant la nature de la fonction auxiliaire considérée.

1.5.1 Détermination d’une premiere famille de conditions de coin

(On note B(t) = (1 + R(I))(l + R(y))(l _ R(:))exp_,wt
et A(t) = (1 + R(I))(l + R(y))(l + R(Z))exp—twt )

On fixe {,m et on s’intéresse & la composante z, on va relier

z.2) z)
111( (2) 2(1[” )
5 (0,t) = ‘II ——7922—(0,0»0
= w2‘I'(z) ‘I"(I aaEz (O,anat)
- PHIR BB
avec (
82 2'2
ad}at (0,1) = — U WP (ak, ) (1w) ELA(2)
A
et(n=1,..,1)
i (2)
0? 77,( ) o’ (d} )
n(0.4) = W2 ()~ \"t /, t
g (01) = w2 (0,0,1)
= WO () ok, ) ECA()
et encore (‘I’ﬂ) = ‘I’Slyl))
azn,(lz}y) 2 (y)a2 (¢£IZ))Z
g (00 = WL 0.0

= WPV (—w) (k) EQA()

17



Dérivation des C.L.A. pour le probléeme continu.

et enfin ( ( ))
1[)(2'“ (y) o (exl y
= —(0,0,¢

= W'Y, y)‘Il (—w)(eky) EJA(t)

Pour cela, on commence par écrire :

(z.2)
(1.20) g’z (0,2) = ¥ ¥ (o) (», - Z 5"\1:(2)) (tk, E®)A(t)
n=1] "N
car, d’apres (1.10) :
) _ k(1= RY) . Ny g

On est donc amené a décomposer des expressions de la forme \IIE.Z,L‘IIII)‘IIS). C’est 1'objet
de la proposition suivante.

Proposition 1.1 On a

z T z m,n z z YiomnTn,l 2 TomnTnld T
SN — Gnlo) (L) 4 Loyl Lmatgtgo)

(029 Ytm QO ™ YmOn
avec \
w
w) =
Cl,m,n( ) w? + Y mnOW
YmQn QOn Gy
MNmn = =
An + Viym — QnVm OO + Q) + QpOp — 20,0 Q)
Vérification : On a :
, W2
gl = 1 ) — =
Lm w? + ym(ow — k2)’ " (1 — an)w? + a,k?
Et donc 5
. N w
VLY =

(1 — ap)w? + ank?) (W? + Y (10w — k2))
= a,C¥w 4y m("‘IJ(I) (C & déterminer)

Q'nC" + 71,mC
(1 - an)w? + 0ak?  w? + (10w — k2)
'2(0'71 + Yim — QY. m) + 10wy mQn

((1 = an)w? + ank?) (@2 + ym (10w — £2))

2 i
o Yim,n Yioman .

= 1o (W
QnYim (w2 + Zo’w‘)ll.m.n) Q'n‘)'l,mg m 'n.( )

= C.

= (C=

18



1.5 Détermination des conditions de coin

d’ot, en utilisant une relation analogue a (1.12)

z 2 T Ymmn z z Ymn z x
e - [Teagel - e gou)] o, (0)

Qn ", mw?

— [’Yl,m.n q,}:‘!n)l‘p}z) + l‘.’ﬂﬂql;? (%‘I’S) + M\sz‘)>} Cl.m.n(w)

n Yim ’ i 6 2%

D’ ou le résultat.
On a donc (on reprend (1.20)) :

(z:2)
"" (0,t) = 7 (W (w)(k.)E2A(Y)) —

L ,Bn')'l,m,n 2.3 (2) q(Z) 0
= 30 T G (WP () (k) ELA(2))

n

L B mn Y 2q W) g (2) 0 v
- Z —;_,Cl,m,n (w ‘I’n,l\I’n (Zw)(_ZkrE:c - ZkyEy)A(t)) -

n=1 nQiYim

L
- g (retet ok EAC).

n=1 an7’:m

En rapprochant cette égalité avec les expressions données plus haut, on trouve :

Gy Gl L g Pyl
GO0 = Sy 0.0+ B () 0.0
ﬂn'Yl mnTn,l 32777(:13‘) 1/}(2 )
1.22 — on Bhmen In.
(+22) ,; OnQVi,m Gamn( )( ot? 0,¢)+ dtdy ©.8))+
Bzm(f{y)

Z an’YImn’)/nIQm'n( ) (0 t)
n=1

On est ainsi amené & distinguer deux cas suivant que o est nul ou non. En effet, dans
le premier cas (j,n(w) est identique & un et la relation ci-dessus est bien une relation
indépendante de la famille de solutions vérifiée au coin. Si ¢ est non nul il faut définir de
nouvelles fonctions auxiliaires, soient :

a, kb a,

50 = (2mate)) w26 = 0.0
Men(t) = Gmn(@)nion (6 = 0,2)
a,b==z,y,ouz,a#b Iim=1,..,L
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Dérivation des C.L.A. pour le probleme continu.

qui sont solutions des équations différentielles ordinaires :

1(”) , 9 l(a,b)
(1) + Wm0 Bln(t) = —5T(b=10,1)

b
(1.23) 0
(a,b) (a b)
d"l m,n (a.b)
dt (t)+7lmﬂ0771 m n(t) - (b— 0 t)
(1.22) se réécrit alors:
x,z) (z,2) 2 (z,2)
lll(m d) 571'71 m,n d)l m,n
oz (1) = 1 (00 Z TS

n

(1.24)

_ ‘LL: ﬁnvl,m,n')’n,l 627751,1?72& (t) + 62'7[)71 Im (t) + Z 57171 mnTnl a2771 n, m (t)
= anaim ot? 0t? = 2Ym ot?

Si 'on relie cette égalité avec 1’équation satisfaite par 1/)1(;’12) on aboutit a I’équation du

premier ordre :

(=)

(z,2) o
1 Yy (z,2) ( { )
- =0,t)— — L2y =0,z =0,1)| =
Vi ( at +71 0"(/) )(Z ) at (y )
(z,2)
ﬁn’)’lmnatplmn
—Ot — (1) —
( +n21 o T (?)
M Tnd [ ONim o, Obuim wYm Yt O
_Zﬁ% Yl [ ONnt () + im (4 +Z,B'7l ’71771 (t)
= anarim ot ot = aiium ot

(1.25) = —

\

Ceci fournit une premiére famille de L? conditions de coin. Une deuxiéme est obtenue en
échangeant le role de x et de y :

. 5 ()
0 (yv ) a ,(l)
1 ( 7,[)1,"1 + 7 mow(yv ) (z —_ 0’ t) —_ L{L("L‘ = 0’ Z = 0’ t) =

Yim at 8t

az/"l(y'Z) ﬂn’YI mmn 01/’1(y )
1.26 = - ide = Ldi
(1.26) 5, O’t”z ol ot

n=1 n

(1) —

/3n TtmnYnl 377izlxm a¢n Am /Bn'fl m,nTn,l 3771 n,m
- t 4
L Z Qn QY Yi,m ( 8t ( ) + at (t) * ngl n7 ,m at ( )

En faisant tourner les indices z,y et z, on arrive finalement par ce calcul a obtenir 6 L?
relations, soit la moitié de ce qui nous est nécessaire. On passe alors a la
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1.5 Détermination des conditions de coin

1.5.2 Détermination de la seconde famille de conditions de coin

(On note B(t) = (1 + R)(1 + R¥)(1 — R™)exp™*

et A(t) = (1 + R®)(1 + R¥)(1 + R )exp™' )

On fixe I,m et on s’intéresse a la composante z, on va relier

. 2 (1)
6771(“) ()(9 (1/)1 )
" _(0.t) = )~ 29(0.0,1
az ( ) ) W Im azay ( » ¥ )
O*FE
= w¥P WP Z"2(0,0,0,¢
0z0 (0,0.0,2)

= () U2 O ok, ) ok, ) EC B(1)

avec

Ol (2) @ (=) (. \2(o1. 0

i (0,1) = ~ {0 ek, E A1)
et

Oy W) (=) 27 [0

8 (0 t) ‘I’I,n‘I,I (lw) (ZkyEy)A(t)
et enfin

d’( Y)

(0,2) = =¥ U (wo) sk, ED)A(t)

Le calculs sont trés ana.logues aux précédents. En réutilisant la décomposition de la pro-
position (1.1) et ’égalité (1.21), on a

o I(x,z) -
776,: (0,t) = (w)*(ek, EO) ( z_: -aﬂ— )
At) -

= 7 ((zw) (tky E;) ‘Ill

L Bn’}’l,m,n 2 1 v (2) ()
—z—az—ﬁ,m,n(w) ((zw) (tkyEy )lI' v A(t)) _

n=1 n
/Bn’)’lmn’Yn z
—Z o Erdimndnd e, a(w) () (b, E) TN WD A1)~

_ Z Bn')'l m,nIn, [C m,n(w) ((zw)z(zkyb‘;))‘p[(yn)‘I’fx)A(t))

a2,. I,m
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Dérivation des C.L.A. pour le probleme continu

En rapprochant cette égalité aux expressions des fonctions auxiliaires données plus haut
on a: ’

anlx ,2) (x, z)

My L BaVimon ﬂ(fnz)
92 (O’t): - Ot Z 1 Clmn( ) 1 (
(1.27

(Zy) rvy
ﬂn’)'l m,nTn,l 87,[) /Bn7l m,nTn,l 81,)1
————Glm,n 0,1) —————Clmmn 0,t
+; cnon i (@) =5 = (0,1) + Z permm— (W)=, (1)

Si o est nul (|, est égal & 1 et I’équation ci-dessus est la condition recherchée. Si o est
non nul, on réutilise les fonctions auxiliaires données par (1.23), pour écrire

t) +

onls? oni=) BaVimm ON)
m 0.t) = m 0 t nfl,m,n m,n
0z (0.8) = —y—5— ot ) + Z
(1.28)

a? ot (t)+

n

(z.y)

n,d,m 'gn/lmn:nlablnm
—(t) + "
S owornn B Z P TR

L B , az/)(z,y
n Yl,m,n"In,l

C’est la troisieme famille de conditions, la detmere est obtenue en intervertissant les roles
de z et de y. On obtient :

o) 3771(” ) Yimn O
m Ot —_ m Ot 71 m,n 77177.
—o=(0,1) = T ) + Z
(1.29)

t
a? at()+
Vi Yt Ot
+Zﬂ7l 711/)

1
nlm + Zﬂn?’lmn,nlal/{gﬁn()
n=1 Qa7 m ot 02"’1 m ot

En faisant tourner les indices x y et z, on obtient bien ainsi 6 L? conditions qui additionnées
aux 6 L? du paragraphe précédent fournissent bien les 12 L? conditions recherchées
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Chapitre 2

Discrétisation du probléme

On présente un schéma numérique aux différences finies discrétisant le systéme de Maxwell
posé dans le secteur {x < 0, y <0, z < 0} et couplé avec les CLA décrites précédemment.
Les équations de Maxwell sont discrétisées & I’aide du schéma de Yee, {?], ou schéma saute-
mouton tandis que les CLA sont approchées par des équations centrées. Le schéma obtenu
est d’ordre deux en espace et en temps. Il s’applique aussi bien aux milieux conducteurs
(¢ > 0) qu’aux milieux isolants ou au vide (¢ = 0).

2.1 Schéma pour les noeuds intérieurs au domaine

Le schéma de discrétisation le plus simple pour le systéme de Maxwell a été proposé par
Yee en 1966. 11 utilise des maillages espace-temps décalés les uns par rapport aux autres
pour chacune des six composantes du champ électromagnétique. Le décalage de chaque
grille de calcul est adapté a I’écriture de schémas de type saute-mouton pour chacune des
équations du systéme. Plus précisemment, on définit

Az, Ay, Az, les pas d’espace,

At, le pas de temps.

On note,
x; = 1Az, Y; = JjAy, Zk = kA:,
Ty = (i + 3)Ax, Vsl = (7 + 1)Ay, Tyl = (k+ 2)A-.
tn = nAft, tapy = (n+3)At

(On a adopté la convention: i est I'indice en z, j celui en y, k celui en z et enfin n celui en
temps)
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Discrétisation du probleme

Le schéma permet d’évaluer des approximations des champs £ et // en certains points du
réseau de maille moitiée dans chaque direction, si I’on note:

n+3
(E )t+2,1+2,k ~ Ez(ri+%’yj+%’zk’i") (H),J:.*._ ~ H3(37i1y133k+%’tn+’5)
n +1
(Ef)i,j+%,k+-1§ ~ Ex(xiayj-f%azk-}-%,tn) (HI)?+-;,j,k ~ Hx(-’b','+%,yj,3k,tn+15)
(Ey)?+%,j,k+-2‘- ~ Ey(xi+%aijzk+%’tn) ( y) ,]+2,k ~ Hy(xi’yj+%’zkvtn+%)
le schéma s’écnt:
n+~1-
(H:)i,j,lj+— (#. ),] k+4 (Ex)?,j+‘5,k+% - (Ez)?,,'_-;-,ug
(2.1) At Ay
_ (Ey)?+%,j,k+’5 - (Ey)?_%,j_k+15
Az
n%tl1 +1
(EZ)i+%,j+%,k - (E )1+2,]+ * o (E )?+ ]+‘ k +(E )z+ ]+ ko
At 2
(22) n+!2_ Tl+2 n+%
_ (Hy)i+l.j+%,k - ( y)t.H- k (H ) .J+1,k - (Hr)g+1§,j,k
\ Az Ay

et des expressions analogues, obtenues par rotation d’indice, pour les autres composantes
des champs.

On utilise ce schéma pour évaluer itérativement en temps (c’est & dire en n) toutes les
composantes des champs aux nceuds situés a I'intérieur du secteur {z <0, y <0, z < 0}.
Restent & définir des relations permettant d’évaluer les composantes du champ électrique
situé a ’extérieur de ce secteur a savoir, sur la face :

les composantes tangentielles :

(Ey)?-}-%,j,% et (Ex):j+

et pareillement pour les faces F' l(y) et F7).

L1
2'2

La discrétisation des CLA va fournir IesQéquations nécessaires a leur évaluation. Elle utilise
bien stir les valeurs des fonctions de face, d’aréte et de coin en certains points préalablement
choisis.

Concernant les fonctions de face, on a convenu, pour chacune des deux composantes, de
placer un nceud au milieu du segment joignant les deux derniers points ou sont évalués les
composantes correspondantes du champ électrique. On définit ainsi:

(80) 1y (), iz tads (012)],, = (007) (g2 t0);

! 1,2

(z)
{
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2.1 Schéma pour les nceuds intérieurs au domaine

| } } Face x=0

TN Ry
REER M@
“\\‘QQ‘&““&

: R e
TR HHTHnHw
R N
R ‘
o
L

Figure 2.1 : Maillage pour les fonctions auxiliaires z;,(r): La composante en y est représentée
par une fleche horizontale tandis que la la composante en z est représentée par une fleche

verticale. Maillage pour chaque aréte : le long des arétes les fonctions auxiliaires 1/),(1'2)

,m
sur z = 0 et wl(yf,;y)

7],(;'12) sur z = 0 et 7|

sur y = 0 sont représentées par des petits points sombres tandis que

z,y)
m

sur y = 0 sont représentées par des gros points clairs.
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Discrétisation du probleme

( (y))k ™ (@b(y)) (zx, T z+1,t) ( l(,?):#,,-“( l(y))z(zk+%,xi’tn),
(D)o ), gt ()7, = (87), (oot

Concernant, les fonctlons d’aréte, on a choisi de dxstmguer les fonctions de type 771 ") des

fonctions de type 1), Les premiéres seront positionnées sur des nceuds demi-entier contrai-
P I,m p

rement aux secondes placées sur des nceuds a coordonnées entiéres.

On pose donc (¢ = y ou z)

()" () el G, = 05 Gt

i+5
() (052) Gita)s (059)), = (1652) (0 10)

()0~ () Gt (157 ~ (357) Gt

Enfin, les fonctions de coin sont calculées aux instants de type entier ,

O

Pour a,b=z,you z,a#b :
()"~ (wlon) (&) (afoin)™ o= (nf52)) (t0).

La figure 2.1 visualise le maillage ainsi obtenu.
L’objet de se qui va suivre est de construire progressivement sur les faces puis les arétes
et enfin le coin un schéma s’appuyant sur ce maillage.

2.2 Schéma pour les équations de face

On décrit un schéma de discrétisation par différences finies pour les équations de face. Puis,
on montre que ce schéma permet le calcul des inconnues de face. Le schéma est présenté
pour la face dont la normale est 3.

2.2.1 Description du schéma
On commence par réécrire (1.3) en éliminant les fonctions ¢ : il vient

OF, . OE. & 8,9 (%),
FF T Dl T

d a(2)

(2.3)

_ O°E;
oot

[ozo (I=1,..L).
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2.2 Schéma pour les équations de face

pour les équations projetées sur r et

9E,  OE, Lﬁa(‘l’fﬁ’)y

. — = =0
(2.5) Ep +7 ai "12::1 o ot 0 en 2 ,
), | [ ab0) v
(26) —atz_y + o UT-—y - AT (’(/)I(z))y = atzy /z=0 (l = ]., ves L),

pour les équations projetées sur y.

En prenant en compte le maillage que nous avons retenu, on va écrire un schéma centré
en :

* z; =iz, Yisl = (7 +3)Ay, z=0, brpl = (n + 3)At pour I'équation (2.3),
o 1; =1Ax, Yirl = (J+ %)Ay, z =0, t, = nAt pour les L équations (2.4),

= (i + 3)Az, y; = jAy, 2 =0, tapl = (n + 3)At pour I'équation (2.5),
o 21 =(i+ 3)Az, y; = jAy, z =0, t, = nAt pour les L équations (2.6).

Commengons par (2.3), on fait les approximations :

OE,
8z (% Yi+yr 2 =0, tn+%) ~

n+1 n n+1 n
(B - B - (B )
~ 2Az

et
OF,
2L+ g = 0 tg) =
# +1 ” n+1 _ _ n
- ((Er):1+%,% + (Er l'.]'-f'%,—% (Ex):1+%,% (E'T)i.j+%.—%>
~ 24t
et enfin
8 (v?)

— i (m0 iy ) = é ((’1’5’3)2:% B (d"ﬁl):ﬁ%)



Discrétisation du probleme

A P'aide de ces approximations, (2.3) s’écrit :

((Bety g + By y = (BT Ly = (B )
+

2Az

n n+1 f n
(Boty g + (B = (B sy = (B s )
2At

PR
O

11
t33

(2.7)

+

A

At

\

Traitons ensuite les L équations des ondes 2D (2.4), on fait les approximations :

0 (44 ()1, —2(s)7,, + )71,
(8t2 )x (fi, Yiel> tn) ~ A INT s “ots
puis
5 (v (W), - w)))
U(—at_)_x (I;, Yi+d» tn) ~ o ( ) ‘J+;2At( ) at3
et

Ar (?/’Eyf))x (xi’ Yi+s t") ~ (Agz)z,b,(,fl)?ﬂ -

1
Rl

((Q/)y(nzl), 1,741 ‘2(¢( ) ; (¢(Z))x+1 j+%>

Azx? t
(527, ~2 (620, + (2,
+ Ay

(Af) n’est autre que 'opérateur Laplacien discrétisé sur cinq points) et enfin

(2 g ) 4 () n! )
ST L L S

Expression dans laquelle on utilise une approximation centrée pour évaluer la valeur en
z =0 de la composante en z du champ électrique :

29) (W2)7 ., =

2




2.2 Schéma pour les équations de face

Utilisant ces approximations, (2.3) se réécrit :

(), - 267, + () (), - (e)))

+ oo

At? 2At
+ o (AP

(2.9)

(W
x,j+% = At2

2.2.2 Principe de résolution

Supposons les instants n — 1 et n connus, comme le champ (E,) est évalué & l'instant n+1

et sur le plan z = —Az2/2 4 l'aide du schéma pour les nceuds internes au cube, (2.7) et
(2.9) forme alors un systéme de L+1 équations en les inconnues :
nt1 (2))"H1 (z)) "+
(EI i,j+l§,%’ ( 1I)i,j+% Yooy (dJLz)i,j_*_% .

Ce systéme s’inverse facilement : on commence par éliminer les fonctions auxiliaires expli-
citement selon

(2)\H1 a? n n
(2.10) (¢Ix)>i,j+% = ?(E ) ;:; 1+ (Fl)ljl%
ou on a noté :
(2.11) @ =
' T 14 oaAt)2

et ou (Fl):‘ﬁ 1 se calcule explicitement a I'aide de quantités connues. Plus précisemment,
! 2
on a:

adl 41 (. (2) 2)\"!
(F)7H, = Al (v )i_j + A7 (v )i,j+%+
s (. ()" (=)\" Az? (0 \n (2)\"
(2.12) +4; ((wlr )i—l,j-f-% t ( lz )i+1,j+% + Ay? <( lz )i,j+% + ( = )i,j—%>)
4 n+1 5(2) (2)\""1
{ A ((E )u+ 2<2v°f) Li+3 * <2 °x>i.j+%)
avec ) 5
At At
1 _ o ——
At
A,z = af’(a,a7 -1)
(2.13) ] N
oo
! 2
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Discrétisation du probleme

On injecte I’expression (2.10) dans (2.7) et on résout, il vient :

n+1 _ 5 (2) 7 n+1
(E ),]+§ '2‘ - A (F )' J+1§ % (21[} ) ] + A (Er)i.j+%.—%+
(2.14)
8 n+1 (2)
# 3 a ((Ey - (v, )
avec
A = —2At
At + v Az
4 = At + vAz
T At+ytAz
(2.15) K
AT = At — vAz
At +4*Az
AS _ 2ﬂ1 Az
l AT L e A
a At + v Az
et
& B .
(2.16) = Z —(1—-4a?) (>0cara], <1)

(E,C):‘Lll 1 étant connu, il est alors facile de calculer les L+1 quantités ( (I))‘ 1 pour
’ 2°2 L3V

2
[=0,..,L en utilisant (2.10) et (2.8) écrit a I'instant n + 1.

2.3 Schéma pour les équations d’aréte

On décrit un schéma de discrétisation par différences finies pour les équations d’ aréte. Puis,
on montre que ce schéma permet le calcul des inconnues d’aréte. Le schéma est présenté
pour 'aréte dont le vecteur tangent est 2

2.3.1 Description du schéma

On commence par réécrire 'ensemble des équations satisfaites sur I'aréte T'?) = FEINFO),
On a d’une part les 4 (L x L) équations des ondes 1D définissant les fonctions auxiliaires
d’aréte : (pour I,m =1, ... L)

T,z . T,z a2 (1,2 p ()
(217) 621’1)1(,771 ) + Uad’l(,m) _ d2wl(,m) — a2 (wl )z(y — 0 -~ t)
ot b ot 9z at?
, o (v ()
(2 18) 02# 1(371) 81',,1(3:") _ 0211)1(,!:71) — 62 (u ’ ) (" r = 0 t)
' at? b ot 9z ot

30



2.3 Schéma pour les équations d’aréte

I,z T,z x,z (:r:)
(219) 82711(,17,1) 877( ) 82771(,1;1 ) . 82 ( ! )y( — 0 z t)
(?tz Lim at 622 - atay y=4y,z2,
a?,,h(yv’-) an(y \z) azn(y ,2) 9? (,L’/)I(y)>
2.20 i — z — f
(2.20) 912 +m O Bt 522 ETER (z,2 = 0,¢)

et d’autre part, les 4 L équations reliant les fonctions d’aréte a certaines dérivées de la
trace sur ’aréte des fonctions de face : (pour [ =1, .., L)

0 (=) ,d)(x)
y t
(2.21)
8 ,‘“’ L ol
+Zsz T (2,t) + ZD,m o (2,1)
a (¥ 5 (p
. (a ) (2: z=0 t) 7_(8;—)£(Z’I:0’t)+
(2.22)
(y z) L 1/)(2‘ z)
|+ Z Clom—22(2,1) + Z Dim 21)
¢ 02 (,l/)l(z)) 62 (1/)1(-‘5))
_Wy(yzo,z,t)z —7—73—_8—{—1/(‘1/:0’;:’0_*—
(2.23) { - - N
L 827]Ifnz L 827,"3:7 L 1/) Yy 2
L + mglcl,m 9t2 ’ Z Dlm ,t) — mz::I Dl.m 6ta (~t)
3 (y{¥ 92 (¥
_(amT)z‘(zw =0,t)= ~ 7——§ at)’(z,a: =0,t) +
(2.24) L azm(y z) L 32 (I z) 2¢
‘ + mE::lcl,m 6t2 Z= 6t2 Z D1 m dtd,, = t)
ou on a noté :
(2.25) Com = ﬂm‘ghm Dy = Bt
A am Q)

En prenant en compte le maillage que nous avons retenu, on va écrire un schéma centré
en:

e z=0,y=0, z, = kAz, t, = nAt pour les 2 L? équations (2.17), (2.18)
¢ z2=0,y=0,z,1= (k+ 3)Az, t, = nAt pour les 2 L? équations (2.19), (2.20)

e z=0,y=0, 5 =FkAz, t, 1 = (n + 1)At pour les 2 L équations (2.21) et (2.22)

31



Discrétisation du probleme

o r=0,y=0, z,1= (k + 3)Az, t, = nAt pour les 2 L équations (2.23), (2.24)

Commengons par (2.17), on fait les approximations :

oy ()" =2 () + (i)
Bz (Fk t) At?
puis
.2 n+1 I,z n—1
out? (627 - () )
gt (e tn) m o 2AL
et n n n
o) ((r,, — 2 () + ()0,
az ("k7 t") ~ A2
et enfin
@) ( SEN g (pEN 4 (@) ’“‘)
PO g iy o (G507 20650 045

ol on a noté :

(7)) = 5 (GO, + ), )

2’

Utilisant ces approximations, (2.17) se réécrit :

(x,2) 'l+1 (2,2) (z.2)\ "1 (z.2)\ V! (z,2)\"" 1
m ¥ P Yim ~\¥im
O 2 G G )
o L 2 )
o Az?
_ ) o () 4 (),
' B At2

Les équations (2.18) se discrétisent de maniére analogue. (il suffit d’échanger = en y).
On considére a présent (2.19). On écrit les approximations :

ciley () —2 080, + 082,00
8i2 (zk+%3 tn) ~ NG 2 3
puis
(z,2 ( (2;2) "+: _ (717:1,:5) n~—1 )
0“077—5?—) (2k+l in) SN (771 )k+§2At(m )k+%



2.3 Schéma pour les équations d’aréte

et

oz (G U I Cr
tn) ~ N

et enfin

(657 - G

I8 (y=0, 20, 1) &
9tdy (v=0 201y ta) 4AtAy

(157 ey = ) iy — () s

Utilisant ces approximations, (2.19) se réécrit :

ol on a noté :

(ot =2 00y + G0, () - O
At? m 2At
o 2, L
” Az?
)5, - 057,
\ B 4AtAY

La encore, I’échange de « en y permet d’obtenir une version discrétisée de (2.20).
L’équation (2.21) est discrétisée selon un schéma centré en z = kAz et t = (n + 3)At :

(42 e + ) - ()T, - )7,
2Ay +
T+ (), - ()7, - ()",

- 2 2 , :F
+ 2AL

- ),
- Z=ICI,m At -

L (z/z‘”’)"ﬂ (¢<yz>)
L - X D At =0

et une équation analogue pour (2.22).

4

(2.28)

Reste la discrétisation des équations (2.23) et (2.24). Par exemple, pour (2.24), on

commence par écrire I’ approximation :

o (u*) 0 (néyﬁ))k , +(1-20) (né,yf’);% +8 (5"

——E(z 1z=0t>z b3
Oz? k42 T Az?
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Discrétisation du probleme

ou on a noté :

(2.29) () iy = () Ly 2 () Ly o+ () o

et ou 0 est un parametre a notre disposition.
Les autres approximations utilisées sont :

92 (v)
——gxth)x (zk+1_, z =0, tn) z

()T~ ()~ () + ()
4AtAx

~
~>

et (a = z ou y)

ol () ey =2 ()1, + ()5,
i (Bhep ta) = =,

et, enfin

) 1) = ) I et N et R ey
9tdz \Tktz"m) T 2AtA 2

Le schéma pour (2.24) s’écrit alors :

0 () y + (1= 20) (alf?) 1, +0 (07)
Ax?
()0h, = ()T = () + ()T
+ 7 4AtAz
L () 2O, + )
(2.30) B mZ:] Cinm k+1 Zﬁ k+3
AN o) Y CLe) W Gt
+ mz_:l D i At2 e =
.2}y 1 )\ A =)\
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2.3 Schéma pour les équations d’aréte

2.3.2 Principe de résolution

Supposons les instants n et n — 1 connus, comme les nceuds internes aux faces sont évalués
a l'aide des équations de face, ’ensemble des équations composant le schéma forme alors
un systéme de 4 L x L + 4 L équations en les inconnues :

(w?)e " () () ()

k+5 k+3
pour [ m=1,..,Let
)\t n+1 - 1 +1
( ’(vz))j;,u% ’ ( [(z))k:%,izl ’ ( ‘(r))::%k ’ (7’[)1(1;)):::%
pour [ =1,.,L.

Ce systéme s’inverse de la maniére suivante, on commence par éliminer les inconnues d’aréte

() = L), (R
@ )" = e )+ ()

(), = TSt )+ ()

() = TR ()
ou on a noté )

(2.32)

aj . =
T 4 oy AL/2
,z n+1 2 n+1 z,2 n+1 ,z n+1 .
et ou (P,x )) (P,(y )) (E( ))k ] (E,(y ))k+l se calculent en fonction de quan-
tités connues. Par exemple, on a : ’

(R = BL(ED) + B (#50) 4
(239 + Bl ()5 + (7)) +

B ()20, —2 (20l5”); + (017),7)

et
BV, = Bl (), + B (7)) 4
(2.34) t B""((”""))Hs + 07, ) "
B, ((¢(x))":‘ bpay ¥ (ni5” ):;;)
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Discrétisation du probleme

avec

(2.35)

o At? . Al
Bllvm = 4m (2 - 271,m AzQ) s Bl2.m = al,m(71,7r10_2“ - 1)
At? a;’

B3 4 n—— B4 _ m

Im Um, A2 I,m 9

af . At

Blsm = - Lm

' 4Ay

On est donc ramené a la détermination des inconnues de face. Le principe de résolution
consiste a calculer d’abord les composantes communes aux deux faces (ici selon z) et ensuite
les autres composantes. En effet, ces inconnues sont données par les deux systemes :

4

pour [=1,..,L
n+1 n+1 z
(2.36) Q+—&)(& L Zy ()™ =
T2
Az b n+1 Aa: n+1
= . (=) as (v _ (v)
‘ thﬂBl,m (wm'z)jzé,k+ (1+ At > (Il/)lz) _;_ - FI
et
) n1 Ay & Ly A
2.37 ( 4‘“ ) (415 i00s * T8 Az 2 Bim (V)i = G
(247 g B’ (=) 0 B (¥)\ ! - oW
4AyAt mzz:l im (",b ) ‘k+2 + ( + E I) ( I'x)k+%,i=1 - !
avec
(2.38) L
BI6 = 77— Z Cl,ma;,,m
m=1

et ou FI(I) , F,(y) sont explicitement donnés a l'aide de quantités connues tandis que GEI

)et

ny) sont des expressions algébriques qui peuvent étre calculées dés que le systéme (2.36)
est résolu. Plus explicitement, on a :

" A z)\"* z)\™
(1050 )7+ (1050 ()T~ ()],) 4
o 0 (A - ()
L
- 3 o ((P0) - ()
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2.3 Schéma pour les équations d’aréte

et
k+3%.,0 k+3.-1

b () ) - )

GW = ( (¢(y))”+‘ —( 1('13)"“ _(775?,’”)"';)+(20—1)(néf'f)):+%+
4At (

k43
L Ar? A\ 9\ "
+ 3 Cim 3z ((E,(fj,’l >)k:; ~2(nfs2)7,

L A 2 z,z2)\" z,2 "
- 3 D (BT 2 ()L, + (6P -

m=1
L A 2 )\ .2\ o2 22\ "
- 3 Dy (457100 = ()" - (o)1 + (7))

ainsi que des formules analogues pour F, ,(y) et Gfx). Ainsi, les inconnues de face sont déter-
minées en inversant deux systémes linéaires de taille 2L. Reste & montrer leur inversibilité.
C’est 'objet de la proposition suivante

Proposition 2.1 Sous les conditions

0<Ql<02<...<QL<1,
(2.39)

< 13 /81>0a

L
X_:llﬂm

les systémes (2.36) et (2.37) sont inversibles

m

Preuve Commencons par le systéeme (2.36). L'inversibilité de ce systéme est équivalent a
I’existence d’un inverse a la matrice :

2ld 0 B® B’
(2.40) My =| & + i
0 2tid -B" B°

od B® et B” sont les matrices de taille L données par (2.38). Cette matrice posséde la
propriété remarquable d’étre a diagonale positive et dominante. C’est évident pour la
premiere matrice de la somme. Concernant la seconde, remarquons que sa diagonale est a
éléments positifs puisque :

L
B,—1+Z -Ya mgﬁ al

mel m o+ am — ooy,

am(1l — )

L
et 0<af, <1 :>B,6>1+2’8—"'

m=1 dm + am — oy
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Discrétisation du probléme

Quant a la somme de ses éléments extra-diagonaux, montrer qu’elle est inférieure a la
valeur de la diagonale équivaut a s’assurer de :

L L L
6 o 7
Bl =7~ 3 Cintlm > 3 |Bln| = 2 Dimafsn
m=1 m=1 m=1
Soit, en utilisant les expressions de v, Ci ., et de D,

L
Zﬁ'i<a;’m o1+ Om —1><1
O \

el o+ Oy — Oty

Majorons af,, par 1, il suffit de montrer

Soit en minorant o, par 0

L

S b,
m=1 1- Qm

Ce qui est vrai, par hypothése. Une matrice a diagonale dominante étant inversible, on

obtient ainsi I'inversibilité pour le premier systéme.

Pour le second systéme, on choisit comme inconnues les 2L quantités :

n+1
k+4,i=1

n+1
J=1k+%

Az (W) ey ¢ S (0I)

L’inversibilité du systéme (2.37) est alors équivalente & ’existence d’un inverse a la matrice :

vt LAY B BT
Ay

2.41) M, = .
( ’ 0 watpg BT B

qui existe bien puisqu’il s’agit 13 encore d’une matrice a diagonale dominante. Ceci acheve
la démonstration.

2.3.3 Traitement des composantes tangentielles du champ élec-

trique le long des arétes

Le calcul des fonctions de face aux nceuds situés le long des arétes a 'aide des équations
discretes écrites précédemment améne a une situation paradoxale qui concerne le calcul
des composantes tangentielles du champ électrique le long de P'aréte: on dispose de deux
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2.3 Schéma pour les équations d’aréte

équations pour les évaluer. En effet, par exemple, on peut tout d’abord considérer que
(EZ)iz%,jz%,k se calcule par la CLA relative a la face z = 0, auquel cas :

(B, + (B g~ (B, — (B ) )
2Azx
n+l n+1 n n
(2.42) ¥ ((Ez)%+%k + (EZ)_E,%,JC - (EZ)%%k - (EZ)—g,%,k> B
2At
@\ _ (p@ )
ZL: ﬂ_m((z/)m,z)%,k (d)m z)% k) — o
\ m=1 “m At ’
soit considérer la CLA relative au bord y = 0 et alors :
(Bt (B = B~ (B )
2Ay
n+1 n+1 n _ n
(2.43) +7((Ez)%%k+(Ez)% _%, (Ez)%,%,k (Ez)%,_% k) ~
2At
DY _ (@)
ZL: Prm ((d)”?’z)k,% (1/)"?2)1:,;) ~ 0
At -

Je conjecture que modulo les équations discrétes satisfaites par les fonctions auxiliaires,
ces deux équations ne sont en fait pas indépendantes et que l'une entraine l'autre. Ceci
demanderait a étre vérifié par des calculs analytiques. On peut également adopter un profil
plus bas consistant a ne pas favoriser une face plutot que 'autre et de retenir le schéma
obtenu en sommant les deux équations relatives a chacune des faces. On obtient :
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Discrétisation du probleme

( n n n
(B + (B} 4 — (B = (B, ) )
2Azx
(B3t (B} s, — (BT, — (BT s )
+ +
2Ay
(2.44) ((E’ N e e (E’)ﬁ%%vk)
7 2At i
(Bt + (BT, = (B~ (B Ly )
+ 2At -
W " (p) (=)} _ (o) )
s (R 600, (R - ()
= Om At
(E. )’,"L,1  peut alors se calculer via:
(B, = A (E] up + AT (B)ly s+
3 n+1 4 n+1 5 n
(2.45) { + A '(Ez)%,_%'k + A '(Ez)_”;%’k + A '(Ez)%,%_k +
L
n+1 n z n+1 z
+ 20 A ()7 - i)y + () - (02)1,)
avec
RIS L
Al = 24y 24t A2 2Az 2At
1 1 L ’ 1 1 v
20z  2Ay At 2A 280y At
1o 1 g
(2.46) B = 12Ay 12At LAt = 2Az 12At
20z 2Ay At 2Axr 24y At
¥y 1 1 om
s _ At 2Az 27y 6 At B,
A = 1 4 1 + 5 ’ Am = 1 N 1 N
20z 24y @ At 2Az  2Ay Af
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2.4 Schéma pour les équations de coin

Dans le cas d’un maillage isotrope (Az = Ay = h), ce schéma se simplifie en :

, i 1 (/o n
(E )1-*-11}~ = 5 ((EZ)%,-%,k + (EZ)—%%k) +

(2.47) + A (B, + (B

30 () - ()7, + () - ()7

m=1

avee 1 At — vk 8. h
2.48 A= 2T 6 _Pm N
(2.48) 2 At ++h ™ am At+vh

2.4 Schéma pour les équations de coin

On décrit un schéma de discrétisation par différences finies pour les équations de coin.
Puis, on montre que ce schéma permet le calcul des inconnues liées au coin. Le schéma,
écrit pour o positif ou nul, pourrait bien siir étre simplifié dans le cas o = 0. Il est toutefois
opérant méme dans ce dernier cas.

2.4.1 Préambule

L’ensemble des conditions de coin est construit & partir des deux systémes :

i o i L Brttmy Pl
g (0,0) =~ (0.0 + 3 Pl S ) -
(2.49) L g e 2t LoV
s o Vm.p Yol ( Upzm(t)+ p,I,m(t)) N Zﬁp’nmﬂpz TIzpm(t)
o1 Ym dt? dit? oy p71,m dit?
et (z.2) (z.2) (z.2)
nlfnz a’hfnz Bp7l m,p dnl::nz
(0,t) = —v 5 (0,) +E o di —P(¢) +
(2:50) L. By Y o 40! zy) B imp LA
+ Z piimp /p, P, ,m Z p It,m,p Ip, Dm(t)
=1 CpuYim  dt =1 R m
Les fonctions de coin, triplement indicées, étant données par :
(a:b) (a,b)
Bnn) bamprile) = D00 (o)
(2.51) ) )
Dhmp () 4oy o@Dy = DMy (2.51)
dt mp Tl at ! 2

Le systéme complet est obtenu en effectuant sur (2.50) et (2.49),
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Discrétisation du probleme

1. La permutation £ — y, y — z, 'indice z restant fixé.
2. Deux fois et successivement la rotation d'indice x — y, y — z et z — .

On obtient ainsi 12 systémes de L? équations. Apres discrétisation, ce systéme permet
d’évaluer les 12 L? inconnues manquantes dans le processus itératif en temps, a savoir,

((a,b))n-H’ (n(a,b))n+l a,b=1z,y,ouz eta#b Im=1,...,L

{m b=1 I,m b=% ’

2.4.2 Description du schéma

On commence par la discrétisation des équations différentielles ordinaires au coin. On
centre ces équations sur l'instant t,41/2 = (n + 1/2)At, en écrivant

(wion) ™+ (inty)”

a,b
l(m L(tn-{- ) ~ 2
(2.52) 1
a, (a,b) \ Pt (a.b)
d)l( mbir (t ) ~ (d)l,'m,p) (d)l m p)
nt3 At

et pareillement pour nl(fnb;’ De méme, on utilise les approximations :

6 T ) - () - ()’
) n+ ~
(2:53) 4 ” @Y™ | [ (ab) "iAb (@)™ _ (, (ab)
Oy 0,1, ("), + ()7 - Gl - ().
L Ot "tz 2At
Le schéma pour les fonctions de coin s’écrit alors,
(o)™ = ()" (o) ()"
(2.54) o o 2 )
' ( (a, b))n+1 (1/((1 b)) (z/) a, l>))"+1 _ (¢(a,b))"
_ Im L -1 tm ) _
4Ab

pour (2.51),, et

()™ - ()" ()™ + ()"
At o 2
(2.55) (a.b)\ "1 (@™ @b\ [ (ab)
(771,771 )% + (]lm )_% (771 m )% (Ulm )_15
[~ 24t
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2.4 Schéma pour les équations de

coin

pour (2.51),.

Le systéme (2.50) se discrétise en utilisant des approximations similaires. On obtient :

+

¢ (m(:’;z))r;l _ (771(,3:;:))7_1_;1 n (77(::: z))% (771(::))_%
2Az2
)+ ) - )] - )Y
_ 2 2 2 2
7 24t
(2.56) + i ﬂp'g;’m,p (nl(fnz:)J)H;; (m(fnz’)’)n
+ L Bp')’l.m,p’)’p,l (¢;’32)n+1 - (d)i’?zz‘)n
=1 UYm At
L BoVmp Yo (1/’1(.1',33;)71“ - (vim)
| R e E

Reste la discrétisation du systéme (2.49). Elle s’appuie sur les approximations,

T e
82;,/);b)(b_o,z:mk%) L oy)™ +(1_zaigf’(;‘%)n*0(11’1(,2%)"_1
(2.57 dﬁ"(/l’f}g(tﬁ%) Ny (d”(’m)m"z(ﬁgwn“L(’»b}f:ﬂ)n_
Pl o~ )20 ()
t* Af?

ou on a noté,
G =GR, -2 GR) +

et ou on retrouve le parameétre de pondération temporel § que nous avions déja utilisé pour
la discrétisation des fonctions d’aréte.
Le schéma pour (2.49) s’écrit alors :
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Discrétisation du probléeme

(2.59)

<

(0 (uin)™ + (1-20) (w5 )" + 0 (wis)™

Az?
G G G G
7 VNN,
B ()™ =2 ()" + ()
+ Z 14 p 14 At2p ) 4 _
L B VimpYp ("z(:fl'ir)t)nﬂ 2(77;(,21331) +(TI,(:1!QL) 1+
p=1 QpQYlm At?
(i)™ =2 (wl)" + (wii)™”
Af? +
o 3 Bt (nis)™ =2 (n5)" + (nl5m)"”
pm1 CpMm At?

En permutant et faisant circuler les indices comme indiqué dans le préambule, on obtient
un schéma constitué de 12L> équations du type (2.54) et (2.55) ainsi que de 6 systémes de
L? équations analogues a (2.56) et de 6 autres analogues a (2.59).

2.4.3 Principe de résolution

Le systéme précédemment décrit s’'interpréte comme un ensemble d’équations en les incon-

nues:



2.4 Schéma pour les équations de coin

(inconnues d’aréte) ainsi que

qui sont les inconnues de coin.
On commence par éliminer les inconnues de coin. On a:

(2 60) (1//1(0;:;)71-*-1 _ azm’p% (11)1(,25)):4%1 + (Pl(fnb,),)nﬂ
| ()™ = ot (2] ¢ (EL2)™
avec
(PEE)™ = ala, (sla)" +
iz (4] - (1), - (52)7))
(2.61) roass e f T T
(B)™ = b, (n30)" +
+ 4y ((nf,?;f’)):; - (nf'inb))i% —( f,‘i;b)):1>
i 11—+~ UAt
PP o
(2.62) Ay = —— 2 =
1+ 71,m_,,a7 14+ 71,m,p0—2—

Puis, on injecte ces expressions dans les équations de type aréte, il vient:

z,z)\ "+l z,z)\™ (2 \ 7
g . (wl(m )>1+ 2 (wimzl)OH * (wl(’m ))—Tl +
z,z)\"*1 x,z -1 T,z -1
(2.63) L 0. ( },mz))] -2 (1/)1:7;)2); + (1/’1(,m )>T_11 N
(z.2)\" _ (z,2)\"™ (z,z)\"
+ (1-20)- (i), 2(1#;2)0 + (i) N
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= =
( f,f,;Z))?+l __( I(,J:;Lz))?_l __( I('fr,lz)):l':]' +( l(:r,‘z)):"l_l
—7 4AzAL +
o Bty gttt (7)) (PU)™ — 2 (9123)" 4 (20)"
p=1 ap At2
S (50m O} (B 2052+ o)
=1 CQUYm At?
undts (), + (PE) —2(upin)" + (i)
At? t
L s T () (B2 <2 (52)" + (52
+ :L:‘l aZyim At?
ainsi que
{ (), = @)+ 07)) - () B
2Az h
() + (D)7 = () - (l2)
7 2At N
oy (n7), 4 (EG)™ = (1650)
(2.64) n ;ﬂp’();pm,p ‘ 2%,m,p : N p P N
a’, At L (2) n+l P(Z.y) it (N
g eI, SRR b
zL: BoYimp Y.l ) GZPvm:léA—tz; (vl(.:y))jﬂ + (PI(;i/n))nH - (lll(;gi)n
L p=1 01277’»’" At

, . N : 2
En procédant de méme pour les autres systémes, on obtient un systéme linéaire a 12 L
inconnues. Afin d’obtenir un systéme plus facile a étudier, on a choisi de prendre comme

inconnues

At
U = <),(‘inb), 2Aq L’,(‘:nb),, Im=1,...L, a,b=a.y,z, a # b> .
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2.4 Schéma pour les équations de coin

En multipliant par 2At les équations de type (2.64) et par 2At? celles de type (2.63) , le
systeme linéaire s’écrit:

MU =F

ou F se calcule explicitement et ot M est donnée par

(2.65) M =
el KT RSN Rl R Rl el el el [ PG I i T

A 4t | B | o o | o | o o | B| o o |=-c| o
@l o | AP | B 0 0 0 o | o | B | o | o]-C

» B 0o | A 0 0 0 B | o o | —Cc| o 0
g 0 0 A% | 0 B 0 o | -Cc| o o | B

00 | o | o B |A | ol)-cio|of BJ|o]|o

=00 0 0 0 B | A | o |-C]| o o | B| o

el o | =B | 0 o | -c| o | A. | o 0 0 0o | 0

il o | =B o 0o | —c | o | 4 | o 0 | 0 | 0
¥ B | 0 o || —c | o 0 o | ol A | ol o] o
wa o o | -C | o o | =B o | o | ol A | o o

Wl —c| o | o | -B| 0o | o o[ o] o o4 |0
= 0 | —=C | o0 o | -B| o o | o | o 0 | o | A

les matrices B,C, A,, A,, ...

(2.66)

sont carrées de taille L? x L? et données par

At
A= "—1d + A, A% =

Aa

40At

a
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Discrétisation du probleme

L g
i = e (1 g (1 Besthes)

p=1 9p ap

I,m.pTpd%y

(2.67) B = & BpY1.m V0005 1,m
' Qp7Ytm
(o4

CPY = P Bq71vm-q7q.la1,q,m

Im ! 2

Qs M,m

A est diagonale et Les matrices B, C sont creuses. Par exemple, pour L = 2, A, B et C se
présentent sous la forme : (les points noirs sont les éléments non nuls)

i i i ; i 1

i o i * o | o °
Contrairement a la matrice relative au schéma pour les arétes, il ne semble pas que la
matrice M soit & diagonale positive dominante sous la seule condition (1.4). L’inversibilité
du systéme du coin est donc plus difficile & établir et reste un point encore ouvert. Signalons
toutefois qu’une piste possible est de calculer les vecteurs propres de M en utilisant le
fait que ses éléments proviennent d’une décomposition en éléments simples d’une fraction
rationnelle.

N

2.5 Extensions a un domaine borné. Symétries.

Tout ce qui a été fait jusqu’d présent traite le cas du secteur Q = {x < 0,y < 0,2 < 0}.
On peut, bien sir, généraliser le schéma au cas d’un cube. Si on remplace § par un
parallélipipéde : '

C =[-L.,0] x [-L,,0] x [-L.,0],

on a alors trois nouvelles faces frontiéres. En 'absence de symétrie, on imposera les CLA
sur ces nouvelles faces. Dans ce cas, les fonctions auxiliaires nécessaires sont :

e 12 L fonctions de face (6 faces x 2 composantes par face)
o 48 L? fonctions d’aréte (12 arétes x 4 composantes par aréte)
e 96 L° fonctions de coin (8 coins x 12 L? composantes par coin)

Le schéma pour les nouvelles faces est obtenu en appliquant une simple symétrie au schéma,
déja décrit et relatif aux faces extérieures.
Le schéma pour les nouvelles arétes doit quant a lui tenir compte de l'utilisation de la
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2.5 Extensions & un domaine borné. Symétries.

divergence lors de l'obtention des conditions qui lui sont relatives. Ainsi, le passage de
Varéte £ =0,y =0 (e; = +1, ¢, = +1) alaréte z = —L,, y = —L, (e, = —1, ¢, = —1)
se fait non seulement en substituant dans (2.17)-(2.24) —0; & 0, et —3J, & J, (ce que nous
avons appelé simple symétrie plus haut) mais également en changeant dans (2.23) et (2.24),
les termes

L el vy ’) L 3’7755 ) o7l
,,fi;lD""‘( o Dt s Z o (> oY)

€n

XL: e:D O + Gy et ZL: ey D Pomi” v

2 Cxm | e dtdz L yPhm | Co oA IR

ces termes provenant de I’égalité 9, F, = —9,F, — 0, F., leur signe n’est donc pas concerné
g vy g

par le changement de face traitée). Pour le coin, la procédure est analogue, si I’on note
génériquement chaque coin (£1, £1, +1) on passe du coin (1,1,1) & (ez, €y, €:)

1) en changeant J, en €,0;, 0, en ¢,0, et J; en ¢€,0, dans les équations (2.49)-(2.51).
2) en substituant dans (2.49) au terme

d? (zy) d2 (z.y) d2 (2.9) d2 (z,v)
( Tpd L d)p’l'm le terme ¢, | €, T, + € d)p’l’m

d> dt? dt? Y dt?
la matrice M du systéme linéaire au coin (¢, €, €, ) devient alors
M = AMA

ou M est la matrice (2.65) et ou

E. 0 0 E, 0 0 E, 0 0 E. 0 0
A=|o0 E o0|®|0 E, o0f®|0 E o |®|0 E o0
0 0 E. 0 0 E. 0 0 E, 0 0 E,

avec F,=¢,ld;., E,=¢,dr, E,=¢,1d;

Dans le cas ou le schéma admet des symeétries, les composantes tangentielles du champ
électrique sur les faces inférieures peuvent étre calculées a ’aide de celles-ci. Il convient
également d’utiliser ces symétries pour évaluer les quantités manquantes relatives aux
fonctxons auxiliaires des faces extérieures. Par exemple, on imposera sur la face /-’ (=)

{z=-L.},
(1/)1(,21)):',]'0—1 = Gvs (1/)1(;)),',1'“1’ (wl('zy)>i+%,jo—l = G (wl(;))ﬂ%,joﬂ

P

(d’l(vzz))io—l,ﬂ% T e <¢I(;)>io+1.j+l’ <¢I(’Zy))"o-%4 oG (l(pl('z))i°+%'j



Discrétisation du probléeme

avec

—L, =1z et - L,=joAy

€ap = *1, suivant la nature de la symétrie de F, par rapport a a = —L,

et pour les inconnues d’aréte,

( I(vz""x)>i0—1 = CI,I( ((,zr;lr))io+1v (nl(_z,;r))io_% = €zy (771(;”)%%
W) = e (B0 ), = e (),

On remarquera que le décalage des points ou sont évalués les champs implique de rechercher
la valeur symétrisée soit au nceud directement voisin, soit au nceud situé a deux mailles
sur le maillage.
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Chapitre 3

Expériences numériques

3.1 Etude de faisabilité

Afin de tester le schéma numérique décrit dans le chapitre précédent, on a construit un
programme de calcul. Ce programme traite le cas d’un domaine parallélipipédique a mailles
cubiques (Az = Ay = Az = h) pour un milieu conducteur (¢ # 0) ou non conducteur
(¢ = 0). Sur les faces de ce cube, on peut imposer soient des CLA, soient des conditions
de symétrie.

3.1.1 Mise en ceuvre et validation

La mise en ceuvre du schéma numérique est délicate de par la multiplicité des indices qui
interviennent dans sa formulation. Il convient donc de procéder avec soin et par étapes.
La “stratégie” qui a été retenue est la suivante. Dans une premiere étape, on construit
un programme de validation : on programme explicitement 'ensemble des équations du
schéma et on s’assure que si ’on choisit une des solutions particuliéres composée des huit
ondes planes a divergence nulle, on obtient bien une convergence vers 0 lorsque les pas de
discrétisation tendent vers O et ce, pour chacune des équations du schéma. Accessoirement,
cela permet de vérifier exactitude des calculs du premier chapitre concernant les équations
d’aréte et de coin. Dans une seconde étape, on construit un algorithme de résolution du
schéma. Sa validation est obtenue de la maniére suivante :

1. On récupere aux trois derniers pas de temps (trois, parce que le schéma fait intervenir
trois instants successifs) les champs et les fonctions auxiliaires en certains points du
maillage.

2. On réutilise les programmes de vérification des équations de 1’étape précédente, et
on s’assure que la solution calculée vérifie les équations du schéma pour les points du
maillage retenus.
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Enfin les conditions de symétrie ont été testées en s’assurant que le probléme “désymétrisé”,
calculé sur une boite de calcul huit fois plus grande, donnait exactement le méme résultat.

3.1.2 Premiers résultats

Des premiers tests, réalisés sur des petites boites de calcul (dix nceuds dans chaque direc-
tion) avec des CLA d’ordre L = 5 et un nombre de Courant égal & un sur racine de trois
(CFL), on peut dégager les constatations suivantes :

e Le schéma a 0 =0 est instable, celui a § =0.25 semble stable.
La stabilité est explorée en observant ’évolution au cours des itérations en temps de
I’énergie discréte contenue dans le cube de calcul, soit:

2
E" =k S (E})'+ (H:’L%) ,
seNceuds

Pour § =0: cette énergie croit exponentiellement avec le nombre d'itérations, il y a
instabilité. Par contre, le schéma avec 0 =0.25 semble stable. On vérifie dans ce cas
la décroissance de I’énergie et sa stabilisation & un dix-milliéme environ de la valeur
initiale.

Le choix de 0.25 a été retenu pour des raisons purement esthétiques. En effet, dans
ce cas, les systémes linéaires relatifs au traitement des aretes sont les mémes pour les
fonctions de type 7;,(",','1) que pour celles de type 2/),(,',3 (cf. 2.40 et 2.41).

La matrice M ™! relative au systeme linéaire au coin (cf. 2.65) admet 8 L? éléments
non nuls sur chaque ligne (sur 12 L? au total). Il doit y avoir une structure bande
pour la matrice M qui implique ce résultat. De plus, l'inversion numérique de cette
matrice n’a jamais posé de probléme particulier. Elle doit étre inversible, ce qui reste
a démontrer.

La conjecture relative aux équations discrétes que vérifierait le champ tangent le long
d’une aréte (cf. page 38) semble vraie. A la précision machine pres, chacune des deux
équations d’aréte est vérifiée alors que la résolution utilise la demi-somme de ces deux
équations.

3.1.3 Cout de la méthode

La méthode proposée pour traiter les Conditions aux Limites Absorbantes est intermédiaire
entre une méthode locale mais peu précise comme celle de Silver-Miiller et une méthode tres
précise mais non locale comme celle des équations intégrales. On s’attend donc a un cout
intermédiaire tant au point de vue temps de calcul qu’au point de vue occupation mémoire.
L’étude qui suit se propose d’évaluer ces coits en les comparant 4 ceux correspondants a
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3.1 Etude de faisabilité

une boite de calcul pour laquelle les bords ne sont pas calculés et restent donc a zéro au
cours des itérations.

On s’intéresse a un cube de calcul avec N points de discrétisation dans chaque direction.
Le nombre d’opérations flottantes (additions ou multiplications) a effectuer par itération
en temps est :

e Pour le calcul des nceuds internes au cube : 36 N°, (six opérations par composante
du champ électromagnétique que multiplient six composantes)

¢ Pour le calcul des nceuds internes au faces : 8 faces x (36 L +12) opérations par
nceud x N? nceuds par face

e Pour le calcul des arétes : 12 arétes x (98 L2+ 32 L) opérations par nceud x N nceuds
par aréte.

e Pour le calcul des coins : 8 coins x (12 L?x 8 L* + 288 L® + 144 L?) opérations par
coin (si I’auteur ne s’est pas trompé en les comptant!).

On a représenté sur la figure 3.1 le coiit calcul relatif des CLA en fonction de N, nombre de
points de discrétisation dans chaque direction. Ce coiit relatif est d’autant plus faible que
le nombre de points est grand. Le nombre de points pour lequel ce cout devient marginal
est d’autant plus grand que le nombre de fractions rationnelles est grand. D’autre part,

o v o v o

rrrrr rr
n
(3 I T N

n
-
o

“ee coer 400 w0t

ol
g- -
R ;
o

o

LR P Y N
0 50 100 150 200 250

Nb. de points

Figure 3.1 : En abscisse : Nombre de points de discrétisation dans chaque direction. En
ordonnée : Pourcentage du nombre d’opérations élémentaires requises pour le traitement
des 8 faces absorbantes rapporté au nombre total d’opérations.

la figure 3.2 illustre la part croissante du colt de calcul des faces par rapport a celui des
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arétes et des coins. Dés que le nombre de points dans chaque direction dépasse la centaine,
le calcul des arétes et des coins peut étre considéré comme marginal.

100
80
i «e-e+ FACE
{1
‘ ARETE
60"‘ W ARG A% X
|
% | wmam e COIN
s\
\
1--.
:." .0.
20_‘3‘ £y ..
B‘ \Q, o..
.. \&% .o'-......
Y \:w“‘ﬁvn* Tt
o_v -~ X > % e "

paneity
0 S50 100 150 200 250 300 350 400

Nb. de points

Figure 3.2 : Pour L=5, pourcentage du nombre d’opérations élémentaires requises pour
le traitement des faces, des arétes puis des coins rapporté au nombre total d’opérations.

Enfin les CLAs d’ordre élevé nécessitent un nombre important de fonctions auxiliaires
qu’ll convient de stocker. La figure 3.3 représente la part relative d'occupation mémoire
des fonctions auxiliaires en regard de la place mémoire totale nécessaire. On a :

e Pour les nceuds internes au cube : 6 N® places mémoire (N® noeuds par composantes
du champ électromagnétique)

e Pour les nceuds internes aux faces : 32 (L+1) N? places mémoire (8 faces x 2 instants
successifs x 2(L+1) composantes par face et par instant)

e Pour les nceuds relatifs aux arétes : 96 (L+1)* N nceuds places mémoires (12 arétes
X 2 instants successifs x 4 fonctions par aréte )

e Pour le coin, 96 L + 96 L* places mémoires (12 L? fonctions auxiliaires par coin x
8 coins 4+ 12 L?x 8 L? pour la matrice inverse).

On observera que la tendance est la méme pour le temps de calcul et pour 'occupation
mémoire.

En conclusion de cette étude préliminaire, il semble que le schéma proposé soit stable (6

= 0.25) et que son coiit quoique non négligeable pour des simulations dans des boites de
trés petite taille devient acceptable pour des boites de calcul d’une centaine de nceuds dans
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Figure 3.3 : Pourcentage d’occupation mémoire spécifique aux CLA rapporté a 'occupa-
tion mémoire totale.

chaque direction et ce pour un nombre de fractions rationnelles inférieur a 10. Le surcoit
par rapport & des CLA moins précises devrait étre compensé par un pouvoir absorbant
plus élevé.

3.1.4 Diffraction d’une onde plane par un parallélépipede

Afin de tester la méthode, on a repris les essais réalisés au centre de Gramat ([10]) lors
d’une étude portant sur l'efficacité des CLA de Joly-Mercier (JMCLA, cf [7]) sur des
problémes difficiles (onde incidente de moyenne non nulle et de durée grande en regard de
la taille de la boite de calcul). Rappelons que ces conditions sont d’ordre deux par rapport
a I'angle d’incidence et se comparent donc typiquement aux nouvelles conditions avec L=1.
On espere ainsi améliorer les résultats obtenus en montant en ordre d’approximation.

Cas du petit cube

On considere un cube de 4 meétres de coté, centré sur l'origine et illuminé par une onde
plane a incidence verticale suivant =z avec E;,. = E,.§ et,

Eine(z,t) =G — z[c), G({t)=A exp~((t=tman)/rmaz))?
A=1000V./m.  tyer =2.14Tas  Tmaw = 12.5107%s.

On s’intéresse a la valeur du champ électromagnétique au coin du cube situé en aval de
I’onde incidente et sur l'intervalle de temps [0.,0.146.5.].

55



Expériences numériques

Les calculs sont menés sur une grille réguliére et isotrope de pas h=.4 métre et avec un pas
de temps calculé via la CFL (At = h/v/3c = 0.7710%s. soit 190 pas de temps).

Les conditions de symétries, par rapport aux axes z = 0,y = 0, permettent de calculer les
champs uniquement sur le domaine :

Q.=[0,L+L]) x[0,L,+L) x [-(L.+L.),L.+ L.

o L, =L, =L, =10k, L. = Nyh,

et ou N,, est le nombre de mailles séparant le bord du cube de la frontiére absorbante du
domaine de calcul.

Sur la figure (3.4), on compare une solution de référence (calculée avec N,, = 50 points)
aux solutions obtenues avec les CLA de Padé, L=3, et en placant la frontiére a 3 puis 4
puis 5 mailles de la frontiere du cube. Comparé aux résultat obtenus avec la JMCLA,
I'amélioration est déja nette. On observera que les solutions approchées suivent la solution
exacte durant un intervalle de temps de 2 & 3 fois plus long avec les nouvelles CLA.

Sur la figure (3.5), on compare la méme solution de référence avec des solutions obtenues
en placant la frontiére & N,,=cinq mailles de la face du cube et en retenant successivement
les CLA de Padé, L=3 puis 5 ainsi qu'avec des CLA, L=5 dont les coefficients sont donnés
dans la table ci-dessous. Ces coeflicients ont été calculés de telle sorte que le coefficient de
réflexion soit minimal en angle d’incidence et sur une plage de fréquence donnée (Cf. [9]).

ay = 0.7096084150294 | 3; = 0.1076348036463

ap = 0.1917022124165 | 3, = 0.2167004878495

az = 0.0300657520451 | B3 = 0.1044152492483

a4 = 0.0042047748108 | 3, = 0.0418837319174

as = 0.0003532566839 | Bs = 0.0231838584434

Valeurs des coefficients optimisés.
On observera ’amélioration obtenue en montant en ordre ainsi que l'excellent comporte-
ment de la solution calculée avec les coefficients optimisés.
Cas du grand pavé

On refait les mémes essais mais sur un intervalle de temps plus long ([0.,0.6/:5.]) et sur un
parallélépipede plus grand dont les arétes ont pour longueur:

L,=8m. L, =12m., L, = 16m.
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3.1 Etude de faisabilité
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Figure 3.4 : Comparaison des variations en fonction du temps des composantes ., H, et
H, ala pointe du cube isolant avec la CLA de Padé, L=3 que I’on impose & une distance
de 3,4 puis 5 mailles du cube (traits tiretés) avec une solution de référence calculée avec
la méme CLA mais imposée a 50 mailles du cube (trait plein).
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Figure 3.5 : Comparaison des variations en fonction du temps des composantes E., H,
et H. ala pointe du cube isolant pour différentes CLA que I’on impose a une distance de
5 mailles du cube (traits tiretés) avec une solution de référence calculée avec la CLA de
Padé (L=3) imposée & 50 mailles du cube (trait plein).
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3.1 Etude de faisabilité

Les pas de discrétisation et ’onde incidente sont inchangés par rapport a l’essai précédent
(780 pas de temps). Apres utilisation des conditions de symétries, I’objet est de 10 mailles
sur 15 mailles sur 40 mailles.

On retient les CLA de Padé, L=3 et on place la frontiére successivement a 5,6,8,10 puis 50
mailles (solution de référence). Par rapport aux conditions JMCLA, on observera (cf.figure
3.6) Vabsence de “rebonds” qui caractérisaient les solutions obtenues. D’autre part, on
notera 'amélioration de la solution au fur et 3 mesure de ’éloignement de la frontiere.
La figure (3.7) compare, quant a elle, les CLA en fixant la frontiére & 5 mailles du bord du
cube. Cette distance semble insuffisante pour une bonne précision quantitative et raison-
nable pour avoir une idée sur l'allure de la courbe.

Enfin, la figure (3.8) montre I’excellent comportement de la CLA avec L=5 et les coefficients
optimisés lorsque le bord est situé a 10 mailles de ’objet diffractant.

59



Expériences numériques

2500

2000

1500

1000

V/m

500

-500

-1000

T

"Ex_50mailles_pPade3” ——
“Ex_Smailles_Pade3" —--
“Ex_6bmailles_Pade3"
“Ex_8mailles_ Pade3" -

“Ex_10mailles_Pade3" —--

0.2 — r

[N 4

A/m

S0.% i 1

"By_SOmailles Pade3” —
“8y_Smailles_Pade3* --
“By_6mailles Padel" ---
"By 8mailles Pade3” - 4

“By_T0mailles_Paded” —-

1 1

[} te-07 2e-07

de-07 Se-07 6e-07

de-07 5e-07 6e-07

A/m

T T
"Hz_$0mailles Pade3” —
"Hz_Smatlies Pade3" --
"Hz_bmailles_Pade3” --- 7
“Hz_8mailles_Pade3” -~
"Hz_T0mallles Pade3” ~--

le-07 2e-07 3e-07 4e-37 Se-07 6e-07

Figure 3.6 : Comparaison des variations en fonction du temps des composantes E,, f,
et 1, a la pointe du pavé isolant avec une CLA de Padé, L=3 que l'on impose a une
distance de 5,6, 8 puis 10 mailles du pavé (traits tiretés) avec une solution de référence
calculée avec la CLA de Padé (L=3) imposée a 50 mailles du pavé (trait plein).
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Figure 3.7 : Comparaison des variations en fonction du temps des composantes ., H,
et H, ala pointe du pavé isolant pour différentes CLA que I’on impose & une distance de
5 mailles du pavé (traits tiretés) avec une solution de référence calculée avec la CLA de
Padé (L=3) imposée a 50 mailles du pavé (trait plein).
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Figure 3.8 : Comparaison des variations en fonction du temps des composantes E,, H,
et A. a la pointe du pavé isolant calculée avec une CLA, L=5 et coeflicients optimisés,
que I'on impose a une distance de 10 mailles du pavé (trait tireté) avec une solution de
référence calculée avec la CLA de Padé (L=3) imposée a 50 mailles du pavé (trait plein).
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