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Résumé : Ce rapport présente un systeme a base de connaissances pour la
librairie LAPACK [1] d’aide au choix de procédure et a la validation de ré-
sultat. Le systeme s’intéresse aussi a la qualité numérique du résultat. Il peut
a la fois conseiller une procédure et vérifier la validité d’une procédure don-
née pour résoudre un probléme de 'usager. Le systéme repose sur le logiciel
SHIRKA [22] écrit en Le-Lisp qui met en ceuvre des bases de connaissances a
objets avec classification. Toute la connaissance est contenue dans des objets
organisés en hiérarchies.
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A Knowledge-Based System for Eigenvalue
Problems

Abstract: This paper presents a knowledge-based system devoted to the
LAPACK library [1] to help the user in selecting a numerical procedure and
in validating a result. Owur system is also concerned with the numerical
quality of the result. It can either select a routine or check the validity of a
given routine to solve a user’s problem. Our system is based on the develop-
ment shell SHIRKA [22], written in Lisp, which provides means to describe
knowledge bases and to apply a classification mechanism upon them. All the
knowledge is contained into the objects which are organized into hierarchies.
Key-words: Eigenvalue, Condition number, Expert System, Objects.
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Introduction

Les bibliotheques numériques ont atteint un degré de complexité tel qu’il
est difficile pour 'usager de sélectionner la ou les procédures les mieux adap-
tées au probleme qu’il veut résoudre. Aussi faut-il fournir avec une biblio-
théque un mode d’emploi intelligent qui guide 'usager. Par exemple la so-
ciété NAG développe des systemes experts d’aide au choix de procédure qui
couvrent leur bibliothéque scientifique [10, 13, 15]. Une expérience conduite
au CNES [23] a conduit a la réalisation d’un prototype pour la résolution de
systemes linéaires. Il est également possible de générer les séquences d’appel
aux procédures sélectionnées comme par exemple dans le systeme d’aide a
la bibliotheque MODULEF [18].

A Tinverse, il se peut que l'usager ait utilisé une procédure de biblio-
theque et souhaite vérifier que celle-ci résout effectivement le probléeme po-
sé, par exemple que les données sont bien dans le domaine de validité de
la méthode numérique choisie. Un systeme d’aide devra donc fonctionner
en quelque sorte a l'envers, c’est-a-dire valider a posteriori le choix d’une
procédure en fonction du probléeme a résoudre.

La précision d’un résultat de calcul scientifique dépend de l’erreur sur
les données, du conditionnement du probleme et de la stabilité numérique
de 'algorithme de résolution. Quelques outils logiciels permettent mainte-
nant d’évaluer 'erreur sur le résultat. Par exemple, le systéme d’aide [17]
choisit et exécute des procédures d’encadrement qui ont recours a l’arith-
métique d’intervalles pour fournir un encadrement sar du résultat. L’atelier
de qualité numérique AQUARELS [8] a pour objectif de rassembler dans
une structure cohérente et conviviale diverses solutions pour contréler ou
améliorer la précision des calculs. Un systéme d’aide pourrait alors suggé-
rer l'utilisation de tel ou tel outil pour évaluer les diverses composantes de
Perreur finale.

A T'IRISA, nous avons développé un prototype appelé SESAME (Sys-
teme Expert pour la Sélection et la vAlidation de MEthodes numeériques)
qui vise & remplir trois fonctions :

e sélection de procédure,
e vérification de procédure,

e validation de résultat.



Nous avons choisi la bibliotheque LAPACK [1] comme cible numérique
et plus particulierement un sous-ensemble de LAPACK dédié au calcul de
valeurs et vecteurs propres qui contient une centaine de procédures. A notre
avis, ce domaine est suffisamment vaste et complexe pour montrer la faisa-
bilité de notre approche.

Le choix de la bibliotheque LAPACK permet de simplifier et de conclure
la validation de résultat. En effet, il n’est pas besoin ici de se préoccuper des
erreurs d’arrondi puisque les algorithmes codés dans LAPACK sont stables.
De plus, la bibliotheque fournit des procédures pour estimer le conditionne-
ment des valeurs ou vecteurs propres calculés. Il est donc possible d’estimer
par une formule approximative ’erreur sur le résultat dés que ’on connait
I’erreur sur la matrice de départ.

Le systeme est basé sur des techniques d’intelligence artificielle. En effet,
un systeme expert présente ’avantage de pouvoir expliquer le cheminement
suivi pour aboutir a la conclusion proposée. Il comporte en outre une inter-
face avec 'utilisateur qui en facilite la manipulation. De plus, la modélisation
des connaissances en est simplifiée et peut évoluer relativement facilement.

L’expertise numérique est modélisée par une base de connaissances conte-
nant des objets qui représentent les entités mathématiques & manipuler. Ces
objets sont organisés en hiérarchies qui peuvent étre assez complexes grace
a 'héritage multiple. Le moteur d’inférence est le mécanisme de classifica-
tion qui s’avere tres efficace dans le contexte de calcul scientifique. Lors de
la classification, des valeurs d’attributs peuvent étre inférées grace aux va-
leurs par défaut ou aux attachements procéduraux. Ainsi, la sélection d’une
procédure fonctionne un peu a la maniére d’un arbre de décision. Il suffit
d’inférer dans la feuille classée stre le nom de la procédure a utiliser. Mais
la méme base de connaissances permet également de vérifier une procédure,
grace a la notion de classe d’attributs. Cette fois, la classification prend en
compte le nom de la procédure et il faut qu'une feuille soit classée stire pour
que la procédure de I'usager soit valide.

Le systeme repose sur le logiciel SHIRKA [22] écrit en Le-Lisp qui met
en ceuvre des bases de connaissances a objets avec classification.

La premiere partie décrit la problématique numérique et la formalise
pour aboutir & une modélisation par objets. La seconde partie résume les
fonctionnalités de SHIRKA qui ont été exploitées pour développer le sys-
teme, puis décrit celui-ci et la fagon de I’utiliser.



Premiere partie

Expertise numérique

On s’intéresse au probleme suivant :

Etant donnée A € C™*™ une matrice carrée d’ordre n, trouver des élé-
ments A € C et/ou z € C" tels que:

A soit une valeur propre de A (i.e. det(A — AI) = 0)
et & soit un vecteur propre de A associé a A (i.e. Az = Az).

On se restreint au cas des matrices traitées dans Lapack, c’est-a-dire des
matrices d’ordre n "petit” (moins de 5000), et qui sont des matrices bandes,
unidimensionnelles (stockées dans un tableau) ou denses. Le cas des matrices
creuses n’est pas traité dans Lapack.

De plus, on ne traite pas le probleme aux valeurs propres généralisé,
celui-ci pouvant bien entendu étre une extension du systeme expert.

On se propose de créer un systeme d’aide proposant les choix suivants:
e Déterminer la (les) procédure(s) Lapack & utiliser pour résoudre un
probleme aux valeurs propres donné.

e Vérifier qu’une procédure fournie par 'usager résout effectivement le
probleme posé.

e Valider le résultat d’une procédure.

1 Etude du probleme

Le but de cette partie est de déterminer les différentes méthodes de réso-
lution de ce probleme et les procédures Lapack correspondantes, en fonction
de certaines propriétés des données. Dans ce qui suit, nous indiquons le nom
des procédures en remplacant la premiere lettre par ”x” car celle-ci dépend
uniquement du type de calcul effectué (simple ou double précision) et du type
de la matrice (réelle ou complexe). En effet, c’est un S dans le cas réel simple
précision, un D dans le cas réel double précision, un C dans le cas complexe
simple précision et enfin un Z dans le cas complexe double précision.



1.1 Meéthodes de calcul des valeurs propres

La premiere étape est de trouver une matrice plus simple qui aura les

meémes valeurs propres que A. Pour cela on applique la méthode de Hou-
seholder [6, 27], qui construit une matrice S unitaire (S* = S~1) telle que
H = S*AS soit une matrice de Hessenberg supérieure, c’est a dire une
matrice qui n’admet que des zéros en dessous de sa sous-diagonale. Cette
factorisation conserve la symétrie. Ainsi, pour A symétrique (par abus de
langage on dit qu’une matrice hermitienne est une matrice symétrique), la
matrice transformée est tridiagonale symétrique. Dans le cas hermitien,
on peut tres facilement se ramener a une matrice tridiagonale réelle sy-
métrique.
Dans le cas non symétrique, la procédure Lapack réalisant cette transforma-
tion est xGEHRD, tandis que dans le cas réel symétrique (respectivement
hermitien), c’est xSYTRD (resp. xHETRD) pour une matrice dense, xSP-
TRD (resp. xHPTRD) pour une matrice tableau et xXSBTRD (resp. xHB-
TRD) pour une matrice bande.

On vient de construire une matrice H = S*AS plus simple que A et qui
a les mémes valeurs propres que celle-ci.

Il nous suffit, désormais, de considérer les 2 types de matrices suivants :

1. Hessenberg supérieure
2. Tridiagonale réelle symétrique

Il n’existe pas de méthode simple pour calculer une partie du spectre
d’une matrice de Hessenberg (réelle ou complexe), par conséquent, on cal-
cule toujours toutes les valeurs propres. On utilise la méthode du double
QR avec translations [27] (procédure xHSEQR). Cette méthode est une
méthode itérative qui consiste a construire une suite de matrices Hj uni-
tairement semblables (c’est-a-dire que pour tout k il existe une matrice Q
unitaire telle que Hy = Q3 HQy). Cette suite de matrices Hj, converge vers
une matrice triangulaire supérieure par blocs appelée forme de Schur de la
matrice H. Chaque sous-matrice diagonale correspond aux valeurs propres
d’un méme module. Les translations permettent d’accélerer cette conver-
gence vers la forme de Schur.

En pratique, les blocs diagonaux sont soit de dimension 1 (valeur propre



simple), soit de dimension 2 (valeurs propres complexes conjuguées).

Dans le cas d’une matrice tridiagonale réelle symétrique, il est possible de
calculer une valeur propre a la fois par la méthode de Bissection (procé-
dure xSTEBZ), qui permet d’approcher d’aussi prés qu’on veut cette valeur
propre, ou de toutes les calculer par la méthode QL (procédure xSTEQR
si I’on désire calculer des vecteurs propres, et procédure xSTERF qui est
plus rapide que la précédente si 'on désire seulement calculer les valeurs
propres). Cette méthode n’est autre que la méthode QR ou L est triangu-
laire inférieure. On la préfere a la méthode QR car elle présente quelques
petits avantages du point de vue de la programmation.

Heuristiquement, on a remarqué qu’il était moins couteux d’utiliser la mé-
thode QL dés qu’on voulait calculer plus de 25% des valeurs propres.

Lorsqu’on utilise la méthode QR (ou QL), on construit une matrice @
unitaire (Q* = Q7 1), telle que T' = Q*H @ soit sous forme de Schur.

Remarque: La forme de Schur d’une matrice symétrique est une ma-
trice diagonale.

1.2 Meéthodes de calcul des vecteurs propres

Apres avoir calculé les valeurs propres de la matrice A par la méthode
QR (ou QL), on peut en calculer tous les vecteurs propres par la méthode
de substitution retour (procédure xTREVC dans le cas non symétrique
et xXSTEQR dans le cas symétrique) dont le principe est le suivant :
soit T' la matrice sous forme de Schur construite par la méthode QR, on en
construit une base de vecteurs propres (facile et peu coiiteux) et on récupere
ceux de A en les multipliant par S@, ou S et @ ont été définies précédem-
ment. Il faudra donc avoir stocké ces matrices au préalable.

Si 'on s’intéresse uniquement au calcul d’un vecteur propre associé a
une valeur propre dont on a calculé une bonne approximation X, ou si les
valeurs propres n’ont pas été calculées par la méthode QR (ou QL), on uti-
lise la méthode des itérations inverses (procédure xSTEIN dans le cas
symétrique et xHSEIN dans le cas non symétrique). Cette méthode itérative
est définie de la facon suivante :



Soit ug un vecteur arbitraire non nul
Pour k& > 0, on définit ugtq par (T — N 1)ugyr = ug

On montre que wu; converge vers le vecteur propre associé a la valeur
propre la plus proche de ', sauf si ug est orthogonal a ce vecteur propre.

De fagon heuristique, si on désire calculer moins de 25% des vecteurs
propres, on décide d’utiliser la méthode des itérations inverses .

1.3 Formalisation

On vient de voir que la méthode & utiliser dépend de certaines propriétés
de la matrice (symétrique ou non, réelle ou complexe... ) et du nombre de
valeurs et vecteurs propres que I'on désire calculer.

Récapitulons les différentes procédures conseillées en fonctions des pro-
priétés du probleme initial :

1. Transformation de la matrice:

(a) Matrice non symétrique: xGEHRD.
(b) Matrice symétrique:
i. Dense: xSYTRD (réel), xHETRD (complexe).
ii. Tableau: xSPTRD (réel), xHPTRD (complexe).
iii. Bande: xSBTRD (réel), xHBTRD (complexe).

2. Calcul des valeurs propres:

(a) Matrice de Hessenberg: xHSEQR.
(b) Matrice tridiagonale réelle symétrique

i. xSTEBZ pour calculer moins de 25% des valeurs propres.
ii. Calcul de plus de 25% des valeurs propres:
A. xSTEQR si plus de 25% des vecteurs propres sont désirés.
B. xSTERF sinon.

3. Calcul de moins de 25% des vecteurs propres:

(a) Matrice de Hessenberg: xHSEIN.



(b) Matrice tridiagonale réelle symétrique : xSTEIN.

4. Calcul de plus de 25% des vecteurs propres:

(a) Matrice de Hessenberg: xXTREVC.
(b) Matrice tridiagonale réelle symétrique
i. xSTEIN si les valeurs propres ont été calculées par xSTEBZ.

ii. xSTEQR si les valeurs propres ont été calculées par elle

meéme.

1.4 Les driver et expert routines

1l existe, dans Lapack, des procédures appelées driver et expert routines
qui permettent le calcul de valeurs propres et éventuellement des vecteurs
propres associés pour des problemes standard. Pour certaines de ces procé-
dures, il est également possible d’estimer les conditionnements des valeurs

et vecteurs propres calculés.

Voici la liste de ces procédures et ce qu’elles font :

1. Cas symétrique

(a) Calcul de toutes les valeurs propres et éventuellement de tous les
vecteurs propres
i. Matrice dense: xSYEV (réel), xHEEV (complexe).
ii. Matrice tableau: xSPEV (réel), xHPEV (complexe).
iii. Matrice bande: xSBEV (réel), xHBEV (complexe).
iv. Matrice tridiagonale réelle : xSTEV.
(b) Calcul de quelques valeurs propres et éventuellement des vecteurs
propres associés.
i. Matrice dense: xSYEVX (réel), xHEEVX (complexe).
ii. Matrice tableau: xSPEVX (réel), xHPEVX (complexe).
iii. Matrice bande: xSBEVX (réel), xHBEVX (complexe).
iv. Matrice tridiagonale réelle : xSTEVX.

2. Cas non symétrique

(a) Calcul de toutes les valeurs propres et éventuellement de tous les

vecteurs propres:
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i. Sans calcul des conditionnements: xGEEV.

ii. Avec calcul des conditionnements : xGEEVX.

(b) Calcul de toutes les valeurs propres et éventuellement de tous les
vecteurs de Schur:

i. Sans calcul des conditionnements: xGEES.

ii. Avec calcul des conditionnements : xGEESX.

Ces bases de connaissances servent a déterminer des procédures, mais
elles ne permettent pas la validation de celles-ci. En effet, ces bases ne don-
nent que la procédure la plus adaptée a un probleme donné, elles ne donnent
pas la liste des procédures valables. Or, on ne peut pas interdire a l'usager
d’utiliser une procédure pour la seule raison que celle-ci n’est pas la "meil-
leure”. On va donc, maintenant, donner deux bases qui déterminent une liste
de procédures utilisables pour un probleme donné.

1.5 Validation de procédure

Il faut remarquer que la plupart de ces procédures ont une implémen-
tation qui dépend de la structure de stockage de la matrice (matrice symé-
trique, matrice bande, matrice tableau, ...).

On interdira donc, par exemple, d’utiliser une procédure traitant d’une ma-
trice non symétrique si la matrice considérée est symétrique, bien que celle-ci
soit valable mathématiquement.

Par contre, il faudra prendre en compte le fait qu’on ne peut pas in-
terdire & un usager d’utiliser une procédure qui calcule toutes les valeurs
propres (ou tous les vecteurs propres), méme s’il n’en veut qu’'une partie, ou
de calculer tous les éléments propres un par un ...

Faisons la liste des procédures valables (autres que la plus adaptée)
pour un probléeme donné:

1. Calcul de valeurs propres d’une matrice symétrique:

(a) Toutes: xSTEBZ.
(b) Quelques unes: xSTERF, xSTEQR.

2. Calcul des vecteurs propres:
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(a) Cas symétrique
i. Tous: xSTEIN.

ii. Quelques uns: xSTEQR (si les valeurs propres ont été calcu-
lées par cette méme procédure).

(b) Cas non symétrique

i. Tous: xHSEIN.
ii. Quelques uns: xTREVC sila matrice est sous forme de Schur.

La liste de toutes les driver et expert routines utilisables pour un pro-
bleme donné est :

1. Calcul de toutes les valeurs propres (et vecteurs propres) ou
seulement de quelques-unes (et les vecteurs propres corres-
pondant) dans le cas ou la matrice est symétrique

Matrice dense réelle: xSYEV, xSYEVX.

b) Matrice dense complexe: xHEEV, xHEEVX.

(a)

(b)

(c) Matrice tableau réelle : xSPEV, xSPEVX.

(d) Matrice tableau complexe : xHPEV, xHPEVX.

)

f) Matrice bande complexe: xHBEV, xHBEVX.
)

(g) Matrice tridiagonale réelle: xSTEV, xSTEVX.

(e) Matrice bande réelle: xSBEV, xSBEVX.
(

2. Cas non symétrique: seule la procédure la meilleure est utilisable.

2 Validation de résultat

Le conditionnement mesure la variation du résultat en fonction d’une
variation sur les données du probleme.
On suppose, ici, que les calculs effectués sont exacts. Ainsi, les résultats cal-
culés correspondent exactement aux données.
On dit qu'un probléme est bien conditionné lorsqu’il n’est pas trop sensible
aux perturbations sur les données initiales, de meéme, il est dit mal condi-
tionné lorsqu’il est trés sensible a ces perturbations.
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Le conditionnement d’un probléme aux valeurs propres consiste a me-
surer la variation des valeurs propres et vecteurs propres en fonction d’une
variation AA sur la matrice A quelconque. Ceci est étudié de fagon détaillée
dans [4]. On rappelle ici les résultats utilisés dans Lapack et dans le systéme
expert.

2.1 Conditionnement dans le cas symétrique

Les valeurs propres, qu’elles soient simples ou multiples, sont bien condi-
tionnées avec un conditionnement égal a 1. Le conditionnement des vecteurs
propres ou sous-espaces invariants ne dépend que de la distance du bloc de
valeurs propres au reste du spectre.

cond(A\)=1

cond (z) = dist (X, sp(A) —{A})
cond (M) = dist (o, sp(A) —{o})

ou A est une valeur propre quelconque, z un vecteur propre associé a
la valeur propre simple A\, M un sous-espace invariant associé au bloc de
valeurs propres o.

2.2 Conditionnement dans le cas non symétrique

Les formulations des conditionnements sont complexes [4] et sont liées &
la forme de Jordan des matrices qui est tres difficile a calculer en pratique
[12]. C’est pourquoi, on présente, ici, un moyen de trouver une estimation
des conditionnements qui est beaucoup moins couateux que de les calculer
exactement.

La méthode proposée [2] s’applique sur des matrices non symétriques mises

sous forme de Schur (matrice triangulaire supérieure par blocs fournie par
la méthode QR, procédure xHSEQR).

Soit 7' (matrice n X n) sous forme de Schur:
_ [ T Tae
(% )

ou T (matrice m X m) est associée & m valeurs propres de méme module
dont on veut calculer le conditionnement.
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Dans le cas de valeurs propres simples conjuguées complexes la matrice T,
sera 2 X 2.

En pratique, pour une valeur propre de multiplicité m, Ty, aura m valeurs
propres distinctes voisines (erreurs d’arrondi), c’est pourquoi, on parlera de
bloc de valeurs propres plutot que de valeur propre multiple.

Soient :

e AT une perturbation de la matrice T,

o o = ||AT]|z et er = ||AT||F

2.2.1 Valeur propre simple et vecteur propre associé

Soient :

e )\ une valeur propre de T,
e )\ la valeur propre de T 4+ AT correspondant a A.
On peut montrer [27]:

A= X < e [Pl +O(e)

lz* |
]2 [|y]l2

ol x et y sont respectivement les vecteurs propres a droite et a gauche de T
associés a A (Tz = Az, Ty = Ay).

ot || Plly =

Dans ce cas, le calcul de [|P||; se fait simplement grace aux vecteurs
propres & droite et a gauche associés a la valeur propre considérée.

Soient z le vecteur propre a droite de 7" associé a A et 2’ le vecteur propre
perturbé correspondant, on montre [7]

2 €

—_— 4+ 0 €
S€p (T117T22) ( F)

Hmaz(xv .f/) S

ou sep (T11,T32) est défini de la maniére suivante :
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Si Th1 est 1 x 1 (valeur propre réelle), on a T7; = A et alors [25]:

sSep (T117T22) = ||Iﬂln1 ||(AI— TQQ) $||2
I||l2=

Si T11 est un bloc 2 x 2 (valeur propre complexe), on triangularise ce
bloc en utilisant une rotation unitaire et on obtient :

Ao
! _ 12
T‘(o TQ'Q)

on a alors sep (Th1,T22) = Hrﬂin (AT —T5) z|2
T 2:1

Dans les deux cas,

sep (T11,Ta2) = min  [[(A T =T") z||

|z[l2=1

ou 1" =T, si la valeur propre est réelle et 7" = T}, si la valeur propre est
complexe.

On peut donner une estimation de sep (111, 722) en calculant ||K Y|
ott K = (T" — X\ 1) puisque sep (Th1,Ta) = || K17 et

K™Y < Vn—1|

1

NCES

2.2.2 Bloc de valeurs propres et sous-espace invariant associé

KMy < | K~

Le conditionnement d’une valeur propre de multiplicité m > 1 fait inter-
venir U'indice de celle-ci [4] (taille du plus grand bloc de Jordan qui lui est
associé). Or, l'indice est tres difficile & calculer en pratique. C’est pourquoi,
on considére les quantités suivantes:

¢ \= Mn&l la moyenne du bloc des valeurs propres de 171,

o X la moyenne du bloc des valeurs propres de T'+ AT correspondant

a A
et on montre le résultat suivant [16]:

A=X| < e ||Pll2+0(e)
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ou le projecteur spectral P est défini par:

I, R
ou R est solution de I’équation de Sylvester T11 R — RT59 = T12.

On a ||P|]2 = /1 + ||R||%, dont le calcul est assez coiiteux en pratique,
c’est pourquoi on calcule plutét || P||" = /1 + || R||% puisque:
RIS < Rl < nllRI;
1 1 Vn

donc < <
JU+IRIE P2 = 4Rz

Soient :

e M le sous-espace invariant & droite de T} et M’ le sous-espace perturbé
correspondant,

o Opar(M, M') 'angle entre les sous-espaces M et M’ défini par:

0 X,)Y)= in 6 = in 6
mal 00 = B o MY = 85 L M)

On montre [7]

2€p

—+ 0 €
SEp (T117T22) ( F)

Omaz(M, M) <

ou sep (T11,T22) est défini par:

. T X — X Tl .
56]0( 11 22) &H;g% ||X||F g ( X)

ou K = n—m@Tll_T21;®Im

oll 0,5, désigne la plus petite valeur singuliere et ou A® B désigne le produit
tensoriel (ou de Kronecker) des matrices A et B.
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Une estimation de sep (11, 752), est donnée par || K~ : en effet,

Sep(Tn,Tm) = Umm(K) = ||K_1||2_1

1
t e [|[K7y < ||[K7Y2 < +/ - K1
e \/m ” ||1 = ” ”2 = m(n m) ” ||1

2.3 Estimation des conditionnements

Soit 7' (matrice n X n non symétrique) sous forme de Schur:

T Tha
T =
ou les valeurs propres de T7; (matrice m X m) sont celles qu’on a décidé de

regrouper. Par exemple, on regroupe les valeurs propres séparées par une
distance de 'ordre de la précision de 'ordinateur.

Etant donné les majorations précédentes, il nous suffit de calculer les
quantités || P||z et sep (T11,T32) pour estimer respectivement les condition-
nements des valeurs et des vecteurs propres.

On préfere estimer les inverses des conditionnements (|| P||5" et sep (T11,T22)),
puisque ces deux quantités restent bornées et sont comprises entre 0 et 1.
Les valeurs proches de 0 correspondent a des conditionnements tres grands.

L’estimation du conditionnement d’une valeur propre simple coiite O(n)
opérations, et de 1’ordre de O(n?) opérations pour le vecteur propre associé.
La procédure Lapack correspondant a ces estimations est XTRSNA. Grace
a un parametre de cette procédure, on peut choisir de n’estimer qu’un des
deux conditionnements (valeur et vecteur propre) ou les deux.

Le calcul du conditionnement d’un bloc de valeurs propres ou du sous-
espace invariant associé cotite O(n®) opérations ou O(n?) si m < n. Une
procédure Lapack estime ces conditionnements : c’est XTRSEN.

Remarque: Si la matrice est symétrique, on calcule ces quantités ”a la
main”, puisque ||P||z = 1 et sep (T11,T22) = dist (sp (T11),sp(T22))
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2.4 La stabilité des algorithmes

La stabilité d’un algorithme permet de déterminer I'influence des erreurs
d’arrondi sur le résultat [9].

Considérons le probleme suivant: Calculer z tel que F(z,d) = 0, I'idée de
I’analyse régressive [26] est de montrer que la solution approchée T est la
solution exacte d’un probléme approché, c’est-a-dire F(7,d) = 0 avec ||d—d||
aussi petit que possible. On suppose que le systéme flottant est consistant
c’est-a-dire que pour toute opération arithmétique ou fonction élémentaire
T et pour toute opération ou fonction g il existe une constante K telle que:

Ve, y e F |fl(zTy) — 2Ty| < Ke

Ve e F |fl(g9(z)) —g(z)] < Ke

ol F est un ensemble de flottants et ou € est défini par:

Va € R tel que fl(z) existe |fl(z) — x| < |z|e

Définition : [5] Un algorithme est numériquement stable dans V si pour
tout d € V tel que F(z,d) = 0, 'ensemble D(d) = {d tel que F(z,d) = 0}
n’est pas vide et s’il existe une constante K telle que

vd eV _inf ||[d - d|| < Ke
deD(d)

L’erreur retour d’un algorithme stable dans V est donnée par:

Be = sup _inf ||d—d|
deV deD(d)

Remarque: Soit Ad une perturbation des données, si I’on considére les
erreurs d’arrondi, on obtient ’estimation d’erreur suivante :

[AZ| < C(Be+[|Ad])

ou AT = fl(z+Az)—z, et C est le conditionnement du probléme : calculer
z tel que F(z,d) = 0.
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2.4.1 Cas des procédures Lapack

On peut montrer les résultats suivants [27, 11]:

1. Mettre sous forme de Hessenberg
La matrice H calculée vérifie H = Q* (A+F) Q, avec ||E||r < cn?e||A|lr
ou c¢ est une petite constante et n est ’ordre de la matrice A.

2. Méthode de tridiagonalisation de Householder
Soit A la matrice symétrique d’ordre n a tridiagonaliser et A;, ¢ =
1, n ses valeurs propres. Soit T’ la matrice tridiagonale calculée par la
méthode de Householder et p;, ¢ = 1, n ses valeurs propres. On montre
alors:
> (pi — Ai)? 2
= 2 <40ne(l+20¢)“"
sz S et a0e
3. Méthode QR
Soit T la matrice de Schur calculée par cette méthode, elle vérifie

T=Q*(A+ F)Q avec ||E||2 ~ €||A4]|2

4. Méthode de bisection
Soit T une matrice tridiagonale symétrique d’ordre n d’éléments dia-
gonaux «;, ¢t = 1, n et sub-diagonaux j;, + = 1, n.
Cette méthode consiste a approcher une valeur propre de T en éva-
luant successivement les suites de Sturm en une valeur u qui tend vers
A
On peut montrer que pour tout u les valeurs calculées de la suite
de Sturm: po(p), ..., pn(p) sont les valeurs exactes d’une matrice tri-
diagonale d’éléments diagonaux a; + da;, ¢ = 1,n et sub-diagonaux
Bi +60;, 1 = 1,n, ou day et 63; vérifient pour i = 1,n:

|6 < (3.01) € (Jas| + |pu])
|66 < (1.51) € (|6:])

5. Méthode des itérations inverses
Le vecteur propre z calculé est tel que (A, z) soit un élément propre
d’une matrice A+ E avec ||El|s < c€||A]|o o ¢ est une constante de
I'ordre de I'unité.

On peut donc considérer dans ce qui suit que toutes les procédures
LAPACK sont stables.
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2.5 Estimation d’erreur

On désire valider un résultat de calcul de valeurs et/ou vecteurs propres

c’est-a-dire que 'usager utilise un enchainement de procédures de calcul de
valeurs et /ou vecteurs propres et veut avoir une estimation de I’erreur com-
mise sur le résultat qu’il obtient.
On vient de voir que la qualité de ce résultat dépend du conditionnement
de la valeur ou du vecteur propre calculé et de la stabilité de I’algorithme
utilisé. N’oublions pas non plus que le résultat dépend de la précision des
données.

Pour estimer 'erreur commise sur le résultat il faudra donc en théorie:

1. Evaluer 'erreur commise sur la matrice (AA)

2. Déterminer la stabilité arithmétique des algorithmes utilisés et estimer
lerreur régressive (B)

3. Estimer le conditionnement de la valeur ou du vecteur propre calculé
si c’est nécessaire (C)

Le systeme utilise la formulation d’erreur suivante: C x (Be+ AA), ou €
représente la précision de la machine utilisée.

Dans la mesure ou les procédures utilisées sont stables et ou il est tres

difficile d’estimer B, on choisit une valeur arbitraire B = 1 pour tous les
calculs, ce qui revient a tenir compte essentiellement de ’erreur commise sur
la matrice.
En toute rigueur, il faudrait estimer ’erreur AH commise lors de la trans-
formation de la matrice et utiliser cette borne dans la suite. Puisque cette
opération est bien conditionnée, on suppose pour simplifier que AH = AA.
On a donc les estimations d’erreur simplifiées suivantes :

AN < Cy (e + ||AA])
|0maz (M, M")| < Cg (e + ||AA])

ou C) et Cy représentent respectivement les estimations des conditionne-
ments des valeurs et vecteurs propres, et o A\ et 8,,,4,,( M, M') représentent
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respectivement ’erreur faite lors du calcul d’une valeur propre et d’un sous
espace invariant.

L’estimation des conditionnements C et Cy dépend de la matrice:

e si la matrice est symétrique, le conditionnement d’une valeur propre
simple ou multiple est toujours égal a 1 et le conditionnement d’un
sous espace invariant de dimension m est égal a la distance du bloc de
valeurs propres associées au reste du spectre. Le choix de m dépend
des résultats; en pratique, il faut grouper des valeurs propres voisines.

e si la matrice est non symétrique, les conditionnements C et Cy peu-
vent étre estimés par une routine expert lors du calcul des valeurs
et vecteurs propres ou apres calcul par une procédure de Lapack. La
encore, le choix de la dimension m dépend des résultats.
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Deuxiéme partie

Maquette

3 Logiciel utilisé

Pour réaliser le systéme, on a utilisé le logiciel SHIRKA [21] qui utilise
une représentation par objets des connaissances.
Un objet, entité statique, est un assemblage structuré de toutes les carac-
téristiques se rapportant a un concept. La spécification de cet assemblage
se fait par des attributs.
I’ensemble des objets d’un domaine est organisé dans une structure hié-
rarchique formant un treillis de classes qui se transmettent des informa-
tions par le mécanisme d’héritage. La dynamique des objets est due a la
classification.
Une classe est un moule a partir duquel on fabrique des exemplaires, appelés
instances de cette classe.
L’héritage est le mécanisme par lequel, lors de la classification, une classe
transmet des informations a ses sous-classes ou a ses instances. Les informa-
tions transmises sont les attributs.
L’héritage peut étre simple ou multiple. Dans le cas d’un héritage mul-
tiple, une sous-classe hérite de plusieurs classes, c’est-a-dire qu’elle hérite de
I'union des informations contenues dans ces classes.
La classification permet de situer I'instance dans la hiérarchie en fonction des
valeurs de ses différents attributs et d’en déterminer d’autres par inférence.

Les objets vont servir a représenter des contextes mathématiques.
Les attributs représenteront des propriétés mathématiques: les informations
sur les propriétés de la matrice, sur le nombre d’éléments propres a calculer,
sur la précision des calculs demandée...
Une hiérarchie de classes sera créée grace aux différentes valeurs que peuvent
prendre ces attributs.
Dans certaines classes, on aura assez d’informations sur le probleme & ré-
soudre pour pouvoir déterminer la procédure de résolution de celui-ci. ?Un”
attribut contiendra le nom de cette procédure.

Il est parfois intéressant de regrouper certains attributs. Pour cela, on dé-
finit des classes d’attributs. On pourra, par exemple, regrouper les attributs
contenant les noms des procédures. Ainsi, pour déterminer une procédure,
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on lancera la classification sans prendre en compte cette classe d’attributs,
puisque le but est ici de déterminer les attributs de cette classe, ce qui se fera
grace a l'inférence. Par contre, pour valider une procédure il faudra lancer la
classification en prenant en compte, entre autres, les attributs de cette classe.
De plus, dans ce cas, aucun attribut n’est a déterminer, la classification sera
donc lancée sans inférence. Ces classes d’attributs permettent de ne créer
qu’une seule base, valable a la fois pour le choix et la validation de procédure.

4 Base de connaissances

L’usager fournit au systéme des informations sur une matrice (réelle ou
complexe, symétrique ou non, stockage), sur le nombre de valeurs et vecteurs
propres a calculer et sur la précision de ces calculs. Puis il peut choisir entre :

e Déterminer la(les) procédure(s) Lapack a utiliser pour calculer les va-
leurs et/ou vecteurs propres de cette matrice.

e Valider un enchainement de procédures (qu’il indique) pour le calcul
de ces valeurs et/ou vecteurs propres.

e Valider le résultat d’une procédure (qu’il a exécutée hors-systeéme) en
calculant le conditionnement si c’est nécessaire, et choisir une autre
procédure si le résultat est mauvais.

Les différents concepts de la base de connaissance se décomposent en
trois groupes:

e Les concepts Matrice, Pb, Type permettant de définir le probleme (ce
sont les données):

— Matrice : définit la matrice grace a trois attributs: réel, symé-
trique, stockage ;
*x Reéel, booléen, est vrai si la matrice est réelle, faux si elle est
complexe.
* Symétrique, booléen, est vrai si la matrice est symétrique,
faux si elle ne I’est pas.
* Stockage, chaine de caractéres, indique le stockage de la
matrice: Dense, Tableau, Bande, Tridiagonal.
— Pb: définit le nombre de valeurs et vecteurs propres désirés grace
a deux attributs nb-valp et nb-vectp de type chaine de carac-
teres dont les valeurs admissibles sont: Zéro, Un peu, Beaucoup.
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— Type: définit le type de calculs a faire: réels ou complexes, en
simple ou en double précision. Les deux premiers attributs sont
mat qui est la matrice définie précédemment et précision, chaine
de caracteres, dont les valeurs admissibles sont : simple ou double.
Le troisieme attribut premlet, chaine de caracteres, (classe d’at-
tributs : rés) est déterminé lors de la classification et permet de
connaitre la premiere lettre des procédures Lapack a utiliser.

e Les concepts Driver-routine, Transfo-matrice, Calc-val-prop, Calc-vect-
prop permettant de déterminer ou de valider les procédures a utiliser
pour résoudre un probleme (attribut probléeme (concept Pb)) faisant
intervenir la matrice définie par I’attribut mat (concept Matrice):

Pour chacun de ces quatre concepts, un attribut de type chaine de
caracteéres, (respectivement driver, mét-mat, mét-valp, mét-vectp) est
réservé pour le nom de la procédure. Cet attribut (classe d’attributs:
rés) est soit déterminé lors de la classification (détermination de pro-
cédure), soit fourni par l'utilisateur (validation de procédure).

— Driver-routine: ses attributs sont mat, probléeme, driver(nom
de la driver-routine). De plus, dans le cas d’une matrice non sy-
métrique, on indique si ’on désire estimer les conditionnements
relatifs aux calculs effectués (attribut calcul-conditionnement,
booléen), et si ’on désire récupérer les vecteurs de Schur (attribut
vect-Schur, booléen).

— Transfo-matrice: attributs mat, mét-mat(nom de la procé-
dure de réduction de la matrice). Un dernier attribut état-mat
(classe d’attributs: sortie) permet de connaitre, apres classifi-
cation, ’état de la matrice réduite (matrice de Hessenberg ou
tridiagonale réelle symétrique).

— Calc-val-prop : attributs mat, probléeme, état-mat et mét-
valp(nom de la procédure de calcul des valeurs propres).

— Calc-vect-prop : attributs mat, probleme, état-mat, mét-
valp et mét-vectp(nom de la procédure de calcul des vecteurs

propres).
e Les concepts permettant de valider un résultat:

— Calc-cond : détermine si le calcul des conditionnements des va-
leurs et /ou vecteurs propres est nécessaire et par quelle procédure
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il doit étre fait. En entrée on donne les attributs mat (concept
matrice), probléme (concept pb) et cond-connu, booléen. De
plus, si la matrice est non symétrique on indique la valeur de I’at-
tribut état-mat. Eventuellement, on indique si la valeur propre
est considérée simple ou multiple via ’attribut type-valp, chaine
de caracteres. On connait alors les calculs & faire en récupérant,
apres classification, l'attribut calcul (classe d’attributs: rés) et
le nom de la procédure a utiliser pour ces calculs via D'attribut
proc (classe d’attributs: rés).

— Précision : estime ’erreur faite sur le résultat, a partir des va-
leurs des attributs de type réel cond, stab, delta et epsilon, en
utilisant la formule: cond  (stab * epsilon + delta). Les valeurs
de cond, delta, epsilon seront demandées a I'usager, avec possi-
bilité de ne pas répondre pour delta, tandis que stab sera fixée a
1 dans le systeme. L’estimation du résultat est a récupérer dans
l'attribut prec.

— Qualité-résultat : fournit un diagnostic (attribut diagnostic,
chaine de caractéres, classe d’attributs: rés) sur le résultat. Les
attributs a connaitre sont satisfait, booléen, et éventuellement
premlet, chaine de caracteéres.

5 Utilisation du systeme

5.1 Détermination de la procédure

Dans ce paragraphe, le probléeme est le suivant : 'usager a une matrice
et désire en calculer des valeurs et/ou vecteurs propres.

On va, grace aux concepts présentés précédemment, déterminer la pro-
cédure a utiliser pour le calcul de ces valeurs et/ou vecteurs propres et la
communiquer a ['utilisateur.

On indique, ici, la démarche a suivre pour déterminer cette procédure.
Toutes les classifications devront étre lancées avec inférence et sans prendre
en compte la classe d’attributs rés.

e Créer une instance du concept matrice, afin de recueillir les propriétés
de la matrice qui seront nécessaires par la suite.
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e Créer une instance du concept pb, afin de déterminer le nombre de
valeurs et/ou vecteurs propres désirés.

e Créer une instance du concept type; ceci définit le type de calculs
a faire. Classer cette instance: on pourra ainsi récupérer D'attribut
premlet.

o Créer et classer une instance du concept driver-routine, ol les attri-
buts mat et probléme sont ceux qui ont été définis précédemment.

Deux cas peuvent alors se produire :

e On a une feuille de I’arbre qui est classée "sure” : ceci correspond avec
le fait que D’attribut driver est valué. Cela signifie qu’il existe une
driver-routine qui résout le probleme posé. Il suffit alors de récupérer
la valeur de I’attribut driver, puisque c’est celle-ci qu’il faudra afficher.

e Aucune feuille n’a été classée "sure” : il n’existe donc pas de driver-
routine qui résout ce probleme. Il faudra donc créer et classer succes-
sivement :

— Une instance du concept transfo-matrice. En plus de la classe
d’attributs rés, ne pas considérer la classe sortie lors de la classifi-
cation. Une fois 'instance classée, récupérer la valeur de I’attribut
€tat-mat, afin de le réinjecter comme attribut de 'instance sui-
vante.

— Une instance du concept calc-val-prop. Ici, aussi, on récupere
la valeur de Dattribut état-mat qui peut avoir été modifié.

— Une instance du concept cale-vect-prop.

Pour chacune de ces trois instances, il doit y avoir, au plus, une feuille
classée "sure”. Visualiser les attributs de ces feuilles, afin de récupérer
les valeurs éventuelles des attributs méi-mat, mét-valp et mét-vectp.
Ce sont ces attributs qu’il faudra afficher.

Selon le cas, il se peut qu’il n’y ait qu’un nom de procédure a afficher
(attribut driver) ou plusieurs (attributs mét-mat, mét-valp et mét-vectp).
Or, ces attributs ne contiennent que la fin du nom des procédures. En effet,
la premiere lettre de la procédure a été déterminé par 'attribut premlet.
Donc, pour chaque procédure, il faudra commencer par afficher sa premiere
lettre grace a attribut premlet, puis le reste du nom de la procédure qui
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sera contenu, suivant le cas, dans Dattribut driver, mét-mat, mét-valp ou
mét-vectp.

Il existe cependant un probléme pour ’affichage des procédures xSTEBZ
et xSTERF qui sont des procédures n’utilisant que des nombres réels. Il n’y
a donc pas de procédure spécifique au cas complexe. Ainsi, CSTEBZ et ZS-
TEBZ n’existent pas, il faudra donc conseiller respectivement les procédures
SSTEBZ et DSTEBZ. De méme CSTERF et ZSTERF deviennent respecti-
vement SSTERF et DSTERF.

5.2 Validation de procédure

Le but est, ici, de déterminer si un enchainement de procédures propo-
sé par I'usager résout effectivement le probleme aux valeurs propres donné.
Donc, en plus de la matrice et du probleme, 'utilisateur spécifie une liste de
procédures.

Pour réaliser ceci, il faut procéder de la maniere suivante :

o Créer des instances des concepts matrice et pb.

e Créer et classer (avec inférence et sans prendre en compte la classe
d’attributs rés) une instance du concept type, ou les attributs mat et
probléeme seront donnés en entrée.

e Créer et classer (avec inférence et sans prendre en compte la classe
d’attributs rés) quatre instances du concept nom-routines, ou {yp
(concept type) sera donné en entrée, ainsi que l'attribut arbre. On
récupere la liste des procédures existantes pour ’arbre considéré (at-
tribut arbre) et le type des calculs demandé (attribut {yp), dans lat-
tribut proc (classe d’attributs rés). On crée quatre instances en vue de
déterminer:

1. les driver-routines (arbre = "driver-routine”)

2. les procédures de transformations de matrice (arbre = ”transfo-
matrice”)
3. les procédures de calcul de valeurs propres (arbre = ”calc-val-

pl'Op”)
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4. les procédures de calcul de vecteurs propres (arbre = ”calc-vect-
prop”)

Contrairement a la détermination de procédure, toutes les classifica-
tions suivantes sont & faire sans inférence et en prenant en compte
la classe d’attributs rés.

Si l'usager dispose d’une driver-routine : créer et classer une instance
du concept driver-routine, ol on valuera aussi 'attribut driver.

Si une feuille est classée ”sure”, on peut résoudre le probleme posé avec
la procédure proposée qui est une driver-routine : le choix de procédure
est correct.

Sinon, ['utilisateur ne peut pas résoudre son probleme avec cette driver-
routine : son choix est mauvais.

Dans les deux cas, il est inutile de passer a ’étape suivante, puisqu’on
peut répondre a 'utilisateur.

Si l'usager dispose d’une procédure de transformation de matrice (si-
non on passe a I’étape suivante ; en effet, il se peut que 'usager dispose
d’une matrice déja sous forme réduite et peut donc directement calcu-
ler les valeurs et /ou vecteurs propres): créer et classer une instance du
concept transfo-matrice, ou il faudra aussi valuer I'attribut mét-mat.
On ne valuera pas €tat-mat qui sera déterminé lors de la classification.

Si une feuille est classée ”"sure”, on peut réduire la matrice avec la
9

procédure proposée: on passe a 1’étape suivante.

Sinon, cette procédure ne résout pas le probleme posé. Il est inutile de

poursuivre, puisque le choix de procédure est mauvais.

Si 'usager dispose d’une procédure de calcul de valeurs propres (sinon
on passe a ’étape suivante; en effet, il se peut que l'usager désire
seulement calculer des vecteurs propres s’il connait déja les valeurs
propres): créer et classer une instance du concept calc-val-prop, ou
il faudra aussi valuer ’attribut mét-valp.

Si une feuille est classée "sure”, on peut calculer les valeurs propres
avec la procédure proposée: on passe a I’étape suivante.
Sinon, le choix de procédure est mauvais : inutile de continuer.

Sil'usager dispose d’une procédure de calcul de vecteurs propres: créer
et classer une instance du concept calc-vect-prop, ou il faudra aussi
valuer I'attribut mét-vectp.
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Si une feuille est classée ”sure”, on peut calculer les vecteurs propres
avec la procédure proposée. Le choix de procédure est correct.
Sinon, cette procédure n’est pas acceptable pour ce probleme.

5.8 Validation de résultat

On s’intéresse, ici, au probleme suivant : un calcul de valeurs et/ou vec-
teurs propres a été réalisé grice a une ou plusieurs procédures Lapack et
I'utilisateur désire savoir s’il peut ou non faire confiance au résultat obtenu
(voir paragraphe 2.5).

On procédera de la maniere suivante:

e Afin de savoir si le calcul des conditionnements est a faire ou non et,
si oui, par quelle procédure le faire, on va:

— Créer une instance du concept cale-cond sans valuer les attributs
de la classe rés.

— Classer cette instance (classification avec inférence et sans prendre
en compte les attributs de la classe rés).

— Visualiser les attributs calcul et proc
e pour savoir si I'utilisateur est satisfait du résultat, il faut:

— Créer une instance du concept précision sans valuer 'attribut
prec.

— Classer cette instance (classification avec inférence).
— Visualiser 'attribut prec.

— Créer une instance du concept qualité-résultat sans valuer ’at-
tribut de la classe rés.

— Classer cette instance (classification avec inférence et sans prendre
en compte l'attribut de la classe rés).

— Visualiser attribut diagnostic.
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Conclusion

L’avantage d’un tel systéme est qu’il est possible d’agrandir la base assez
facilement et sans toucher a ce qui a été fait. En effet, ce qui a été fait cor-
respond a une catégorie de probléemes existants actuellement. Si, a ’avenir,
de nouveaux problémes apparaissaient, il suffirait de greffer ces nouveaux
cas sur ce qui existe. Les greffes pourraient consister a élargir le domaine de
certains attributs et a créer des sous classes correspondant a ces nouvelles
valeurs. Par exemple, le cas des grandes matrices creuses est absent du sys-
teme car il n’est pas, pour 'instant, traité dans Lapack. Cependant, il y sera
intégré dans le futur et il faudra I'insérer dans le systeme expert. Pour ceci, il
suffira d’élargir le domaine de ’attribut stockage du concept matrice afin de
créer une sous-classe matrice-creuse, et dans les concepts de détermination
de procédures on ajoutera des sous-classes relatives aux matrices creuses.

Cette modélisation par objets a permis de n’utiliser qu’une seule base va-
lable & la fois pour la détermination et la validation de procédure. Ainsi, les
connaissances ne sont pas dupliquées inutilement. De plus, la modélisation
par objets est naturelle car chaque objet représente un contexte mathéma-
tique.

Cependant, en I’état actuel, 'utilisation du systéme reste collée a I’intel-
ligence artificielle et nécessite quelques connaissances dans ce domaine. C’est
pourquoi, une interface est actuellement en cours de développement a I’IRI-
MAG: elle permettra 'utilisation du systeme par tout numeéricien. Aussi,
dans le cas d’un échec du systéme pour valider une procédure, I'intelligence
artificielle permet d’expliquer la cause de cet échec, mais les explications
restent en termes d’objets et de classes et sont peu intelligibles pour un
numéricien qui ne connait pas le systeme. Il serait intéressant que ce coté
intelligence artificiel soit transparent pour 'utilisateur.

On a décidé de ne pas générer les séquences d’appel aux procédures sé-
lectionnées, car ceci aurait énormément augmenté la complexité des bases.
En effet, il faut, par exemple, traiter les cas particuliers ou I'utilisateur ne
désire calculer que des valeurs ou vecteurs propres. De plus, il faut prendre
en compte le fait que I'enchainement de ces procédures fait intervenir des
procédures intermédiaires sans intérét du point de vue mathématique. Ces
procédures intermédiaires sont actuellement conseillées dans des commen-
taires.
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L’analyse d’échec repose ici sur la stabilité numérique des algorithmes
utilisés et sur I’estimation de conditionnement fourni par LAPACK. Le cas
des valeurs propres multiples est traité par le choix d’une taille de bloc qui
est laissé a 'usager. Il serait intéressant d’approfondir "analyse dans ce cas,
en particulier pour des valeurs propres défectives, mais I’expertise numérique
dans ce domaine est trop incompléte pour I'intégrer dans un systeme expert.
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Annexes

On présente, ci-apres, successivement les graphes des concepts suivants:

1. Matrice, Pb, Type

2. Driver-routine

3. Transfo-matrice, Calc-val-prop, Calc-vect-prop
4. Nom-routines

5. Calc-cond, Précision, Qualité-résultat
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Concepts Matrice, Pb, Type
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Concept Driver-routine
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Concepts Transfo-matrice, Calc-val-prop,
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Concept Nom-routines
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Concepts Calc-cond, Précision, Qualité-résultat
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