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Groupe d’automorphismes des codes de
Reed-Muller p-aires

Thierry Berger*

Résumé

Nous démontrons que le groupe d’automorphismes des codes de Reed-Muller
p-aires est le groupe général affine. Les codes de Reed-Muller généralisés ont été
définis par Kasami, Lin et Peterson, puis étudiés en détail par Delsarte, Goethals
et MacWilliam. Les codes de Reed-Muller p-aires sont les puissances du radical
d’une algebre modulaire, et, sous cette forme, P.Charpin a donné une description
de I'ensemble des mots de poids minimum de ces codes. Nous utilisons cette
description pour caractériser géométriquement le groupe d’automorphismes de
ces codes.

The automorphism group of p-ary Reed-Muller codes.
Abstract

We prove that the automorphism group of the p-ary Reed-Muller codes is the
general linear nonhomogeneous group. The generalized Reed-Muller codes were
introduced by Kasami, Lin and Peterson. Then an extensive study was made
by Delsarte, Goethals and MacWilliam. The p-ary Reed-Muller codes are the
radical powers of a modular algebra. Using this description, P.Charpin gave an
explicit presentation of the minimum weight codewords. We characterize their
automorphism group, by mean of geometric properties of these minimum weight
codewords.

*UFR des Sciences de Limoges, 123 av. A. Thomas, 87060 Limoges Cedex, France.
Chercheur extérieur du Projet Codes



1 Introduction

Soit p un nombre premier. On désigne par G le groupe additif du corps fini Fpm,
m > 1, par K le corps fini Fy., et par A I’algebre modulaire K [G].
Un élément z de A est un polynéme formel

z:EzQXg.

9€G

La multiplication dans A est le prolongement de 1’addition dans Fym:

Engg X Zngg = Z a:gyth+h.

9€G 9€G 9.h€G

La structure du corps fini F,m restant sous-jacente, par abus de langage on
identifiera G et Fym.
Le radical P de A est I’ensemble des éléments nilpotents de A :

P = {.’L‘ = Zngg/Exg =0} .
9€G
L’idéal P/, 1 <j < M, M = m(p— 1), est le code de Reed-Muller p-aire de
longueur p™, et d’ordre M — j (pour la démonstration des résultats, on pourra
consulter [4]).
Soit §(G) le groupe des permutations de G. Un élément o € S(G) agit sur A
de la maniere suivante :

oY T X9 — Zng”(g) .
9€G 9€G

On note

T le groupe des translations de G:

T={rn€S(G)/beG ,Vg€G,mn(g)=9g+b} .

GL,, le groupe linéaire de Fym sur F,.

G A, le groupe affine de Fym sur F, : il s’agit du groupe engendré par GL,,
et T.

On désigne par Per(P?) le sous-groupe de §(G) qui laisse P’ globalement
invariant.
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1l est clair que Per(P) = Per(PM) = §(G). Lorsque m = 1, le code P’ est en
fait un code de Reed-Solomon étendu. Son groupe d’automorphismes est connu
(cf. [7, 2]), il s’agit du groupe des homothéthies-translations de G:

GAy, = {o.p € S(G)/a € G*,b € G,Vg € G,0,4(g9) = ag + b}

Lorsque p = 2, le groupe d’automorphismes des codes de Reed-Muller est
aussi connu: il s’agit du groupe GA,, (cf. [10] ch.13).

Dans [6], P.Delsarte, J.M.Goethals et F.J.MacWilliams ont montré que, dans
tous les cas, G A,, est inclus dans le groupe d’automorphismes des codes de Reed-
Muller P7.

Nous démontrons dans cet article la réciproque de la proposition précédente,
4 savoir que le groupe d’automorphismes des codes de Reed-Muller P’, pour
1 < j < m(p—1), est exactement le groupe GA,,. Ce résultat a déja été démontré
par P.Knorr et W.Willem [9] d’une maniére trés différente et assez sophistiquée,
puisque leur démonstration utilise la classification des groupes simples finis deux
fois transitifs. De plus, la démonstration donnée dans [9] utilise le fait que les
codes considérés sont les puissances du radical, et de ce fait la démonstration ne
peut pas s’étendre aux codes de Reed-Muller généralisés tels qu’ils sont définis
par P.Delsarte, J.M.Goethals et F.J.MacWilliam dans [6].

Par contre, avec P.Charpin (cf. [3]) nous avons pl généraliser la démons-
tration présentée dans ce rapport. Celle-ci est malheureusement assez technique
et délicate, et il nous a paru intéressant de présenter cette démonstration dans le
cas particulier des puissances du radical, ce qui amene beaucoup de simplifications
et évite d’introduire la définition de ces codes en tant que codes cycliques.

2 Notion d’automorphisme isométrique d’un
code linéaire. |

Un code linéaire C de longueur' p™ sur K = Fys est un sous-espace vectoriel de
KP".

On peut toujours considérer le code C comme un sous-espace vectoriel de A
en utilisant 'isomorphisme suivant:

Si {e},...,epm } est la base canonique de K?", et si o est une racine primitive
de G = Fym,a¢; € KP",1 <i< p™, on associe X* € A, et & epm, on associeX°.

Nous considérerons donc les codes de longueur p™ comme des sous-espaces
vectoriels de A.

A un élément z = 3" .6 z,X? de A, appelé mot de A, on associe son support

Supp(z) = {g €G/z, #0} CG



Le poids de z, noté w(z), est le cardinal du support de z.
La distance de Hamming associée est définie par d(z,y) = w(z — y).

Un automorphisme isométrique de A en tant que K —espace vectoriel est alors
une bijection linéaire de A dans A qui conserve la distance de Hamming, donc le
poids des mots de A.

Un tel automorphisme est entierement défini par la donnée des images des
éléments X9, g € G. La conservation des poids permet d’écrire

f(X9) =a,X%,a, € K*,g' €G.
Soit ¢ € S(G) la permutation définie par o(g) = ¢’, alors
f(z) = Z agnga(g)

9€G

Le groupe des automorphismes isométriques de A est alors le produit semi-
direct (K *)°xS(G), isomorphe au groupe des matrices monomiales p™ x p™ &
coefficients dans K * (il s’agit des matrices ayant un et un seul coefficient non nul
par ligne et par colonne).

Soit C un code de A. on désigne par M L(C) (groupe monomial de C) le sous-
groupe de (K*)xS(G) qui laisse le code C globalement invariant, par Per(C) le
sous-groupe de M L(C) composé des permutations de G, et par Aut(C) I'image
de M L(C) par la projection 7

i ML(C) — §(G)

(a,o) — o

L’inclusion Per(C) C Aut(C) est évidente.

Soit i linjection de K* dans (K*)¢ définie par i(a) = (ag),eq avec ag = a
pour tout g de G.

Lorsque Per(C) = Aut(C), la suite

7 T

K* — ML(C) — Aut(C)
est exacte et scindée, on a alors

ML(C)=K* x Per(C) (1)

Dual d’un code. Siz =Y ec7,X% et y = 3 ec Yy X7, on définit le produit
scalaire de z et y par
<z, Yy>= ) Ty,
9€G
Le code dual € du code C est alors ’ensemble des mots y € A telsque < z,y >= 0
pour tout z € C.

N
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Proposition 1 Soit C un code linéaire et C son dual, alors
1. Per(C) = Per(C)
2. Aut(C) = Aut(C)
3. ML(C) = {(a™%,0)/ (a,0) € ML(C)}

avec a = (a'g)gec’ ag € IX", el a"l = (a;l)gec

Preuve. Les égalités 1 et 2 sont les conséquences directes de I’égalité 3.
Soit f = (a,0) et f' = (a~?, o), alors, quelque soient les éléments z et y de A,

< f(2), f(3) >= D 8o(0)%0(0) 5 (g) Yo ()

9€G
< f(2), f'(¥) >= D To()¥ole) = P Tg¥s
9€G 9€G

< f(2), f'(y) >=< z,y >

Supposons maintenant que f € M L(C), pour tout élément z de C et y de C,
f~Yz) € C, donc

<z, fl(y) >=< f(f_l(x)),f'(y) >=< f_l(x),y >=0

ce qui démontre que f’(y) est élément de C, c'est-a-dire f' € ML(C), d’oli le
résultat.

3 Mots de plus petit poids des codes de
Reed-Muller

La distance minimale des codes de Reed-Muller est bien connue (cf. [6]): si
=r(p—1)+t,r € [1,m(p—1)[,t € [0,p — 1], la distance minimale du code P’
est alors (¢ + 1)p”.

Dans [6], P.Delsarte, J.M.Goethals et F.J.MacWilliams ont dénombrés les
mots de plus petit poids des codes de Reed-Muller. La démonstration de ce
résultat est longue et compliquée, mais 4 ma connaissance, il n’existe pas actuelle-
ment de démonstration plus directe.

Théoreme 1 Sij=r(p—1)+t, r€[l,m(p~1),t€[0,p—1] le nombre de
mots de plus petit poids du code P’ est

Lj=|K*|E, N,



ou E, est le nombre de variétés affines de dimenston r + 1 dans G considéré
comme espace affine sur F,, et N,, est le nombre d’ensembles distincts de t + 1
variétés affines paralléles de dimension r contenues dans une méme variété affine
de dimension r + 1

Dans [5], P.Charpin donne une nouvelle caractérisation des mots de plus petit
poids des codes de Reed-Muller lorsque I’on considere ces mots dans I’algebre A:

Théoreme 2 Sij=r(p—1)+t, r€[l,m(p—-1),t € [0,p — 1], les mots de
plus petit poids du code P sont de la forme
z=kaX") X9
gev

aveck € K™, h € G, et V un sous-espace vectoriel de dimension r sur F, et
sit=0,a=1

sit # 0,a est un mot de A de poidst + 1 de la forme

p~1

=) ai(X! -1), ¢, €Fp fEV

=t

Pour la démonstration, on pourra consulter [5], nous en donnons cependant
les grandes lignes.

En utilisant la propriété (
est une base de V, alors

t

p_,) = (—1)" mod p, on démontre que, si {e}, ..., €, }

r

y= 3 x0 = [[(xe -1y
gev =1

Le mot y est alors un élément du code PT(P~1),

Le mot a est en fait un mot de plus petit poids du code de Reed-Solomon
étendu de longueur p et de distance minimale ¢ + 1 sur F},.

On démontre alors que le mot ay est un mot du code P’. Le code P’ étant
un idéal, kX *ay est encore un élément du code P7.

Pour terminer, il suffit alors de dénombrer les mots ainsi construits, et de
vérifier, en utilisant le théoreme 1, qu’ils sont tous de cette forme.

Remarque

o Sit = 0, les supports des mots de plus petit poids sont les variétés affines
de dimension r.

e Sit # 0, les supports des mots de plus petit poids sont les réunions de t + 1
translatés d’une méme variété affine de dimension r, réunion contenue elle
meéme dans une variété affine de dimension r + 1.



4 Groupes d’automorphismes des codes de

Reed-Muller.

Nous allons maintenant utiliser les propriétés géométriques des supports des mots
de plus petit poids des codes de Reed-Muller. Pour cela, nous avons besoin d'un
théoreme connu sous le nom de théoreme fondamental de la géométrie affine. Le
lecteur pourra en trouver une démonstration dans [1, 8).

Théoreme 3 Soit E un espace affine sur un corps K, dim E > 2 et K # F;.
Soit f une bijection de E dans E qui transforme toute droite affine en droite
affine, alors f est semi-affine.

Remarques

e Lorsque K" = F, est un corps fini premier, le seul automorphisme du corps
étant I'identiteé, f est alors affine.

e Le cas F; ne pose pas de probleme de par la caractéristique 2, mais de par
le fait qu’il n’y a alors que deux points par droite, et que tout couple de
points définit une droite. On peut cependant établir le théoreme suivant
dans ce cas:

Théoreme 4 Soit E un espace affine sur Fp, dim E > 3. Soit f une bijection
de E dans E qui transforme tout plan affine en un plan affine, alors f est affine.

preuve. On peut remarquer que, si {0,a,b,c} est un plan vectoriel de E, alors
ea+b=c,a+c=b,etb+c=a.

Soit f une bijection de E dans E qui conserve les plans affines. On peut sup-
poser sans restreindre le probleme que f(0) = 0, il suffit de composer éventuelle-
ment f avec une translation.

Soient a, b deux points distincts non nuls de E. L’ensemble {0,a,b,a + b} est
un plan vectoriel de E, son image {0, f(a), f(b), f(a + b)} est également un plan
vectoriel. De par la remarque préliminaire, on a alors f(a +b) = f(a) + f(b).

L’égalité f(a + b) = f(a) + f(b) étant encore vraie lorsque a = b ou lorsque
un des deux points est nul, la bijection f est Fy-linéaire a une translation pres,
donc f est affine.

Le corollaire suivant est en fait une généralisation des deux théoremes précé-
dents lorsque E est un espace affine sur un corps fini premier F,.

corollaire 1 Soit E un espace affine de dimension m sur F,, soit r € [1,m],
rp > 3. si f est une bijection de E dans E qui transforme toute variélé affine de
dimension v en une variété€ affine de dimension r, alors f est affine.



Preuve.

o Sip#2
Lorsque r = 1, il s’agit du théoréme 3.

Lorsque » > 1, comme r < m, toute droite affine posséde p éléments, et
peut étre considérée comme |’intersection de plusieurs variétés affines de
dimension r. Son image par f est donc l'intersection des images de ces
variétés affines, c’est donc l'intersection de plusieurs variétés affines; c’est
une variété affine & p éléments, il s’agit d’une droite, ce qui permet de se
ramener au cas précédent.

e Sip=2 _
Lorsque r = 2, il s’agit du théoreme 4.

Lorsque r > 1, on peut refaire le raisonnement précédent en remplagant
droite affine par plan affine, et p éléments par 4 éléments.

Nous pouvons alors énoncer le principal résultat de notre rapport.
Théoréme 5 Pour?2 < j < m(p—1) -1, le groupe monomial du code P’ est
ML(P’) = K X GAp
son groupe de permutations est
Per(P’) = GAn,
de plus, nous avons l’égalité

Per(P?) = Aut(P?).

Preuve. On sait que GA,, C Per(P?) C Aut(P?), il suffit de montrer I'inclusion
Aut(P?) C G Am, 'égalité ML(P?) = K* x G A,, étant alors une conséquence di-
recte de ’égalité Per(P?) = Aut(P?) (cf. p.4 relation (1) ).

Pour m = 1, le code P7 est en fait un code de Reed-Solomon (cf. [4]). Dans
(7], A.Diir a démontré ’égalité Aut(P’) = GA,,, d’ou le résultat dans ce cas.

Nous supposons donc maintenant m > 1, et nous allons montrer I'inclusion
Aut(P?) C GAn.

Tout élément de M L(P?) transforme un mot de plus petit poids de P’ en mot
de plus petit poids.

Soit ¢ € Aut(P?); la permutation o transforme alors le support de tout mot
de plus petit poids en un support d’un autre mot de plus petit poids.
Posons j =r(p—1)+t,rs €[0,m[,t € [0,p — 1[.

8



. Sit =0, en utilisant la caractérisation des mots de plus petit poids obtenue
au théoreme 2, les mots de plus petit poids ont pour support les variétés
affines de dimension r (r # 0 car j > 2).

La permutation o transforme donc toute variété affine de dimension
r en une variété affine de dimension r; d’apres le corollaire 1, o est alors
affine et Aut(P?) C GAn.

.S12<t<p-1,0<r<m-—-1.

Soit V' une variété affine de dimension r 41, V le sous-espace vectoriel
associé, V' =V +h, h €G.

Soit U un sous-espace vectoriel de V de dimension r, et f un élément
deV —U.
Soit e= (X' -1)t=%t,()xY.

D’apres le théoréeme 2, le mot zo = a X >_geu X ¢ est un mot de plus
petit poids du code P’, qui a pour support la réunion des t + 1 translatés
de V + h par 0, f,2f,..., tf:

Vo = Supp(zo)=(V+R)U(V+h+ fU.. UV +h+1tf)

On construit alors les mots z; = X*/z5, 0 < i <p—1 —1.

Le mot z; est un mot de plus petit poids du code P’, et a pour support
V= Supp(z;)=(V+h+if)U. UV +h+(t+i)f)

Par construction,

p—1-t
Vi= |J Viet,pouri<p—1—t, |[V/NV,|=pt
1=0

L’image par 0 € Aut(P’) de chaque support V/ est un support d’un
mot de plus petit poids du code P?. en utilisant la caractérisation des mots
de plus petit poids du théoreme 2, on sait que o(V;) est une réunion de
t + 1 translatés d’une variété affine de dimension r, réunion contenue dans
une variété affine W/ de dimension r + 1.

Pour 0 <i < p—1—t, W/ NW/,, est alors une variété affine contenant
o(V{ NV/,,), donc de cardinal supérieur ou égal a p"t > p", car t > 2 par
hypothese. C’est donc une variété affine de dimension r+1, donc W/ = W/,
pour tout i. Par conséquence, (V') = W{, I'image de toute variété affine
de dimension r + 1, r 4+ 1 < m, est une variété affine de dimension r + 1, en

utilisant le corollaire 1, o est affine, Aut(p’) = GA,,.



Le code dual du code de Reed-Muller P’ est le code de Reed-Muller
P, avec j' = m(ph— 1) -7+ 1 (cf. [10, 4]). On en déduit alors
Aut(P?) = Aut(P7).

En utilisant cette propriété, nous pouvons terminer la démonstration.

3. Sit=1,j=r(p—1)+1, alors j'=(m —r)(p — 1), nous sommes ramené
au cas 1, Aut(P?) = Aut(P7") = GAp,.

4. Sir=m—-1et2<t<p~-1,j=(m—-1)(p—1)+1t, alors
=t =(p—1)—t+1avec 2 <t' < p~1, nous sommes ramené au cas 2,
Aut(P) = Aut(P"') = GAn.

Dans tous les cas, pour 2 < j < m(p — 1) — 1, nous avons bien
Aut(P’) = GA,,, ce qui termine la démonstration.
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