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Résumé

Nous ¢tudions les strutires de données de type files de priorité utilisées dans les
algorithmes séquentiels ¢t paralléles de recherche arborescente, tels le Branch and
Bound.

Aprés avoir défini les caractéristiques des files de priorité employées par ces
algorithies, nous présentons uuc cotnparaison cmpiriqgue des résultats obtenus sur
plusicurs structurcs de données séquentielles, exécutées lors d’une simulation de
Branch and Bound, telles que le D-heap, e Pairing-Heap, le Leftist-Heap, le Skew-
Heap, le Funnel-Tree, le Funucl-Table, et différents Splay-Tree.

Nous décrivons la méthode dite de “verrouillage partiel” (partial locking) utilisée
dans nos précédents travaux pour paralléliser les structures de données arborescentes
dans un contexte d'implémentation sur machines multiprocesscurs a mémoire parta-
gde. Diftérentes formalisations et preuves des schéinas de verrouillage sont données.
Unc modification de cette méthode permet de diminuer le nombre de primitives de
synchronisation et de réduire ainsi le surcoQit d’iinplémentation qu’clles entrainent.
Elle est introduite ct testée pour 'ensernble des structures de données concurrentes
évoquées précédemment.

Dans le cadre des algorithmes Branch and Bound, lintérét de ces structures
de données tant en séquentiel qu’en parallcle est dégagé. De plus, nous montrons
comment la méthodologic décrite peut également s’appliquer a de nombreuses autres
structures de données arborescentes dans des contextes différents.

Abstract

In this paper, we study some priority queues well-suited to the context of se-
quential and parallel Branch and Bound algorithms.

First, we describe the required properties of the priority queues for Branch and
Bound algorithms. Second, we present an empirical comparison of the sequential
results obtained, during the simulation of a Branch and Bound implementation, on
data structures such as: D-heap, Pairing-Heap, Leftist-Heap, Skew-Heap, Funnel-
Tree, Funnel-Table, and some Splay-Trecs.

Then, we describe the Partial-Locking methodology, used in our previous works,
in order to allow parallelization of trce data structures on multiprocessors with sha-
red memory. Several schemes and proofs are given. We also present an improvement
of this method which reduces the number of synchronizations primitives and the-
refore reduces the implementation overcost. Considering this modification, a set of
comparatives results for the concurrent data structures is presented.

The interest of several data structures, sequential and parallel, is clearly detected
in the Branch and Bound context. However, we show how the methodology presented
can be also applied for other tree data structures in different contexts.

Key words.

Branch and Bound Algorithm, Combinatorial Optimization, Concurrency, Data Struc-
tures, Parallel Processing, Priority Quecues.




Table des matieres

1 Introduction 1
2 Opérations concurrentes sur des structures de données 4
2.1 Définitions . ..o Lo .|
2.2 Structures paralleles passives . . .. o000 oo 2
2.2.1 Sans Prinmitive de synchronisation . .. ... 0L )

2.2.2  Avec Primitive de synchronisation . . . o0 0000 L 6

2.3 Structures Parallcles actives o 0000000000000 8
2.3.1 File d'attente de Cheng . 0 00 0 0000 b

2.3.2  File de priorité de Fan et Cheng . o . . 00 0 00 0L 10

24 Conclustlon . . . 0000 10

Résolution des problémes combinatoires difficiles: algorithme

général de Branch and Bound (BB) 11
3.1 Propriétés de Valgorithme 0 0000000000000 12
3.2 Caractéristiques de la file de priorit¢ dun BB . .. . . 0. . 13
3.3 Algorithme et simulationda BB . . . . . .. ... 0000 15
Opérations séquentielles sur des files de priorité 17

4.1 Description des files de priorité et des algorithmes des opéra-
tionsde base . . ..o I8

1




.11 D-Heap .00 oo

4.1.2 Leftist-Heap

4.1.3 Skew-Heap. . . .. ..o
400 Pairing-Heap 0000000000000 oo 23 |
4.1.5 0 Semn-Splay-Tree . . 0 0 000000000 24
4.1.6  Single-Semi-Splay-Tree . . . 00 0000 L. 27
4.7 Founel-Tree o000 00000000 29
4.1.8 Fuunel-Table .. 0000000000 30
4.2 Résulrats expérimentaux . . . . .0 oL oL 31
5 Meéthodologie des acces aux files de priorité 37
5.1 Mdéthodologic avee verron 0 0000000000 38
5.2 Méthodologie avee marquage . . . . . 00 0oL 40

3.3 Comparaison des méthodologios pour deax files de priorité . A7

5.3.1 Skew-Heap. . . .. ... oo 47
5.3.2 Funnel-Tree o oL 18

6 Nouveaux algorithmes concurrents pour 'acceés 4 d’autres

files de priorité 50
6.1 Fuunel-Table . . . . 00000 0L ol)
6.2 Splay-Tree . oo o000 ol
6.3  Expérimentations . . ... 23
6.3.1 Splay-Tree . . ... .o o4

6.3.2 Comparaison avee les files de priorité concurrentes exis-
tantes ... 39
7 Conclusion 57




Table des figures

2.1  Exemple d'exécution pour une File d'attente parallele. 0 00 9

3.1 Exempledarbre de GBB . . 0 00000000 13
4.1 D-Heap 2 Fils . . 0 0000000000 L9
4.2 D-Heap 3 Fils . . . . .. .. 20
4.3 D-Heapd Fils . . 000000 20)
4.0 Leftist Heap . . o 0 00 o000 oo 21
4.5 Skew Heap . . . .. .o 22
4.6 Pairing Heap . . . . .. ..o 23

4.7 Les différentes rotations (a) ZIG, (b) ZI1G-ZIG. (¢) Z1G-ZAG.

Les cas svmétriques out étéomis. . . . . 0L 2.4

4.8 La construction finale de arbre dans Vopération de Splay. Le
nod x econtient la valewr recherelhée. 0000 000000 25

4.9 ZIG-ZIG modifi¢ du Semi-Splay. Le cas svmétrique est omis, . 25

4.10 Semi-Splay Tree . . . . . . .00 20
4.11 Simple-Semi-Splay Tree . o o 0000000000 27
4.12 Single-Semi-Splay Tree . 00 0 0 000000000000 28
4.13 Single-Simple-Semi-Splay Tree . .0 0 00 00000000 29
4.14 Nombre maximal d'éléments présents dans la file . . . 0 0 0 L. 32
4.15 Nombre total d'opérations. . . . . . . ..o, 32
4.16 Test des D-Heaps: 2,3 et 4 Fils. .. 0 0 000000000, 33
i




417

Test des 4 Versions e Splay Tree. .

4.18 Test de toutes les FP.o. . ..

(oS4}
—_

(el |
o

6.1

6.2

Structure pourcourne en Partial Lockine. . .

Exemple de fenétre pour le seliéna 1.
Exemple de fenétre pour le selidma 2
Test sur les différents Skew-Heap

Test sur les différents Funnel-Tree . .

Test sur les différents Splay-Tree . . .

Test de toutes les FP implémentées

i

39

38

40

47

49




Chapitre 1

Introduction

Les méthodes de recherchie arboresceentes, tel le Braneh and Bound.
utilisées pour résoudre les problemes NP-difficiles ntilisent dans leur impleé-
mentation une file de sous-problemes obtenus par décomposition du probleme
originel. Suivant une stratégic définie préalablement, un sons-probleme pai-
tiel (un élement de la file) est sélectionné et est partagé a nonvean. sauf si
on peut prouver gue les sous-problemes résultants ne penvent condnire 4 une
solution optimale. ou ¢uils ne peuvent plus ¢tre décomposés.

La structure de données utilisée est done généralement une file de prio-
rité. Les opérations de bases sont :

o delctenan. lorsque le sous-probleme avee la plus grande priorité est
choisi pour les décompositions suivantes,

o inscrt, lorsque les nouveaux sous-problemes ont ¢té générés ot doivent
étre inclus dans la file pour étre pris en compte nltéricurement.

o deletcgreater than x. cette opération sera utile 4 chague mise a jour
de la borne supérienre. Une borne inféricure! des valeurs des solutions
pour chaque sous-cusemble créé par partitionnement étant caleulé, les
sous-problemes dont la borne dépasse la valeur de la meilleur solution
connue peuvent étre éeartdes.,

Lorsque les fonctions d'évaluations et la stratégie du Branch and Bound
sont fixdes. il est intéressant d'é¢tudier les amdliorations possibles de la strue-
ture de file de priorité pour accélérer la recherche arborescente. De plus. on

Ydans le contexte d'un probléme de minimisation




peut espérer aceroitre la vitesse de résolution en introduisant, en particulier,
le parall¢hisme asynchrone ponr des machines multiprocessenrs & mémoire
partagée.

De nombreuses strnetures de files de priorité avant ét¢ proposées ces
dernicres anudées. il nous semble intéressant de caractériser celles gui sem-
blent convenir le plus a implémentation des algorithmes Branch and Bound
en séquentiel et en parallele (sur des machines multiprocesseurs a mdémoire
partagée). Ce travail nons amene, tont en rappelant état de Part des strue-
tures de dounées; a déerire nne comparaison exhanstive des files a priorité,
des stretures anto-ajustables anx structures nrinsegnement paralleles.

De plus, la parallélisation de Pacets anx struetures de doundes pose

certains problemes:

e il faut résoudre les problemes de Famines:
une opération réalisee par un processus sur une structure de données.

doit se faire dans un temps fini,

¢ il faut éviter tout Interblocage:
des processus ne doivent pas détenir des ressources non préemptives
devant étre acguises par certains d’entres cux et risquant de les hloquer
mutitellement,

¢ il faut assurer la Consistance de la structure:
a chaque instant la structure doit garder toutes ses propriétés de vali-
dité.

C'est dans ce contexte que nous étudierons les possibilités de rendre pa-
rallele I'acces aux files de priovité pour améliorer les résultats des algorithmes
paralleles de Branch and Bound.

Pour cela, nous commencerons par exposer dans le denxieme chapitre.
plusicurs travaux sur la parallélisation des struetures de données, Nous justi-
fierons I'emploi de la méthode du “verrouillage partiel” (partial locking) par
rapport aux autres technignes existantes.

Nous exposerons dans un troisicme chapitre. les propriétés des algorithimes
de Brauch and Bound afin de définir les caractéristigues néeessaires aux files
de priorité.

Une comparaison empirique de plusieurs files de priorité séquenticlles exéeu-
tées lors de simulation d'un algorithme de Branch and Bound. sera exposée
au chapitre 4.

Dans le chapitre 3. nous présenterons plus en détail la méthodologie de "par-
tial locking™ dans le contexte de la parallélisation de files de priorité. Puis
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nous apporterons une modification a cette méthode, nous permettant de yé-
duire le surcont dn au parallelisme et done d'en augmenter efficacité, Nous
itlustrerons cette amélioration par nne comparaison des résnltats, obtenus sur
unce machine Sequent. des tites de priovité telles le Skew-Heap et le Funuel-
Tree.

Parmi les files de priorité¢ séquentielles déerites auparavant, nons présente-
rons des parallélisations originales des files les micux adaptées aux besoius
des algorithmes de Branch and Bound (chapitre G).

Une conelusion sera donndée dans le chapitre 7.



Chapitre 2

Opérations concurrentes sur
des structures de données

2.1 Définitions

Nous allous présenter différents travanux gui ont ¢té réalisés qnant a
I'accees aux structures de donndes en parallele,

Définition 1 Structure de données parallele: nous appelons structures
de données paralléle. des structurcs permcttant la réalisation de plusicurs

opérations en paralléle.

Les structures de données paralleles offrent la possibilité a plusicurs processus
de réaliser des opérations en meéme temps. St un processus P, débute uue opé-
ration sur une structure parallele S, un autre processus P, pent commencer
une opération sur S sans attendre gue 7 ait termind la sienue.

Dans la littérature. nous pouvons tronver deux grands types de strue-
tures de doundes “paralleles”™. Les structures gue nons appellerons struetures
paralleles “passives™ (SPP) et les structures paralleles "actives™ (SPA).

Définition 2 SPP: Les structures paralléles passives. SPP. désignent les
structures de données paralléles ouw les processus voulant véaliser une opéra-
tion, effectuent cuz-mémes les modifications dans la structure,

Ce type de structures est coucu pour des machines paralleles a4 mémoire
partagée, avant peu de processeurs. Les SPP sout. en général. des structures




séquenticlles dont les algorithunes d’aceds ont été parallélisés. Liacees i la

structure ot Popération sont effectiués par le meme processus.

Définition 3 SPA: lcs structures paralléles actives. SPA. dcstynent les strue-
tures de donndées paralléles o les processus vowlant réaliscr une opération.

demande a des processus spécialisés dcffectuer Uopdration pour cur.

Une structure de ce type, u'est gérée que par des processus spécialises. Lors-
qu’un processus veut effectuer une opération. il fera nne demande,

Le fonctionnement des SPA Teur perimet de ponvoir etre appliguées an con-
texte distribue,

2.2 Structures paralleles passives

La modification d'nune structure de données est en en général une sue-
cession de modifications ¢lémentaires. Le probleme de la parallélisation est
de rendre atomiques. ces modifications élémentaires etfectudes par un proces-
seur, vis-a-vis des autres, afin de garder les propriétés de la struetinre consi-
dérée. Dans la littérature. on rencontre plusicurs meéthodes pour résoudre ce
probleme.

o sans l'utilisation de primitives de synchronisation.
Comparc&Swap [Her90].

e avec lutilisation de primitives de svnchronsation.
a plusienrs niveanx [EN80, EII81, KW83. KL80. L.Y'81].
a un nivean [BB87. RK88. Jon89. MRI0)].

Ces méthodes sont décrites dans les deux sous-sections suivantes,

2.2.1 Sans Primitive de synchronisation

Herlihy, [Her90]. propose une méthodologic permettant de rendre con-
currente les structures de doundes sans utilisation de primitives de svanchro-
nisation en introduisant le concept de Compare&Swap. Le principe de ectte
méthode est tres simple.

Une structure de données séquenticlle est souvent référencée par nn unique




point d'entrée. En paralléle, lorsqu'un processus 2 vondra modifier la struce-
ture: il en fora nne copie locale, effectuera son opération sur cette copie, puis
essayvera de la faire référencer dans Uespace global, En terme de programina-
tion, il va essayver de changer le pointeur de référenee global.

Dans la cas du Compare&Swap, un processus P vonlant réaliser une
opération, sauvegardera le pointeur de référence global en local. puis lors
de 'essal de recopie de L structure modific, il testera 'égalité entre an-
cien et actuel pointeur de référence. Shils sont différents. alors nn processus
Pi(i # j) a modifi¢ la structure pendant que P, effectuait son opération sur
sa copic locale. Dans ce cas, le Compare&Swap a échioud. Afin de garder la
structure consistente. P doit recommencer son opération depuis le début. Si
les deux pointeurs sont éganx, I peut faire référencer sa nouvelle stracture
en global. Il est a noter que M'opération test phis recopie formant la procédure
de Comparc&Swap est atonmique.

2.2.2 Avec Primitive de synchronisation

Les primitives de synchronisation sout utilisées pour assurer les sections
critiques lors des modifications dans une structnre. Elles sout. généralement
représentées par des verrous ou des sémaphores. Par exewple, pour nue ju-
sertion on une suppression dans un arbre AVL [ENS81], il faut effectuer un
équilibrage de I'arbre pour assurer la validité de Ia propricté des arbres AVL.
Si on utilise des nocuds avee trois champs: une valeur, un pointeur sur le fils
gauche et un sur le fils droit, des modifications de pointenrs sout a effectuer.
Pour éviter une utilisation par un autre processus des nands gque on mo-
difie, on utilise des verrous. Si un processus vent modifier un neeud. il doit
d’abord le verrouiller.

Un processus ui réalise une opération avee cette technigue. parcourt
la structure et la modifie lorsqu’il en a besoin. I n'a pas besoin de ver-
rouiller complétement la structure. I verronille les noeuds dont il a besoin
et déverrouille les noeuds qu'il a déja modifiés. Cette technique est appe-
lée verrouillage partiel (Partial Locking) [Jou89. Deo89. MRI0). Toutes les
techniques de parallélisation déerites ici, utilisant des primitives de svnchro-
nisation accedent a la structure en "Partial Locking™. Cette méthodologie
sera expliquée plus en détail au chapitre 3.

Cette méthode a ¢té utilisée pour plusicurs structures de donnés. La
parallélisation des files de priorité comme le Skew-Heap [Jon89, MR90], le
D-Heap [RK88, BB87]. le Funncl-Tree [MRO0]. nécessite un seul niveau de

verrou car chaque opération modifie la structure. Mais cette méthode a anssi




été utilisée pour paralléliser les arbres de recherelie en base de donndées (par
exemple: B-Arbre [LYS1, KLSO, KWS83. KIS0, B++Arbre) on les arbres bi-
naires de recherche (arbre AVL [ENS1]). Phasicnrs types de verrous de niveanx
différents sout ntilisés dans le cas des arbres de recherchie. les besoin des pro-
cesus peuvent ¢tre différents, Un processus peut n'avoir hesoin gque de live. 11
est inutile d'assurer une section eritique entre ces leeteurs puisqueil ne modifie
pas la structure. Sont ainsi utilisés:

e un verrou eu lecture pour la recherche de valenr dans Parbre,

e un verrou en éeriture pour la phase de recherche dans les opérations de
suppressions ou d'insertions.

o un verrou exclusif pour la phase de modification de la strueture Tors de
ces memes opérations,

Les dépendances de verrous sont les snivantes:

o compatibilités de verrous

— .V Lecteurs <= N Lecteurs

— 1 Ecrivain <= N Lecteurs
e incompatibilités de verrous

— Ecrivain <55 Ecrivain
Exclusif <<= Exclusif
Ecrivain <5 Exclusif
Lecteur <5 Exclusif

e transition possible

— Ecrivain = Exclusif

Lorsqu'un éerivain veut réaliser une opération, il verronille la partie de 'arbre
qu’il veut modifier avee des verrous en écriture. puis il doit les changer en
verrou exclusif une fois le noeud trouvé. Ceel produit des parcours redondants
de la structure, et donc un surcont di au parallélisme.

Le probleme est ici d’avoir le minimum de noends verronillés a un ins-
tant donné, afin d’avoir le maximum de processus travaillant en méme temps
dans la structure. et done d’avoir un maxinnun de conenrrence,

D autre part, si deux opérations sur une meme structure s’effectuent dans



deux sens différents; il v a des risques d'interblocage.

Rao et Kumar [RK88] résolvent le probleme daus le cas d'un tas, en modifiant
Popération d'insertion pour qu'elle se réalise daus le sens Racine-Feaille, et
non plus dans le sens Feuilles- Racine.

Bitwas et Browne, [BB87). résolvent ce meme problenie en colorant les naends
par lesquels il passe, afin de conuaitre si le noud q'un processis vent ver-
rouiller, est déja détenn par un proces=us qui parcourt la structure dans un
sens différent du sien.

Daus une denxicme version, Bitwas and Browne ntilisent des processus spé-
cialisés pour effectuer la phase de restructuration Les processus voulant réa-
liser nune opération, demandent aux processus spécialisés de effectuer pour
cux. Cela permet aux processus demandeur de se décharger d'une partie dn
travail. Mais le nombre de processus spécialisés est indépendant de la taille
de la structure. Dans la section suivante. nous allons émdier les structures
parallcles qui ne sont gérces que par des processus spécialisés,

2.3 Structures Paralléles actives

Daus ce type de structure, les processus i désirent réaliser une opéra-
tion font une demande a des processus spécialisés. Chagne processns snseep-
tible de vouloir accéder a la structure a sa propre eutrée. Sion a P processus,
on a P points d’acces a la structure, et done P acces simultanés, Ceei permet
un accroissement de la concnrrence. De plus ces structures peuvent aiséiment
etre utilisées dans un contexte distribud car lenrs algorithimes consistent a
échanger des valeurs entre processus. I existe plusieurs structures conges
sur ¢e modele. Nous avons choisi de présenter. dans la suite. deux exemples
de structures de ce type: la file d'attente de Cheng [Che90, FCO0]. ot 1a file
de priorité de Fan et Cheng {FC89, FC90].

2.3.1 File d’attente de Cheng

Un nombre P de processus peuvent aceéder a P files dCattentes séquen-
tielles simultanément. par 'atilisation d'un résean multicouche d'intercon-
nexion. Le réscau est composé de log{ I?) couches. chague conche ¢tant gérée
par P processus spécialisés. Les processus spécialisés sont done au nombre
de P log( ).

Lalgorithme consiste a trouver un chemin dans le réseau d'un point d ac-
ces d'un processus vers une des files séquenticlles, en prenant en compte: le
nombre de valeurs restantes dans les files, le nombre d'insertion et le nombre




de suppression pour un cusemble donné de demandes,

Le caleul est effectué par vagues successives. Les processus dhune conchie tra-
vaillent sur un ensemble d'opérations de facon synchrone, ils aiguilleront lewrs
demandes vers un processus particulier dn nivean supérienr en fonetion des
résnltats du niveau inféricur.

0 0 0 0 File avec une Valeur
O File sans Valeur

x X x X

1 X x X

X 1 X X

x x x X

2 X 1 1

x 2 o 2 2 ruO

3 3 3 3 —«>O

Figure 2.1 : Exemple d'exéention pour une File d'attente paratlele.

Afin de garder la propri¢té des files dattentes, les tiles seront remplies
et vidées a tour de role.
En effet, sur 'exemple de la figure 2.1, il ne reste quune valeur dans chacnne
des cing premieres files. Nous avons ici 4 valeurs a insérer: 3 dentre elles
seront msérées dans les 3 files vides du bas, la quatricie sera insérée daus la
premiere file.

La complexité de cette structure pour insertion ot la suppression est
O(logP) avee P log(P) processus spéeialisés,




2.3.2 File de priorité de Fan et Cheng

Cette file de priorité paralléle reprend les prineipes des struetures pa-
ralleles ¢cnonedés précédemment. Les processns aicecdent ala file par Fintermed-
diaire d'un veetenr de demaunde de taille 2. La stimeture est aussi composée de
couches. Chaque couchie est de taille P, Si oua N valenrs on anra (N/P)+ 1
couches. Plius Ia couche est hasse, plus les valenrs contemies sont de " hasse”
priorité. Le vecteur de demande est cousidéré comme la couche (),
L'algorithme consiste a échanger les valenrs entre les conehes en fouction de
celles demandées on donndes a la structure. Alternativement les conehes -
paires puis les couches paires travaillent.

Comme la structure précédente tous les processns dune conche travaillem
de facon syuchrone.

2.4 Conclusion

Lintérét des structures paralleles est il n'y a ancune interaction
entre les processus v acceédant et done aucune attente divan paralléhsme. Le
résultat cu terme de speed-up est trés intéressant.,

Mais le nombre de processeurs utilisés est pénalisant dans un contexte de
machines MIND a mémoire partagée. VHes les rendent méme inutilisables
sur des machines existantes. Elles ne penvent done convenir pour le modele
dans lequel nous nous sommnies placés.

En revanche les structures a acces paralleles sont mienx adaptées a notre hut.
car elles peuvent aisément résider en mémoire partagcée. Dans toute la snite.
les structures dont nous parlerons serout done de ce type.
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Chapitre 3

Résolution des problemes
combinatoires difficiles:
algorithme général de Branch

and Bound (BB)

Le but des algorithmes d'évaluation et séparation (General Branch aud Bonnd
BB) est de résoudre des problenmes dioptimisation combinatoire sous cou-
traintes:

min f{o).r € X

ou .\ représente le domaine doptimisation,
x est une solution réalisable st elle appartient an domaine X,
f(r) est la valeur d'une solution (critere d’optimisation on fouction cconomiqgue).

La méthode du BB est basée sur idée dune énumération intelligente

de toutes les solutions réalisables dun probleme dCoptimisation combinatoire,
Le principe de 'algorithme de BB est de décomposer un problenme donné en
deux ou plusicurs sons-problemes de tailles inférienres,
Suivant une stratégie définie préalablement. un sons-probleme partiel est sé-
lectionné puis est partagé. sauf si on pent prouver gue les sous-problemes
résultaut ne peuvent conduire a nne solution optimale, on qu'ils ne penvent
plus étre décomposés.

Afin de choisir un sous-probleme parmi cenx gnt n'ont pas ¢té examinés,
une évaluations (borne wféricure) des solutions dans chaque sous-probleme
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est introduite. Les sons-problemes dont Pévaluation est snpéricure a la valeur

de la meilleure solution connie penvent etre supprimes.

Nous pouvons representer état du partitiopnement d'un probleme,
comme un arbre partiel. Un sous-probleme est représenté par nn naeud de
Parbre, les problemes en lesquelles il se subdivise sont ses fils.

Plus précisément. un algorithme de BB repose sur les trois notions clés:

¢ le schidma de partition qui associe a tout sous-probleme ensemble des
sous-problemes en lesquels il se décompose.

e unc fonction d'é¢valuation gui associe a tout sons-cusemble de solutions,

un nombre représentant le cott wminimal de toutes ces solutions,

e une stratégic de recherche ui est utilisée pour sélectionner parmi les
sous-problemes restant, celui qui sera séparé. Le naad sélectionné sera
celul de plus grande priorité.

Liimplémentation d'un algorithme de BB consiste done i réaliser des
opérations sur une file de sous-problenies de priorités ditférentes ou égales.
La structure de données utilisée est une file de priorité dans laquelle Jes sons-
problemes (¢léments) sonut insérés ou supprimés.

3.1 Propriétés de ’algorithme

L évalnation d un sous-probléme ne peut etre inféricure a celle du pro-
bleme dont 1] est issu. Done, la fonction d'évaluation ¢qni affecte des valears
anx sous-problemes fils par rapport au sous-probleme pere, est monotone.
Nous verrons an chapitre 4. que la propriété de monotonie de algorithme de
BB, nous sera tres utile pour I'implénentation de certaine files de priorité.

La particulariteé commune a tous les algorithmes de BI3 est (uils évitent

Pexamen complet d'un arbre pour trouver une ou la solution. par acquisition
de connaissances leur permettant d'effectuer des ¢lagages tout au long des
parcours.
Lorsqu une solution S de valeur e, est tronvée, les sous-problenmes dont I'éva-
luation est supéricur a e, ne pourront pas géncrer de solntion optimale. Gé-
nérer les fils des sous-problenies daus ce cas est done inutile. Il faut done
pouvoir éliminer ces sous-problémes de la file.

D autre part, plusicurs sous-problenies pourront avoir des évaluations
identiques. De nombreux travaux ([MR91. LS84. LWS86]) out montré ¢uun
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choix indeéterministe parmi ces sous-problemes, ponvait coudnire a des ano-
malies de performances, lors de Fimplémentation parallcle (sons-aceélération:
speed-up inférienr a 1. sur-aceélération: specd-up snpérienr an nombre de
Processenrs).

—_—

Figure 3.1 : Exemple darbre de GBDB

La figure 3.1 moutre un excwple darbre de solution d'un BB, Chague
neeud contient la référence et I'évaluation du sous-probleme assocté.
Les neeuds sg et sy sont des solutions de valenrs 31 ¢t 34, Les sous-problemes
$7, 510 ot sppout des évaluations supérieures a la valenr de s ils doivent done
etre élagucs.

Afin de choisir les structures de donndes les plus appropricdes. il nons
faut d’abord définir leurs caractéristiques dans le contexte dalgorithimes de

BB.

3.2 Caractéristiques de la file de priorité d’un
BB

Les files de priorité (FP) offrent deux opdérations de base:

o Deletedin: suppression de I'élément de plus grande priorité,

o Insert: insertion d'un ¢lément de priorité quelconque.

Lorsque des ¢lagages doivent étre effectués, nous avons besoin d'une
opération ui détruise tous les éléments présents dauns la file dont les priorités
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sont inféricures a une valeur donnde. Cette opération est appelée DeleteGrea-
ter.

Les files de prionté géncéralement utilisées nolfrent pas la possibilite de réa-
liser cette opération avee un cout acceptable (ef chapitre ).

La mdéthode alors ntilisée, consiste a tester, lors de la selection d'nn sous-
probleme, si son ¢valuation ne dépasse pas Ta valeur de lacweilleure solution
connue.

Le défant de cette méthode est gue les performauces de la strieture sont
altérées par la présence d'éléments inntiles. Nous pouvons voir Fopération
de DeleteGreater comme un ramasse-micttes (garbage-collector). La file de
priorit¢ d'un BB ne doit pas avoir obligatoirement cette opération, mais sa
présence peut améliorer les peformances dn BB.

Afin de répondre au probleme posé par les éléments de meme priorité,
nous avous besoin de FP stable. Si nn ¢lément 4 de priorité proest inséré
avant un antre ¢lément B de ménie priorité, Palgoritlnme de la structure doit
nous assurer l'ordre dans lequel ils seront supprimes. De plus il serait mceme
intéressant de pouvolir choisir cet ordre en modifiant gue tres pen Palgorithme,
avee un surcoit le plus faible possible.
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3.3 Algorithme et simulation du BB

L algorithme BB est donné par le progranmnne suivant:

Variable
x : Element

JI
prfils :priorite

procedure BB

debut
si (une boune solution réalisable % est connue) alors
BS:=f(")
sinon
BS:=x
finsi
h:=MakcHeap(root)
Insert(BI)
tant que (h # §)
debut
x:=DeleteMin(h)
pour tout fils v de x faire
debut
si (v est une solntion réalisable et (f(y) < B5)) alors
BS:={(y)
DeleteGreater{ BS )
finsi
si (v nest pas nne feuile et (v(v)< BS)) alors
Insert(v.i)
finsi
. finpour
fintant
fin BB

Pour les expérimentations, plutot que de travailler avee la résolution

d'un probleme réel d'optimisation combinatoire. nous avons simulé une excé-
cution d'un BB de la facon suivante:

Les entrées du programie sout: borue infériewre (BI). borne supérieure
(B.S). pas d'incrémentation maximale (11/).
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Nous connmengons par insérer un ¢lément de priorité égale a 31, Chaque
élément geéndre deux fils. Les priorités des fils dnn éiément 7 sont caleulées
en choisissant aléatoirement une valeur entre la priorité pede ot pr+ [AL.
Si la priorité d'un noend est supéricure & BS, il u'est pas inséré dans la file.

Llalgorithme s’arrete lorsque la file est vide,

L'expérimentation séquentielle dune file de priorité utilise cette simm-
lation. Le temps de calenl de la priovité d'un ¢lément étant tres rapide, le
temps pris par une simulation dépendra essenticllement du temps pris par les
opérations réalisées sur la file. Done pour les méwes entrées, la différenee de
deux simulations avee deux files de priorité distinctes, reflotera la différence
d'efficacité des opérations des deux files.

En parallele, nous nous placons dans un contexte de machine multi-
processeur a mémoire partagée. Dans ce contexte, tous les processenrs exe-
cuteront cet algorithme mais en accédant a la meme FPoqui se trouvera en
mémoire partagée. La répartition du travail n'est done pas statigue. les pro-
cesseurs iront le cherchier d'eux meme dans la FPL jouant ici le role dun
serveur passif. Ce mode de travail est appelé “auto-ordonancement™ (Self-
Scheduling). De méme ¢uen séquentiel, les résultats des expérimentations.
reflcteront efficacité des opérations concurrentes de la tile.

Si les tests montrent que la file est plus efficace avee N processus
qu'avee N + 1. l'algorithime ne peut accepter que N opdrations conenrrentes.
Nous dirons que la structure de donndes sature avee N processus.

Ce modcle sera utilisé dans toutes les expérimentations présentées dans

ce rapport.
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Chapitre 4

Opérations séquentielles sur
des files de priorité

Une comparaison cmpirigue de plusicurs files de priortté (FP). exéeutées dans
le "Hold Model™ a été réalisé par Jones ([Jon86]). Le “Hold Model™ consiste &
réaliser un grand nombre dCopérations de base sur nne FPLtout en gardant un
nombre d'¢léments constant dans la file. Les valeurs des priorités sont choisies
aléatoirement. Ce modcle ne correspond pas a celui dn BB car ¢e dernier
produit un nombre variable d'¢léments au conrs du temps. I nons a done
pari intéressant de procéder a une comparaison cmpirique de plusienrs FP
séquenticlles afin de voir lesquelles correspondaient le nicux a notre modele,

Parmi les FP expérimentées par Jones, nous avous choisi d'en expdéri-
menter cing (les D-Heap. la Leftist-Heap. la Paiving-Heap. Ia Skew-Heap et le
Splay-Tree). Ce choix s'explique par les qualités théorignes de perforimances
et/ou la possibilité¢ d'étre rendu parallele.

Les qnatre premieres sont des FP représentées sous forme de tas (Fiu-
variant du tas est : tout neend a nne priorit¢ inférienre a son peve). Lipld-
mentation de 'opération de DeleteGreater est un probleme sur des FP en tas,
En effet. il faut parcourir la totalité de la structnve ponr trouver les neeuds
de valeur supéricure a une valeur donnée. La complexité de Popération est
done en O(n) (n est le nombre de noeuds dans arbre) [R()HST].

Le Splay-Tree est un arbre binaire de recherche. gni s'est avéré per-
formant utilis¢ en FP. De plus il est aisé d'v implémenter opération de
DeleteGreater.

D’autre part, le Funnel-Tree (arbre a entonnoir) et le Funnel-Table
introduites par B. Mans et C. Roucairol. [MRO0]. sout des FP spécifiques
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au modele de BB dans le sens o elles tirent parti dn petit intervalle de
priorit¢ possible et de la redondance de priorités dans lesquelles les BB sont
exéentés. Les opérations DeleteGreater sont dans leur contexte tres simples
a implémenter.

Dans la suite de ce chapitre, » désigne le nombre d'éléments présents
dans la structure.

4.1 Description des files de priorité et des
algorithmes des opérations de base

Pour certaines d'entre elles nous avons données un exemple de Delete-
Min et un d'Insert. Ils sout tirés de exéention d une simulation da BB dont
les parameotres sont les snivants: Borne Inférienre 1. Inerémentation Naxi-
mum 20, Borne Supéricure 40. Pour chacune des fignres. les trois exemples
(a,h.c) représentent état des structures dans le meme contexte d'exéeution.

(a) — (b) (DeleteMin: 30).
(b) — (¢) (Insert 39).
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4.1.1 D-Heap

Le D-heap est une structure de tas sous la forme d'an arbre complet.
Chaque noend de Farbre a D fils (excepté les fenilles et occasionnellewent le
pere du dernier somnet).

Sa représentation habituelle est sons forme de tablean.

Llindice du pere d'un noend d'indice 7 est [1/D]. D ¢tant le nombre de fils,
Les indices des fils d'un noend d'indice D sont
(i—=1)«xD+2(i—=1)«D+3.....Min(i D+ 1.n).

L'indice de la racine est 1.

Lors d'un Insert d'un ¢lément . o est placé ala fin du tablean (dans
le neud dindice v+ 1),
si la valeur du pere de @ est supérienr a la valeur de . Pinvariant niest plis
satisfait, done les denx valeurs sont echangées. On remonte L valenr de
par des échanges successifs jusqu’a satisfaction de Uinvariant.
Pour le Deletedin, le sommet & extraire se tronvant a la racine, la racine
est remplacée par le dernier noend du tablean (noend Cindice n). pnis est
redescendue par ces mémes échanges,
La complexité des opérations d’Insert et de DeleteMin est en O(logy, n).

Y
9 &)

(¢)

Figure 4.1 : D-Heap 2 Fils
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4.1.2 Leftist-Heap

Le Leftist Heap. [Cra72]. pent ¢tre représenté par nnarbre hinaire on
chaque ¢lément est un neend.
Chaque noend contient la valenr de la priorité, les pointeurs sur le fils droit
et le fils gauche et une valeur veprésentant la différence de hauteur entre le
sous-arbre droit ot le sous-arbre gauche.
L'opération de base du Leftist-Heap est la fusion {melding). Elle consiste a
construire un scul tas a partir de deux, en parconrant les hranches droites
de chacun des deux arbres récursivenient. En vemontant par la réewrsivité, a
chaqgue nweud, on procede au caleul de taille din sous-arbre,
Afin dCassurer un équilibrage du tas et de minimiser Popération de fusion.
on cffectue des rotations pour que le sous-arbre droit soit plus petit que le
ganuche.
L'Insert est réalisé¢ en fusionnaut le naud avee le tas, Lors d'un DeleteNin.
les deux sous-arbres de la racine sont fusionnds.

La complexité de F'opération de Melding est daus le pire des cas O(log ).

Figure 4.4 : Leftist Heap
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4.1.3 Skew-Heap

Le Skew-Heap est un tas créé par Sleator et Tarjan [ST86] dans le
cadre de lTeurs rechierches sur la complexité mmortic [Tar85]. CTest nne version
auto-ajustable du Leftist-Heap. Les tests explicites potir garder équilibrage
de Iarbre sont remplacés par une henristigue. Sleator et Tarjan assurent gue
pour la pire ségquence de m opérations, la complexité est m O(log ). donnant
une complexité amortie en O(log 1) par opération.

Le principe de Falgorithme de fusion (melding) est de parconrir les
branches droites de chacnn de denx tas ponr nw'en construire gu'un, mais a
chaque pas de Vopération, afin de garder un équilibrage de Tarbre, on échange
le fils droit et le fils ganchie du naeeud considdére.

Il existe deux implémentations différentes des Skew-Heap: Top-Down et Bottom-
Up. Nous avons implémenté la version Top-Down pour les expérimentations
présentées dans la seetion snivante,

Figure .5 : Skew Heap
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4.1.4 Pairing-Heap

Le Pairing-Heap est La version anto-ajustable des Binomial- Quene (Vui78,
Bro78]. Tarjan avait créer une premicre version anto-ajustable des Binomial-
Quene, appele Fibonnacei-Heap [FT84]. mais les manvaises performances de
cette structure ont pousseé a créer le Pairing-Heap.

La structure de Pairing est représenté par nn arbre K-aire,

L'Insert consiste a insérer le nouvean noend 7 comme prewier fils de Ta racine,
puis d’¢changer les valewrs entre ¢ et la racine afin de satisfaire invariant.
Cette opération se réalise en O(1).

Pour effectuer un DeleteMin. la racine est retivée. puis on procede a Fopéra-
tion de “pairing” . Elle cousiste a parconrir les fils de Ta racine denx a deux.
construire un sous-arbre avee les denx fils cousidérés. afin de réduire de moitié
le nombre de fils de la racine. Puis parmi ce nouvel ensemble de fils. I'éléent
de plus grande priorité est choisi comme racine, La complexité amortie dn
DeleteMin est O(log n).

@)
@@’@/
@

®
Glee)
|
®
Gle

(¢)

Figure 4.6 : Pairing Heap




4.1.5 Semi-Splay-Tree

Le Splay-Tree est un arbre binaire de recherehe eréé par Sleator et
Tarjan [ST83]. Il est la version auto-ajustable des arbres Red-Black on AVL.
Nous rappelons Uinvariant des arbres binaires de recherche:

Pour tout nand o de valenr 7, les naud dn sous-arbre droit (resp:gauche) de
roont des valeurs supérieures (resp:inférienres) A,

L opération de base de cette structure est appelée le Splay. Elle consiste lTors
du parconrs de arbre pour la rechierehie d'nn ¢lément de valear 70 a coustrmire
deux sous-arbres R et Lot R (resp: L) contient les valenrs snpérienres (resp:
inféricures) a 4.

L heuristique utilisée pour garder Farbre équilibré est Ta combinaison de trois
types de rotations: le ZIG. le Z1G-ZAG et le ZIG-ZIG. Elles sont représentds

sur la figure 4.7.

s .
A LN D —A A

/2\

s . A
VAN N VAN /\ /N
(c)
0 (») O
- AN AN
Figure 4.7 : Les différentes rotations (a) ZIG. (b) ZIG-ZIG. (¢) ZIG-ZAG.
Les cas symétriques ont ¢té omis.




Larbre est finalement assetiblé comme le montre la figure 1.8 lorsque
le naend cherché a ¢¢ trouvé. Nous ponvons remarguer gue dans algorithme
de Splay, I'élément cherehé devient la racine de Favhre, La complexitd anior-

tic de cette opération est O(log n).

(xd

/N /AN

Figure 4.8 : La construction finale de Uarbre dans Uopération de Splay. Le
neeud x contient la valeur recherchée.

Il existe plusicurs versions de Palgorithme de Splay. Parmi celles-ci,
La version appelée Semi-Splay est donncée par Tarjan comuie étant une des
meilleures.
Le Semi-Splay differe du Splay par la rotation Z1G-ZIG. Dans la version de
base, arbre est obtenu a la fin de Palgorithme.
Dans le Semi-Splay, L'arbre est particllement reconstruit a chague ZIG-Z1G.
Les arbres L et R’ sont conservés, mais nous avons en plus un arbre Top gui
se construit au fur et a mesure. La version moditice du Z1G-Z1G est présentée
par la figure 4.9. Nous pouvons remarquer gue dans cette version dua Splay.
I'élément concernd par opération ne deviendra pas foreément la racine de
I'arbre.

Top

(2
(] A ; AO L
/A A Top (x)

AA

Figure 4.9 : ZIG-ZIG modifi¢ du Semi-Splay. Le cas svinétrique est omis.

Lalgorithme de Semi-Splay ¢tant assez difficile a implémenter. Tarjan
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propose une modification qui ne change pas la complexité de Falgorithme. La
simplification consiste a remplacer la rotation Z1G-ZAG par denx rotations
ZIG. Le nouvel Algorithe est appelé Simple-Semi-Splay.

Dans le cas d'une utilisation des Semi-Splay-Tree et des Simple-Semi-
Splay-Tree comme FP, nous considérons les naends de plus prande priorité
comme étant cenx de plus petite valenr. Llalgorithme dn DeleteMin doit
done retirver le neeud de plus petite valeur, Powr eelad il doit done parcourir
la branche la plus a gauche de Parbre tont en effectuant des rotations ( Z1G-
Z1G ou ZIG ). Le dernier noeud trouvé est celui que Fon doit supprimer.
L’opération de DeleteMin n'utilisant pas de rotation ZIG-ZAG. nous pouvons
remarquer que dans le Semi-Splay et le Simple-Semi-Splay présentées e,
utilisent le méme algorithme de DeleteMin,

Lralgorithme de Topération dCInsert doit ici parconriv arbre de fagon
a trouver 'emplacement du nand a insérer tout en faisant les rotations.
Le Semi-Splay utilisera les rotations ZIG. ZIG-ZAG ot ZIG-ZIG modifid.
Le Simple-Semi-Splay utilisera les rotations Z1G et Z1G-Z1G modific,

Les figures 4.10 et 4.11 montrent des exemples de DeleteNin et d'Insert.

Figure 4.10 : Semi-Splay Tree
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Figure 4.11 : Simple-Semi-Splay Tree

4.1.6 Single-Semi-Splay-Tree

Dans notre modele, nous pouvons rencontrer plusicurs ¢léments de

méntes valeurs. Nous pouvons tirer parti de cette particnlarité pour rédnire
la taille de I'arbre. Et douc. de réduire la complexité des opérations de Semi-
Splay.
En effet, le Semi-Splay-Tree ou le Simple-Semi-Splay-TTree sont des arbres
binaires de recherchie, done 'emplacement dans larbre d'nn neeud de va-
leur 7 est unique. Nous ponvons donc modifi¢ les algorithimes de Semi-Splay
et Simple-Semi-Splay pour que dans I'arbre. nn noend ne corresponde qu'a
une valeur. Ces nouvels algorithmes sont appelés Single-Semi-Splay-Tree et
Single-Simple-Semi-Splay-Tree.

Pour cela. une file d'attente est rattachée a chaque neeud de la strue-
ture. Le nombre d'éléments présents dans la file d'un noeud de valewr o dé-
signera le nombre d'éléments de valeur v préseuts daus Uavbre de Splay. Les
structures Single utilisent les mémes algorithmes pour la phase de rechierche
que les "non Single™. Eun revanche, ils different lors de Pinsertion ou de la
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suppression en clles-memes;

Lors d'un Insert d'un élément de valeur oo si le naend 7 correspondant a v est
dans 'arbre alors un élément de valenr o est inséreé dans la file dlattente de
7, sinon un naeud jode valenr e est inséré dans Parbre, puis un éément de
valeur ¢ est inséreé dans la file .

Lors d'un DeleteMin, sila file du noeewd 7 (7 neend de plus petite valear) est
non vide, on retire un flément de la file. St apres cette opération la file de
est vide, 7 ost retird de arbre.

Si le nonibre maximal de priorité active est S, la complexité amortie
des opérations de notre nouvelle structire est X{log S, ).

Les figures 4.12 et 1.13 moutrent des exemples de DeleteNin et d lusert.
Le nombre présents dans un carré a coté de chagne neend désigne le nombre
d’éléments de Ia file correspondante.

Figure 4.12 : Single-Senn-Splay Tree
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Figure 4.13 : Single-Siniple-Semi-Splay Tree

4.1.7 Funnel-Tree

Le Funnel-Tree est uue FP qui est spéeifigne au modele du BB [NR90).
Elle tire parti du faible intervalle (Borue Inf. . Borne Sup) dans lequel s'éten-
dent les priorités.
Sa structure est tres sinple: elle se compose dun tablean de S files dCatteute
(S représente la puissance de denx supérienre ala cardinaliv® de Pespace de
priorités).
Un élément de valeur ¢ sera présent dans la file d'indice 7 — B1.
L'acces a ce tableau ce fait par Uintermdédiaire d'un arbre binaire complet
de hauteur log(S). Chaque naend de Parbre contient un entier qui détinit e
nombre d'¢léments dauns les files atteintes par le sous-arbre.

Lors d'un Insert dan élément 7, les valenrs des noends din chemin de
la racine vers la file dlindice ¢+ = BI sont incrémentées, Le parcours de la
structure peut ici se faire soit dans le sens fenilles-racine soit dans le sens
racine-feuille.

Le DeleteMin consiste a atteindre la file contenant les ¢léments de plns
petite valeur.
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Le parcours cousiste done en partant de la racine. a essaver d'aller e plus a
gauche possible dans arbre tont en décrémentant la valeur de chague neeud
parcount. Si pour un noend / la valeur contenne dans son fils ganche est égale
a 0. le parcours continuera avee le fils droit de /.

L'algorithme des opération d'Tusert et de DeleteNin parconrt log S
noeuds. Ces opérations ont done nne complexité en O(logS).

Lopération de DeleteGreater par rapport a une valeur ¢ consiste a
modifier les valeurs contenues dans arbre de facon a juterdive Pacees aux
files correspondant aux valeurs supéricures ou égales a v, Pouy cela, arbre est
parcouru a partir de la feuille associée a ¢ jusqu'a la racine, en décrénientant
les navuds d'une valewr whelim désignant le noutbre d'éléments a suppritmer.,
La valeur nbelim est initialisé-au nonmbre d'éléments contenns daus la file de
valeur ¢, Si pendant le parcours. un noend 7 est un fils ganche, les éléments
pouvant étre atteints a partir du noeud j frere de . doivent etre éliminds.
Douie nbelim est inerémenté de la valeur contenue dans le noend ;. Cette
opération a une complexité de O(log S).

Nous pouvons remarquer gue les ¢léments de mémes valeurs étant con-
tenues dans une file d'attente. la structure est stable.

4.1.8 Funnel-Table

4

Le Funnel-Table. comme le Funnel-Tree, se compose dhun tableaw de S
files d’attente. Mais 'acees aux files se fait directementr,

L'Insert est en O(1): I'élément de valenr /. est directement insére dans

la file d'indice 1 — B1.

L algorithme de DeleteMin du Funnel-Table maitient une valenr D

qui désigne l'indice de la file de plus petite priorité. St la file est vide. le ta-
bleau est parcouru a partir de la file d'indice B, dans Vordre décroissant des
priorités jusqu'a trouver nne file non vide. Lindice de cette file est affecté a
la valeur B.
Cette méthode est possible car elle tive parti de la propriété de monotonie
de notre modele. En effet. nous sommes sur gne si nne file d'indice 1 coutient
les ¢léments de plus grande priorité, les files d'indice mférienr a 7 sont et
resteront vides.
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Lalgorithme de DeleteGreater par rapport anune valenr ¢ consiste a

parcourir les files a partir de celle associde a roen les vidant.

Lors de 'ntilisatoin de cette strueture ponr nn algorithime de BB, Pen-
semble des opérations de DeleteMin plus celle des DeleteGreater a une con-
plexité de O(S).

Comme pour le funnel-Tree, les ¢léments ¢tant contenus dans des files
d’attente, la structure est stable.

4.2 Résultats expérimentaux

Nous avons expéritnent ¢ ces structures sur nn SPARC i d systeme
SUNOS 4.1. Toutes les implémentations ont ét¢é réalisées en langage €. A
part les D-heap qui utilisent nn tableau statigue. toutes les structures fout
appel aux primitives systemes dlallocation mémoive pour la création ot la
suppression déléments.,

Toutes les structures ont ¢t¢ testées avee Je meme jenx dessat ¢ni est

le suivant:

Borne Inférieure 100,
Incrémentation Maximum 150,
Borne Supérieure varic de 700 a 1130,

La figure 4.14 présente le nombre de naeuds Maximum atteint daus la strue-
ture. La figure 4.15 présente le nombre d'opérations de DeleteMin on d'Insert.
pour chaque jeu dessai. Nous pouvons remarquer gue les progressions de ces
deux courbes sont exponentielles.
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Figure 4.14 : Nombre maximal d'éléments présents dans la file
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i ]
[ p
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10000 3 3
: 3

IOOOQ 1 ! 1 { 1 1 ! 1

700 750 800 830 900 930 1000 1050 1100 1150
Borne supéricure
Figure 4.15 : Nombre total d’opérations.

Sur toutes les courbes suivantes, 'axe des ordonudes représentant le
temps d’exécution en seconde est en ¢ehelle logarithigue. axe des abscisses
représente les différentes bories supdéricures.

Bien que la version du D-heap avee 2 tils soit la plus utilisée. nons
pouvons remarquer sur la figure 4.16 que les versious 3 et 4 fils sout un peu
plus performantes.
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Figure 4.16 : Test des D-Heaps: 2.3 et 4 Fils.
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Figure .17 : Test des 4 Versions de Splay Tree.

Nous pouvons remarquer sur la figure 4.17 que les Sunple-Semi-Splay
sont équivalents aux Semi-Splay. Ce qui signific que le fait dCavoir remplacer
les rotations ZIG-ZAG par deux rotations ZIG. ne modifie ¢que tres pen les
résultats. Cela semble vénfier les études théorignes de Tarjan. En revanche.
cette modification simplific la programmation de Palgorithme.

D’autre part, bicn que les complexité théoriques soient différentes les résul-
tats expérimentaux montrent gue les algorithmes Single sont équivalents anx
algorithimes originaux.

En effet. les évaluations tres proches de la horne supéricure restreignent
le nombre d'insertion effectuces. Les DeleteNin successifs deéséquilibreront
I'arbre vers la droite. Douc nne opération de suppression revieudra a retiver
la racine de 'arbre. Cecl sera equivalent en complexité a une opération de
suppression dans une file dattente.
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Figure 4.18 : Test de tontes les FP.

Comme nous 'avons dit précédemment le Skew-Heap est la version
auto-ajustable dn Leftist-Heap. Nous pouvons remarguer sur la figure 4.18
que le surcont des tests d'équilibrage dn Leftist-Heap le vend moins perfor-
maunt que le Skew-Heap.

Les opérations du Fuunel-Tree sout en O(log S) quelque soit le nombres
d'éléments présents dans la structure. Cette remarque expligne e fait gniil
soit équivalent au Skew-Heap.

Avant des complexités tros intéressautes quant a ces opérations. 1l semble
normal gque le Funnel-Table sTavere aussi efticace en pratigue il le laissait
supposer en théorie.

De méme, U'intéret drutiliser les arbre binaires de rechierche comime les Semi-
Splay-Tree en tant que file de priorité seruble ¢tre non négligeable dans notre
modcle.

Le tableau ei-apres présente une comparaison de tontes ces striuctures.
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FpP Insert | Deletedlin | DeleteGreater | Perf | Stab | Mou | Mem | Prog
Funnel-Table 0O(1) (1) O(l) 1 0 0 - ++
Splay-Tree  if O(log n) | O(log u) O(log n) 2 0 1 +
Funnel-Tree || O(log S) | O(log S) O(log S) 3 3 1 ++
Skew-Heap || O(log n) | O(log n) Ofu) 3 1 1 + +
D-Heap O(log n) | O(log n) O(n) 3 1 1 + ++
Pairing-Heap O(1) O(log n) Of(n) G 1 1 + +
Leftist-Heap || O(log u) | O(log n) O(n) 7 1 1 + +

Légende :

DeleteGreater : les complexités n'incluent pas la libération de la place mémoire

prisc par les éléments a élaguer,
Perf : performance séquentielle.
Stab : stabilit¢ (oui/non).

Mon : besoin de la Monotounic (oui/non).

Mem :

ressource meémoire.

Prog : facilité de programmation,

++4 : trés bonne.

4+ : bonne.

- mauvaise.

— 1 trés mauvaise.
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Chapitre 5

Méthodologie des acces aux
files de priorité

Conune nous 'avous dit précédenment, les machines paralleles posent nn
certain nombre de problemes lors de Fimplémentation des algorithmes.

L acces siiultané par des processeurs asyuchrones. dune stracture de dounee
résidant en mémoire partagée en est un.

Une approche simple consiste a manipuler les straetures de facon exclusive,
Un processus voulant réaliser une opération de base d'une structure, interdit
a tout autre processus l'acces a cette structure. Cette approche, hien gue tres
facile a implémenter. implique un speed-up linité.

Dans le cas des structures arborescentes, e autre approchie consiste
a periettre Pacees & la structure a plusicurs processus simntanément. Un
processus ne doit pas modifier une partic de la structure sans en avoir proé-
venu les autres, la structure risquant de devenir inconsistante. Une solution
appelée verrouillage local (partial locking) consiste a assurer nune exclusion
mutuelle entre les processus, pour chaque cutité modifiable de la structure.
L'exclusion mutuelle sera assuré par des primitives de svnchronisation que
nous appellerons “verrou”. Lorsquun processus voudra réaliser une opéra-
tion de base sur une structure. il “verronillera” les parties de la structure
qu’il vent modifier.

L utilisation de verrou pose des problémes:
En effet. les processus ne peuvent verrouiller une partie de la structure sans
obéir a certaines régles. Lutilisation de verrous peut entrainer I'interblocage
des processus. De plus. si le protocole d'exclusion mutnelle n'est pas équi-
table, certains processus risquent d’ctre blogués ¢ternellement, et done d'étre
en état de famine.




Figure 5.1 : Structure ponrcourue en Partial Locking.

Dans une premiere section nons allous exposer denx méthodologies gui.
dans le cas de la paralléhisation des opérations de hase sur nne FP, assurent
I'inexistence d'interblocage.

L utilisation de verrous implique un surcont. Lexelusion mutuelle vé-
solue par des movens logiciels on matériels se réalise en nn temps non né-
gligeable. Nous verrous daus une deuxicimne section. que la gquasi totalit¢ des
primitives peuvent étre remiplacée par des siiiples attentes sur des marguages.
Nous illustrerons cette optimisation a travers les parallélisations existantes

du Skew-Heap et du Funnel-Tree.

5.1 Meéthodologie avec verrou

Dans la littérature, la partie de Varbre verrouillée par nn processus est
appelée fenétre ou bulle (Window ou Bubble).

Définition 4 La fenétre dun processus réalisant une opcération de busc sur
une structurc arborescente. cst définic comme ctant Uensemble des nauds de
cette structure sur lesquels le processus o un vorrou.

Pour éviter les interblocages de processus. il suffit gue ces derniers,
lors de la réalisation d'une opération de base. obéissent a un schéma de ver-
rouillage qui interdise la création de eyele de processns attendant sur des
ressources.
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Nous proposous deux schémas de ce tvpe, sTapplignaunt aux structures arbo-
rescentes dont toutes les opérations de base parconreut arbre dans nn meme
sens: soit le sens feuilles-racine, soit le sens racine-fenilles,

Le principe de ces schémas est de permettre anx processus, la construction
et le déplacement de fenetres, pendant la durée d'une opération de base, sous

certaines contraintes assurant inexistence d'interblocage.

Nous supposons que le protocole dexelusion mmtuelle ntihsé pour 'im-
plémentation des verrons est dquitable: sinn processus demande Tacees a
e ressource. 1l est sar de Pobtenir dans un temps fini.

De plus, dans le cas des FP. les primitives de synelironisation seront d'nn
seul mivean (voir chapitre 2).

Les schémas de verrouillage présentés supposent quun processis n'essayera
pas de verrouiller un norud swre lequel il détient déja un verron.

Pour toutes les démonstrations, nous utiliscrons les notations suivantes:
Nous notons par S nne strueture arborescente dont les opérations de base se
réalisenut toutes dans le méme sens,
N est ensemble des neeuds composants S,
rest la racine de S.
Nous désignons par P = {P..... P,} 'ensemble des p processus ponvant
réaliser des opérations de base sur une structure S,
Un antécédent de v est défini comme ¢tant un somet appartenant au chemin
{(unique) entre & ef la racine.

Définition 5 Soit une structure arborescente S dont towles les opdrations
de basc sont réalisées dans le sens racine-fewilles (resp: sens fewilles-racine).
Le schéma 1 est défine par les contraimtes suwrvantes:

Verrouillage : un processus peut verrowdler un noad v de S,

Cas 1 : sst il dctient le verrow du nawwd pire (resp: d'un des nawd fils)
de r.

Cas 2 : un processus peut verrowiller la racine (resp: une fewille) de
S. sstd ne détient plus de vervon dans S.

Déverrouillage : un processus peut déverroviller un naud v de S ssial ne
détient pas de verrou sur le pére de . (resp: sur un des fils de v ).

La fenétre que génere le schéma 1 dans la sens feuille-racine. recouvre
un sous-arbre connexe de arbre. Plus précisement. il reconvre un chemin de
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Parbre. le schéma fait déplacer la lendtre vers la racine.
Daus le sens racine-feuille, [a fenctre recouvre initialewent la racine, puis elle

peut s’¢tendre. pour reconvrir un on plasienrs sons-arbres de fa stimeture.

Scns Racine--Fewlle Sens lFesilie-Racine

Nocud verrouitle ‘ Nocud pouvant ette verroutlle

Figure 5.2 : Exemiple de fenétre pour le schéma 1.

~
7 \ Fenewe Nocud pouvant ctre deverrouille

\ 7

Une variation de ce schéma a ét¢ présenté dans [MROO] o il a éré
utilisé pour la parallélisation du Skew-Heap et du Funnel-Tree.
De meéme. Jones. pour une autre parall¢hsation du Skew-Heap utilise nu
schéma similaire [Jon89).

Nous dégageons plusieurs propriétés. nous permettant de deéfinir les
caractéristiques de notre schéma.

Lemme 1 Le schiéma 1 assure que pendant la durdée d wne opération de base
sur S de sens racine-fewille (resp:fewille-racine). le verrouillage de la racine
(resp: d'unc fewlle) correspond aw premier verrowillage possible de la struc-
ture S.

Preuve: La preuve est immédiate par le cas 2 du schéma. ]

Lemme 2 Sovit v un nwud de lo structure S. avee toutes les opérations de
base se réalisant dans le sens racine-fewille (resp:fouille-racine).
Soit P, appartenant @ P. détenant un verronw sur v ¢t ne détenant cucun
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verrow sur tout descendant (resp: antdeddent) de
Par le schéma 1 si P, oveut wn verrow sur un noud y descendant (respianteeddoent)
de v, alors il devra verrowiller, par Ctapes successives, Aous les nud du che-

man de v oa y.

Preuve: Daus le sens racine-feuille:

Si P, veut posé un verrou sur g, alors par le cas 1 de sehiéma, il doit dabord
verrouiller le pere de g De mieme, pour verroniller le pere de g il doit d’abored
verrouiller le grand pere de y. Ceel jusquia oo Done si 7 vent un verron sur
y. il doit d'abord détenir le verron de chaque nond composant le chemin de
ray.

Dans le seuns fenille-racine: La démonstration dans ce sens co fait de maniere
analogue. O

Lemme 3 Soit la structure S. avee toutes les opdrations de base se réalisant
dans le sens racine-foudle, Soit o un antéeddent de gy avce o ot y appartenant
as.

Le schéma | assure que se Prodétient wn verrow sur v cb st Pyoddétiond an
verrou sur y. alors P, a verrowdlé la racine apres P

Preuve: Suivant le lemne 1, initialement. 2 et P nont de verron snr
ancun noend de S,
Si P; a un verrou sur o alors par le leme 2011 a dn détenir nn verrou sur
chacun des noeuds antécédents de .
Considérons que P a détenn un verron sur la racine apres P,
St P; a un verrou sur y alors par le lemme 2041 a dn détenir un verron sur
chacun des ncaruds antéceédents de g,
Or ¢ est un antécédent de y done, si P;oa un verrou sur oo I n'a pas pu
verrouiller tous les antéeédents de y. Done PP ne poura pas avoir de verrou
sur y.
Nous pouvons en déduire gue si P a un verrouw sur et si P aun verron sur
y alors il est impossible que P, ait détenu un verrow sur la racine de § avaut

P, o

L'ordre de verrouillage de la racine par les processus est conserve tout
au long d'un chemin descendant.

Lemme 4 Soit lu structure S. avee toutes les opcrations de base sc réalisant
dans le sens racine-fewille (resp:feville-racine). Soit o un antécedent (resp:
descendant) de y. avec v ct y appartcnant a S.

41




Par le schéma 1 si un processus P a un verrow sur o ot g, alors il o'caiste
pas de processus Po(i # j ). ayant un verrou sur un nawld oappartenant au

cheman de & a y.

Preuve: Si P aun verrou sur o et Pja nu verron sur 2 (avee & antéeddent
de z), alors par le lemme 3. P; a détenn un verrow sur la racine de S avant
D
De méme. si Ppann verron sur = et Ppaun verron sur g (avee @ antécédent
de y), alors par le leinne 3, P a détenu un verron sur la racine de S avant
P;.
Nous avons une contradiction. donce st P, détient un verron sur a0 et gy alors
il nexiste pas de processus ;) (i # j), avant uu verrou sur un noud o
appartenant an chemin de @ a y. O

Il n'existe pas d'intersection des chemins reconverts par les fendtre de diffeé-

rents processus.,

Propriété 1 Le schéma | assure {incristence dinterblocage des processus

lutilisant durant une opcration de base swr la structure S

Preuve: Nous allons démontrer ue pour tout .o ¢t g appartenaut a N
et pour tout P; et P appartenant a P, avee 1 # j.si P;a un verrou sur o et
Pj a un verrou sur y. alors P, ne peut demander un verrou sur y alors gue

Pj demande un verrou sur 2.

Sens Feuilles-Racine . Dans les deux cas suivants:

x antéeédent de y.
St P veut mettre un verrou sur g, i doit détenir le verrou dun
des fils = de y. done P, doit avoir les verrous de et = et ) e
verron de y. Par le lemme 4 ce cas est impossible. done il ne pent
pas se créer d'interblocage dans ce cas.

il n'existe pas de chiemin entre @ et y.
Si P, veut mettre un verrou sur y. alors par le lemme 2, il a du
verrouiller une feuille =, descendante de g, Or il détient un verrou
sur x, dout les feuilles descendantes sont différentes de -,
Le cas 2 dn sehéma a done été violé. Done il ne peut pas se eréer
d'interblocage dans ce cas.

Sens Racine-Feuilles . Deux cas se présentent a nouvean:
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£oantéecdent de g,
Si P, vent mettre un verron sur . il doit alors détenir le verron
de =, pere de .
Nous avons done la conligiration on 2, détient un verron sur -
ety sachaut que I, ddétient e verron sur o (@ appartenant an
chemin de @i y).
Par le lemme 4. ce cas est impossible. Done il ne peut pas se créer
d’interblocage dans ce cas.

il wexiste pas de chenin entre & ot y.
Si P, veut posé un verron sur y. il doit alors avoir un verron sar
le pere de gy Or P;avant un verrow snr gy, par le lemme 3: P a
verrouillé la racine apres ;.
De méme. si Ppoveut posé un verrow sur o, il doit alors avoir nn
verrouw sur le pere de . Or P, avant un verrow snr . par le lemme 3:
D; a verrouillé la racine avant P
Nous arrivons done a une contradiction. Done 1l ne pent v avoir
d'interblocage dans ce cas.

Pour chagne sens, la généralisation a »n processus se fait de eime, |

Dans le sens racine-fenilles unignenient. nons ponvons donner ny autre
schéma moins coutraimnant.

Définition 6 Soit une structure arborcscente S dont toutes les opdrations de
base sont rCalisées dans Vunique sens racine-fouilles. Le schéma 2 ost défina
par les contraintes swvantes:

Verrouillage : un processus ne peut verrowlleor un newd o de S.oque
Cas 1 . sl dctient le verrow du nazud pére de x,
Cas 2 : sl détient déja le verrow dun noewd antécédent o ot un navud
descendant de v
Cas 3 : Un processus peut verrowiller la vacine v ode S.ossi il ne deétient
plus de verrow dans S.

Déverrouillage : il v’y a aucune contrammte sur le déverrowillage.
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Figure 5.3 : Excmiple de fenetre ponr le schéma 2

Contrairement an schéma 1. le schéma 2 permet existence de neends
non verrouillés, appartenant an chemin reliant des neeuds verouillés par un
processus (figure 5.3).

Les lemmes 1. 2. 3 et 4 appligués ponr les opérations de seus racine-
fenille, sont démontrables de la meéme facon pour le schéma 2 que pour le
schéma 1.

Propriété 2 Le schéma 2 assurc Uincristence dinterblocage des processus
Uutilisant durant unc opcration de basc sur la stracture S.

Preuve:
et pour P et P appartenant a P avee ¢ # 4. si Ppa un verrou sur o et P
a un verrou sur y alors I’ ne pent demander de verron sur gy alors que P
demande un verrou sur .. Deux cas se présentent:

Nous allons dénontrer que pour tout o et y appartenant a N

x antécédent de y.
Si P; peut demander un verrou sur o alors.

soit il a un verrou sur le pere de & (Cas 1).
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soit il a un verron sur un noend = antéeddent de et un sur un des-
cendant de o (Cas 2).

Les deux cas revienuent a fa méme confignration on le processns P, a
un verron sur les natuds < et g et le processns Iaoun verron sur o (avee
o appartenant an chemin de @ a y). Par le lemme 4L cette confignration
est ilpossible doue il we peut pas se créer dlinterblocage daus ce cas.

il n'existe pas de chemin entre o et g,
Si P, demande un verrou sur g alors denx eas se présentent:

P; a un verron sur le pere de gy (Cas 1),
Si P, veut posé un verron sur y. il doit alors avoir un verrou sur
le pere de y.
Or P; ayant nn verron sur y. par le lenme 30 P a verronillé fa
racine apres P,
De micme. si P2 vent posé un verrou sur . il doit alors avoir nn
verrou sur le pere de . Or Py avant un verron sur . par le lemme 3:
P, a verronillé la racine avant P,
Nous arrivons done a une contradiction. Done il ue peut v avoir
d'interblocage dans ce cas.

P, a un verrou sur un noeud :oantéeddent de et un sur un naead 2
descendant de y (Cas 2).
Par le lemme 4, cette confignration est impossible done il ne penat
pas se eréer d'interblocage dans ce cas.

La généralisation a » processns se fait de meme. O

Des parallélisations utilisant ce deuxicme schéma sout exposées dans le
chapitre suivant.

Le but de ces schémas est de proposé des méthodologies assurant
I'inexistence d'interblocage des processus. La consistance d'une structure dé-
pendra de la fagon dont clles sont utilisées pour un algorithme particulier.

Les performances de la structures en parallele dépendront de la raille
de la fenctre utilisée. Plus le nombre de nauds verrouillés dans une fenétre
est important. phis le nombre de processis pouvant étre présents a un instant
donné dans la structure sera petit. Ceei angmentera le temps dattente des
autres processus désirant accéder a la structure.




5.2 Meéthodologie avec marquage

Un facteur nnportaut & prendre en compte, lors de Pélaboration de
structure concurrente est le surcont quentrame Patilisation de primitives de
synchironisation ot de parcours redondants de La structure afin d'en assurer
la consistance.

Les primitives de synchrouisation présentes sur heancoup de machines con-
merciales apportent des solutions matériclles on logicictles an problemes de
l'exclusion mutuelle. Mais elles ont un temps dexéeution non négligeable.

Les algorithmes d'exclusion mutuelle consistent aassurer quun seol proces-
sus obtienne une ressource alors que plusieurs en ont fait fa demande. Nous
montrons que dans le cas d'opérations réalisées dans le sens racine-fenilles,
les primitives de synchronisation peuvent otre remplacées par des simples

mécanismes de marquages.

Théoréme 1 Con.idérons le conterte d opérations concurrcntes de sens Rucine-
feuilles. réalisées sur une stracture arborescente S osclon an des dewa: sehe-
mas enonces preécedemment.

Soit &+ un neud quclcongue de S, osioun processus Podcticnt wn verrow sur

X, alors quelque soit y un naud fils de o Poest e seul processus o powoory

demander un verrow sur .

Preuve: Nous allonus démontrer par Fabsurde gu'il n'existe pas de pro-
cessus P (j # 1) pouvant faire une demande de verrou sur P de fils de
En effet, si P; pent demander le verrow d'un neendd fils g de . alors
- soit P a verrou sur le pere de gy, ce gui est impossible car I le détient,

- soit il détient un ncend ancétre de gy et un noend appartenant a la descen-
dance de y (deuxieme schéma). le lemme 4 montre que cette contiguration
est impossible.

Donc P; est le senl processus a pouvoir demander un verron sur un des fils
de r. m)

Ce théoreme implique que si on utilise un des schémas de verronillages
énoncés plus haut dans le sens racine-feuilles alors, sanf pour la racine de
I'arbre, nous pouvouns utiliser un simple mécanisine de marquage.

Le marquage d'un noud & consistera a attendre que @ ne soit plus margué.
puis & le marquer. Si un processenr n'a plus I'utilit¢ dun neead. il ni suffira
de retirer la marque.

Le noeud racine n'a pas de pere done dans ce cas. plusicurs processus peuvent
essayer de le verrouiller. Un algorithme d'exclusion mutuelle devra done étre
utilisé pour ce neeud particulier.
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5.3 Comparaison des méthodologies pour deux
files de priorité

Tous les algorithmes présentés iei ont (¢ implémentés en langage C
sur une SEQUENT comportant 9 processeurs, Le systeme de cette machine
appelé DYNIX est un UNIX parallele compatible BSD 4.3, La gestion des
processus, les primitives de synchronisation ainsi gue L gestion de Ta mémoire
partagée. ont ¢té réalisée aTaide des libraivies standards de DYNIN.

Le jenx dlessai est le suivant:

Borne Inférieure 100.

Borne Supérieure 1000.
Incrémentation Maximale 15().
Nombres de processeurs \arie de 1 a9,

Les algorithmes utilisés pour les tests avee nu processenr sout les memes gne
ceux utilisés en séquentiel. Les primitives ou les marquages ont ¢t¢ retirés du
programme pour cctte excéeution.

5.3.1 Skew-Heap

T T T T L T
Jones Verrou S~ 4

Jones Marquage ——
2Lock Verrou & 7

2Lock Marquage »—

Temps 35 |

30
2Hr
20 +
i ;
10 1 1 L ! 1 1 1
1 2 3 4 3 f T 8 9

Nontbres de processcurs

Figure 5.4 : Test sur les différents Skew-Heap
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La version conenrrente du Skew-Heap présentée par Joues est récursive
[Jon89]. Afin d'obtenir de meillenrs résultats. nous Vavons rendu itérative,

Une version concwrrente du Skew-Heap appelée 2Lock est également
présentée ici. Le but de ce nouvel algorithme est dangimenter la concnrrence,
Pour cela, nous utilisonus denx verrous par norud: un sur la véférence dn fils
gauche et autre sur celle du fils droit. Sur un naend. un processus pourra mo-
difier la référence droite, pendant gu’un antre pourra modific celle de ganche,
Comme on peut le voir sur la figure 5.4, le Skew-Heap de Jones semble “sa-
turer” a 8 processeurs. Lalgorithie concurrent ue parait pas permettre Ja
présence de plus de 9 processeurs dans la struetnre,

La version 2Lock ne semble pas “.sai'tur(‘r’" avee 8 processenrs. Malhenreuse-
ment, le surcout de 'utilisation d'nn deuxicme verrou par noeud sewble la

rendre moins performante.

La figure 5.4 montre bien que le remplacement des pruuitives de svi-
chronisation par le mécanisuie de marquage réduit le snreont et done donne
de meilleurs résultats. Dot l'équivalence des résultats entre les deux versions
{Jones, 2Lock) avec 9 processeurs. I serait intéressant d'étndier le compor-
tement de ces deux structures avee un nombre supérienr de processenrs, La
version 2Lock saturera aussi. mais sa plns grande concurrence devrait Inj
permettre d’étre plus performante.

5.3.2 Funnel-Tree

L algorithme concurreut du Funnel-Tree présenté jci. est celle de B. Mans
et C. Roucairol [MR90]. La différence entre la version avee verron et celle avee
marquage est flagrante. La figure 3.3, nous montre Fintéret de ce changement,
En particulier, avee deux processeurs. le sureont du anx primitives de syvu-
chronisation est supéricur an temps gagué par la concurrence. Lutilisation
de marquages par contre, ne provoque pas ce phénomene.

48




1 T T | T I
5 Verron ©— 4
Marquage ——

50 i

45 ]

40 |

Temps 35 |

30 1

25 ]

20

\O_‘%

15 — . 1
10 1 1 L | A . |

Nowmbres de processcurs

Figure 3.5 : Test sur les diffcrents Funnel-Tree
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Chapitre 6

Nouveaux algorithmes
concurrents pour l’acces a
d’autres files de priorité

Nous allons daus ce chapitre. présenter la parallélisation du Funnel-Table et
des différents Semi-Splay-Tree.

6.1 Funnel-Table

Le Funnel-Table n'est pas une structure arborescente, done les métho-
dologies présentées précédemment ne peuvent sappligaer.,
Le principe de 'algorithme séquentiel est d'aceéder directement a la file d at-
tente considérée. Pour assurer la consistance de la structure, il faut assurer
une exclusion mutuelle entre les processus aceédant a wne file particuliere.
Nous garantissons la consistance dune file. en utilisant nune primitive de
synchronisation: un verrou. Chaque file du tableau pourra ctre verrouiller
séparémnient.

Nous désignons par f, la file d'attente d'indice t. et par P = (P ..., P,
les p processus susceptibles d'aceeder a la structure.

Lors d'un Insert. le processns verronillera la file considérée f,. effectuera
une insertion séquentielle dans f;. puis déverronillera f;.

Considérons maintenant opération de DeleteMin, Dans [algorithie
séquentiel, une variable B désigne Uindice de la file fi; . ol se trouve les
¢léments de plus graude priorité. Dans le cas ot il existe nn ¢lément dans
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fu.ilsuffit dCeffectuer lasuppression snivant le ineme sehéma gne Plusert. En
revanche, si fi; est vide, uue remise ajour de I3 doir etre effectuée. Dans notre
solution. la variable B sera partagée par tous les processus p appartenant a
P. afin que ces derniers soient informés du nouvel indice de la file possédant
les éléments de plus grande priorite,

Un processus 2 voulant réalisé un DeleteMin, et trouvant fy vide ue peut,
comme cn séguenticl. affecter Pindice de la prochaine file non-vide a 3.

En effet. comme les processus travaillent de facon asyvuchrone. nons pouvons
considérer un processus P, ayant une insertion a effectuer sur la file fr
dlindice B + 1. 81 P, teste la file fippp avaut gque 2 n'est puoinsérer son
élément e . alors e sera perdu.

Afin de résoudre ce probleme. nous considérons guune file f; est "défi-
nitivement vide™ . ssi tous les processus ont fini de séparer tous les noeends de
priorités inféricures on égales a celle associce a f;.

Pour cela, nous ajoutons a la structure de file un champs entier NbProc
initialement a 0. Un processus [ effeetuant nn DeleteNin sur une file f;.
incrémentera le champs NoProc de . 11 le déerémentera lorsquiil aura fing
la génération des noeuds fils. Si tous les processus aceédant a la structure uti-
lisent cette algorithme, la structure restera alors consistante. En effet. soient
les processus I, P; € P. supposons que [, ait pris par un DeleteMin, le der-
nier ¢lément de la file fz. et P vent réaliser un DeleteNin sur fyy.

Comme fp est vide, P; va essayer de trouver la prochaine file définitivement
vide en parcourant le tableau a partir de fi;. Or le champs nh de fp nest
pas nul. done P, ne pourra modifier .

La structure restera done consistante. Ce meme processus 2 ne pouvant re-
mettre a jour B. n'a pas de travail a effectuer. Nous ponvons considérer gne
P; peut s’en procurer Ini-meme. en allant chierchier la prewicre file non vide.

Cette modification de Ialgorithme change la complexite de Vopération
de DeleteMin. En effet, pour I'algorithme séquenticl. la complexité de Ten-
semble des DeleteMin plus les DeleteGreater était O(S). En revanche ponr
Ialgorithme parallele, le pire des cas se présente lorsqunn processus 7 ef-
fectue un DelcteMin sur la premicre file, puis ne fait plus rien. Les antres
processus, a chaque DeleteMin réalisé, vont étre obligd de parcourir une im-
portante partic du tableau, afin de trouver du travail. Dans le pire des cas
I'opération de DeleteMin va doue ¢tre en O(5).

6.2 Splay-Tree

Il nous a paru intéressant d'étndier une version concurrente des Splay-
Tree car en cffet, bien qu'étant, dans notre cas moins performant que le



Funnel-Table, il 1'a pas besoin de la monotonie du modele da GBB. De plus
la stabilit¢ et un DeleteGreater efficace. le rend phus intéressant que les tas.

Les opérations se réalisant dans le sens Racine-feuilles, nons allons uti-
liser le schéina de verrouillage de la définition 6.
Soit un processus P, vonlant réaliser une insertion d'un élément @ dans nn

Semi-Splay-Tree appelé S.

L algorithme séquentiel d'lnsert dn Splay-Tree. dans sa version Semii-
Adjusting doit maintenir trois arbres: T. L et R
A chague rotation ZIG-Z1G rencontrée. Farbre T est venis a jour (fignre 1.9)
et le noeud Top auquel les arbres I? et L ose rattacheront doit etre modifie.

Afin de garantir la consistance de la structure. 2 doit verroniller Ie
neeud Top pendant qu'il construit les arbres et Lo Aun début da parconrs
larbre T est vide, done le verrouillage du uaend Top sera remplacé par le
verrouillage du pointeur de référence de S (le pointenr sur la racine de S).
Lors du parcours pour rechercher la place de el chagqne nonvean noend par-
courn y doit étre verrouillé pour s'assurer qu'il ne pourra plus etre modific,
Dans chaque cas de rotation. nous allons déerire les différents verronillages
et deéverronillages de notre algorithme concurrent.

Nous reprendront les noms donnés au nouds de la fignre 17 ponr les rota-
tions ZIG et ZIG-ZAG. et cenx de la figure L9 pour la rotation ZIG-Z1G.
Nous exposerons que les sens de rotations des figures, les sens svimétrigues

étaut exécutés de méme.

ZIG : le nocud .« est verrouilld,
st le neend g nexiste pas alors la place de w est trouvee,
xr devient le naeud le plus a gauche de 7.
roest déverronillé,
Z1IG-ZAG : & est verroullé,
y est verrouillé.
st 2 n'existe pas alors la place de w est trouvée,
a devient le naeud le plus a gauche de 7.
roest déverouilld,
y devient le noeud le plus a droite de L,
y st déverronille,
Z1G-ZIG : « est verroulleé.
y eost verrouillé,
st & nw'existe pas alors la place de w est trouvée,
y devient le fils gauche de Top.,
le sous arbre B de gy devient la sous arbre ganche de .
Top est déverrouillé (y Uest tonjours).
x devient le noeud le plus a gauche de R.

[ ]
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roest déverrouillé,
le nouvean Top est verrouillé,
enfin y est déverronillé,

Nous pouvons déverroniller les noends insérés dans £ on Locar e nond
Top ¢taut verrouillé, le sehéma nous asswre que les nauds des arbres /et L
e peuvent pas étre verrowillés par un antre processus que [,

Dautre part. le verronillage du neend g (cas Z1G) ot din noend + (cas
Z1IG-ZAG ot ZIG-ZIG) n'est pas obligatoire, car lors de ces rotatious, ces
nceuds ne sont ni modifids, ni lus.

La rotation ZIG-ZIG comporte une exception: St Parbre L on @ oest
vide. le nouveau noeud Top sera le noeud i Dans ce cas. les denx deruicres
opcérations du cas ZIG-ZIG ne doivent pas ctre exdéentées,

Ce phénomene est présent dans le cas d'un DeleteMin. En effet] cette
opération recherchera le noeud le plus a gauche, les rotations susceptibles
d'étre trouvées seront des rotations ZIG-ZIG on ZIG dans le sens Ganche.
Done le nouvean neeud Top verroutllé lors dinne rotation Z1G-Z1G sera tou-
jours le naend .

Pour obtenir 'algorithme de Simple-Semi-Splay-Tree concurrent, il suf-
fit de retirer le cas ZIG-ZAG de algorithme précédent. Les Siugle-Simple-
Semi-Splay-Tree et Single-Semi-Splay-Tree vont ponvoir otre réalisés de la
meme facoun. Il suflit pour chaque cas d'arreter Ialgorithme dorsquie les naends
L oou y correspondent au naend cherehé.

6.3 Expérimentations

Tous les algorithmes présentés ict out été mplémentés en langage C
sur une SEQUENT comportant 9 processeurs. Le systeme de cette machine
appelé DYNIX est uun UNIN parallele compatible BSDL.3. La gestion des
processus, les primitives de syuchronisation ainsi que la gestion de la mémoire
partagée, ont ¢té réalisées a Iaide des librairies standards de DY NIN.

Le jeu dessai est le suivant:
Borne Inférieure 100.
Borne Supérieure 1000.

Incrémentation Maximale 150.
Nombres de processeurs \aric de 1 a 9.
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Les algorithmes ntilisés pour les tests avee un processeur sout les memes gque
cenx ntilisés en séquentiel. Les primitives on les marquages ont ¢t¢ retirés du
programme pour cette exceufion,

6.3.1 Splay-Tree

Nous avous ipléuientd les versions coneurrentes des quatre versions de
Splay-Tree: Semi-Splay, Simple-Semi-Splay. Single-Semi-Splay. Single-Simple-
Semi-Splay. sa version verrou marquage. Les hinit versions sont présentées sur

la fienre G.1.

34 T T T 7 T T T
Semi-Splay Verrou <o—
39 Q Semi-Splay Marquage o~ |
- Single Semi-Splay Verron ——
Siugle Semi-Splay Marquage 4—
30 N Simple-Semi-Splay Verron -
Simple-Semi-Splay Marquage 8-
Single Simple-Sewni-Splay Verrou >é—
28 | Single Simple-Semi-Splay Marquage >—
2 \ %
LV
26 X -
Q
Temps () N ) a & > 2 p
2+ -
) N
X = - = - !
22 + -
N S
20 + & G . ¥
\@
\ ..‘~—‘4".’—" E
18 |- 3 g —&—4
AN
K
e
16 1 1 v s 1
1 2 3 4 3 6 h 8 9

Nombres de processeurs
Figure 6.1 : Test sur les différents Splay-Tree

Nous pouvons déja noter la prédominance des versions avee marquage
sur celles avec verrou. commne nous 'avons dit précedemment Patilisation de
marquages réduit de beancoup le surcont di aux primitives de syuchromsa-
tion.




La version Simple-Semi-Splay est plus performante gue la version Semi-
Splay, alors qu’en séquentiel elles sont ¢quivalentes,
En effet. lors d'un Insert. Palgorithme de Siimple-Semi-Splay remplace le Z1G-
ZAG par deux ZIG. Or un Z1G-ZAG concurrent a besoin de deux verrous,
alors quun Z1G n'en a bhesoin gue d'au,
Si un processus réalise un ZI1G, puis un antre, il o plus de chauce de trouver
le deuxicme verrou libre que si il réalise un ZI1G-ZAG, ot il a besoin dn
deuxicme verrou tout de suite. Cette remarque s"appliqne anssi an cas de
Ialgorithme avee marquage.

Nous avons vu que la complexité amortice des versions Single du Senii-
Splay et du Simple-Semi-Splay était O(log S). 1 est done normal que ces
versions soient plus rapides.

La taille de la structure ¢tant plus petite: les processus scrout moiis noi-
breux a pouvoir aceéder a la structiure an méure moment, et il est done anssi
normal qu'elles satureut heaucoup plus tot.

Au coutraire des versions non-Siugle, les résnltats des deux versious Single
sont ¢quivalentes. En effet. d'une part les arbres des versions Single sont plns
petits, d’autre part ces versions nont pas bhesoin de parcourir une hranche
complete pour trouver emplacement dn nand. Ceet souligne le fait que e
remplacement de la rotation ZIG-ZAG par deux rotations ZIG, ne porte pas
a conséquence sur ce test.

6.3.2 Comparaison avec les files de priorité concur-
rentes existantes

La figure 6.2 moutre les temps de différents types de files de priorités.
Nous pouvons remarquer tout d'abord gue le Funuel-Table gui était le plns
efficace en séquentiel le reste en concurrent malgré sa mauvaise complexité
dans le pire des cas. Cette structure est tres adaptée anx algorithmes de
Branch and Bound, mais elle a hesoin de caractéristiques gui la rende pen
utilisable dans dhautres contextes.

D’autre part, les Semi-Splay-Tree présentés ici. sout intéressants jus-
(u'a O processeurs car, comme nous lavons vu précédemment ils saturent
trés tot par rapport aux autres files de priorite,

La version du Skew-Heap donnée ici est la version de Jones [Jon89].

mais elle a ét¢ modifice: dune part, clle est itérative, et d’autre part. elle
utilise le mcécanisme de marquage.

La structure de Pannel-Tree n'est pas fres performante avee peu de
processeurs. En cffet. sa complexité théorique est de O(logS). quelques soit
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Fuunel Table <—
Funnel Tree Avee Marquage —-—
Skew Heap Jones Avee Marguage B— 7
Single-Sinple-Semi-Splay Avee Marquage >
Single-Semi-Splay Avee Marquage £ J

Temps

Nomhres de processeurs

Figure 6.2 : Test de toutes les FP implémentées

le nombre d'éléments présents dans la strueture. Mais. elle est plus efficace
que les Splay-Tree a partir de 7 processeurs et devient équivalent an Skew-
Heap avec 9 processeurs.




Chapitre 7

Conclusion

Nous avons tout d'abord caractérisé la file de priorité ntilisée dans les Branch
and Bound et dégagd les opérations de base néeessaires a sa manipulation an
cours de Talgorithme. Nons nous sonmmmes ensuite intéressés a adégnation
d'un grand nombre de files de priorités classiquement proposdces en Algorith-
mique et avons dégagés. dans un contexte séquentiel. les plus approprides a
un algorithme Branch and Bound. Nous avous en particulier pris en compte
la facon dont sout gérés par ces structures de donndes les ¢lements de meme
priorité, probleme important dans le développement de arbre d'un Branch
and Bound.

Nous avons ensnite étudié Tutilisation de ces files de priorité par des
processus concurrents. Nous avons ainusi propose de distingner parmi celles de
la littérature, deux types de structure de donndes, actives ou passives, suivant
la fagon dont sont réalisées les opérations concurrentes par les processis,

Dans nn contexte d'implémentation sur machine multiprocesseur a me-
moire partagée. nous avons utilisé la technigue dn verronillage partiel ponr
rendre concurrent I'acees a ces structures de données arborescentes.

Nous en avons déduit une méthodologic générale permettant de rendre
concurrentes de nombrenses structures de données construites sous forme
d’arborescence. Nous avons amélioré nos précédents travaux. [NR90]. en rem-
plagant dans certains cas la plupart des primitives de synchronisation par de
simples mécanismes de marquage, optimisant ainsi 'implémentation. quelque
soit la machine multiprocesseur désignée.

Une comparaison empirique en séquentiel et en parallele de plusieurs
files de priorité nous a permis de dégager deux dentre elles,

(o}
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Dans le cas ot U'intervalle de recherche du Branch and Bound est petit,
le Funnel-Table, spécialement congu pour ce cas particulier. est la plus efficace
des files de priorité que nons avons expérimentées : facilité de progrannmnation,
gestion des élements de imeme propricté et opération DeleteGreater efficace.

Dans un cadre géucral. le Splay-Tree, bien que non spécifique aux
Brauch and Bound, s’avere tres performaut.

En fait, la file de priorité, appelé Single Splay Tree, que nous avons pro-
posée, reprenant A son compte Pavantage tiré du faible intervalle du Funuel
Table et la géncralité dCapplication du Splay-"Tree, vegronpe ensemble des
qualités et performances tant théoriques que pratigues des deux structures
que nous attendions.

L ensemble des travanx présentés coutribue a I'étude de certaines files
de priorité a accees concurrents ot met aceent sur Viutéret da développement
de nouvelles structures de donndées dans la cadre du parallélisue.
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