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Résumeé :

Dans ce papier, nous considérons un type particulier de réseaux de Petri appelé
graphes d'événements temporisés. Nous examinons le cas ou les temps de
franchissement sont aléatoires et bornés. Le but est d'obtenir un temps de cycle
moyen aussi petit que possible en utilisant un nombre donné de jetons. Nous
montrons que sous certaines conditions, la diminution la plus importante du temps
de cycle moyen est obtenue lorsqu'on ajoute un jeton dans le circuit élémentaire qui
a le temps de cycle moyen le plus grand. Nous illustrons ce résultat avec un
exemple.

Mots clés :

Réseaux de Petri stochastiques, Systémes discrets, Temps de cycle .

Abstract :

In this paper, we consider a special type of Petri nets called timed event
graphs. We investigate the case when firing times are stochastic and bounded. The
goal is to reach the lowest possible average cycle time using a given number of
tokens. We show that under certain conditions, the average cycle time decreases the
most when we add one token in the elementary circuit having the greatest average
cycle time. We illustrate this result with a small example.

KQ!WQI’QS :

Stochastic Petri nets, Discrete systems, Cycle time.



1. RAPPELS SUR LES RESEAUX DE PETRI
1.1. finition

Un réseau de Petri est un graphe orienté dont les noeuds sont des places ou
des transitions. On peut définir un réseau de Petri comme étant un triplet (P,T,F)
ou P :ensemble fini de places.
T : ensemble fini de transitions.
F : ensemble d'arcs reliant les places aux transitions et les transitions
aux places.

Les arcs des réseaux peuvent €tre valués par des entiers positifs. On note alors
a : F — IN la fonction de valuation des arcs.

On dit qu'un réseau de Petri est muni d'un marquage quand il existe une
fonction de marquage M : P — IN qui & chaque place fait correspondre le nombre
de jetons qu'elle contient.

On appelle graphe d'événements un réseau de Petri dans lequel chaque
place posséde une seule transition d'entrée et une seule transition de sortie. On dit
qu'un graphe d'événements est temporisé si a chaque transition t est associé un
temps p(t) déterministe ou stochastique.

Une transition t est franchissable pour un marquage M si toutes les places p
qui préceédent la transition sont telles que M(p) 2 a(p,t). Le franchissement ou
mise a feu d'une transition t consiste 2 retirer a(pe,t) jetons dans toutes les places
pequi précédent la transition et a ajouter a(t,ps) jetons dans les places ps qui suivent
la transition.

Un circuit élémentaire est un chemin qui relie un sommet a lui-méme et tel
qu'en le parcourant, on ne rencontre pas deux fois le méme sommet.

1.2. Propriétés

Un graphe d'événements est fortement connexe s'il existe un chemin orienté
qui relie tout sommet du graphe a tout autre sommet.

Un graphe d'événements est borné s'il existe un entier positif k tel que pour
tout marquage M accessible a partir du marquage initial Mo, et pour toute place p
du graphe, M(p) <k.

Un graphe d'événements marqué est vivant si quelque soient la transition t et
le marquage M, il existe une séquence de franchissements, qui, partant de M,
conduit 2 un marquage qui permet de franchir la transition t.

Un graphe d'événements fortement connexe posséde en particulier les
propriétés suivantes :

i) Le nombre de jetons M(y) dans un circuit élémentaire y est invariant.

ii) Il y a blocage au bout d'un temps fini si et seulement si 'un au moins des
circuits élémentaires ne contient aucun jeton a l'instant initial.



RAPHE 'EVENEMENT

Soit T I'ensemble des circuits élémentaires d'un graphe d'événements G. Pour
chaque circuit élémentaire y € T, on peut définir le temps de cycle par
H)
Cly)= ——
) M(y)
ol p(y) est la somme des temps de franchissement des transitions de 7y
ie. u(y) = X u.
tey
M(y) est 1a somme des jetons contenus dans y
i.e. M(y) = 2 M(p) si, pour le marquage M, aucun jeton n'est en cours de

peY franchissement d'une transition.

Comme le nombre de jetons dans un circuit élémentaire est invariant, ce temps
de cycle C(y) caractérise le circuit élémentaire .

Siy* e T est tel que C(y*) = Max C(y) pour tous les ye T, alors y* est appelé
circuit critique et C(y*) = C* est le temps de cycle du graphe d'événements G.
Ce sont les circuits critiques qui définissent la "vitesse de fonctionnement” du
graphe d'événements.

Exemple :
P2

- O+

t1(2) P1 t2(3)

P4 P3
|y
t3(3)

Le circuit élémentaire y1 est défini par ( t1,p1,t2,p2 ) et son temps de cycle Cl
estégala 243 =35.
1

Le circuit élémentaire y2 est défini par ( t1,p1,t2,p3,t3,p4 ) et son temps de
cycle C2 est égal 2 2+3+3 =4.
2

Le graphe d'événements constitué des circuits élémentaires Y1 et y2 a pour
temps de cycle C = Max(C1,C2) = 5.



3. PROPRIETES DES GRAPHES D'EVENEMENTS STOCHASTIQUES

Les graphes d'événements stochastiques que nous considérons dans ce papier
sont des graphes d'événements dans lesquels le temps de franchissement de chaque
transition est une variable aléatoire. Nous ferons I'hypotheése de I'indépendance des
durées de franchissements successifs d'une méme transition.

BACCELLI (voir [5]) a montré que si les variables aléatoires associées aux
transitions sont ergodiques et stationnaires, et si le graphe d'événements est
fortement connexe et borné, alors il existe une constante 7 tel que

S,(0) ps
=" V la transition t du graphe.

lim
k> e

ou Sk(t) est l'instant du k -iéme franchissement de la transition t en régime
permanent.

Tt représente la période moyenne de franchissement d'une transition en
régime permanent.

Dans un graphe d'événements a temporisations stochastiques, on peut définir le
temps de cycle moyen comme étant le temps moyen séparant deux passages
successifs d'un jeton en un point quelconque du graphe lorsque le régime permanent
est établi.

La théoréme suivant nous donne une borne inférieure x du temps de cycle
moyen T.

Théoréme 1 (voir [3]) : On a l'inégalité suivante :

n>2Max (EBt)) =
te T

ou T = ensemble des transitions.
C(y) = variable aléatoire représentant le temps de cycle moyen du circuit
élémentaire .
I't = ensemble des circuits élémentaires qui contiennent la transition t.
Bt = Max C(y)
veI't



t £

On peut également définir une borne supérieure © du temps de cycle moyen.
Le théoreme suivant nous la donne.

Théoréme 2 (voir[3]) : Le temps de cycle moyen est borné supérieurement par :

n = E( Max p(z) )
ze Z

ou Z = ensemble des chemins orientés vérifiant les deux propriétés suivantes :
- l'origine et I'extrémité du chemin sont des places marquées.
- il n'existe pas de place marquée entre l'origine et l'extrémité du
chemin.
p(z) = somme des variables aléatoires associ€es aux transitions de z.

Exemple:
P1 P2 P3
O——0O )
P4 P5 t P6 2
O—f—O
t3 P t4

Dans cet exemple les chemins appartenant a Z sont :
(p1,t1,p2,t2,p3), (p4,t3,p5,t4,p6,t2,p3) et (p7,t4,p6,t2,p3)

Dans le cas d'un circuit élémentaire simple constitué de deux places et de deux
transitions qui ont comme temps de franchissement les variables aléatoires X1 et
X2, on a des renseignements plus précis sur le temps de cycle moyen d'un graphe
d'événements stochastique comme nous le montrent les théorémes suivants :

Theoréme 3 : Si P( X1 = X2 ) =1 alors le temps de cycle moyen est égal a E(X1).

Théoréme 4 : Si P( X2 > X1) > 0 et si E(X1) > E(X2) alors le temps de cycle
moyen est strictement supérieur a E(X1).

On peut remarquer que si 'on a deux jetons dans un circuit élémentaire simple
le temps de cycle moyen est égal 2 E( Max ( X1, X2)).



4. CAS DES TEMPS DE FRANCHISSEMENT BORNES

Dans cette partie, nous étudions le cas ou les temps de franchissement des
transitions sont des variables aléatoires bornées et plus précisément le cas ol toutes
ces variables aléatoires Xi (ie T) appartiennent a des intervalles de la forme
[ ai-€i , ai+€i ] quelque soit i€ T.

4.1. Notations utilisées

Pour une meilleure compréhension des calculs nous avons utilisé des notations
plus simples que nous donnons dans ce paragraphe.

- Ci = temps de cycle moyen du i -i¢me circuit élémentaire yi ( les circuits
ont été ordonnés ).

- C = temps de cycle moyen du graphe d'événements composé des circuits
élémentaires vi.

- C* = Max ( E(X1))
ieT
ou T est I'ensemble de toutes les transitions du graphe d'événements.

Ylai ~ei) fai +ei)
g = nenkj ’lewkj 1)

= [ binfj , bsupj ] ou kj est le nombre de jetons dans le j -iéme circuit
€lémentaire.

- IC est un intervalle dans lequel se trouve C si sa borne supérieure est
supérieure a C*

IC = [ Max binfi , Max bsupi ] = [ binfc , bsupc ]
iel’ ie”
ouI' est I'ensemble des circuits élémentaires du graphe d'événements.

On peut constater que 1'on a toujours :

- Le temps de cycle moyen C du graphe d'événements est supérieur ou égal au
maximum des temps de cycle moyen de tous les circuits élémentaires yi
appartenant au graphe.

-Cie i Vi sibsupi>Max E(Xj).
jevi

- C € IC si bsupc > C*.



4.2, Résultats
On se place dans le cas ou il n'y a que deux circuits élémentaires.
Si -C2>C1 (2.1)
-C2¢ 11 (2.2)
- bsup2 > C* (2.3)
( ces conditions sont résumées dans la figurel )
C} C2
x 1% 1

I n
Fig.1 : Conditions 2.
alors :
ler cas:

si C2 > bsup2' (3) ( i.e.si C2€ 12" ) ou I2' est l'intervalle qui remplace 12
aprés l'ajout d'un jeton dans le deuxie¢me circuit y2 et bsup2' est sa borne supérieure
(voir figure2).

C2
[ [] % ]
\""v—&‘.w___/
12' 12

Fig.2 : Conditions 3.

alors le temps de cycle moyen C diminue plus quand on ajoute un jeton dans le
deuxiéme circuit y2 que lorsqu'on ajoute un jeton dans le premier circuit y1.

Donc pour se rapprocher le plus rapidement possible de C*, il faut ajouter un
jeton dans le circuit élémentaire qui a le temps de cycle moyen le plus grand.

La démonstration se trouve dans le paragraphe 6.

2éme cas :
Si C2 < bsup?2' alors
Y ai
iey2 1
k2 2 2 x Zei 2
iey2

ou k2 est le nombre de jetons de Y2,



et il n'est pas possible de conclure dans ce cas. On peut simplement remarquer que

C*<A
S(ai +¢i)
lE‘YZ
ol A=———=x2x el
Y (ai —¢i) &
iey2

car sinon la condition initiale (2.3) bsup2 > C* n'est plus vérifiée.

La démonstration se trouve dans le paragraphe 6.

4.3. Application numérique

On considere le graphe d'événements suivant :

t4(X4) P3 t2(X2)

( t1(X1) P2

< : P5
”wT)(S Pé U:C%(X3)

Les circuits élémentaires Y1 et y2 sont définis ainsi :
vl = ( P1,t1,P2,t2,P3,t4 )
Y2 = ( P4,t1,P5,t3,P6,t5 ).

Les variables aléatoires X1 suivent les lois uniformes suivantes :

X1 :U(1.9;2.1) X3:U@09;22)
X2 :U(19;2.1) X5:U@22;24)
X4 :U(19;21)
On a donc
Yai=3*2=6 Y ai = 242.05+2.3 = 6.35
ieyl iey2
> ei=3*0.1=03 > ei = 0.140.154+0.1 = 0.35

ieyl iey2



Dans les tableaux (1) et (2) suivants on trouve en fonction du nombre de
jetons, l'intervalle de la formule (1) qui contient le temps de cycle moyen si sa
borne supérieure est supérieure a Cj* = Max ( E(X1) ) pour chaque circuit ¥j.

1€79)

On y trouve également les temps de cycle moyen Cl1 et C2 des circuits
élémentaires Y1 et Y2 calculés par simulation et correspondant a un nombre donné
de jetons dans chaque circuit.

nb de jetons intervalle cycle moyen

ds y1 de y1 de 1
1 [5.7,6.3] 5.999
2 [2.85;3.15] 3.0026
3 [1.9;2.1] 2.0399

Tableau 1 :Temps de cycle moyen de y1.

nb de jetons intervalle cycle moyen

ds y2 de Y2 de y2

1 [6;6.7] 6.3489
2 [3;3.35] 3.17
3 [2;2.23] 23

Tableau 2 :Temps de cycle moyen de y2.

Dans le tableau 3 qui suit, on a fait apparaitre en gras les lignes qui
correspondent au bon choix a faire pour obtenir le plus petit temps de cycle moyen
du graphe d'événements pour un nombre donné de jetons. Ce tableau contient le
temps de cycle moyen du graphe d'événements pour un nombre fixé de jetons dans
les circuits élémentaires Y1 et Y2.
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nb de jetons | nb de jetons | cycle moyen
ds vl ds y2 du graphe
1 1 6.3496
2 1 6.3493
1 2 5.999
2 2 3.17839
3 2 3.17837
2 3 3.0026
3 3 2.3001

Tableau 3 : Temps de cycle moyen de graphe.

On constate que lorsqu'on ajoute un jeton dans le circuit élémentaire qui a le
temps de cycle moyen le plus faible, le temps de cycle moyen du graphe
d'événements ne diminue que trés peu contrairement au cas ou l'on ajoute un jeton
dans le circuit élémentaire qui a le temps de cycle moyen le plus grand.

On peut aussi remarquer que lorsque bsup2 < C* et bsupl < C* le temps de
cycle minimum C* est pratiquement atteint.

5. CONCLUSION

Ce papier nous donne une méthode pour approcher le temps de cycle moyen
minimum d'un graphe d'événements avec un minimum de jetons quand les temps de
franchissement des transitions sont des variables aléatoires bornées et quand les
conditions (2) sont vérifiées. En effet, le résultat démontré pour deux circuits
élémentaires se généralise a un graphe d'événements quelconque. Nous savons donc
dans quels circuits élémentaires il faut placer les jetons pour se rapprocher le plus
vite possible du temps de cycle moyen minimum. On peut ainsi trouver un bon
compromis entre le nombre de jetons et le temps de cycle moyen, plus précisément,
pour un nombre donné de jetons on peut atteindre le plus petit temps de cycle
moyen possible si les conditions (2) sont vérifiées.
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6. ANNEXE

Nous donnons dans ce paragraphe la démonstration des résultats annoncés dans
la quatri¢me partie.

On a les hypotheses suivantes :

-C2>Cl1 (2.1)
-C2e 11 (2.2)
- bsup2 > C* (2.3)
ler cas : C2 ¢ 12" i.e C2 > bsup2' (ou I2' est l'intervalle qui remplace 12 apres

I'ajout d'un jeton dans le deuxi€éme circuit Y2 et bsup2’ est sa borne supérieure).

- Si l'on ajoute un jeton dans le premier circuit yl, C diminue au maximum
de
C-Max (C2,C*).

- Si l'on ajoute un jeton dans le deuxiéme circuit y2, comme C2 ¢ [2',
C diminue au minimum de
C - Max ( bsupl , bsup2', C*)

Or bsupl < C2 carC2 ¢ 11
bsup2' < C2 carC2 ¢ Il

D'ou C-Max (bsupl,bsup2’,C*) 2 C-Max (C2,C*)
et donc le temps de cycle moyen C diminue plus quand on ajoute un jeton dans Y2,
c'est a dire dans le circuit qui a le temps de cycle moyen le plus grand quand celui-
ci est calculé indépendamment des autres circuits.
2éme cas : C2 € 12'i.e. si C2 < bsup2'

C2e I2' = binf2 < bsup2' carC2e I2

Y(ai —ei) ) (ai +ei)
i€y2 < iey2
ad K2 T R2+1

o dai-Q2xk2+1)x Yei<0

iey2 iey2
Y ai
iey? 1
k2 2 -
< 2x Yei 2
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Y(ai +ei) Y(ai +ei)

iey2 le'{Z
= bsup 2 = ——m—— < x 2 X el =
p K2 Zy(zax—el) lez.ﬂl
i€

Donc si C* 2 A alors bsup2 < C* et la condition initiale bsup2 > C* n'est plus
vérifier.
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