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a Michel Métivier

INTRODUCTION

Ce cours s'adresse d'abord aux mathématiciens, aux ingénieurs et
aux futurs ingénieurs, spécialisés dans l'étude et la modélisation de
phénomenes dont 1'équilibre global est assuré par un grand nombre de
transitions élémentaires. Cette situation apparait dans des domaines tres
variés : informatique, téléphonie, fiabilité et sureté de fonctionnement,
économie, biologie, etc...

En général, placé dans un tel contexte, un ingénieur commence par
étudier son probléme a l'aide de la simulation. De ce point de vue, le
chapitre 3 peut étre considéré comme une introduction a I'ensemble de ce
cours. Il situe la simulation en général et la simulation informatique en
particulier par rapport au reste du cours. Il contient "en germe" 1'essentiel
des notions théoriques générales dont la formalisation mathématique est
précisée dans les autres chapitres : notamment, l'accent y est mis sur la
notion indispensable d"évolution markovienne". Un simulateur est
toujours markovien.

Les hypotheses sont précisées au chapitre 1. On y montre l'existence
et I'unicité d'une solution qui donne 1'évolution théorique exacte au cours
du temps. Sauf dans quelques cas trés particuliers qui sont étudiés au
chapitre 8, cette solution est peu exploitable numériquement. Par contre,
les équations en régime stationnaire, c'est & dire en situation d'équilibre
global, sont "relativement” simples : ces équations et l'unicité de leur
solution sont établies au chapitre 2 sous des hypothéses trés générales.

Ces chapitres 1 et 2 ne prétendent évidemment pas résumer les
travaux innombrables et prestigieux portant sur les processus markoviens.
Par contre, comme l'ensemble de ce cours, ils sont "self-contained", c'est a
dire qu'ils ne font pas appel a d'autres connaissances spécialisées, ils
donnent la base théorique minimale suffisante pour supporter les autres
chapitres et toutes les démonstrations y sont "complétes".

Les chapitres 4 a 9 se proposent de faire le point sur les résultats
mathématiques actuellement effectivement numériquement opérationnels
pour le calcul exact en "situation stationnaire”. Dans ce domaine, les
résultats les plus spectaculaires sont associés a la "forme produit”
(théoréme de Jackson, BCMP, etc...) : ils sont établis au chapitre 4. Par
ailleurs, les méthodes classiques de résolution des systémes linéaires,
notamment quand interviennent des matrices creuses, doivent servir de
référence : les chapitres 5 et 6 situent ces méthodes par rapport au contexte
spécifique des systemes en équilibre. Les équations aux dérivées partielles
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linéaires d'une part et des matrices de Léontief - bien connues en économie
- d'autre part sont proposées en exemple au chapitre 6.

La théorie des graphes a toujours été un intermédiaire technique
irremplacgable dans 1'étude des systéemes markoviens discrets ; cet aspect
est étudié au chapitre 7 dans une perspective tout a fait nouvelle et cruciale
relativement a 1'ensemble de ce cours.

Le chapitre 9 donne l'essentiel des résultats liés a 1'utilisation de la
fonction génératrice : cet outil est particulierement efficace en biologie.

Dans les chapitres 1 a 9, I'ensemble des états est supposé fini, ou
"presque” fini : c'est le cas discret. De plus, les hypothéses y sont
suffisamment fortes pour qu'il ne soit pas nécessaire d'utiliser
explicitement la notion de "temps d'arrét". Pour le lecteur qui souhaite
dépasser ce stade, une ouverture sur la théorie mathématique générale est
proposée au chapitre 10. Quelques commentaires sur le cas dénombrable
sont proposés en 3.A.6 et 7.D.6.

Au niveau de la présentation, on impose toujours a; § = a(i,j),

b, ., = bu,v), etc... Le choix entre ces deux notations est purement

typographique.

Ce cours est un cours de mathématiques orienté vers les
applications. Chaque chapitre est ordonné autour d'une (ou plusieurs)
technique mathématique et non pas relativement a un type d'usager. Par
contre, seuls les techniques actuellement utilisables sont étudiées. Pour la
commodité du lecteur pressé - qui ne l'est pas ? - chaque chapitre peut étre
lu presque indépendamment des autres. Ceci conduit a quelques
répétitions. La liaison entre les divers chapitres est assurée par de
nombreux renvois. De plus, un index est donné a la fin du cours, apres les
références. Enfin, pour 'essentiel, ce cours est original, soit quant au fond,
soit quant a la forme.

Je tiens a remercier Madame Martinez qui a assuré la frappe et
la mise en page de ce travail et qui a effectué, avec beaucoup de patience,
de multiples corrections. Je remercie aussi M. Lebah, P. Leguesdron et
L.M. Le Ny pour leurs remarques pertinentes.
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Chapitre 1

Processus markoviens discrets

A. Exemples de base

Al Connaissances requises

Pour la plus grande partie de ce cours, les connaissances requises se
limitent & quelques notions de base en théorie des matrices et en
probabilité. Plus précisément, on supposera que le lecteur est familiarisé
avec les mots ou expressions qui suivent : vecteur, matrice, norme,
systeme d'équations linéaires, loi de probabilité, variable aléatoire,
o-additivité, probabilité conditionnelle p(A|B) (qui se lit probabilité de A
sachant B), formule de Bayes. Les lois les plus usuelles - loi binomiale, loi
de Poisson, loi exponentielle, loi d'Erlang - seront rappelées, au cours de ce
paragraphe A ou au paragraphe E, a l'occasion d'exemples. La
transformée de Laplace sera utilisée au paragraphe 1.F.

Un bref rappel sur quelques notions matricielles est donné en 2.A.1.

Si g est une matrice, g; j désigne le terme de la i-iéme ligne et de la j-ieme

colonne de cette matrice g. La notion de déterminant sera évoquée au
chapitre 7 et celle de vecteur propre en 2.B.

A2 Loi binomiale et marche aléatoire

a) Paul joue a pile ou face ; si la piece retombe sur pile, il gagne un
franc ; si elle retombe sur face, il perd un franc ; soit Xj ses gains ou
pertes (globalement) aprés la k-iéme partie. On dit que (X} ), .y est un

processus qui admet IN (ou un intervalle de IN) comme ensemble des
temps.
L'ensemble E des états possibles de ce processus est contenu dans Z :

c'est un ensemble fini ou dénombrable. Pour chaque valeur k du temps, Xy
"dépend du hasard” : c'est une variable aléatoire. X, n'a pas de valeur
précise : par contre on peut étudier la probabilité pour que Xy prenne la
valeur j ce qu'on note Proba[X, = jl.

b) Pierre marche sur une route en ligne droite parallele a 1'axe Nord-

Sud ; tous les kilometres il joue a pile ou face ; si la piéce retombe sur pile,
il fait un kilomeétre vers le Nord ; si la piece retombe sur face, il fait un
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kilometre vers le Sud. Soit Xk l'abscisse de Pierre, en kilomeétres, au
k-ieéme kilometre parcouru, l'origine étant la position initiale de Pierre et
la route étant orientée du Sud au Nord. La loi d'évolution de Xk est

évidemment la méme qu'au a). On dit que X est une marche aléatoire.

¢) Sion connait X, , la valeur de X, +1 he dépend pas des valeurs

X y, Xi yeuns Xk_1 : on dit que le processus est markovien (cf. § B.3).

10 4y

d) Soit Y, le nombre de fois oi1 1a piéce est tombée sur pile lors des k

premiers lancers. On sait que Y, suit la loi binomiale d'ordre k et de
parametre 1/2. On a donc, pour 0 <j<k,

. . 1
Proba[Y, = j] = C, (-21-)n ot C =

On a évidemment Proba [Xk =1] =Proba Y, = (G+k)/2] .

A.3 Loi et processus de Poisson

a) On étudie les appels qui arrivent a un standard téléphonique. On
effectue cette étude pendant une heure. On suppose que, durant chaque
intervalle de temps de une seconde, la probabilité qu'il y ait un nouvel
appel vaut p, et la probabilité qu'il n'y ait aucun appel vaut (1-p) : on
suppose donc que la probabilité qu'il y ait plusieurs appels est négligeable.
On suppose aussi que 1'évolution est markovienne c'est a dire que ce qui se
passe pendant une seconde est indépendant de ce qui s'est passé
auparavant. Soit Y le nombre d'appels arrivés au cours de l'heure
considérée. On sait que Y suit la loi binomiale d'ordre 3.600 et de
parametre p. La moyenne (I'espérance mathématique) de Y vaut a = p n
avec n :=3.600.

Ona proba[Y=k]= Cﬁ pF(1-p)™°k

n étant grand, l'expression ci-dessus est techniquement difficile a
calculer. Dans ce cas, on sait que la loi binomiale peut étre approchée par
la loi de Poisson de méme moyenne a. Rappelons que l'on dit que Z suit la
loi de poisson de parametre a, si on a :

proba [Z = k] = e® a¥/k!

b) Etudions maintenant le méme central mais en observant les
arrivées d'appels milliseconde par milliseconde. L'étude peut étre

effectuée comme au a) sauf que n doit étre remplacée par n' = n 103 et p
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parp =p 1073 puisque la moyenne a = np = n'p' n'a pas changée. Dans ce
cas, l'approximation par la loi de Poisson est encore meilleure qu'au a).

On congoit donc qu'en observant les nouveaux appels suivant des
intervalles de temps de plus en plus brefs, on ait, a la limite, exactement
une loi de Poisson.

¢) Nous verrons (§ E.3) une autre fagon de démontrer ce résultat. Au
lieu d'étudier le nombre d'appels durant une heure, on peut 1'étudier entre
Oett.

Plus précisément, soit T = R* I'ensemble des temps ; pour chaque

élément t de T, soit X, la variable aléatoire associée aux nombres d'appels

arrivés entre 0 et t. Le processus (Xt)t <1 st appelé processus de Poisson.

A.4  Loi exponentielle

a) Reprenons le "décor" considéré au paragraphe A.3 mais, au lieu
d'étudier le nombre d'appels au cours d'une heure, nous allons étudier le
premier appel. La méthode la plus classique consiste a étudier la variable
aléatoire D associée au délai qui s'écoule avant le premier appel ; on sait
que D suit la loi exponentielle de parametre u ; le délai entre deux appels
suit la méme loi que D ; si D est exprimé en heures, u = 1/a (a étant le
parametre introduit en A.3).

On peut aussi aborder ce probléme en termes de processus. Plus
précisément, 0 étant l'instant initial d'observation, pour chaque instant t

on pose X, = 0 s'il n'y a pas eu d'appel avant l'instant t et X, = 1 si le
premier appel a eu lieu avant l'instant t. L'ensemble des temps de ce
processus X est R* ; 1'ensemble des états de ce processus-X est E := {0,1}.

Quel que soitt =0, X, est une variable aléatoire et on a :
Proba [X, =0] =Proba[D>t] = el et

Proba[X, =1] =Proba[D<t] =1-e™
On a aussi :
Proba [X,, =0 | X, =0] =e /e = ¢ = Proba [X, = 0]

c'est a4 dire que, & partir de l'instant s, si on sait que X = 0, I'évolution

ultérieure (s fixe, t variable) suit la méme loi que celle du processus Xt

initial : cette propriété est satisfaite par tous les processus markoviens
homogenes, c'est a dire les processus markoviens dont les taux d'évolution

(u pour X) sont fixes au cours du temps. L'application X, — X, est
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souvent appelée opérateur de translation.

b) Considérons une machine que 1'on met en marche a l'instant t = 0 ;
on veut étudier le premier instant ou cette machine tombe en panne. On

pose X, =0 sila machine n'est pas tombée en panne avant l'instant t et

X, = 1 dans le cas contraire. On suppose que, si la machine est en marche
a l'instant s, la probabilité pour qu'elle tombe en panne entre s et s+h vaut

u h + h e(h) ou e(h) est une fonction de h telle que

lim eth) =0
hio

On suppose donc que u ne varie pas, c'est & dire que la machine considérée
ne "vieillit pas". On sait alors que X, suit la méme loi qu'au a) (étude de la
loi exponentielle).

Si la machine étudiée est une voiture, au lieu d'étudier le délai avant
la premiére panne, on peut étudier le kilométrage parcouru avant la
premiére panne (t sera exprimé en kilometres).

Comme en A.2, on note qu'un méme modeéle mathématique peut
convenir pour des situations concrétes extrémement diverses.

B. Loid'un processus
B.1 Processus stochastique

En théorie des probabilités a temps fixe, I'expression peut-étre la plus
utilisée est celle de "variable aléatoire" : en fait, il n'y a pas de définition
mathématique simple et universelle de cette expression. Cette expression
correspond & un concept, a la frontiére entre la modélisation
mathématique et le réel ; par contre, si R et S sont deux variables
aléatoires, on peut donner un sens mathématique trés précis a des
notations ou expressions telles que :

Proba [S = u] qui peut se lire "probabilité d'avoir S = u"

E(S) = espérance mathématique (valeur moyenne) de S

Proba [S = u|R = v] qui peut se lire "probabilité d'avoir S = u sachant
R=v" ete..

De méme, si on étudie un phénomeéne qui évolue au cours du temps
(ou au fil des kilometres !), le concept de base est celui de processus.
Evidemment, on peut donner des définitions mathématiques précises
associées a ce concept : ces définitions dépendent de ce que l'on veut
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étudier et du niveau théorique auquel on se situe. En fait, de méme que
pour l'expression "variable aléatoire”, l'expression "processus
stochastique” correspond a un concept a la frontiére entre les
mathématiques et le domaine expérimental.

Nous ne donnerons pas de définition mathématique de l'expression
"processus stochastique” (en abrégé processus). Disons seulement que, si

T est I'ensemble des temps, un processus (stochastique) (X)), _r est une

famille de variables aléatoires indexée par T. Pour tout élément t de T, X,
est la variable aléatoire associée a l'état du processus a l'instant t.
Notamment Proba [Xt = u] désigne la probabilité qu'a l'instant t le

processus soit dans l'état u. De méme, pour s < t, Proba [X, = uIXs =v]
désigne la probabilité que le processus X soit dans l'état u a l'instant t
sachant qu'il était dans l'état v a l'instant s.

Dans ce cours, I'ensemble T des temps sera toujours un intervalle de
IN (cas "a temps discret”) - exemple A.2 - ou de R (cas "a temps continu") -
exemples A.3.c) et A.4. L'ensemble E des états du processus sera toujours
un ensemble fini ou dénombrable (processus "discret").

B2 Loi d'un processus

Soit t(1) < t(2) <...< t{n) une séquence d'éléments de T ; la famille
(Xt(l)’ Xt(z)"" Xt(n)) peut étre considérée comme une variable aléatoire a

valeurs dans E" et on peut parler de sa loi conjointe.

Etudier la loi du processus X, c'est étudier la famille de toutes les lois
conjointes des variables Xt(l),..., Xt(n) pour toutes les séquences finies
croissantes possibles d'éléments de T. Cette famille satisfait évidemment a

des conditions naturelles de compatibilité (par exempler la loi de X X,

X, ) induit celle de (XX, ) : on dit qu'elle constitue un systéme projectif.

Il est trés vite apparu que cette notion de loi ne suffisait pas, au
niveau de la technique mathématique, quand l'ensemble T des temps est
un intervalle de la droite réelle : notamment elle ne suffit pas pour
disposer de l'outil indispensable que le mathématicien appelle un temps
d'arrét. Le formalisme adéquat est di essentiellement a4 Kolmogorov (cf. le
chapitre 10 et le paragraphe 3.E.4).
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B3 Processus markovien

On dit qu'un processus (Xt)t o1 est markovien si "le passé et le futur

sont indépendants sachant le présent”, c'est a dire que 1'évolution (1a loi)
du processus a partir de l'instant s, sachant qu'il est dans l'état e a cet
instant, ne dépend pas de la fagon dont ce processus a atteint cet état e
mais seulement de 1'état e.

Dans le cas ot I'ensemble des états est fini ou dénombrable - ce qui est
"presque” le seul cas considéré dans ce cours - soit t(1) < t(2) <...< t(m)

<...< t(n) une séquence d'éléments de T et (el,..., €.

associée d'éléments de E ; dire que le processus X est markovien, c'est dire
que pour toutes telles séquences on a :

, en) une séquence

Proba[Vi>m, Xy =& | Xim) = €m
=Proba[\7’i>m,Xt(i)=ei | VjSm,XtG)=ej]

B4 Semi-groupe de transition

Si la propriété ci-dessus est satisfaite, on vérifie immédiatement en
raisonnant par récurrence sur m et en utilisant la formule de Bayes que

Proba [V i, X, ;, = €;]1= Proba[X, gy=e;1. I] Proba(X, 4= e, X, 41y =e\1)
k=2

On a de plus (c-additivité d'une probabilité qu'on appelle aussi
axiome des probabilités totales ) :

Proba [Xt oY) = el ] = Z Proba [Xt () =e ] . Proba [Xt %)) = el | Xt 0 = e]
eekE

La fonction GS t(e,e’) := Proba [Xt =e'| Xs = e ], définie pour s < t, est

appelée semi-groupe de transition. Ce qui précéde montre que la loi d'un
processus markovien a partir de l'instant t(o) est caractérisée par la loi

initiale (la loi de la variable Xi0) ) et le semi-groupe de transition G.

On dit que le processus X markovien est homogeéne si, quel que soit

u>0ets<t, Gs,t = Gs+u,t+u (dans la mesure ou s et t+u appartiennent a

T). La loi du processus est invariante par translation dans le temps.

Dans la suite, du point de vue des applications, on se rameénera
touyjours a l'étude de processus markoviens homogéenes discrets.
Notamment, si on étudie un tel processus par simulation informatique
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(cf. § 3.D), l'ensemble des états possibles est grand mais fini. Par contre,
on est souvent amené a introduire un modéle mathématique pour lequel
I'ensemble des états est non dénombrable : par exemple, dans le cas de la
file GI/GI/1 (cf. 3.E.3), on met en mémoire les délais passés depuis la
derniére arrivée et le début du dernier service.

C. Chaine de Markov

C.1 Matrice de transition

On dit qu'un processus (X,), .y est une chaine de Markov si (X)), ¢

est un processus de Markov et si I'ensemble T des temps est un intervalle
de IN. Dans ce cas, la valeur du semi-groupe de transition pour s = k et
t = k+1 est appelée "matrice de transition”.

Plus précisément, si E est fini, on peut identifier E et l'ensemble
{1,...,n}. Pour tout élément k de T c IN, la matrice de transition en k est la
matrice (n x n) définie par :

Le processus est homogéne si cette matrice ne dépend pas de k.

C.2 Semi-groupe de transition

Soit (Xt)teT une chaine de Markov dont l'ensemble des états est
{1,....,n}. Soit h < k deux éléments de T.On a :

Proba (X, =j [ X, =1]= (g, 8,1 - 8k.1);

I'expression ci-dessus entre parenthéses étant un produit matriciel usuel.
Ceci se vérifie immédiatement (comme en B.4) en raisonnant par

récurrence sur k et en utilisant 1'additivité d'une probabilité et la formule
de Bayes.

C3 Matrice stochastique

Soit g une matrice (nxn) a coefficients positifs. On dit que g est une
matrice stochastique si, quel que soiti,1<i<n,ona:

n
z gi,j=l
j=1
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On vérifie immédiatement que le produit de deux matrices
stochastiques est une matrice stochastique et qu'une matrice de transition
(comme définie en C.1) est une matrice stochastique. Inversement, une
matrice stochastique peut étre considérée comme une matrice de
transition.

Nous allons donner trois exemples de chaines de Markov ; de
nombreux ouvrages proposent d'autres exemples tout aussi illustratifs
(cf., par exemple, [Faul, [HeP] et [Ros] ; cf. aussi 3.D.3).

Le premier exemple proposé en C.4 est tout a fait élémentaire. En C.5
on donne un exemple de stratégie ; en C.6 on donne un exemple de gestion

de stock : ce sont des situations types pour lesquelles la modellsatlon
mathématique associée est une chaine de Markov.

C4 Pile ou Face

Jean et Pierre jouent a Pile ou face. Au début de la partie, Jean
posséde a francs et Pierre b francs. A chaque partie, Jean et Pierre misent
un franc chacun et celui des deux qui gagne ramasse la mise totale. Si Xy
est la fortune de Jean aprés le k-iéme partie, celle de Pierre est b+a—Xjy
donc la valeur de Xy caractérise 1'état du processus. Tant que 0 < Xy < a+b,
ona Proba [Xk+1 =u+l | Xy =ul= Proba [Xk+1 =u-1|Xy=ul=12 ,ce
qui définit la matrice de transition. Il est assez facile d'étudier
complétement la loi de ce processus.

C.5 Une stratégie élémentaire

Soit b > 0 et m et n deux entiers, m > n > 1. Soit (X Yk)k>0 la suite de
couples de variables aléatoires définie comme suit :

- si b<X <b2", Y, =Y,
et Proba [X,,; =2X;1=% et Proba[X,=3 X,1=2/3

~ siX,=b, Probal[X,,  =b et ¥, =Y, ~21=2/3
et Proba [Xk R 2b et Yk =Yk] =1/3

~ siX, =b.2", Proba [X,, =2 X et Y, =Y]=23
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Ceci modélise 1'état de la fortune d'un joueur qui adopte la stratégie
("martingale") suivante : soit X, la somme destinée au jeu et Y, le reste de
la fortune juste avant la k-iéme partie. Lors de cette k-iéme partie, si

b < X, < 2" b, il joue la somme 1% eton suppose qu'il a deux chances sur
K 9 A

trois pour que la somme destinée au jeu passe de X, & 1/2 X, (s'il perd) et
une chance sur trois pour que cette somme passe de X, a 2Xk (s'1l gagne) :

sib<X < 2" b, il ne modifie pas le reste de sa fortune Y, - Si X =b,il

joue encore la somme %Xk mais, s'il perd, il prend la somme %Xk = % b

dans sa fortune et la rajoute & la somme %— b qui lui servait pour jouer. Si
Xg = b.2" , il joue toujours la somme %Xk mais, s'il gagne, il remet
prudemment la somme b.2" dans sa fortune et ne garde que la somme b.2"
pour jouer le coup suivant.

On suppose que Y1 =b.2" et X, =b . Enfin, le joueur décide d'arréter

de jouer dés que Y, =0 ou Y, 2 b.2m+1,

La valeur du couple Xy 41> Yy, 1) dépend du hasard a la k-iéme partie
et de la valeur du couple (X;, Y, ) ; par contre, si on connait ce couple
Xy Yy Xy ,15 Yy, 1) De dépend pas des couples (Xj ,Yj) pourj<k.Ona
donc une chaine de Markov si on prend comme ensemble d'états

I'ensemble des valeurs possibles de ces couples Xy, Y, ). Si on voulait

définir la "matrice” de transition avec le formalisme usuel, il faudrait
donner une indexation totalement ordonnée de cet ensemble d'états. En
fait, dans l'essentiel de ce cours, la relation d'ordre sur les indices d'une
matrice n'intervient presque jamais (cf. le chapitre 5 pour une
explicitation du formalisme général associé). On va donc considérer qu'un

état u est un couple u := (u',u") ot u' est de la forme 2kbh,0<k<n etv est

delaformejb,0<j<2™! Pourb<u <2”b,ona:
Proba [ (X1 ,Yice1) = (/2,u") |(X, ,¥y) = (u',u") ] = 2/3
Proba [ (X, ,Yi,1) = 2u',u") [(Xy ¥y = (uw',u") ] = 13

Les autres probabilités de transition pour b < u' < 2" b sont nulles. On

construit, de fagon analogue, a , pouru' =betu = 2" b.

On note que le jeu est équilibré en ce sens que E(X  ,+Y, ,-X,-Y,) =0,
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et ceci quelle que soit la valeur du couple XYy le mathématicien dit

alors que (X, +Y,) est une martingale.

En fait, nous verrons plus tard que l'on peut étre amené a "grossir”
I'ensemble des états si on veut disposer d'autres informations que la
fortune du joueur : par exemple, si on veut étudier le nombre total de
parties avant que le joueur n'arréte de jouer, il faut que 1'état du processus
prenne en compte le nombre de parties déja jouées. Cet exemple sera
repris en 2.C.2, 2°) et surtout, en 3.D.2.

Cé6 Stock a point de commande
Soit u et v deux entiers strictement positifs.

Tous les lundis matin, un détaillant fait l'inventaire de son stock :
pour simplifier, supposons qu'il n'y ait qu'un seul article. Si le stock X, est

supérieur ou égal a v, le détaillant ne commande rien. Si le stock est
inférieur a v, le détaillant commande ju articles ot j est le plus petit entier

i tel que Xk+iu > v. Pour simplifier le formalisme, on suppose que ces
articles sont livrés immédiatement (le lundi matin).

Par ailleurs, on suppose qu'une étude statistique préliminaire a
montré que le nombre Y, d'articles vendus (s'ils sont disponibles) entre
deux lundis matin suit une loi de Poisson de parameétre a.

Pour tout entier w, posons :

a(w) := inf. {i : w+iu 2 v} et b(w) := w+a(w)

c'est a dire que le détaillant commande a(w) articles si le stock est dans
1'état w (le lundi matin).

La matrice de transition est alors définie par :

Proba[X,, =0 |X, =wl=e" 2, 4d/j!
j 2 b(w)
et pour b(w)—j 21 _
Proba[X,,, = bw)~j | X, =wl=e " a'/j!

Pour un tel exemple, le probleme essentiel est d'optimiser, en régime
stationnaire (cf. chapitre 2) les valeurs de u et v relativement a une
certaine fonction de coiit.
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D. Processus markovien a temps continu
D.1  Matrice d'évolution

Dans tout ce paragraphe D, on pose T := R*, on suppose que E est un

ensemble fini ou dénombrable et on suppose que (X,),_r est un processus
markovien homogéne qui admet E comme ensemble d'états. On pose :

(1D1) g,(u,v) := Proba [X; =v | X =u] =Proba (X, =v|X =u]

On suppose que, pour tout couple (u,v) d'éléments de E, la fonction

h —» % gh(u,v) a une limite quand h tend vers zéro, h > 0 : c'est une

hypothése de "dérivabilité a droite” physiquement assez naturelle. On
pose, pour u #v:

. 1 , 1
(1D2) a(u,v) := }111?01 T gh(u,v) = Llrﬂ) 5 Proba [Xt+h =v|X,=u]

Pour u = v, on pose a(u,u):=0.

On dira que a est la matrice d'évolution associée au processus X.
D2 Equations de Chapman-Kolmogorov

On suppose que I'ensemble E est fini.

Soit h > 0. Provisoirement, on fixe t, u, v et h et, pour alléger les
notations, on pose :

z(w) := Proba [Xt+h =v et Xt =w|X =u]
Le processus X étant markovien, on a :

z(w) = g(u,w) g (w,v) (formule de Bayes)
Pour w = v, on a aussi :

zv) =g, (uv)(l - z g (v,w)]  puisque 2 g vw =1

W%V weE

Enfin, I'additivité de toute loi de probabilité implique :

Gon (WV) = 2 ZW) = 2, g (W gwv) +g GV [1- 2 gvw]

we E wW#EV W%V

ce qui permet aussi d'écrire :
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1 1 1
v g, (W) - g, (uV)] = - g, (u,v) > = g (v,w) + > g, (u,w) T &n{w»)

W#£V h W*Vv

Compte tenu de D.1 (cf. 1D2), le second membre a une limite quand h
tend vers zéro ; le premier membre a donc lui aussi une limite, c'est a dire

que la fonction t — g, (u,v) est dérivable et on a:

(1D3) g, (W) = -g, (Wv) Z atv,w) + 2 g, (uw) a(w,v)

W#V W#V

Ce systeme différentiel est souvent appelé le systeme des équations de
Chapman-Kolmogorov. Il reste valable quand E est infini sous réserve
d'étre autorisé a intervertir le symbole Z et le passage a la limite quand h
tend vers zéro. En général, quand on a a écrire ce systéeme d'équations
pour un exemple concret, il ne faut pas chercher a utiliser formellement
la relation 1D3 : au contraire, il est souvent plus simple de refaire la
démonstration qui précéde pour l'exemple considéré. On conseille donc au
lecteur novice de refaire cette démonstration pour tous les exemples
considérés par la suite, notamment ceux du paragraphe E (cf. aussi les
exemples du chapitre 4, 5.E.5, 9.C.2, etc...)

D3 Equations backward de Kolmogorov

Les équations 1D3 sont aussi appelées les équations forward de
Kolmogorov. En introduisant 1'évolution entre 0 et h au lieu de 'évolution
entre t et t+h on démontre, comme en D.2, que I'on a :

gt*h(u,v) = z Proba [Xt+h =v et Xh =w | Xo = uj

weE

2 gr(uw) g, (w,v) + g, (u,v) (1 - 2 g (u,w)]

wW¥Uu wzUu

En divisant par h et en faisant tendre h vers zéro, on obtient :

(1D4) g U =-g () 2 auw)

w#U

+ 2 auw) g, (W,v)

wW#U
ces équations sont souvent appelées les équations backward de
Kolmogorov.
D4 Systeme différentiel linéaire

Théoréme : E est un ensemble fini ou dénombrable. On se donne une
constante ¢ et une fonction réelle b définie sur (ExE). Suivant les
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conventions générales de ce cours, on pose b := b(u,v).
On suppose que, pour tout élément u de E, on a :

(1D5) 2 by, lsc

veE
Alors il existe une et une seule famille de fonctions réelles de
variables réelles, indéfiniment dérivables, famille indexée par (ExE) que
T'on note (e® %) et qui satisfait aux propriétés suivantes :

(i) pour tout couple (u,v) d'éléments de E, les familles (b u w(e

(eP t)u w Pw Vwep Sont sommables et on a :

d
&(ebt)u, = Z b, (ebt)wv- Z (e ')u,w Wy

weE wekE

(i) (e%,, =8 (symbole de Kronecker)

u,v

(i11) pour tout couple (u,v) d'éléments de E et pour tout couple (s,t) de réels

la famille ((ebs)u,w (P b wvweE €St sommable et

b(Sﬂ) 2 (e uw (ebt)wv

wekE
Preuve :

1°) Ce théoréme est un résultat classique d'analyse que l'on peut
trouver dans tous les ouvrages de base quand E est fini. Pour la commodité
du lecteur, rappelons rapidement les grandes étapes de la preuve (quand E

est infini) : cette preuve peut étre omise en premiére lecture (cf. aussi
8.A.2).

2°) Pour tout couple (F,G) de parties finies de E, on a :

2 2 bybylsc X [blsec

veF weG veF

La famille (bu’v b v’W)V < est donc sommable et on peut poser

by = 2 by, by 20y, )

veE

3°) En raisonnant par récurrence croissante sur k, on prouve de
méme que l'on peut poser :
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k k-1
bew = Y By B Dy
veE

etona

k k-1
bu,w = 2 ( )u,w bw,v et

veE
k k
2 Ibgl<c
w eE w
4°) La série entiere de terme général bﬁ v th/k!  est majorée en

module par (|t| o)X /k! ; ces deux séries ont un rayon de convergence infini.
Notamment, on peut poser

b k |k
€ Dy, = EO byt /k!

5°) En raisonnant comme précédemment, on vérifie que les familles

considérées en (i) sont sommables. On termine la preuve de (i) en dérivant
termes a termes la série entiére introduite au 4°).

6°) La propriété (ii) est évidente. On vérifie que la famille introduite en
(iii) est sommable. Par dérivation on prouve (iii) quand s = -t . On en
déduit I'unicité de la famille ePt en tant que solution de (i) et (ii).

7°) On prouve (iii) par dérivation et identification (unicité) (pour plus
de détails, cf. 8.A).

D5 Semi-groupe de transition

1°) E est un ensemble fini ou dénombrable et on pose T := R™ . Soit ¢’
une constante et a une fonction positive définie sur (ExE). On suppose que,
pour tout élément ude E, on a :

(1D6) Z a(u,v) s c¢'.

v eE
On pose ¢ :=2c'. Soit b la fonction définie sur (ExE) par :
si u#v, b(uyv)=a(,v)

si u=v, b(uuw) = - E a(u,v)
vekE

On note que Z |[b(u,v)| € ¢ . On peutdonc utiliser le théoréme D.4 . On pose

vek

g (wv) =Y, .
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2°) La famille de fonctions gt(u,v) est I'unique famille qui satisfait aux

équations 1D3 (resp. 1D4) et aux conditions initiales g (u,v) =34, -

On dit souvent que cette famille est le semi-groupe de transition : en
fait, dans le cas considéré ici, cette famille constitue un groupe quand t
parcourt l'axe réel, le cas t < 0 n'ayant plus d'interprétation "physique”
naturelle. On peut méme prendre t complexe.

3°) Si on connait la loi initiale (p, )

WucE avec Py = Proba [X0 =u}],ona:

Proba [Xt = V] = 2 pu (eb t)u,v

ueE

On vérifie immédiatement que la fonction f{(t):= z Proba [X,=V] a
vekE
une dérivée nulle ; elle est donc constante et égale a 1.

4°) L'hypothése 2 a(u,v) € ¢' avec c'indépendant de u est une
veE
hypothese forte qui n'est pas toujours satisfaite (cas de la file M/M/oo par
exemple). Quand cette hypothése n'est pas satisfaite, en général, le plus

simple est de considérer une suite de fonctions (@ )., qui croit vers a et
telle que chaque fonction a) satisfasse a I'hypothése précitée. On vérifie

alors, quand c'est possible, que la suite des solutions associées a (@ s,
converge vers la solution escomptée quand k tend vers l'infini.

E. Exemples

E.1  Loiexponentielle

Reprenons l'exemple introduit en A.4. On a E = (0,1}, a5, =u,

a, o = 0. Le systéme différentiel 1D3 s'écrit, pouru=0etu=1:

d
I g.(u,0) = —u g,(u,0)

d

3 g.(u,1) = u g(u,0)

Pouru=0, g(0,0)=1- et ot glo,1) = et

Pouru =1, gt(l,o) =0 et gt(l,l) =1.
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E2 LoidErlang

1°) Soit u > 0. Considérons le cas ot E := {0,1,...,n}. On suppose que,
quel que soit k, 0 <k <n-1, a(k,k+1) :=u et que a(e,e’) := 0 pour tous les
autres couples (e,e') d'éléments de E. Ceci généralise le cas précédent qui
correspond a n = 1.

Ce modele correspond, par exemple, au cas d'un client qui passe
successivement dans n services, la durée de chaque service suivant la loi
exponentielle de paramétre u. Pour k < n, le processus X est dans I'état k
si le client est dans le (k+1)-iéme service. Le processus est dans 1'état n si
les n services sont terminés.

2°) Comme précédemment, on pose :

g,G.k) := Proba [X, = k | X, = j]

Le systeme 1D3 s'écrit :

g'G,0) =—ugG,0), g,G,n) =ugG,n-1)
etpourO<k<n:

g'tﬁ’k) =-u gt(])k) +u gtﬁ,k—l)

3% Pourj=0,onag 0(o,k) =46 ok - En raisonnant par récurrence

croissante sur k on vérifie facilement que la solution de ce systéme
différentiel est :

pour 0sk<n : glok)= (ut)* et /k!
n-1
et glom) =1~ F (ut) e /k!

g,(o,n) est la fonction de répartition de la loi d'Erlang d'ordre n, c'est a dire
du produit de convolution de n lois exponentielles.

4°) Pourj>0etj<k <n,ona gt(i,k) = ht(o,h—j) ou h, est la fonction 8

sauf qu'on y remplace n par (n—j) : on a une loi d'Erlang (n—j) puisque les j
premiers services sont déja effectués des l'instant t = 0. Evidemment,

gt(j,k) =0 pourk <j.

E3 Processus de Poisson

Reprenons le "décor” considéré en A.3 avec la modélisation amorcée
en A.3.c.On a donc X, = ks'ilyaeukappelsentre0ett ;E=IN et T=R".
On a a(k,k+1) = u (quel que soit k > 0) et a(e,e’) = 0 pour tous les autres
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couples d'éléments de E. L'étude est tout a fait analogue a celle effectuée en
E.2 . Le systéme différentiel 1D3 s'écrit :

g.0,0)=-ug,0) et,pourk>0:

On en déduit :
pour k<j, gGk) =0

pour k2>j, g,k = (ut)kD et /(k—j)!

E4 File M/M/1

1°) Définissons d'abord le modéle mathématique. On pose T := R™ et
E:=IN.Soitu>0etv>0.0n pose, quel que soit k>0

a(k,k+1) :=u,atk+1,k) :=v et a(e,e’) :=0 pour tous les autres
couples (e,e’) d'éléments de E. Le systeme 1D3 donne :

g’t(jyo) =-u gtﬁ,o) +Vv gt(],l)
et, pourk>0:

g‘t(j,k) = ~(u+v) gt(j,k) +u gt(j,k—l) +vVv gt(i,k+1)

On sait calculer la solution de ce systéme différentiel mais celle-ci est
loin d'étre simple : on note donc que, méme pour un systeme différentiel
1D3 relativement simple, la solution est complexe et souvent peu utilisable.

2°) Ce modele mathématique correspond a des situations concrétes
extrémement variées. Par exemple, k peut étre le nombre de clients dans
une file d'attente (y compris le client en service) quand les arrivées a cette
file se font suivant un processus de Poisson de paramétre u et quand il y a
un seul serveur dont la durée de service suit la loi exponentielle de
parameétre v. Dans la notation M/M/1, le premier M correspond a la loi des
arrivées (Markov), le deuxiéme M a la loi de service (Markov) et le 1 au fait
qu'il y a un seul serveur.

ES5 File E2/M/1

1°) Définissons d'abord le modele mathématique. E, I'ensemble des
états, est I'ensemble des couples (j,k) avec j = 1 ou j = 2 et k entier positif.
Soit u et v deux réels strictement positifs. On pose, quel que soitk >0 :

a((1,k),(2,k)) :=u , a((2k),(1k+1)):=u
a((1.k+1),(1,k)) :=v , a((2,k+1),(2,k)):=v
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Pour tous les autres couples d'états (e,e’) on pose a(e,e') := 0. On pose
aussi g(e,(j,—1)):= 0 (quel que soitl'étate et j =1 ouj = 2). Le systéme 1D3
devient dans ce cas, quels que soient 1'état eetk > 0:

g'(e,(1,k)) = — gle,(1,k)(u+v) + g(e,(2,k=1)) u + gle,(1,k+1)) v
et g'(e(2,k)) = — gle,(2,k)Nu+v) + gle,(1,k)) u + gle,(2,k+1)) v
Si k =0, dans les relations ci-dessus, on remplace (u+v) par u.

La solution explicite de ce systéme est compliquée et peu utilisable.

2°) Ce modele mathématique correspond, par exemple, a la situation
"physique” suivante : un automate oscille constamment entre les positions
1 et 2, ce qui correspond aux valeurs j = 1 et j = 2. Le temps passé dans
chacun de ces états suit la loi exponentielle de parametre u. A chaque fois
que l'automate passe de la position 2 a la position 1, il provoque l'arrivée
d'un client dans une station S (il ouvre la porte de S et laisse rentrer un
client) ; cette station S comporte un seul serveur dont le délai de service
suit 1a loi exponentielle de parametre v (comme en E.4) : k correspond au
nombre de clients dans la file.

3°) Le modele mathématique considéré au 1°) peut aussi servir a
modéliser la file E2/M/1, c'est a dire une file unique comportant k clients (y
compris celui en service) ; il y a un seul serveur (comme au 2°) ou en E 4)
“dont la durée de service suit la loi exponentielle de parameétre v ; le délai
entre deux arrivées suit la loi Erlang-2 de parametre u. Ce délai suit la
méme loi que le délai qui s'écoule entre deux arrivées de clients dans la
situation considérée au 2°) ci-dessus. Autrement dit, l'introduction de
I'automate considéré au 2°) a permis de modéliser la loi Erlang-2 de facon
markovienne. On dit aussi qu'on a donné une modélisation markovienne
de la loi Erlang-2 a l'aide d'états fictifs (les états 1 et 2 de I'automate). Le
paragraphe F qui suit généralise ce point.

E6 Automate exponentiel

1°) Définissons d'abord le modéle mathématique. L'ensemble E des
états a deux éléments 1 et 2. Soit u > 0. On pose :

a(1,2) :=a(2,1):
a(1,1) := a(2,2) :

=u
=0
2°) Ceci modélise un automate qui prend alternativement les états 1 et

2, le délai entre deux changements d'états suivant la loi exponentielle de
parametre u.

3°) Soit Xt l'état de 'automate a l'instant t.
Posons x(t) := Proba [Xt =1]
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y(t) := Proba [X| = 2]

Les équations de Chapman-Kolmogorov s'écrivent :
X'=—ux+uy et y=ux-uy

On en déduit facilement :

Proba[Xt=i|Xo=j]=% [1—e'2ut+26{e_2“t]

ou 65 est le symbole de Kronecker classique.

F. Etats fictifs

F.1 Processus non markovien

Reprenons l'exemple de la file E2/M/1 considérée en E.5-3°). Si on
prend comme ensemble E' d'états, l'ensemble des entiers k > 0, k
correspondant au nombre de clients dans la file, on a un processus non
markovien : en effet, si X suit la loi Erlang 2, 0on a :

Proba [X2s+t | X2s]# Proba[X2t|X20]

I1 faut alors se rappeler que le fait d'étre markovien dépend de ce
qu'on a choisi comme ensemble d'états : par exemple, si, chaque état tient
compte de tout le passé, le processus est markovien ! Evidemment, mettre
tout le passé dans l'ensemble des états est, en général, techniquement
sans intérét car ceci conduit 4 avoir un ensemble d'états beaucoup trop
vaste. Par contre, on a souvent une solution intermédiaire qui consiste a
"grossir” l'ensemble des états, par exemple en introduisant des états fictifs
(cf. aussi, 3.E.3).

Par exemple, pour la file E2/M/1, si on prend comme ensemble d'états
tous les couples (j,k) avec j=1ouj=2et k>0 - comme cela est indiqué en
E.5-1°) - c'est a dire que l'on introduit les états fictifs j = 1 et j = 2, alors on
obtient un processus markovien.

F.2 Loi PH
Soit I un ensemble fini : en théorie on pourrait prendre I dénombrable
mais, en pratique, puisqu'il faut pouvoir implémenter sur ordinateur, on

suppose toyjours que I est fini.

On se donne trois fonctions positives u, v et w, la fonction u étant
définie sur (IxI), les fonctions v et w étant définies sur I et on suppose
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E w(j) = 1. Soit Z le processus markovien qui admet (Ix IN) comme ensemble
jel
d'états et tel que, pour tout couple (i,j) d'états, on a :

1 : . .
llulln;' T Proba [Zc+h =,k | Z, = (1,k)] = u(i,))

.1 . . N
}lllin;. T Proba(Z,,, = (,k+D) | Z, = (1,K)] = v(i) w(j)

Proba [Z = (j,0)] = w(j)

La loi L du délai durant lequel ce processus Z reste dans l'ensemble
E, = {(G,k):i e I} ne dépend pas de k.

Considérons un processus X qui admet E comme ensemble d'états.
Pour alléger la présentation, on suppose que X est associé a un systéeme S
de files d'attente. On suppose que 1'évolution de X est markovienne sauf
que le délai entre deux arrivées de clients dans le systéme S suit la loi L.
On peut alors rendre le processus markovien en prenant (ExI) comme
ensemble d'états. La fonction u correspond aux changements d'états fictifs
sans provoquer d'arrivée. Le parametre v(i) est le taux d'arrivée d'un
client si on est dans l'état fictif i et w(j) est la probabilité d'étre dans 1'état
fictif j "juste aprés l'arrivée d'un client"”.

Evidemment, s'il y a k délais qui suivent des lois non exponentielles
(au lieu d'un seul comme ci-dessus), on introduit k familles d'états fictifs
pour rendre le processus markovien.

Quand une loi L est associée a une famille finie d'états fictifs comme
indiqué plus haut, on dit souvent que c'est une loi de type PH, encore que
les notations ne sont pas stabilisées dans ce domaine.

F.3 Loi hyperexponentielle

C'est le cas particulier de F.2 ou la fonction u est identiquement nulle.
La transformée de Laplace de la loi de L est alors :

2(s) = O, wii) v(i) / (s+v(i))

iel

Supposer que l'on a une loi hyperexponentielle est une restriction
assez forte concernant cette loi.

F4 Modélisation avec pivot
1°) Un autre cas particulier consiste & supposer qu'il existe un

élément i de I tel que w(i ) =1 (et donc w(j) = 0 pour j =i ). Autrement dit,
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"immédiatement apreés la fin du délai", I'état fictif est dans I'état pivoti .
L'intérét "technique” de cette propriété a été mise en évidence dans [Pel5].
En simplifiant, cette propriété permet d'éviter d'utiliser la technique de la
"chaine incluse" (sur laquelle nous reviendrons plus tard) ou, plus
exactement, de la simplifier considérablement.

Il est également techniquement commode de supposer que l'on a
u(i,j) = 0 pour j < i (la matrice associée 4 u est triangulaire) : cette
restriction est tres faible.

2°) Par exemple, supposons que la loi 4 modéliser soit une
combinaison convexe de loi de Cox "positive” (cf. F.5 ci-apres), c'est a dire
que la transformée de Laplace de cette loi peut s'écrire :

d & no S N
£(s) = a0) — + 21 a(i) JZ cig) { kI'[ S50 g[l—c(l,k)] }

n
avec iZ.o a(i) =1 et, quel que soiti, b(,0)=d, ¢(i,00=0, c¢(ini) =1 et
0<celg)<1.

On peut alors définir une modélisation avec pivot associée de la fagon

suivante . On prend comme ensemble I d'états fictifs I'ensemble constitué
de l'élément 0 (1'état pivot) et des couples (1,j) avec1<i<n et 1<j<n().
On pose alors :

pour tout état fictif e# 0, w(e):=0 et w(o):=1;
v(o) := alo) d, v(ij):= c(iy) bG,j)

u(o,(1,1)) := a(i) b(i.,o)

u((i,k), (1L,k+1)) := [ 1-c(i,k)] b(,k)

u(e,e’) := 0 pour tous les autres couples (e,e') d'états fictifs.

F.5 Modélisation de Cox "positive" (cf. [Cox])

C'est un cas particulier de F.4 . On pose I := {1,...,i,...,n} et on prend 1
comme état pivot. On suppose que u@i,j) = 0 pour j#i+1.On pose:

pour 1 €1 <n, x(1):=u(@,i+l) et x(n):=0;

pour 1<i<n, y. :=x@)+ v(i) et z'(1):=x()/y;;

pour 1<i<n, z :=[1-2z(0)] j](]i z'(j) .

La transformée de Laplace du délai associé a cette modélisation est :
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n
2@ =X 7 [I 1y /s+y)1

i=1 j<i

Le délai passé dans l'état fictif i suit la loi exponentielle de parametre

y; ; une fois que ce délai est écoulé, le processus passe a l'état fictif (i+1)

avec la probabilité z'(i) ou a l'état fictif 1 avec la probabilité 1-z'(i) ; un tel
retour a l'état fictif 1 correspond a la fin du délai global.

Du point de vue théorique, 1'écriture proposée en F.4 n'est pas plus
générale que celle proposée en F.5 ci-dessus. Par contre, elle est plus
souple et donc d'une utilisation technique plus simple.

F.6 Loi exponentielle "déguisée”

Quand on a a résoudre un probléme ou interviennent des délais dont
la loi n'est pas exponentielle on commence, en général et dans un premier
temps, par simplifier ce probléeme en supposant que tous les délais ont une
loi exponentielle : l'espace des états est beaucoup plus petit (il n'y a pas
d'états fictifs) et on dispose parfois de résultats analytiques.

Dans un deuxiéme temps on introduit une modélisation par états
fictifs comme indiqué précédemment. Pour effectuer des vérifications par
comparaison avec les résultats obtenus dans le premier temps (expliqué
ci-dessus), il est alors souvent utile de noter que de telles modélisations
sont équivalentes, en ce qui concerne les probabilités marginales, a la loi
exponentielle pour certaines valeurs des parameétres.

Plus précisément, si, en F.2 (et donc dans les paragraphes suivants),
on suppose que v(i) = ¢ est indépendant de i, le délai considéré suit la loi
exponentielle de parametre c. :

G. Approximation de type CP

G.1 Introduction

Au paragraphe F qui précéde on a donné les résultats essentiels du
point de vue technique : notamment la formulation proposée en F.2 est a la
fois simple, souple et générale.

L'objet du présent paragraphe G est de préciser les relations entre les
diverses modélisations proposées au paragraphe F qui précede et, surtout,
de montrer dans quelle mesure une loi de probabilité peut étre approchée
par une loi de type PH et par une loi de Cox "positive". Les points essentiels
de ce paragraphe sont donc les théorémes G.4 et G.8 qui suivent. Assez
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curieusement et autant que l'auteur ait pu en juger, il n'y a pas d'étude
"théorique" analogue publiée antérieurement autre que [Cox].

Or, dans [Cox], les problemes d'approximation ne sont abordés que
sous forme de questions. De plus, une lecture attentive montre
indiscutablement que les transforémes de Laplace des lois de service
considérées dans [Cox] sont de la forme (cf. F.5) :

n
2(s)=2, Z; I1 Ly;/ (s+yp]

i=1  jsi
la famille (z)),. . étant une famille de réels non nécessairement positifs,

ce qui est insuffisant pour une modélisation par états fictifs comme
expliqué au paragraphe F qui préceéde. Plus précisément, il n'y a dans
[Cox] aucun résultat analogue aux théoréemes G.4 et G.8 donnés ci-dessous
(pour d'autres points de vue, cf. [Neu]).

G.2  Hypotheéses et notations

Dans tout ce paragraphe G on considére un ensemble V de variables
aléatoires positives dont chacune admet une densité de probabilité
continue. De plus, on suppose que, pour tout triplet (m, o, £°) de réels
strictement positifs, il existe un élément X de V de moyenne m' et
d'écart-type ¢’ avec |m—m'| < ¢’ et ¢’ < o . Enfin, on suppose que toute
combinaison convexe, finie ou infinie dénombrable, de telles densités est
continue.

On notera V' (resp. W) I'ensemble des fonctions g (resp. intégrables
au sens de Lebesgue) qui sont de la forme :

g=2 & g
jed
ou (/lj,gj)jEJ est une famille, indexée par l'ensemble J fini (resp.

dénombrable), de couples (lj ,gj) avec, quel que soit j, lj est un réel

strictement positif et g est la densité de probabilité d'un élément de V.

G.3 Lemme préliminaire
Soit f une fonction définie, continue et positive sur R*.

1°) Quel que soit € > 0, il existe A > 0 et un élément X de V tels que, si
g est la densité de probabilité deX,on a:

+00 +00

J (A g-n*(x)dxsej A g% dx

0 0
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ouy'=0si y<Oet y'=ysiy20.

2°) Quel que soit £ > 0, il existe un élément g de V' tel que :

+00

J lg—f] (x) dx € ¢

Preuve :

On se donne donc fet ¢ .

Soit m > 0 tel que f (m) > 0. Par continuité, il existe a > 0 tel que
|x—m| < 2 a implique f(x) > B avec B :=f(m)2. Onpose & :=a, 7v:=1A¢e
et o:=ave.

Soit X un élément de V de moyenne m' et d'écart-type ¢’ avec
jm'-m| < ¢’ et 0’ < 0. L'inégalité de Bienaymé-Tchebycheff s'écrit :

Proba [|X-m'| 2y 6] < (1/ )2
Si g est 1a densité de probabilité de X et puisque 6’ <o <(a/y),0on a

donc :
+00

Jg(x)deeI g(x) dx

A 0
ouA:={x:|xm'|2a}.

Enfin, soit g := Sup. g(x) et A :=B/u . Pour x n'appartenant pas a A,
x €A

ona Agk)<f(x),donc
+00

J(a g-D')dx<se J A g(x) dx

0

2°) On se donne toujours fet eavec 0 < £ < 1. On pose ¢’ := £ /3. Soit W'
+00 +00

I'ensemble des éléments g de W tels que J (g—f)*(x) dx € ¢’ J g(x) dx .

Dans W' on introduit la relation 0d'ordre g R g si (Og'-—g) est un
élément de W. En utilisant 1'axiome du choix (cf. [Boul, on sait qu'il existe
une chaine (g;);_; d'éléments de W' maximale pour la relation d'ordre R.
On pose :
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+00

s := sup. J g;(x) dx
0

iel

+00

n>0

Soit (i(n)), ., une suite croissante extraite de I telle que s = sup. J 8 (0 dx.
0

On pose :
g" = sup. g
n>0

g" est un élément de W (compte tenu de la relation d'ordre) et donc aussi
un élément de W' (théoréeme de Lebesgue).

3°) Raisonnons par 1'absurde et supposons que l'on n'ait pas g" > f .
La fonction g" est continue sur le domaine g" < f.

La fonction (f-g")* étant continue, le 1°) permet d'affirmer qu'il existe
A >0 et un élément X de V de densité de probabilité h telle que :

+00 +00

J (Ah - (=g (0 dx < ¢’ J Ah(x) dx

0 0
Or,ona:

(Ah+g"—f)* = (Ah - (f-g")")* + (g"-DH"

ce qui implique
+00 +00

J (Ah+g"-D'(x) dx s ¢’ J’ (Ah+g")(x) dx
0 0
La fonction (A1h+g") serait alors un élément de W' tel que, pour tout

élément i de I, on aurait g R(ah+g") et g, # (Ah+g"), ce qui est impossible

(puisque (g;);.1 est une chaine maximale). Cette contradiction montre que

la fonction (f-g")* est nulle et on a :
+00 +00

J -0’ dxs ¢ J g"(x) dx
0 0

Enfin, par construction de W, il existe un élément f' de V' tel que :
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+00 “+00

f'sg" et J g"-fYx)dxs ¢’ [ f'(x) dx
0 0
ce qui implique :
+0o +00
J [f'=T|(x)dx<s[e +¢e(1+e)] J f'(x) dx
0 0
+00
< sJ' f'(x) dx c.q.f.d.
0

G4 Théoréme d'approximation

On considére les hypothéses et notations données en G2. De plus, soit

h une fonction définie sur R*, positive et intégrable au sens de Riemann
sur ce domaine et telle que :

+00

J h@x)dx=1.

0

Autrement dit, h peut étre considérée comme la densité de probabilité
d'une variable aléatoire positive. Alors, quel que soit £ > 0, il existe un
€lément g de V' tel que :

+00

J' lg=h|(x)dx < ¢
0
Preuve :

On suppose que h et £ sont donnés. Il existe une fonction f définie

continue et positive sur R* telle que
+00 +00

J If-h|(x)dx <e/2 et J f(x)dx =1

0 0

(puisque h est intégrable au sens de Riemann). Compte tenu du 2°) de G.3,
il existe un élément g de V' tel que
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+00

f-glx)dx s e/2

0

ce qui implique
+00

lh-gl(x) dx < ¢

G.5 Remarques

1°) On s'est limité au cas des variables aléatoires positives car c'est le
cas important pour la suite. Il est clair que l'on aurait pu aussi bien
considérer des variables aléatoires réelles quelconques ou des variables

aléatoires a valeurs dans un intervalle B de l'axe réel (avec les
modificiations évidentes associées).

2°) De fagon analogue, on pourrait prouver que V' est dense dans
I'ensemble des fonctions positives pour des topologies autres que celle
considérée ci-dessus.

G.6  Loidetype P.H.

1°) Nous allons d'abord introduire deux notations pour faciliter les
explications ultérieures. Comme au paragraphe F, les diverses lois
considérées seront caractérisées par leurs transformées de Laplace : ceci
est une commodité technique. On pourrait tout aussi bien utiliser la
transformée de Fourier ou méme s'exprimer directement en termes de
produits de convolution ou, équivalemment, en termes de mélanges de -
population et de variables indépendantes.

2°) Soit A un ensemble fini de réels strictement positifs (distincts) et m

une fonction entiere positive définie sur A. On pose :
m(a)

p(A,m)(s) := H( 2 )
S+ a

aeA

pn(A,m) est donc la transformée de Laplace du produit de convolution des
lois d'Erlang de parameétre a (pour a parcourant A) et d'ordre m(a).

3°) Soit I un ensemble fini. Pour tout élément i de I, soit x(i) un réel
positif, A(i) un ensemble fini de réels strictement positifs (distincts) et m(i)
une fonction entiére positive définie sur A(1). On suppose que l'on a :

Z X,=1

i€l
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On pose alors :
v &AMy, ) = ZI x; 1A, my)
1€

Cette fonction est la transformée de Laplace d'une combinaison convexe
(un mélange de populations) de lois du type introduit au 2°) .

4°) Les lois qui admettent une telle transformée de Laplace sont
parfois appelées de type PH. Notons d'abord qu'il y a évidemment
équivalence entre la formulation proposée en F.2 et celle proposée dans ce
3°). La formulation proposée en F.2 est plus condensée et sera donc utilisée
dans les chapitres ultérieurs.
~ Par contre, la formulation proposée dans ce 3°) est mieux adaptée a
I'étude "théorique” des lois de type PH.

5°) Tout d'abord, cette formulation montre immédiatement qu'un
mélange (i.e. une combinaison convexe) de lois de type PH est encore une
loi de type PH. De méme, un produit de convolution de lois de type PH est
encore une loi de type PH.

6°) De plus, I'ensemble des lois d'Erlang satisfait évidemment aux
hypothéses de I'ensemble V donné en G.2 . Le théoréme G.4 montre donc
que, pour toute densité de probabilité f et pour tout € > 0, il existe une loi de
type PH dont la densité de probabilité g est telle que :

+00

[ f-g (x)dx s ¢

0
On pourrait aussi se restreindre a4 une sous-famille de 1'ensemble des

lois de type PH, par exemple les lois dont la transformée de Laplace n'ait
que des pdles simples ou n'ait que des pdles d'une forme particuliéere (par

exemple 2K avec k entier relatif ).
7°) Enfin, on va maintenant montrer qu'une loi de type PH admet

toujours une modélisation de Cox "positive" équivalente : ceci repose sur le
lemme élémentaire qui suit.

G.7 Lemme sur les lois exponentielles

Lemme :
b _a {b+a—b b }
s+b s+a la a s+Db
Commentaires

La vérification de ce lemme est immédiate. Dans le cas ot a et b sont
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des réels avec a > b > 0, ce lemme signifie que la loi exponentielle de
parameétre b est équivalente au mélange de la loi exponentielle de
parameétre a (avec le coefficient b/a) et du produit de convolution des lois
exponentielles de parameétres respectifs a et b (avec le coefficient (1-b/a) ).

G.8 Théoréme d'équivalence

Toute loi de type PH admet une modélisation de type CP (c'est a dire
de Cox "positive").

Preuve :

1°) On considére donc la famille (Xi' A, m),

el comme définie en G.6,

3°) et la loi PH de transformée de Laplace W (x;, A, m)), [ ).

1

Onpose A = ike)l A, et, pour tout élément ade A, m(a):= S‘IEI}I) m,(a)
puis :

n:= 2 m(a) .

ac A

Autrement dit, n est le nombre total de péles, chaque pble étant
compté autant de fois que son ordre de multiplicité maximum. On se
propose de prouver le théoréme en raisonnant par récurrence sur n. On
suppose donc que la propriété est vraie & l'ordre (n—1).

2°) Pour tout élément i de I on pose :
a;:=Sup.{a:ae A}
CAji= AV a)) si my(a) =1
A=A, si mi(ai') >1
m;(a;) := mya;) - 1

mi'(a) = mi(a) sl a= ai'

On pose aussi :

3°) Soit I" I'ensemble des indices i tels que u(A,, m) est de la forme
af(s+a) (c'est a dire que A, est réduit 4 un seul élément a et que m.(a) = 1).
On pose I':=1\1I"

Enfin, pour tout élément i de I, on pose y(i) := a;/a' puis
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:=1—2 X; ¥;

iel”
On note que a' = a; si et seulement si a' appartient a A, : dans ce cas,

1-y, = 0. De plus, on peut supposer z = 0 (sinon I' est vide et le théoreme est
trivial).

4°) Le lemme élémentaire G.7 s'écrit

a'(i) _ a'
s+a'(i) s+a

fy,+a-y s—f—% }

ce qui implique :

V&, AL m) )= = ((1-D+2Q) of

Q= 2’1 %,y (A, m' )z + 2, x (1-y) WA, ,m)/z
iel

iel

Or, 2 xiyi/z+z x;(A-y)/z=1
iel

iel

donc Q est la transformée de Laplace d'une loi de type PH. De plus, le
nombre de péles de Q, chaque pdle étant compté autant de fois que son
ordre de multiplicité maximum vaut (n—-1) (puisque a' est compté "une
fois de moins") : I'hypothése de récurrence donne alors que Q admet une
écriture de Cox ; il en est donc de méme de v, c.q.f.d.

G.9 Remarques

Le théoréme G.8 qui précede montre que les modélisations PH (cf.
F'.2), avec pivot (cf. F.4) ou de Cox (cf. F.5) sont équivalentes quant aux lois
que l'on peut ainsi atteindre. Cela ne signifie pas que ces diverses
modélisations sont équivalentes sur le plan technique.

Notamment, si on construit un réseau de Cox suivant la procédure
proposée dans la preuve de G.8, on commence par les états fictifs pour
lesquels la loi exponentielle associée a le taux le plus grand : ces états vont
donc avoir une probabilité faible, ce qui n'est pas satisfaisant sur le plan
technique. La procédure proposée en G.8 doit donc étre réservée aux études
théoriques. Notamment, au 2°) de la preuve de G.8, on pourrait poser :

a{::Inf.{a:aeAi}

puis a':= Sup. a

iel
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Il faudrait légérement modifier la preuve proposée mais ce serait
plus satisfaisant quant a la démarche technique. Toutefois, cela ne
suffirait pas pour obtenir le "meilleur” réseau de Cox.

Nous allons maintenant donner quelques contre-exemples qui
peuvent aider & mieux comprendre le modele de Cox.

G.10 Contre-exemples

1°) Considérons quatre réels a,b,a et f avec b>a>0,axa+ b>0,
a>0etB<0.0na:

u=v=w avec

- a_ . b
u'_as+a Bs+b
b a a-b a b
V'=(O‘+B?f)s+a+ﬁ a s+as+b
- a) b b-a a b
W= B+a—5— s5+b 7% b s¥as+b

Compte tenu des inégalités imposées sur les coefficients, les deux
écritures v et w correspondent a deux réseaux de Cox distincts (au sens
strict c'est a dire avec des coefficients positifs).

Par contre, l'unicité de la décomposition d'une fraction rationnelle (et
donc l'unicité de I'écriture telle que u) montre que u ne peut pas étre la
transformée de Laplace d'une loi hyperexponentielle.

En d'autres termes, ce contre-exemple montre qu'on peut avoir une
loi qui admet plusieurs modélisations de Cox distinctes et qui n'est pas une
loi hyperexponentielle.

2°) Soit a, b, ¢ et £ quatre réels strictement positifs avec ¢ "petit". On a

u=v avec :
c 1 1 a b }
U= S+cC {'2—+7[€s+a+(1-€)s+b]

c 1 1 b 1 a a b
"-=s+c{‘z‘*‘z' (A-eread) —m+5eld-Pry 53 }

La loi associée a cette transformée de Laplace peut étre modélisée, de
plusieurs fagons par trois états fictifs 1, 2 et 3. Plus précisément, 1'écriture
u peut étre associée a la modélisation suivantes : l'automate se met
d'abord dans l'état fictif 1 et y reste avec un délai qui suit la loi
exponentielle de parameétre c. A la fin de ce délai, il y a une chance sur
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deux que le service soit fini ; sinon, avec la probabilité (relative) ¢, il va
dans l'état fictif 2 et avec la probabilité (1—-¢) il va dans l'état fictif 3. Le délai
passé dans l'état fictif 2 (resp. 3) suit la loi exponentielle de parametre a
(resp. b). A la fin de ce délai le service est terminé. C'est une modélisation
ou 1 est un "état pivot" (cf. F.4).

L'écrire associée a v peut étre modélisée par un réseau de Cox avec
les états fictifs successifs 1, 2 puis 3, le délai passé dans 1'état fictif 1 (resp.
2,3) suivant la loi exponentielle de parameétre ¢ (resp. b, a). Le service se

termine a la sortie de 1'état fictif 1 (resp. 2) avec la probabilité "relative” %—

(resp. (1-e + £ a/b) ).

Ces deux modélisations correspondent & un méme délai total. Pour
autant, elles ne sont pas équivalentes au niveau des calculs ultérieurs ;

notamment si a/b est "trés petit” (de l'ordre de 2 par exemple), la
modélisation de Cox est peu satisfaisante car 1'état fictif 3, dont le role est
crucial, ne peut étre atteint que par l'intermédiaire de 1'état fictif 2 dont la
probabilité est tres faible (puisque b/a est "trés grand"). La modélisation
"avec pivot' proposée ci-dessus est alors, en général, beaucoup plus
satisfaisante.

Evidemment, le méme contre-exemple, en supprimant l'état fictif 1,
montre que la loi hyperexponentielle peut, dans certains cas, étre plus
satisfaisante que la loi avec pivot associée.
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Chapitre 2

Régime Stationnaire

A Coefficients de contraction
Al Préliminaires

Dans une premiére étape, on aborde 1'étude des processus en régime
stationnaire par quelques propriétés mathématiques des produits de
matrices positives. La nécessité de cette étude apparaitra par la suite a
plusieurs niveaux. Le sens "physique” de l'expression "en régime
stationnaire" sera expliqué au paragraphe C.

On suppose que le lecteur connait les propriétés et conventions
usuelles en théorie des matrices. Notamment, une matrice réelle (mxn) a
est une famille (aij) deréelsavec1<i<m et 1<j<n; 3y ; est le terme de

la i-iéme ligne et de la j-iéme colonne.
Sim = n, on dit que la matrice est carrée.

Si a est une matrice (mxn) et b une matrice (nxp), a b est la matrice
(mxp) de terme général

n
abi,j =(a b)i’J. = kz—'l ai'kbk’j

Si x est une matrice uniligne (resp. unicolonne), on pose X; 1= X

(resp. x, := xi,l) .

Etant donnés a matrice (nxn), x matrice (1xn), avec x # 0, et ¢ réel, on
dit que x est un vecteur propre de a associé a la valeur propre csixa=cx.
La matrice a est dite positive (resp. strictement positive), si, pour tout
couple (i,j) , on a a;; >0 (resp. a;; > 0). Rappelons aussi qu'une matrice a
est dite stochastique (cf. 1.C.3) si a est une matrice positive carrée (nxn) telle

n
que,quelquesoiti,1siSn,,};1 a;;=1.

La transposée de la matrice a est 1a matrice d définie par, quels que

soienti et j, d; .

= a.
N} )

I
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A.2 Ecart angulaire
Pour tout couple (x,y) de matrices positives (1xn) on pose :

5(x,y) = .?141) (% v =%, 33 / (%, y; + %, y) )
avec la convention 0/0 = 0 .

On dira que §(x,y) est 1'""écart angulaire” entre x et y. On a §(x,y) < 1.
De plus §(x,y) = 0 implique que x et y sont proportionnels.

A3 Coefficient de contraction

Soit m une famille de matrices positives (nxn), stable pour le produit
matriciel. On dira que g est un coefficient de contraction (on dit aussi
coefficient d'ergodicité) - relativement a la distance angulaire § - si les
propriétés suivantes sont satisfaites :

1) i est une fonction définie sur M et a valeurs dans [0,1]
(i1) a et b éléments de M impliquent u(a,b) < u(a) u(b)

(iii) x et y matrices positives (1xn) et a élément de M implique
8(xa,ya) < 8(x,y) u(a)

Gv) a matrice strictement positive implique p(a) < 1

L'idée consistant a considérer des coefficients de contraction est
ancienne. La définition la plus connue est celle de coefficient de contraction
de Birkhov (cf. [Bir]) : on peut, par exemple, en trouver une étude détaillée
dans [Sen]. La définition que nous proposons au paragraphe A.4 qui suit ne
coincide pas avec celle de Birkhov et certaines propriétés du coefficient de
contraction de Birkhov ne sont pas satisfaites par la fonction u définie en
A.4. Par contre, notre définition conduit, nous semble-t-il, & une étude
techniquement un peu plus simple.

Ad Définition de u
Lemme préliminaire :  Soit (p,), _; et (q,);.; deux familles de nombres

positifs indexées par le méme ensemble fini I. On a :

(2 a)/ (X b)< Sup. (a /b,)
el i€l iel
Ce lemme élémentaire se vérifie en raisonnant par récurrence croissante
sur card(I) et en indexant par {1,...,n} en sorte que (a/b;) <(a; ,/ b, ;).
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Proposition : Soit M l'ensemble des matrices positives (nxn). Pour tout
élément a de M on pose :

ua) = Sup. tay 3 =3y 2y 1/ (a) 2y, + 3,2 )
L)LV

Alors 1 est un coefficient de contraction (au sens donné en A.3).

Preuve :
1°) Soit a et b deux éléments de M ;ona:

pu(ab):= Sup. F avec

Lj, v
N:=a bi,u a bj,v —a bi,v a bj,u

D:=a bi,u a bj,v + a bi,v a bj,u et

F:=|N| /D
On pose :

X =8, Y=y, ¢S br’u , dr = br,v .
On a

N=,§.:.s(xrcrysds~xrdryscs)

2N=;Z’s(xrcrysds—xryscsdr)

+§s(xsyrcsdr—xsyrcrds)

2N = rZ’s (x, v, — X y,,.)(cr d,~c d)

On pose :

t :=(r,8), e X Y= X ¥, » 8 = crds—csdr
fi=xy,+x.y,., g r=c.d +c.d
ce qui précede s'écerit alors :
2N=)t: ftgt . On a de méme
2D =Zt fi g, cequiimplique

F<(Z|fg D/(SE; g)

soit, compte tenu du lemme préliminaire,
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F<Sup. {(f,g,)/ (" g,))
t

F< Sup. (f, /f',).Sup. (g, /g')
t t

u(a,b) < u(a) u(b)

2°) Soit x et y deux matrices positives (1xn) et b un élément de M. On
suppose que (x/ x)=1 et (y/|yl)=1.0Ona:

&(xb, yb) = Sup (|[N}/D) avec

u, v

N:=xbuybv —xbvybu
D:=xb,yb,+xb yb,

N et D ont donc les mémes valeurs qu'au 1°) qui précede, ce qui donne la

méme inégalité finale. Or dans ce 2°), ngp A,/ £ )<6(x,y) ce qui prouve :

8(x b, y b) < 8(x,y) u(b)

3°) Tous les coefficients étant positifs, on a

la a aj’ul <a a8

iu aj,v R Y iu aj,v ju

ce qui prouve u(a) <1 . De plus, I'inégalité précédente ne devient une égalité

=0 ou a, _a, =0: onadonc pu(a) <1 pour toute matrice

que pour a, P08y

1,v aj,u
a strictement positive.

A.5 Matrices stochastiques

Considérons le cas ou M est I'ensemble des matrices stochastiques
(nxn). Dans ce cas, il peut étre intéressant de définir différemment 1'écart

angulaire §' et le coefficient de contraction associé u'. Plus précisément, si
n

x est une matrice (1xn), on pose : x| := 21 |x;| . Puis, si x et y sont deux
3=
matrices positives, on pose :

8'(xy) = |x/ fxl —y/ lyDl
Si a est une matrice stochastique (nxn) on pose :

) 1
#‘(8) = SUP { 2 —2— Iai’ u a_j,v— ai,V aj,u I ]
Lj v

On vérifie alors, comme en A4, que u' est un coefficient de



Régime stationnaire Chapitre I1 - 45

contraction relativement a §'.

B. Produit de matrices positives
B.1 Vecteur propre

1°) Soit a une matrice positive (nxn) telle que p(a) < 1 ou i est un
coefficient de contraction associé a §. Soit y une matrice uniligne (1xn).

Soit y, =y ak puisque l'écart angulaire entre y, et y, ,, est inférieur a

w(@)¥ , la "suite de Cauchy" y, converge en direction et, a la limite, on a
x a=cx avec créel positif.

Ce vecteur propre x est le seul vecteur propre positif puisque x = x a et
y = y a implique 6(x,y) < 6(x,y) u(a) donc 8(x,y) = 0 ; x ne dépend donc pas de

y. Chaque ligne de ak converge "en direction" vers x.
De plus, 8(x,y;) < u(aX (convergence géométrique et ceci quelle que
soit l'initialisation y).

Enfin, si x a = ¢ x (avec x et ¢ positifs, c réel) et si 6(y,y a) = ¢ (avecy
positif), on a &(x,y) € € / [1-u(a)] (étude classique relative a la série
géométrique) : on sait donc avec quel niveau de précision y peut étre
considéré comme une approximation de x.

2°) Soit a une matrice (nxn) strictement positive.. On a u(a) <1 et on
peut utiliser le 1°) qui précede. Soit x une matrice positive (1xn) (non nulle)
et ¢ un réel positif tels que x a =c x. La matrice x est strictement positive

puisque, quel que soit i, 2 X; 8> 0. Soit y une matrice réelle telle que
)

ya=cy. En prenant h assez petit, la matrice z=x+hy est positive et
z a=c z. L'unicité prouvée au 1°) implique que z, et donc y est proportionnelle
a x. Autrement dit, le sous-espace propre associé a c est de dimension un.

B2 Matrices variables

En B.1 on a considéré le cas ol on faisait le produit (k fois) de la
matrice a par elle-méme. Nous aurons aussi besoin (cf. § 6.B) du cas ou on
considére un produit de matrices distinctes.

Soit donc (a) )y, une suite de matrices positives (nxn) . On pose
#y = p(a,) . On suppose que :
oQ o

H p =0 (ce quiéquivauta Z (I-py)= 400 suivant un théoréme classique
k=1 k=1
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d'analyse qu'on vérifie facilement en utilisant la fonction logarithme).

Soit (b)) . la suite de matrices définie par récurrence parb; = a; et
bk+1 = bk 41 -
Ona lim. u(b,)=0 donc, quel que soit la matrice positive uniligne
k =00

(I1xn)y, yb, converge "en direction" vers une matrice uniligne x. Tout ce

qui a été dit en B.1 s'étend au cadre considéré ici avec des modifications
évidentes. Notamment le vecteur x est unique "en direction"”.

B3 Matrice irréductible
Définition : Soit a une matrice positive (nxn). On dit que a est irréductible
si, pour chaque couple (i,j) d'indices, 1 <i<n,1<j<n, il existe un entier
m := m(i,j) tel que (am)i‘i >0.

Compte-tenu des regles de calcul des produits matriciels ceci
équivaut a dire que, pour tout couple (i,j) d'indices, il existe une séquence

(h(k))oSkSm d'indices telle que h(0) =1, h(m) =j et, quel que soit k, 0 £ k < m,

apchtks1) > 0 -

Nous verrons par la suite que cette notion de matrice irréductible est
une notion fondamentale pour deux raisons complémentaires. D'une part,
en pratique, on peut (presque) toujours se ramener au cas ou l'on considere
des matrices irréductibles. D'autre part, une matrice irréductible n'admet
qu'un seul vecteur propre positif (4 une constante multiplicative pres). Plus
précisément, on a :

Proposition : Soit a une matrice positive (nxn) irréductible. Il existe une et
une seule matrice positive (1xn) x satisfaisant aux deux conditions
suivantes :

n
(1) Z X. =1
1=1 1
(ii) il existe un réel c positiftel que xa=cx.

De plus, le sous-espace propre associé a ¢ est de dimension un et x est
strictement positive. Enfin, si a est stochastique, ¢ = 1.

Preuve :
1°) Posons b :=e? = vZo ak/k | (cf. 1D4)
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La matrice b est strictement positive ; il existe donc (cf. B.1) une

n
matrice (1xn) y positive unique telle que y b =c'y (c' réel positif) et é y; =L
De plus, cette matrice y est strictement positive.

2°) Unicité : soit x satisfaisant aux propriétés (i) et (i1). Ona x b = e®x
doncx =yetc=Logc',cest adire que x et ¢ sont uniques.

3°) Existence : inversement, posons z:=ya;onazb=c'z (puisque
ab = b a) donc z est proportionnel 4 y (puisque b n'admet qu'un seul vecteur
propre positif 4 une constante multiplicative prés). On a donc prouvé que y
est un vecteur propre de a, c'est 4 dire que x = y satisfait aux propriétés (i)
et (ii).

4°) xa=cx et ya=cy impliquent xe?=ex et ye? =e®y , doncx
et y sont proportionnels (cf. B.1).

5°) Supposons, de plus, que a soit stochastique (cf. 1.C.3) et soit x et ¢
satisfaisant a (i) et (i1). On a :

i=1 n=1 i=1 j=1

ligmgrg ues :

1°) Les paragraphes A et B qui précédent ne prétendent évidemment
pas résumer tous les résultats concernant les produits de matrices "finies"
positives : pour plus de détails, dans le cas fini ou infini, on peut, par
exemple, consulter [Rev], [Sen].

Par contre, nous verrons que ces paragraphes A et B résument
I'essentiel de ce dont on a besoin pour la plupart des applications. Le cas des
matrices positives non irréductibles sera évoqué au chapitre 7.

2°) Plus précisément, mis a part 1'étude des produits de matrices
positives qui sera utilisée aux chapitres 5, 6 et 7, le résultat essentiel pour la
suite de ce cours est l'unicité de la solution stationnaire quand la matrice
considérée est irréductible ; il est plus simple - et peut-&tre plus révélateur de
la réalité expérimentale - de prouver cette unicité a l'aide des coefficients de
contraction que par l'intermédiaire de la trés belle théorie de Perron -
Frobenius (cf,, par exemple, [Gan] ou [Sen] ) ; c'est pourquoi cette théorie
n'est pas résumée dans ce cours.

3°) Soit a une matrice stochastique. Dans la démonstration qui
précede, on a étudié le systéme x a = x (a matrice, ¢ réel positif) par

I'intermédiaire du systeme y e? = e y : cette astuce mathématique a une
signification physique trés précise. Si on observe un processus qui évolue a
temps continu, le délai entre deux transitions suivant la loi exponentielle de
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parametre 1 et, pour chaque transition, la matrice associée a cette transition

étant a, alors la loi stationnaire y de ce processus est telle ye?*=ey etona
x =y (cf. 3.E.1).

C. Modélisation et régime stationnaire
C.1  Imntroduction

A partir de ce paragraphe C, le chapitre 2 utilise fortement les
notions introduites dans le chapitre 1. Plus précisément, on considére un

processus markovien (Xt)teT dont lI'ensemble des états E est fini ou

dénombrable. On se propose d'étudier ce processus quand t tend vers l'infini.
En fait, on considérera essentiellement le cas ou E est fini.

Du point de vue concret, cela signifie que 1'on étudie le processus X
sur un intervalle de temps assez long pour qu'il y ait un "grand nombre" de
transitions. Par ailleurs, on supposera X homogéne, c'est a dire qu'on étudie
X sur un intervalle de temps assez court pour que les parameétres qui
régissent I'évolution de X varient peu.

C2 Exemples et remarques

1°) Reprenons les divers exemples introduits aux paragraphes 1.A et
1.E. Dans le cas de la marche aléatoire (cf. 1.A.2), quels que soient £>0 et
n > 0, il existe un entier m (¢,n) tel que, quel que soit k>m(e,n) ona

Proba [|X,| <n] <e . Autrement dit, pour toute partie finie A de I'ensemble

des états, la probabilité pour le processus d'étre dans A a l'instant k (au
"k-ieme kilomeétré parcouru”) tend vers zéro quand k tend vers l'infini. On
dit parfois que la "masse (associée a la probabilité) part a l'infini". Dans ce
cas l'étude stationnaire n'a pas d'intérét. La méme remarque vaut pour le
processus de Poisson (cf. 1.A.3 et 1.E.3).

2°) Pour l'exemple considéré en 1.A.4 b) (cf. aussi 1.E.1),
lim. Proba (X, = 1] = 1 ;on dit que le point1 (état de panne) est un point absorbant.
t— oo

De méme, dans le cas de la loi d'Erlang-n (cf. 1.E.2), lim. Proba[X;=n]=1

t > o00
(quelle que soit la condition initiale) : n est un point absorbant. Dans ces
deux cas, 1'étude stationnaire n'a pas d'intérét.

Pour I'exemple considéré en 1.C.5, il y a des points absorbants (Y, =0

et Y 2b 2M*1) mais, comme on I'a déja noté, on s'intéresse plutdt au
comportement moyen du régime transitoire (cf. 3.D.2 et le chapitre 6).
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3°) Considérons maintenant le cas de la file M/M/1 (cf. 1.E.4).

Pourv2u, lim.Proba[X,=k]=0 (cf le1°) qui précéde). Par contre,
t o000
pour u < v, on peut prouver que lim Proba[X, = k] = q, , la famille (q)), , ,

t 500
(o]

étant telle que kzo q, =1 et, quel que soitk > 1, v qy =u g _; . Cette limite ne
dépend pas des conditions initiales.

Pour v < u, on dit que la famille (q; ), estla famille des probabilités
stationnaires.

4°) Si on étudie un guichet de 14H a 18H, ce guichet satisfaisant aux
hypothéses de la file M/M/1, et si le nombre moyen d'arrivées est d'un client
a l'beure, le régime stationnaire n'a pas d'intérét. Par contre, supposons
que l'on étudie, un "bus” de liaison 2 l'intérieur d'un central téléphonique
ou d'un ordinateur, les divers paramétres étant supposés fixes (ou "a peu
prés fixes") de 14H a 18H ; supposons qu'en premiére approximation on
puisse modéliser ce bus a l'aide d'une file M/M/1, la moyenne de la durée de
service étant une nanoseconde : il est évident que, dans ce cas, du point de
vue concret, l'essentiel est I'étude en régime stationnaire.

5° Il y a évidemment des exemples d'études en régime stationnaire
pour lesquels il n'y a pas lieu d'utiliser les techniques proposées dans ce
cours (cf. [Pel-3]).

C3 Cas d'une chaine homogene

1°) On considére donc le cas ot T = IN ; on pose :

Py = Proba [X,  , =i | X, =i]

et on suppose que cette quantité ne dépend pas de k (cas homogéne). On a vu
(cf. 1.C.) que la matrice p est stochastique et que :

Proba [X, =j | X, =il = (pk)i’j

2°) On suppose que p est irréductible ; soit q la matrice positive (1xn)
n

vecteur propre de p et telle que 2. q. =1 (cf. B.3).

1=t
On dit que q est la probabilité stationnaire associée a la matrice p.

Soit ¢ la constante positive telle que qp=cq.OnavuenB.3quec=1.
On adonc q pk =q c'est a dire que:
{ Vi, Proba [X =i]=q;} implique {Vi, Vk, Proba[X, =il =q,}

3°) Supposons que p soit irréductible et que, pour tout couple (i), la
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a'(v,u) = a(v,u) /s [14n(u) ] et
q'wv) =wqv)/s [1+n(u) ]

Dans les deux cas (1°) et 2°) ), on a donc :
q'(v) a'lv,u) = w q(v) a(v,u) .

Finalement, on arrive a ;

Z qQ'wv) a'tvyu) =w 2 qv) atv,w)
veW (W veW @

Cette relation et 4D7 reportées dans 4D5 donnent exactement la
relation 4D6.

Interprétation

Le cas le plus simple est le cas ou la relation 4D5 est la balance locale
(pour une classe ou pour la réunion de plusieurs classes) relativement a

T 1 .
une station A de R ; dans ce cas, les termes 71(u,A) et z(u,i) ne font

intervenir les coefficients a(u,v) que pour des états v tels que n(v) 2 n(u). Les
hypothéses données en D.4 sont donc satisfaites.

Notamment, si, dans un réseau R, il y a balance locale pour les
stations S et A, on peut modifier les taux de service dans S (comme indiqué
précédemment) sans perdre ces propriétés de balance locale.

E. Produit de deux réseaux

E.1 Introduction

Ce paragraphe E est indispensable si on veut disposer d'un cadre
suffisamment souple et général au niveau des applications.

L'idée essentielle de ce paragraphe est la suivante : on considére un
réseau R' de files d'attente (en un sens trés général) ; on suppose que ce
réseau R' posséde une station S' pour laquelle il y a balance locale par
classe. Alors, on peut remplacer cette station S' par tout un réseau R" sous
réserve que le "noeud" de liaison entre R' et R" puisse étre considéré,
relativement a R", comme une station S" pour laquelle il y a balance locale
par classe (dans R").

Quand on effectue cette substitution, la probabilité stationnaire du
réseau composé (R',R") est, & une constante multiplicative pres, le produit
des probabilités stationnaires associées a R' et R" respectivement. De plus,
s'il y a balance locale pour la station A, autre que S', dans R', il y a encore
balance locale pour A dans le réseau composé (R, R") : on peut donc, a
nouveau, remplacer la station A par tout un réseau, etc... ; autrement dit,
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C4 Cas a temps continu
On considére un processus homogéne (X,), .o avec T = R” et dont
I'ensemble E := {1,...,n} des états est fini. On pose :

8

= :liir(l). {Proba [Xt+h =j|X,=il/h} et
g,(i,)) = Proba [X,; =] | X, = ]

Onavuen 1.D.5 que g,(i,j) = (ebt)ij ou b est la matrice définie par
1
b :=a; sl i#j et b, :=—;2j.'_1 a;;
On suppose que la matrice a est irréductible (cf. B.3). La matrice ebt

est une matrice stochastique strictement positive (cf. 1.D.4 et 8.A). Soit u le
coefficient de contraction défini en A.4. Pour t > k, avec k entier, on a :

b bk b T . "
u(e 55 (u(e)) donc lim. u(e L)= 0 et on a une convergence "géométrique”.

t > 00
Comme en C.3.5°) qui précede (cf. B.1), chaque ligne de ebt converge vers le

seul vecteur propre positif q de e® . Orona:

n n

g (1J) =—g, () E’ a )+ kg, g, (i,k) ay

Puisque g, (1,)) converge vers Q quand t tend vers l'infini, g; (i,j)
tend vers zéro et, a la limite, on a :

n n
0=lim.{—gt(i,j)kz ax + kE gt(i’k)akj}
=1 " =1 ’

t — 00

ce qui donne, quel que soitj € E :
n [3)

R R

Cette famille de relations - que l'on appellera les équations d'équilibre - est
absolument fondamentale pour toute étude en régime stationnaire a temps
continu. En fait, une trés grande partie de la suite de ce cours va consister a
étudier le systéme linéaire ainsi introduit.

D. Leséquations d'équilibre

D.1  Hypotheses de base

Compte tenu de l'importance des équations que nous venons de
mettre en évidence en C.4, nous allons en rappeler le support.
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On considére un ensemble E : dans ce chapitre 2, on s'est limité au
cas ou E est infini dénombrable.

On se donne une fonction positive a définie sur (ExE). On appellera
équations d'équilibre (associées a a) la famille suivante de relations dans

laquelle les (q Jucg Sont les'inconnues":

quel que soit u élément de E ,

Qy Z au,v = v%E qvav,u

veE
Si E={1,..,n} et sion pose, pour tout couple (u,v), 4, =6, ,( 2 a, w)
’ : weE

ous . est le symbole de Kronecker, les équations d'équilibre peuvent

’

s'écrire matriciellement comme suit :
qd=qa

En fait, on s'intéresse surtout aux solutions q qui sont des (matrices)
positives ; de plus, quel que soit le réel c positif, si q est une solution, ¢ q est
aussi une solution. On va donc considérer les solutions positives q telles que

z q, = 1 . On dira alors que q est une solution normalisée.
uekE

D2 Cas des processus

Résumons maintenant la relation entre les équations d'équilibre et la
loi limite d'un processus (cf. aussi D.6).

On considere donc un processus markovien homogene (X avec

T = R* et qui admet E comme ensemble d'états. On suppose que, pour tout
couple (u,v) d'éléments de E, avecu#v,ona:

, 1
ay v = }1)11110. { T Proba (X, ,=v|X, =u]}

pour tout élément u de E on pose a,,=0. Si la matrice a est irréductible,

quelle que soit la loi de X |, pour tout élément u de E, la fonction
t — Proba [X, = u] admet une limite q quand t tend vers l'infini et la famille

(@ )ycg (Quine dépend pas de X,) satisfait aux équations d'équilibre (telles

que définies en D.1 ci-dessus).
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En général, la facon la plus simple d'expliciter le systéme q d = q a est
d'écrire les équations de Chapman-Kolmogorov (cf. 1.D.2) puis d'écrire que
les dérivées qui apparaissent dans ce systéme sont nulles, ce qui donne le
systétme q d = q a. On conseille au lecteur novice d'adopter cette démarche
pour retrouver le systéme q d = q a dans les exemples qui sont étudiés par la
suite. Une démarche heuristique plus bréve sera proposée au chapitre 4.

D3 Cas fini irréductible

Proposition : On suppose que E est un ensemble fini et on choisit
E := {1,..,n}. Soit a une matrice positive (nxn). On suppose que a est
irréductible (cf. B.3). Pour tout couple (u,v) d'éléments de E, on pose

duv = 6u,v z A,y -

weklE ’
Le sous-espace vectoriel des matrices q (1xn) telles que q d = q a est de
dimension un ; il contient un seul vecteur q normalisé, c'est a dire tel que
Z q,= 1 ; ce vecteur g est strictement positif.

ueE

Preuve :

1°) L'irréductibilité de a implique que, pour tout élément u de E,

d,,>0 La matrice d est donc inversible. Posons x = qd, ce qui équivaut a

g=xd!,etr=dla;lesysttmeqd = q a équivaut au systéme x = xr.

2°) On vérifie immédiatement que la matrice r est stochastique et
irréductible. La proposition D.3 est alors un corollaire de la proposition B.3.

D4 Résolutiondeqd=qa

1°) Comme on l'a déja noté, l'essentiel de la suite de ce cours porte sur
la résolution du systéme q d = q a. En fait, on supposera (presque toujours)
que la matrice a est irréductible.

Du point de vue "théorique”, le probléme est alors résolu compte tenu
de la proposition D.3 : il y a une et une seule solution.

En fait, notamment quand on considére des processus markoviens,
n = card(E) est en général "trés grand" : un tout petit réseau de files

d'attente a facilement 10°° états. La résolution, méme approchée, du
systeme q d = q a pose donc des problemes "techniques” qui conduisent tres
vite a de vrais problemes mathématiques.

2°) La résolution des systémes linéaires fait 1'objet d'une littérature
abondante dont on considéere qu'elle releve, en général, de 1"analyse
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numérique”. Evidemment, quand on veut résoudre le systtme qd = q a, on a
trés souvent a utiliser une technique générale de résolution : ce point sera
repris au chapitre 5.

3°) Une technique classique en analyse numérique est l'utilisation de
méthodes itératives, notamment pour calculer le vecteur propre associé i la
valeur propre de module maximal d'une matrice.

On a noté (en D.3) que le systéme q d = q a équivaut au systétme x = xr

avecr =d ! a;soit r' une matrice positive qui commute avec r (i.e. rr' = r'r)
et telle que u(r') <1 (cf. A.3). Siy est vecteur positiftel quecy =y r' avecc
réel positif, y est proportionnel 2 x.

Résoudre le systéeme q d = q a équivaut donc a résoudrecy =y r, y
positif. On peut, par exemple, procéder comme indiqué en B.1 et étudier la
limite en direction, c'est a dire en renormalisant a4 chaque itération, de
y(r)k

L
On peut prendre 1’ = Z r ,j étant judicieusement choisi. Il faut
k=0
toutefois noter qu'une telle matrice r' a beaucoup moins de termes nuls que
la matrice initiale r. Ceci est avantageux pour certaines techniques
itératives ( u(r') est plus petit ) : par contre c'est un inconvénient si on veut
utiliser des techniques liées aux "matrices creuses”" (c'est a dire les
matrices dont beaucoup de termes sont nuls)... La méthode itérative
associée a B.1 n'est donc utilisée que pour de "petits” réseaux.

4°) On a noté en D.3 que le systéeme q d=q a équivaut au systéme x=xr ;

i1l équivaut aussi au systeme q = gqsavecs =a d™! . Contrairement a ce qu'on
pourrait croire, ces trois systémes ne sont pas équivalents au niveau de la
"technique de calcul”. Par exemple, étudier x = q d au lieu de q augmente le

"poids” relatif d'états u qui ont un taux d  d'étre quitté élevé. Cela peut étre
un avantage si cela permet & x de rester dans les limites tolérées par
I'ordinateur considéré : en effet, méme pour de "petits" réseaux, on

considere souvent des états dont la probabilité est inférieure a 107190 ¢t on ne
peut pas éliminer de tels états, alors que, en général, les ordinateurs ne
mettent pas en mémoire de telles quantités, a moins de travailler en double
précision ou d'utiliser un calculateur arithmétique spécifique.

Par contre, étudier x peut étre un inconvénient si cela donne trop de
poids a des états dont la probabilité est faible et sans intérét.

Ces quelques remarques préliminaires et élémentaires montrent
qu'il n'y a pas "une bonne méthode" pour résoudre le systtme qd = q a : le
choix de la méthode numérique dépend du probleme considéré.

5°) Les méthodes classiques d'analyse numérique n'utilisent, en
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général, qu'accessoirement, le fait que la matrice a est positive. On
introduira, aux chapitres 5 et 6, des algorithmes pour lesquels cette
propriété est cruciale.

6°) Au chapitre 7 nous introduirons un algorithme qui utilise a la fois
le fait que la matrice a est positive et le fait que la somme des colonnes de la
matrice (a—d) est identiquement nulle.

7°) Dans certains cas trés particuliers mais trés importants en
pratique, on sait déterminer la solution explicite du systéme q d = q a. Ce
point sera abordé au chapitre 4.

D.5 Théoréme ergodique en moyenne

Revenons au cas ou on considére un processus markovien homogeéne
(Xt)teT . Dans les paragraphes précédents deux questions ont été posées et
ont obtenu une réponse partielle :

1°) Est-ce que Proba (X, = u] admet une limite q quand t tend vers l'infim ?

2°) Est-ce que cette limite est indépendante de la loi de X~ (la loi initiale) ?

Si chacune de ces deux questions admet une réponse affirmative, on
dit qu'il y a ergodicité (en moyenne). Un théoreme ergodigque est un
théoreme qui donne des conditions suffisantes pour qu'il y ait ergodicité, en
moyenne ou par trajectoires (cf. §E qui suit). La littérature sur le "théoréme
ergodique” est considérable et ce théoréme admet un trés grand nombre de
variantes suivant les hypothéses considérées ainsi que le niveau de
précision et le niveau de généralité auxquels on se situe. Dans les
paragraphes qui précédent C.4, D.2 et D.3 notamment, on a vu qu'il y a
ergodicité si I'ensemble E est fini et si la matrice a associée a l'évolution de
X est irréductible. En général, il y a deux (ou trois) types de conditions pour
l'ergodicité.

- D'une part des conditions de "non-explosion” : on a déja noté en
C.2.3°) que, pour la file M/M/1 (cf. 1.E.4), il y a explosion (la probabilité ne
"charge" que l'infini) si et seulement si v 2 u ; évidemment, si I'ensemble E
est fini, il n'y a pas explosion.

- D'autre part des conditions de "'mélange” : a titre de
contre-exemple, supposons que (F,G) soit une partition de I'ensemble E des

états et que a, = 0 pour tout couple (u,v) appartenant a (FxG) ou (GxF) ; il

ne peut pas y avoir d"échange"” entre les états de F et ceux de G : il ne peut
donc pas y avoir indépendance de la limite par rapport aux conditions
initiales ; on dit parfois qu'une matrice a est "mélangeante” si son
coefficient de contraction (cf. A.3) est strictement inférieur a 1.
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- Enfin, s'il s'agit d'une chaine de Markov a temps discret, il faut

aussi qu'il n'y ait pas "périodicité" (cf. le contre-exemple donné en C.3.4°) ),

D.6 Processus stationnaire

1°) Comme en D.2, considérons le cas d'un processus X := (X\),

markovien homogéne qui évolue a temps continu et qui admet E comme
ensemble d'états et a comme matrice d'évolution ; on définit d comme en
D.1 et soit q une matrice positive normalisée telle que qd = q a.

On vérifie immédiatement que, si b := d-a, q ebt = q. On dit que le
processus X est un régime stationnaire si, pour tout élément t de T, q est la

loi de Xt

2°) Par ailleurs, pour toute séquence croissante (t(0)),...,(t(n))
d'éléments de T, soit la loi de (Xt(o) ,...,Xt(n)) associée au semi-groupe ebt ot

telle que la loi de Xt(o) soit q. On vérifie immédiatement que ceci définit un
systéme compatible de probabilités conjointes (puisque, quel que soit t,
q ebt = q ) : cf. 1.B.4. La loi associée est appelée loi stationnaire (ceci vaut

pour T = R™ et pour T = R).

Ceci peut étre interprété "physiquement"” de la fagon suivante. Quand
on considére le processus X sur un temps trés long (cf. D.2), sa loi a
I'instant t "converge" vers la loi limite q. Pour t assez grand, on peut
supposer que cette loi limite est (presque) atteinte : le processus X est alors
en régime stationnaire.

E. Théoreme ergodique ponctuel
E.l Introduction

Nous avons déja rencontré en D.5 une notion de théoréme ergodique.
En fait, il existe une grande variété de "théorémes ergodiques”.

Le "théoréme ergodique” qui est le plus souvent utilisé (explicitement
ou implicitement) dans les applications (notamment en simulation)
consiste a admettre que si on observe un processus sur un temps
suffisamment long - c'est &4 dire qu'on observe "une trajectoire” - les
"moyennes" observées (relativement a cette trajectoire) coincident avec ce
qu'on peut "espérer en moyenne" a chaque instant.

Toute formalisation rigoureuse de cette propriété se situe
nécessairement 4 un haut niveau mathématique, ce qui dépasse treés
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nettement 1'objectif de ce chapitre. Nous allons donc seulement, dans ce
paragraphe E, préciser un peu quelques propriétés ergodiques couramrent
utilisées. Une formalisation simple de la notion "brute” de trajectoire sera
donnée au paragraphe F et son utilité sera illustrée par la preuve de la
formule de Little.

E2 Exemple de base

Nous allons commencer par le cas le plus simple : nous verrons
d'ailleurs, au paragraphe E.3 qui suit, que 1'on peut souvent se ramener a
ce cas.

On considére un processus markovien homogene (X,); _ qui admet E
comme ensemble des états et T = R™ comme ensemble des temps. On

suppose que E est fini et que la matrice qui régit l'évolution de X est
irréductible. Soit f une fonction réelle définie sur E.

Considérons d'abord le cas ou le processus évolue en régime

stationnaire, c'est a dire que la loi de X, (la loi initiale) est la loi

stationnaire ; quel que soit t € T, la loi de X, est la loi stationnaire. E[f (Xt)]
est donc une quantité fixe. On a aussi :

s+t s+t

1
E [f(X)] = —]t: E[f (X)ldr = lim T E[f (X)]dr

t »>o00

On peut considérer cette méme limite pour un processus dont la loi
initiale est quelconque : on a vu précédemment que la loi de X_ a une limite

quand'r tend vers l'infini et cette limite - la loi stationnaire - ne dépend pas
de la loi initiale.

Autrement dit, on peut poser
s+t

1
px(f) = lim T E[f (X)dr
t > 00

On congoit bien que, en général, on peut intervertir le symbole E et la
limite considérée ci-dessus, soit :
s+t

1
px() =E{ lim. T f(X)dr}

t —>o00
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évidemment, ceci suppose d'avoir défini f (X)) - ce que l'on n'a pas fait

auparavant puisque le processus a uniquement été considéré "en loi". La
formalisation mathématique associée sera évoquée au chapitre 10 : X est
alors une application définie sur (2x T) et X(w,t) est la valeur de X a
I'instant t pour la trajectoire .

Le "théoréme ergodique” le plus utilisé (souvent implicitement)

exprime que l'on a aussi :
s+t

. 1
Ux(f) = gl—inoo T f(Xr)dI‘
s

Autrement dit, en régime stationnaire, la moyenne E[f (X\)] & un

instant t est égale a 1a moyenne "le long d'une trajectoire” sous réserve
d'étudier cette trajectoire sur un temps suffisamment long.

Si on se place dans le cadre mathématique évoqué plus haut (cf. cha-
pitre 10) et si l'ensemble E des états est fini, on peut prouver que cette
propriété est satisfaite pour "presque toute trajectoire” c'est a dire pour tout
élément o de (Q2\ R) ou R est un ensemble de probabilité nulle : c'est ce
qu'on appelle un théoréme ergodique ponctuel.

E3 Dédoublement de processus

On considére le méme processus (X;), .y Qquau paragraphe E.2 qui
précede. Par contre, considérons, par exemple, la "fonction” f telle que f(X,)

égale 1 si et seulement si X, =e etsi le processus X était dans 1'état e’ juste

avant d'étre dans 1'état e, ces états e et e' étant deux éléments fixés de E.
Cette fonction f n'est pas de la forme indiquée en E.2, mais on peut se
ramener a cette forme de la fagon suivante :

On pose E':= E x {0,1} ; soit (X£ )teT le processus a valeurs dans E'
dont la loi d'évolution est définie de la fagon suivante :

. 1 , Vv
a'(u' v := }lmlfg {HProba[X“h—v | X', =u']}

etpouri=0eti=1:
a'l(u,i),(v,0)] := alu,v)(1 -8, )

a'l(u,1),(v,1)] := a(u,v) 8y e

c'est a dire que 1'état (u,0) (resp. (u,1)) de X’ correspond au fait que X est
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dans l'état u et que, juste avant la derniére transition, X n'était pas (resp.
était) dans l'état e'.

Il suffit alors de poser f'(u,i) ;=i 8, bour que fX;) corresponde
exactement a la "fonction” f introduite au début de ce paragraphe E.3.

Il est bien clair que des constructions analogues a celle proposée dans
cet exemple peuvent étre effectuées dans des situations beaucoup plus

générales. En fait, pour la plupart des applications ou on considére une
moyenne temporelle, on peut se ramener, a l'aide d'une telle construction,

a étudier f (Xt) ou f est une fonction définie sur E.

Au lieu d'utiliser cette notion de dédoublement de processus (ou ses
généralisations) on peut considérer des fonctions markoviennes plus
complexes que f, ce qui déplace les difficultés techniques.

E4 Variables de comptage

Dans les paragraphes E.2 et E.3 qui précédent, on a considéré la

valeur moyenne de f (X, ) ou f est une fonction définie sur E. On peut aussi

étre amené a considérer le nombre moyen de fois ou un événement s'est
produit, par exemple le nombre moyen de fois ou on a la transition qui fait
passer de e a €', e et e' étant deux éléments fixés de E. Plus généralement,

soit F' une partie de (ExE) ; posons : vy (Fis,t) = nombre de fois ou lon a

(X, ,X,,)élément de F pour s < r < t.

Evidemment, cette expression n'a un sens que si X est défini "par
S+t

trajectoires” (de méme que f(Xodr ).

Si le processus markovien homogéne (X,), g, admet un ensemble
d'état fini et une matrice d'évolution irréductible, on peut poser :

vX(F) = lim. { —1— vx(F,s,5+t) }

t - +o00

c'est a dire que cette limite existe et ne dépend ni de s, ni de la loi initiale.
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F. Etude trajectorielle
F.1 Introduction

Nous allons maintenant donner un formalisme trés simple qui suffit
pour modéliser la (ou une) trajectoire d'un processus X qui évolue en temps
continu et dont l'ensemble E des états est fini. Ce formalisme sera
notamment repris au paragraphe 3.E.

Cette notion de trajectoire est cruciale a plus d'un titre. D'une part,
quand un processus "incarné” évolue au cours du temps, il n'évolue pas en
valeur moyenne mais suivant une trajectoire. D'autre part, une méthode
trés répandue pour étudier un phénomeéne est de simuler une ou plusieurs
trajectoires et d'en déduire des propriétés en moyenne : nous reviendrons
sur ce point au chapitre 3 qui suit. Enfin, méme si on se place sur le plan
purement mathématique, il y a de nombreuses propriétés dont la
démonstration s'effectue naturellement "par trajectoires” : nous donnerons
I'exemple de la formule de Little au paragraphe F.4 qui suit.

F.2 Trajectoire

Dans tout ce paragraphe F, on considére un ensemble fini E et une
suite (e,,s) ), avec, quel que soit k2o , e, élément de E et s, >0. Quel que
soit k>0 , on pose

by = > s; (onadonc t,:=0)
i<k

Soit f la fonction définie sur R” par f(t) =e, pourt <t<t  ,;f(t)
représente l'état du processus a l'instant t ; 4 l'instant t, , k>o, le processus

passe de l'état ey, al'état e puis il reste dans cet état ey durant un laps de

temps s, , etc... On dira que f est la trajectoire du processus.

Pour alléger les notations, pour tout couple (s,t) de réels positifs et

pour toute fonction réelle x définie et "continue par morceaux” sur R", on

pose
S+t

1
m(s,t,x) ;= T x(r) dr

S

De méme, pour toute fonction définie sur IN et pour tout couple (s,t) de
réels positifs, on pose :
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c-fli—‘

n(s,t,x) = z x(k) avec A:={k:s<t <t
keA

F.3 Fonction presque markovienne

Pour tout entier i>o, soit f?:i I'ensemble des fonctions g a valeurs dans
E définies sur l'ensemble {1,...,i} : autrement dit (g(1),...,g(1)) est une
séquence de i éléments de E.

Soit x une fonction réelle définie sur N ; on dira que x est presque

markovienne (associée a la trajectoire f ) si il existe i>0 et g élément de f?i
tels que, quel que soit k>i ,

x(k) = g [f (k—i+1), f (k—=i+2),...,f (k)]

autrement dit la valeur en k ("a l'instant tk") de la fonction x est une
fonction g (fixe) des valeurs de f aux instants ey e W -

Soit y une famille réelle définie sur R* ; on dira que y est presque
markovienne (associée a la trajectoire f ) si il existe une fonction x réelle
définie sur IN markovienne (comme définie ci-dessus) telle que

y(t) = x(k) pour t, <t< Yol

Dans tout ce qui suit, on suppose que la trajectoire satisfait aux deux
propriétés suivantes :

quelle que soit la fonction x réelle définie sur IN (resp. R*) presque
markovienne, on peut poser :

n'x):= lim. n(s,t,x)
t - o0
(resp. m'(x) := lim. m(s,t,x) )
t 5 o0

c'est a dire que cette limite existe et ne dépend pas de s.

En fait, ces quantités n'(x) et m'(x) sont surtout intéressantes si elles
sont "intrinséques”, c'est a dire indépendantes de la trajectoire considérée :
cf. le paragraphe E qui précede.

Attention : si on procéde par simulation (cf. chapitre 3) et si on doit
étudier des fonctions telles que x, l'ensemble des états doit étre
suffisamment riche (c'est a dire contenir suffisamment d'information sur
le passé du processus) pour que x soit strictement markovienne
relativement a cet ensemble d'états. Les fonctions que nous appelons
presque markoviennes sont les fonctions que 1'on peut rendre strictement
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markoviennes de fagon simple et en conservant un ensemble d'états fini (cf.
la technique du dédoublement de processus évoquée en E.3). Par ailleurs,
pour procéder par simulation, il faut se donner une loi d'évolution ce qui
n'est pas pris en compte par la notion "brute” de trajectoire définie en F.2
ci-dessus.

F4 Formule de Little

1°) La "formule" de Little admet de nombreuses variantes.
Considérons le cas ou le processus étudié X est un "systéme A de files
d'attente” - cette expression étant & prendre dans un sens tres général - et
soit "une” (ou "la") trajectoire associée a ce processus comme formalisé en
F.2. Soit B un sous-ensemble de A. On suppose que des "clients" rentrent et
sortent de ce sous-ensemble B et que, pour chaque état du processus X, le
nombre de clients dans B est parfaitement déterminé. Pour alléger la
présentation, on suppose qu'il ne peut pas y avoir simultanément de départs
et d'arrivées de clients dans B ; par contre, les arrivées et les départs
peuvent s'effectuer par paquets. Evidemment, il peut y avoir toutes sortes
d'évolutions du processus X autres que celles de clients rentrant en B ou
sortant de B.

2°) Soit y la fonction (markovienne) définie par y(t) = j si et seulement
si j est le nombre de clients dans B quand 1'état est f (t) : autrement dit, y est
le nombre de clients dans B a l'instant t pour la trajectoire considérée ;
m'(y) est alors le nombre moyen de clients dans B ; si L est la variable
aléatoire associée au nombre de clients dans B (pour la trajectoire
considérée), on a E(L) = m'(y). On suppose y(0) =0.

3°) Soit x la fonction (presque markovienne) définie sur IN par x(k) = j

si et seulement si la transition (ek_1 ,ek) correspond a l'entrée de j clients

dans B ; n'(x) est alors le nombre moyen de clients qui entrent dans B par
unité de temps ; s'il n'y a pas explosion, c'est a dire si le nombre de clients

dans B reste fini, n'(x) est aussi le nombre moyen de clients qui sortent de B
par unité de temps. Posons a := n'(x) : en général a est un parametre
connu”.

4°) Numérotons les clients qui entrent dans B a partir de l'instant t =0
(ce numérotage étant choisi arbitrairement quand plusieurs clients entrent
en méme temps). Soit t > 0. Soit d, le délai durant lequel le i-ieme client reste

dans B, l'observation étant arrétée a l'instant t. Soit I le nombre de clients

arrivés avant l'instant t. On a :
t

2 d = | ysuds
0

Il s'agit 14 d'une propriété ensembliste élémentaire tout a fait
indépendante de la théorie des processus. Cette égalité peut aussi s'écrire :
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t

I
I 1
- (2 d)/1= < y(s)ds = m(o,t ,y)
i=1

0

Faisons tendre t vers l'infini : (I/t) converge vers a ; m(o,t ,y) converge
I

vers m'(y) = E(L) ; (z d,) /I converge donc aussi vers une quantité qui est le
i=1

délai moyen qu'un client donné passe dans B ; autrement dit, si D est la

variable aléatoire associée au délai qu'un client passe dans B (pour la

trajectoire considérée), on a :

5°) 1l n'est pas sans intérét, méme pour le praticien, de noter la force
et la faiblesse de la démonstration qui précede : contrairement a ce qui est
parfois exprimé, cette démonstation ne repose pas sur les propriétés des
processus régénératifs mais simplement sur des propriétés de "valeurs
moyennes” ("lois des grands nombres") ; elle est donc trés générale ; par
contre, la preuve qui précéde ne donne aucune information sur la "vitesse"”
avec laquelle, par exemple, m(o,t , y) converge vers m'(y) - vitesse qui peut
dépendre de la trajectoire considérée - ni sur le caractere intrinséque
(indépendant de la trajectoire étudiée) de m'(y).

Enfin, que le lecteur ne se laisse pas abuser par certaines
démonstrations, apparemment savantes, qui ne font que "noyer le poisson”
au milieu d'un formalisme inadapté et qui, en fait, ne prouvent rien de plus
que ce qui précede.

6°) En plus des hypothéses données au 1°), on suppose que la sortie de
B est assurée par un serveur U unique, qui sert les clients un par un. Soit z
la fonction (markovienne) définie par z(t) := 0 (resp. 1) si B est vide (resp.
non vide) a l'instant t. On a évidemment :
t t

t=1 z(s)ds + {1-12z(s)lds soit

0 0
1 =m'(z) + m'(1-2z)

De plus, soit u; la durée durant laquelle le i-iéme client est servi par

le serveur U, 'observation étant arrétée a l'instant t. On a :
t
i
z(s)ds = Z u
i=1
0
ce qui peut aussi s'écrire :
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1
I
m(o,t,z)=T . (z u, )/ 1
i=1

quand t tend vers l'infini, m(o,t , z) tend vers m'(z), (I/t) tend vers a (cf. 4°) )
I
et ( Z u; )/1 tend vers la durée de service moyenne de chaque client, c'est a
i=1
dire vers E(S) si S est la variable aléatoire associée a la durée de service d'un
client. En général, E(S) est un parameétre "connu”. On a finalement :

m'(1-z) =1 - a E(S)

ou m'(1-z) est la "probabilité pour que le serveur U soit inoccupé”. Cette
"formule” suscite évidemment les mémes commentaires qu'au 5°).
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Chapitre 3

Simulation

A Modélisation
A.1 Introduction

Un double but est assigné a ce chapitre. D'une part, on y donne les
notions de base de la simulation informatique. D'autre part, on y fait
constamment référence aux notions mathématiques définies aux
chapitres 1 et 2. Pour le praticien, ce chapitre 3 peut donc étre considéré
comme une introduction a l'ensemble de ce cours.

Le paragraphe A précise les modéeles considérés. La notion de
"suite de nombres au hasard" est expliquée au paragraphe B : cette notion
est indispensable pour toute simulation informatique. Au paragraphe C,
la simulation informatique est située par rapport aux autres simulations
expérimentales. Les techniques de base de cette simulation informatique
sont introduite, a partir d'exemples, aux paragraphes D (cas d'une chaine
de Markov) et E (cas d'une évolution a "temps continu”). Une esquisse de
conclusion est donnée au paragraphe F.

Dans ce chapitre 3, on suppose presque toujours que l'on étudie le
régime stationnaire d'un processus markovien homogeéne ; certaines des
techniques proposées peuvent étre utilisées dans des contextes plus géné-
raux mais, le plus souvent, on se rameéne a ce cadre : en effet, le principe
de base de la simulation consiste 4 simuler une ou plusieurs trajectoires
sur un temps tres long, et donc en régime stationnaire. Toutefois, il faut
bien comprendre ce que signifie cette expression : cf. notamment l'exem-
ple D.2 ou on étudie le comportement "moyen” d'un régime transitoire ; de
méme, aux paragraphe E.3 et E.4 on étudie la file GI/GI/1 : le processus
associé est rendu markovien par l'introduction d'états fictifs ou parce que
I'état a chaque instant prend en compte le délai passé depuis la derniére
arrivée et depuis le début du dernier service.

A.2 Cadre markovien

L'essentiel de ce cours porte sur l'étude de phénomenes marko-
viens en régime transitoire (chapitre 1) ou stationnaire (chapitre 2) dont
I'ensemble E des états est fini ou dénombrable : la premiére étape de la
modélisation, y compris quand on procede par simulation, est donc de
choisir un ensemble E d'états suffisamment "riche" pour que, relative-
ment a cet ensemble d'états 1'évolution du processus et les fonctions a
étudier soient markoviennes.
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La notion de processus markovien a été définie en 1.B.3 ; rappelons
notamment que, si (Xt)t o €St un processus markovien qui admet E comme

ensemble d'états, 1'évolution du processus apres l'instant t ne dépend que
de l'état du processus a l'instant t et non pas de ce qui s'est passé avant
I'instant t. Rappelons aussi que cette propriété dépend du choix de E et
révele le caractére crucial de la notion de loi exponentielle (cf. 1.A.4). On a
vu en 1.F qu'en "grossissant” E on pouvait prendre en compte des lois non
exponentielles, le processus X a étudier étant quand méme markovien. De
méme, on a vu en 1.C.5, 2.E.3, etc... que, si on veut étudier des fonctions y
liées au passé du processus markovien X, il peut étre nécessaire de
"grossir” I'ensemble E en sorte que y ne dépende que de l'état e a I'instant
t.

Avant toute modélisation ou simulation en univers stochastique
évolutif, il est indispensable d'avoir assimilé l'interprétation "concréte” de
ce que l'on vient de rappeler.

A.3 Arrivées poissonniennes

Prenons un exemple simple et bien connu : supposons (cf. 1.E.3)
que l'on veuille étudier les appels qui arrivent a un standard S en
provenance de n abonnés (par exemple n = 10.000). En général, on suppose
que les divers abonnés sont indépendants les uns des autres : qu'est-ce que
cela veut dire "concrétement” ?

Cela signifie que 1'on suppose que le fait que l'abonné a essaye
"d'avoir la ligne" ne modifie en rien la probabilité pour 'abonné b, distinct
de a, de faire de méme. En général, cette hypothése est trés bien satisfaite
s1 a et b disposent de lignes distinctes les reliant au standard S.

Supposons qu'on étudie le standard S de 20 H a 23 H et que, a 22 H
une panne d'électricité se produise dans le secteur correspondant au
standard S : le nombre moyen de nouveaux appels par minute d'observa-
tion va varier : notamment il va fortement augmenter a 21H30 et 22H30 (le
tarif étant plus faible) et &4 22H (compte tenu des appels a destination
d'E.D.F.) : ceci ne remet pas en cause I'hypothése d'indépendance
précitée ; par contre le "taux" d'appels par abonné (c'est a dire la
probabilité qu'un abonné demande la ligne sur un bref intervalle de temps)
évolue au cours du temps.

On peut donc raisonnablement supposer que le flux des nouveaux
appels est un flux poissonnien de parameétre a variable, du moins en
premiére approximation. Evidemment, cette approximation est
insuffisante si le poids relatif des abonnés "saturés” est important : il est
bien connu que, s'il fait beau, les cabines publiques des bords de mer sont
saturées tous les soirs du 15 juillet au 15 aolt : il y a un nouvel appel
immédiatement apres chaque fin de communication.



Simulation Chapitre III - 67

A.4 Répétition d'appels et caractere markovien

Au paragraphe A.3 qui précéde on a bien précisé que le flot des
"nouveaux appels" est poissonnien. Si le standard est proche de la
saturation, des abonnés n'obtiennent pas la ligne et ils vont donc rappeler
incessamment. Si l'ensemble E des états ne prend en compte que les
appels acceptés par le standard, 1'évolution ne peut pas étre markovienne.
La encore, pour rendre 1'évolution markovienne il faut - et cela peut ne pas
suffire car il faut aussi prendre en compte 1'évolution interne du standard
- grossir I'ensemble E des états, 1'état du processus prenant en compte le
nombre d'abonnés en instance de répétition d'appels : suivant la finesse de
la modélisation, on distingue ou non les abonnés en fonction du nombre de
tentatives antérieures avortées.

De méme qu'en A.3, cet exemple montre, s'il en était besoin !, que
choisir une modélisation markovienne valable nécessite une trés bonne
connaissance du "terrain' c'est a dire du phénomeéne a modéliser.

A.5 Régime stationnaire

On a déja noté en 2.C.2, 4°), que l'intérét de 1'étude du régime
stationnaire dépend des exemples. Dans le cas du standard S considéré
ci-dessus, le nombre de nouveaux appels (par exemple une dizaine par
minutes) est grand eu égard a la variation globalement assez lente du
parameétre a (méme si la valeur de a est discontinue aux instants de
changement de tarifs). Dans ce cas, c'est 1'étude stationnaire qui est de
loin la plus cruciale, la "montée en charge” étant tres rapide.

Plus généralement, avant d'effectuer une modélisation précise
d'un phénomeéne, il est indispensable de savoir si on peut, on non, se
contenter de l'étude en régime stationnaire : en effet, des difficultés
techniques de l'étude en régime transitoire sont beaucoup plus grandes
que celles de l'étude en régime stationnaire (toutes choses égales par
ailleurs) : c'est d'ailleurs pour cela que ce cours porte essentiellement sur
I'étude en régime stationnaire.

A.6 CasEinfini

Considérons toujours le cas du standard S correspondant a n
abonnés (n "grand”). Soit X, le nombre d'abonnés qui ont ou veulent avoir

la ligne a un instant t donné. Supposons que l'on soit en sursaturation,
c'est a4 dire que le parameétre a associé aux nouveaux appels soit stricte
ment supérieur au débit maximum d du standard. En premiére

approximation, X, suit la méme loi qu'une file M/M/1 de taux d'arrivée a et

de taux de départ d : on a noté que, pour une telle file, le régime
stationnaire n'a pas d'intérét puisqu'il ne charge que l'infini (cf. 2.C.2,3°)).
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Cela signifie-t-il qu'il faut effectuer une étude détaillée du compor-
tement "a I'infini"” de la file M/M/1 ? Non, bien siar !. Il faut simplement se
rappeler que le flot d'entrée a été approché par un processus de Poisson :
ici, cette approximation n'est pas valable et il faut revenir au modele initial
qui prend en compte les n abonnés.

Cette remarque évidente et de bon sens a un caractere tres général:
plus précisément, assez souvent, l'ensemble E des états est
"naturellement” fini, ou, tout du moins, il faut se limiter a des
modélisations pour lesquelles E est fini si on veut procéder (partiellement)
par simulation informatique ou algorithme de calcul : il peut étre
commode, pour faciliter 1'étude mathématique, de plonger E dans un
ensemble infini : par exemple pour remplacer une loi binomiale par une
loi de Poisson. Il ne faut pas, pour autant, oublier le point de départ pour
lequel E est fini.

Ceci explique que, dans ce cours, le cas o1 E est infini n'est presque
jamais étudié "pour lui-méme" alors que ce cas E infini fait l'objet de
dizaines d'ouvrages et de milliers d'articles. Par contre, mais ceci est un
autre probléme, il arrive fréquemment que le nombre d'éléments de E soit
tres grand. Or, assez curieusement, les méthodes utilisées jusques ici
pour l'étude théorique du cas ou E est infini ne sont en général pas
adaptées au cas ou E est fini mais trés grand (cf. 7.D.6)..

B Nombres au hasard
B.1 Définition "mathématique"

Pour toute simulation informatique, il faut disposer d'une suite de
nombres au hasard : nous allons donc d'abord préciser cette notion.

Soit m>0. Soit M l'ensemble des entiers i1, 0<i<m. Soit (xk)k>0 une

suite d'éléments de M. Que signifie I'expression "la suite (x, ), est une

suite de nombres au "hasard"” ? Cette expression n'est pas purement
mathématique. Cela veut dire que cette suite peut étre considérée comme

une "réalisation du hasard" associée a une suite (X)), de variables
aléatoires, chaque "tirage” X, étant indépendant des précédents et la loi de
chaque tirage X, étant la loi équidistribuée sur M. Notons aussi que la
"suite” (x,),,, n'est pas "infinie" contrairement a la définition

mathématique d'une suite. La suite (xy), ., doit donc satisfaire aux
propriétés statistiques des suites de variables indépendantes a valeurs
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dans M. Notamment, pour j fixé, j21, la suite (y, ), ., de séquences définies
par y, = (xjk TS O AR Xjk+j-1) peut étre considérée comme une
"réalisation du hasard” associée & une suite (Y,), de variables
aléatoires indépendantes, chaque variable Y, suivant la loi équidistribuée

sur MJ .

B2 Construction

On peut construire une suite de nombres au hasard par des
moyens mécaniques. Par exemple, si m=6, on lance "indéfiniment" un dé
a six faces et on pose x; = u,—1 ot y; est le n° de la face associée au k-ieme
lancer. On peut aussi utiliser des appareils un peu plus sophistiqués qui
relevent eux-mémes les nombres x, , ceux-ci étant obtenus par des moyens

mécaniques ou électroniques : par exemple, on lit le temps suivant une
période voisine de la milliseconde la lecture étant effectuée avec une

précision de 10~% millisecondes et on pose x, = le dernier chiffre significatif

associé a cette lecture. Si le délai D entre deux observations (de moyenne 1
milliseconde) suit une loi "raisonnable” avec un écart-type suffisant (par

exemple, supérieur a 10~% milliseconde), la suite () )y Peut étre
considérée comme une suite de nombres au hasard avec m=10.

En fait, de plus en plus, les suites de nombres au hasard sont
"construites” par des "générateurs informatiques", c'est a dire des
programmes (ou sous-programmes) informatiques.

Actuellement, la technique de loin la plus utilisée est celle des
congruences mixtes. Le principe en est le suivant : considérons d'abord le

cas ou m est grand ; on construit la suite x, par récurrence suivant la
formule x, , , = ax,+b (modulo m) c'est a dire que, x, étant connu, on
calcule y, = axy +b puis on effectue la division euclidienne de ¥y par m ce
qui donne y, =m z, +x, , avec 0sx,  ,;<(m-1):se donner un générateur
informatique c'est tout simplement se donner les nombres a, b, m et X, .

Il y a évidemment de nombreuses études sur le choix des nombres
a, b, m et x; : notamment, des conditions ont été données pour que la

période de la suite (x5, Soit la plus grande possible (la suite (xk)k>0 a
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nécessairement une période inférieure ou égale a (m+1) puisque, apres
(m+1) itérations, on est sir de retomber sur une valeur déja obtenue) ; il
n'est pas évident que ceci soit un bon critére statistique comme le montre le

contre-exemple suivant : soit (%) )5, la suite définie par x) =x, et
Xok 41 = d; cette suite (x; ), a une période qui, en général, est double de

celle de (Xk)k> o, €, pour autant, c'est une bien mauvaise suite de nombres

au hasard. Intuitivement, il est "probable” qu'il y a intérét a ce que la
période soit d'un ordre de grandeur nettement inférieur & m (par exemple
m/10).

Si on connait un ordre de grandeur, soit p, de la période on peut,
apres p itérations redémarrer avec une valeur initiale Xpe1 obtenue a l'aide

d'un autre générateur (informatique ou non) ce qui provoque un décalage
et suffit pour "casser" la période (cette procédure est souvent appelée
randomize). Ces quelques remarques élémentaires montrent que le choix
d'un "bon" générateur informatique laisse encore beaucoup de place a ...
disons l'intuition.

Par contre, il y a quelques régles qu'il faut évidemment observer.
Notamment, b doit étre premier avec m et il est conseillé de choisir a et b
du méme ordre de grandeur, b = b'b" avec b'<b” et a=1 (modulo b') (pour ne
pas avoir de période inférieure a b') ou des propriétés analogues.

Enfin, dans tout ce qui précéde on a supposé m grand ; pour perdre

le moins possible d'information, il y a intérét a choisir m>2"2 sin est le

nombre de bits attribués a l'écriture des entiers positifs par l'ordinateur
considéré. On verra, en B.4, que l'on peut construire d'autres suites

(¥ kso & partir de la suite (x,), ., : notamment, on peut poser y, := x
(modulo m’) pour avoir 0<y, <m’. '

Notons aussi que, contrairement aux générateurs mécaniques ou
électroniques, le générateur informatique permet de reproduire plusieurs

fois exactement la méme suite (x) ), ce qui peut étre utile pour effectuer
des vérifications.

B3 Sondages et codages

Ce paragraphe B.3 sort quelque peu du cadre général de ce cours :
néanmoins il nous semble utile de rappeler deux utilisations des
générateurs de nombres au hasard autres que la simulation qui sera
abordée au paragraphe C qui suit.

Mis a part les jeux de hasard (des, cartes, roulettes, loteries, etc...),



Simulation Chapitre III - 71

les suites de nombres au hasard ont d'abord été utilisées pour effectuer les
sondages. Le principe en est élémentaire : supposons que l'on veuille
choisir "au hasard" j éléments parmi m' éléments distincts. On numérote
(explicitement ou implicitement) les m' éléments a étudier puis on choisit j
nombres au hasard (en général, si deux de ces nombres sont égaux, on
effectue un tirage supplémentaire : c'est ce qu'on appelle le sondage "avec"
remplacement) a valeurs dans l'ensemble {1,....m'} et on sonde les j
éléments associés a ces j nombres. Il y a d'ailleurs des livres de "nombres
au hasard".

Une autre application des générateurs informatiques de nombres
au hasard est le codage dont I'importance va évidemment aller en
croissant. La encore, le principe en est élémentaire ; pour autant, ce type
de codage a une efficacité qui rend obsoletes les études de décodages basés
sur des propriétés statistiques.

On considére donc un message. Ce message, méme s'il s'agit
d'une émission de télévision, peut étre écrit sous forme d'une suite (Z oo

de nombres, chaque nombre étant compris entre 0 et (m-1). En fait, de
plus en plus, tous les messages seront écrits de cette fagon ce qui facilite
leur transmission (puisque tous les messages sont de méme type et que ce
type se préte particulierement bien aux découpages, vérifications, etc...) :
c'est la transmission numérique (par "paquets"”).

Soit (Xk)k>o une suite de nombres au hasard a valeurs dans
{0,...,m—1}, suite que l'on peut reproduire a volonté (cas des générateurs

informatiques). On pose y, = x,+z, (modulo m) et on transmet la suite
(yk)k>o :

L'initié qui connait la suite (X )5, N'@ évidemment aucun mal a
retrouver la suite (zk)k>0 connaissant la suite (¥) x>,  PAr contre, le
non-initié qui ne connait pas la suite (x, ),  aura beaucoup de mal a
retrouver la suite (z) ), @ notamment, il n'y a aucune corrélation

statistique entre les suites (y,), et (Z so (81 (X, est une "bonne”
suite de nombres au hasard). En fait, dans ce cas, le seul décodage viable
consiste a découvrir le générateur de la suite (%) Koo ©OD laisse au lecteur
"en manque" de roman policier le soin d'imaginer de tels générateurs a la

fois souples et faciles a protéger.
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B4 Tests

Nous avons noté au paragraphe précédent que, mis a part quelques
régles simples, il n'y a pas de critéres décisifs pour bien choisir les

nombres a, b, m et x, . Par contre, on peut effectuer de nombreux tests
pour "vérifier' qu'un générateur est satisfaisant.

Comme on l'a déja noté, "autrefois”, les suites de nombres au
hasard servaient essentiellement a effectuer les sondages : par exemple,
les livres de nombres au hasard donnent, en méme temps, les propriétés
statistiques essentielles des suites de nombres proposées et ceci pour

chaque page : moyennes, variances, test du X2, etc...

De trés nombreux tests ont été imaginés pour étudier les "qualités”
d'un générateur aléatoire : ces tests ne portent pas uniquement sur la loi
d'occurence de chaque nombre mais sur d'autres occurences plus subti-
les : occurence de la séquence (u,v), de la séquence (u,v,w) (avec u, vetw
donnés), etc... et pour chaque tel type d'occurences on peut effectuer les

études classiques (moyenne, variance, test du %2 ,...).

En fait, les constructeurs sont en général trés discrets sur les
"qualités” des générateurs aléatoires qu'ils utilisent explicitement ou
implicitement (cas des "langages de simulation”). Par ailleurs, les
qualités souhaitables pour un générateur dépendent de l'utilisation
projetée : certains types de générateurs de périodes courtes mais robustes
et bien "mélangeants” peuvent étre excellents pour le codage et peu .
satisfaisants pour certaines simulations.

B.5 Générateur et simulation

Le probleme général de la simulation sera abordé au paragraphe C
qui suit. Le but de ce paragraphe B.5 est simplement de montrer que l'on
peut simuler n'importe quelle suite de variables aléatoires a I'aide d'une

suite (x,), ., de nombres au hasard. On suppose donc que cette suite est

donnée avec, quel que soit k, 0<x;, <m. Posons xl'{ = xk/m .

1°) Cas d'une variable discréte : supposons que l'on veuille utiliser

x, pour simuler la valeur de la variable aléatoire U a valeurs dans

I'ensemble fini V ; soit (v)) la famille ordonnée des éléments de V et

12i2s
q; := Proba (U =v]; posons {; = ; g ; soit i tel que f; < x'k <fi,q;la réalisa-
j<gi

tion du hasard pour U associée & x, consiste a choisir U = v, ; . On vérifie
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immédiatement que (avec la précision associée a m) proba [U=v,] =q, .
Evidemment, si la précision associée & m est insuffisante (par exemple s'il

existe i tel que q; < (1/m) ), il faut utiliser le couple (x Xy ,1) au lieu du seul

nombre x,, ce qui revient a opérer en double précision a ce niveau.

2°) Cas d'une variable continue : supposons que l'on veuille utiliser
xj pour simuler la valeur de la variable aléatoire réelle U qui admet F(t)
comme fonction de répartition, F étant continue. On prend alors pour U la
valeur F‘l(x]'() et on a, avec la précision associée a m, Proba [U<t] = F(t).

S'il est important de simuler des valeurs de U (notamment des valeurs
trés petites ou trés grandes) telles que les probabilités associées soient
faibles (par exemple inférieures a4 1/m) il faut, l& encore, utiliser le couple

(Xk’xk+1)’

3°) On peut, de facon analogue, simuler des variables plus
générales que celles évoquées au 1°) et au 2°) ci-dessus.

C. Simulation expérimentale
C.1 Unsimulateur est markovien

Dans le monde moderne, la simulation a un réle déterminant et ce
role ne peut qu'aller en croissant. Les simulateurs pour l'apprentissage
des cosmonautes, des pilotes d'avions ou des simples futurs conducteurs
de voitures sont bien connus. De plus en plus souvent, la construction d'un
appareil A est précédée de celle d'un appareil simplifié dont 1'évolution est
accélérée pour simuler et donc prévoir les réactions de A. Les accidents de
la route sont simulés, etc...

Ce cours ne se propose pas de faire une étude générale de ces divers
types de simulation, mais simplement de préciser le formalisme
mathématique associé quand 'ensemble des états est fini. Notons que cette
étude "mathématique” met en évidence quelques propriétés valables pour
n'importe quelle simulation.

Notamment, un simulateur ne peut valablement évoluer que s'il
dispose a chaque instant de tous les éléments qui déterminent 1'évolution
ultérieure : par exemple, un simulateur de vol ne peut pas se contenter
d'avoir en mémoire l'état de la cabine de pilotage : il lui faut aussi la
position, la vitesse et l'accélération de l'avion, etc. Autrement dit,
I'ensemble des états possibles du simulateur doit étre suffisamment riche
pour que l'évolution, a partir de l'instant t, ne dépende que des réactions
du pilote et de l'état du simulateur a l'instant t. En langage
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mathématique, cela signifie que 1'ensemble E des états du simulateur doit
étre suffisamment riche pour que, par rapport a E, 1'évolution soit
markovienne : un simulateur doit étre markovien. Attention : dans le cas
du simulateur de vol, c'est l'ensemble "simulateur + pilote” qui est
markovien.

On peut donc appliquer a 1'étude d'un simulateur tout ce qui a été
dit précédemment sur les processus markoviens : nous allons reprendre
une partie de cette étude sous ce nouvel angle. Plus précisément, dans ce
qui suit, nous allons étudier 1'évolution du simulateur. Par contre, nous
n'aborderons pas le probleme de l'adéquation du simulateur en tant que
modélisation de la réalité. Cet aspect du probleme ne doit pour autant pas
étre négligé : notamment il n'est peut-étre pas nécessaire de chercher la
"paille” dans le simulateur si on ne voit pas la "poutre” qui sépare le
simulateur de la réalité. Notons que, pour bien concevoir le simulateur, il
faut avoir compris quel ensemble d'états rend le modele réel markovien :
par exemple, si on veut simuler les appels & un standard (cf. A.4), le
simulateur doit prendre en compte les répétitions d'appels.

Les informaticiens sont devenus et resteront I'une des composantes
fondamentales du monde moderne. Il faut tout de méme noter que
certains d'entre eux (c'est 'exception !) ont un peu tendance a réinventer
le "fil a couper le beurre”. Au lieu de parler de processus markovien, est-il
plus simple et plus convaincant de parler de principe de causalité, de
principe de déterminisme, de condition de réalisabilité ou de condition de
prédictabilité ?

C2 Efini

1°) On se limite au cas ou l'ensemble E des états est fini
(éventuellement dénombrable) : en ce qui concerne les applications, c'est
une restriction contraignante. Toutefois, une partie non négligeable des
idées ou méthodes introduites dans ce cadre s'étend au cas d'un ensemble
quelconque d'états. De plus, on peut se ramener, plus souvent qu'on ne le
croit, au cas ou E est fini a condition de considérer des ensembles E "trés
grands” : par exemple, I'ensemble des états possibles d'un ordinateur, si
puissant soit-il, est fini, ce qui n'est pas sans conséquences "théoriques".

On a déja noté en C.1 que l'ensemble E des états que 1'on considere
est I'ensemble des états du simulateur. Si le simulateur est un ordinateur,
E est donc nécessairement fini.

2°) E étant fini, le formalisme mathématique associé - tout du
moins quant a sa premiére étape de construction - a été donné en 1.B.3 ; on
a signalé que, sauf pour quelques exemples élémentaires, il est impossible
de donner une solution mathématique explicite des équations de
Chapman-Kolmogorov (cf.1.D.2) : dans le cas homogeéne, la solution
donnée en 1.D.5 est une solution théorique. Par contre, il est possible de
calculer la solution stationnaire (cf. chapitre 2) pour quelques modeéles
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simples : c'est l'objet de l'essentiel de ce cours.

C.3 Modélisation d'un simulateur

On considére un simulateur dont l'ensemble E des états est fini et
qui évolue, & temps continu, de fagon (partiellement) aléatoire mais
markovienne. Par exemple, s'il s'agit d'un simulateur de vol, E est
I'ensemble des états possibles du couple "simulateur + pilote”, le caractere
aléatoire étant essentiellement lié aux réactions du pilote. Pour un tel
exemple, supposer que E est fini est trés contraignant. De plus, si on ne
s'intéresse qu'a l'appareil dont les réactions aux commandes sont
déterminées et qui sert & simuler le vol sans vouloir prendre en compte les
réactions du pilote, le formalisme présenté dans ce cours est inutile.
Enfin, comme on 1'a rappelé au paragraphe précédent, on a de solution
utilisable que pour quelques modeles simples en régime homogene
stationnaire. L'utilisation du présent cours pour modéliser un simulateur
de vol se limite donc a des études sur les propriétés "stationnaires” de
certaines réactions du pilote : états intermédiaires entre la veille et le
sommeil, perception des divers messages, etc...

S'il s'agit d'une maquette ou d'un prototype, l'ensemble E des états
est, en général, plus facile a cerner. Le caractére "aléatoire” est alors lié
aux expériences effectuées : par exemple, s'il s'agit de tester un prototype
d'autocommutateur, on va simuler l'environnement (cf. [Heb]) de fagon
partiellement aléatoire.

Pour un tel exemple, la mise au point du simulateur
d'environnement suppose d'avoir bien compris ce qu'est un systéme
markovien. De plus, l'essentiel est 1'étude en régime homogeéne
stationnaire : encore faut-il bien comprendre le sens de cette expression.
Ce type de simulateur est donc susceptible de modélisation mathématique
comme indiqué précédemment. Celle-ci peut apporter des compléments
d'information et des "vérifications" mais, évidemment, dans 1'état actuel
des connaissances, elle ne saurait remplacer l'expérimentation du
prototype méme si le simulateur d'environnement est imparfait. En fait, le
principal intérét de I'étude mathématique est de pouvoir étre effectué avant
la mise au point d'une maquette, laquelle "fige" 1'essentiel de la structure
de l'appareil.

Actuellement, dans neuf cas sur dix (au moins !), cette étude
"préliminaire" - qui, malheureusement, est souvent entreprise trop tard -
est effectuée par "simulation informatique".
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D. Simulation informatique d'une chaine de Markov

D.1 Préliminaires

La simulation informatique est le stade le plus avancé de la
modélisation théorique avant 1'étude mathématique. Evidemment
I'évolution doit étre markovienne relativement a l'ensemble des états
choisis : de plus, la loi de cette évolution doit étre parfaitement déterminée
pour pouvoir étre implémentée sur ordinateur.

La simulation informatique présente deux avantages déterminants :
d'une part, elle permet de prendre en compte un trés grand nombre
d'états ; d'autre part, elle est, en général, relativement simple a
programmer : le plus difficile, et de loin, est de bien choisir un ensemble
d'états et la loi d'évolution markovienne associée.

Nous allons d'abord considérer la simulation des chaines de Markov
a partir de deux exemples, le premier étant tout a fait élémentaire.

D2 Unjeu élémentaire

Pour cet exemple, 1a solution stationnaire est relativement simple a
calculer : I'intérét de cet exemple est donc essentiellement d'expliquer la
technique de base de la simulation informatique. Reprenons le cadre
proposé en 1.C.5. C'est un cadre particulier ou on s'intéresse

essentiellement & I'étude des "points absorbants" Y,=0etY, 22D 2M et

tout ce qui s'y rattache (probabilités associées, nombre de parties a
effectuer avant d'atteindre ces points, etc...).

Soit f la fonction qui a x associe le logarithme en base 2 de (x/b). On
pose Xy =f(X}) et Y}, = 2Y,/b. On met en mémoire les nombres X; et Yy

et soit (uk)k>o une suite de nombres au hasard, la variable aléatoire
associée a chaque terme de cette suite suivant la loi équidistribuée sur
I'ensemble {0,1,...,3r-1} : le nombre uy donne l'issue de la k-iéme partie, la

partie étant perdue si O<u, <2r et gagnée si 2r<u, <3r-1.

Autrement dit, si O<X]'(<n , On pose Y]'(+1 = Yl'( et X]'(+1 = X]'(—l si
Osu, <2r et X; ;=X +1 si2r<u <3r.

Si X;=0 onpose X; ;,=0cet Y, ;=7Y-1 si 0su<2r; au
contraire, si 2r<u, <3r, on pose Xl'(le =1 et Y{H1 = Yl'( .

Si Xy=n on pose X, ; =n-1 et Yy, =Y, si Osu.<2r; au
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contraire, si 2rSuk<3r, on pose Xl'<+1 =n et Y]'( 1= Yf( +20+1

On arréte le programme quand Y; =0 ou quand Y, 2 om+2
L'écriture informatique de cet "algorithme" est immaédiate.

En fait, on s'intéresse au comportement "moyen" de ce qui peut se
passer - ou va donc simuler plusieurs telles trajectoires simultanément
(cas de processeurs travaillant en parallele) ou successivement (des que le
programme précédent est terminé, on le "relance”) avec toujours la méme

initialisation - puisque, pour cet exemple, elle est imposée - soit X=0 et
' _on+l
Y =277,
On met également en mémoire tous les parametres qui nous

intéressent. Par exemple supposons que l'on s'intéresse, a la probabilité
d'étre ruiné : on garde en mémoire deux compteurs, l'un compte le

nombre u de trajectoires qui se terminent par Y, =0 et l'autre le nombre v

de trajectoires qui se terminent par Yl’(22m+2 . Le rapport uw/(u+v) donne la

probabilité (approchée) de finir ruiné. On peut aussi étudier le nombre de
parties qu'on peut espérer jouer avant d'étre ruiné, etc... On note que,
dans cet exemple, on étudie en moyenne, c'est a dire en régime
stationnaire, un comportement transitoire (cf. le chapitre 6) ! Notons aussi
que la simulation informatique est tellement simple qu'on est amené a
l'utiliser alors que la solution théorique exacte est acccessible.

D.3 Busavec blocages

Un bus assure la liaison entre ¢ émetteurs (E,), ., et m récepteurs

(Rj)lstm . A chaque rotation, le bus prend le message de téte dans un
émetteur (s'il n'y a pas de message, il passe a I'émetteur suivant) et va le
porter au récepteur auquel il est destiné. Si le récepteur n'est pas saturé, il
prend le message. Sinon, le message est rendu a I'émetteur d'ou il vient. A

chaque rotation, le bus change d'émetteur et passe a I'émetteur suivant.
Soit I; la capacité du récepteur RJ. .

On pose L = (1,..,06} et M := {1,..,m}. Soit U l'ensemble des
fonctions u définies sur L et & valeurs dans IN : u(i) correspond au nombre
de messages en attente dans I'émetteur i. Soit V I'ensemble des fonctions v
définies sur L et & valeurs dans M : v(i) correspond au récepteur auquel est
destiné le message en téte de I'émetteur i. Soit W I'ensemble des fonctions

w définies sur M telles que, quel que soit j, 1<j<m, w(j) < T w(j) représente

le nombre de messages dans le récepteur Rj .

On pose E := UxVxWxL ; un élément e de E est donc un quadruplet
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(u,v,w,i) : les interprétations de u, v et w ont été données précédemment et
i correspond au numéro de 1'émetteur qui sera servi au prochain passage
du bus.

D4 Les transitions

Une fois que I'ensemble des états est déterminé, il faut définir la loi
des transitions. Ici, on se donne :

1°) une fonction réelle a définie sur (LxM) ; a(i,j) est la probabilité
pour un message dans 1'émetteur i d'étre destiné au récepteur j. On

m
suppose que, quel que soit i, z a(i,)=1.
j=1

2°) Une fonction réelle b définie sur (LxIN) ; b(i,k) est la probabilité
qu'entre deux rotations du bus, il y ait k nouveaux messages dans 1'émet-

teur i. On suppose que, quel que soit i, z bG,k)=1.
k2o

3°) Une fonction réelle ¢ définie sur (MxIN) ; ¢(j,k) est la probabilité
qu'entre deux rotations du bus, il y ait k messages qui puissent &tre retirés
du récepteur j : évidemment, si ce récepteur contient moins de k messages
il est simplement vidé.

D.5 Le déroulement du programme

Le déroulement du programme est alors trés simple. On part d'un
état quelconque (par exemple, les émetteurs et les récepteurs sont vides) et
on considére un trés grand nombre de transitions avec, a chaque fois, les
lois de probabilités adéquates.

Soit e 'état juste apreés la (k—1)-ieme transition (i.e. la (k—1)-iéme
rotation du bus). Cet état étant "en mémoire" dans l'ordinateur, pour que
le programme se déroule, il suffit de déterminer 1'état e' aprés la k-ieme
transition. On détermine alors cet état e' en simulant, a 1'aide d'une "suite
de nombre au hasard”, les quelques éventualités a choisir (comme cela est
indiqué au paragraphe B qui précede).

Il n'est pas nécessaire d'étre un spécialiste de la programmation
pour voir que ce programme est facile a écrire.
Pour le déroulement expliqué ci-dessus, la taille mémoire

nécessaire est treés faible : elle est égale a m o2 puisqu'il suffit de mettre en
mémoire la valeur de e. Il faut aussi mettre en mémoire les informations
que l'on veut garder.

Si on souhaite connaitre la "probabilité stationnaire” pour tous les
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états e de E, il faut, pour chacun de ces états e, mettre en mémoire le
nombre d'occurrences de cet état au cours de la simulation : la taille

4

mémoire nécessaire est alors égale a card(E) = € mf n r™ (si r:= sup. T

et n le nombre de messages maximum par émetteur).

Mais, en général, au niveau des applications, on n'a pas besoin de
la probabilité stationnaire compléte mais seulement de certaines
marginales : il suffit donc de mettre en mémoire le nombre d'occurrences
associées a ces marginales.

Notons aussi que, si le compilateur utilisé est adapté au calcul
"vectoriel" (i.e. peut travailler en paralléle), au lieu de simuler une
trajectoire, on peut simuler n trajectoires, la loi d'évolution étant la méme
pour chaque trajectoire, les initialisations pouvant étre, ou non,
différentes. Evidemment, les générateurs informatiques doivent étre
distincts pour chaque trajectoire.

D.6 Interprétation mathématique

La mise en oeuvre du programme nécessite de connaitre l'ensemble
E des états et, pour tout couple (i,)) d'éléments de E, la probabilité Pi de

passer le I'état i & I'état j lors d'une rotation du bus. Soit (q;), _g 1a solution

stationnaire (cf. 2.C.3) associée. Sauf pour des valeurs aberrantes des
parametres, cette solution stationnaire positive est unique.

L'hypothése de base de la simulation informatique (dans le cas
discret) est d'admettre que, sous réserves d'effectuer une simulation
suffisamment longue, la proportion d'occurrences de 1'état i est voisine de

q; -

Autrement dit, la simulation informatique n'est rien d'autre qu'une
méthode mathématique particuliere pour déterminer la solution (unique)
normalisée du systéme linéaire q p = q : comme on l'a déja noté, au lieu de
déterminer la solution compléte q on se contente souvent de déterminer
certaines combinaisons linéaires (les marginales utiles) de cette solution,
c'est a dire certaines matrices qr (ou r est une matrice uni-colonne
connue donnée).

La remarque évidente qui précéde en appelle deux autres non moins
évidentes. D'une part q est la solution d'un systéme linéaire avec tout ce
que cela implique. D'autre part, si on cherche la solution normalisée du
systeme q p = q, p étant une matrice stochastique, on peut toujours
procéder par simulation informatique comme indiqué précédemment,
méme si le probléeme concret étudié ne correspond en rien a I'étude d'une
évolution markovienne. Si on procede ainsi, on dit parfois qu‘on utilise une
méthode de Monte Carlo.
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D.7 Viabilité de la méthode

Dans ce qui suit, on suppose que la modélisation proposée ci-dessus
en D.3 et D.4 est bien adaptée au probleme concret que l'on a a résoudre :
pour autant, il ne faut pas oublier qu'il est souvent inutile d'effectuer une
étude fine d'un modeéle qui n'est qu'une grossiére approximation de la
réalité.

Pour ce modele, o on a a résoudre q p = q, les méthodes
mathématiques exactes sont (immédiatement) inutilisables sauf pour de
toutes petites valeurs des paramétres ¢, m, n et r : certes la matrice p est
une matrice creuse (beaucoup de ses termes sont nuls : cf. 5.C) mais elle a

une structure complexe et card(E) est égal a 103! si les quatre parametres
¢, m, n et r sont égaux a 10 (et il s'agit d'un modele simple). De plus, ce
systéme n'a pas de solution explicite simple.

Par contre, sauf pour des valeurs aberrantes des parameétres, il n'y
a pas d'état "peu accessible" dont la probabilité est faible et le réle crucial
(contrairement, par exemple, aux études usuelles de fiabilité). Plus

généralement, la matrice pk est bien mélangeante dés que k est assez
grand (par exemple k = 102 ) : son coefficient de contraction (cf. 2.A) est
nettement inférieur a 1. C'est donc un exemple type pour lequel la
simulation informatique donne d'excellents résultats.

Cela n'interdit pas d'effectuer des études mathématiques portant
sur des modéles simplifiés dont on peut tester la validité... par simulation.

E. Processus évoluant a temps continu
E.1 Cas d'un processus markovien homogene

Lorsque le phénomeéne étudié évolue a temps continu, il y a
plusieurs techniques de simulation informatique qui se rameénent
évidemment toutes a une étude a temps discret : & chaque pas, 'ensemble
des possibilités informatiques dont on dispose est grand mais fini !

Nous allons commencer par le cas ou la modélisation est la plus
avancée du point de vue théorique. Plus précisément, dans ce paragraphe
E.1, on suppose qu'on a su choisir un ensemble E d'états fini relativement
auquel la loi d'évolution est homogéne markovienne et "connue". Comme
en 1.D, pour tout couple (u,v) d'éléments de E, uzv, on pose :

1
a(u,v) := lim { — Proba [XL +h= v Xt = u] }. On pose aussi a

=0,
hio h U

u,

Comme en2.D.3onpose d, = O v wze,E Ay w -
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La probabilité stationnaire est la "matrice” uniligne q telle que
qd=qa et Z q,=1.0n suppose que a est irréductible (cf. 2.B.3): q est alors

uekE

unique (cf. 2.D.3).

Sion poser = dla,ona déja noté en 2.D.3 que r est une matrice

stochastique et que qd = q a équivauta x =xr si x = q d. On peut alors
résoudre le systéme x = x r par simulation comme indiqué au paragraphe
D qui précede.

Une interprétation concréte de ceci consiste a dire que, si on est dans
'état u, on accélere ou on ralentit le temps de fagon a ce que la moyenne du
délai du temps passé dans cet état u avant la prochaine transition soit
égale a I'unité de temps, et ceci quel que soit 1'état u (cette modification de
I'échelle des temps dépend donc de 1'état du processus).

Apres avoir effectué cette modification de 1'échelle des temps, on
obtient un processus dont le générateur infinitésimal est associé a r :
autrement dit, le délai entre deux transitions quelconques suit la loi
exponentielle de parameétre 1. La probabilité stationnaire a temps continu
est alors la méme que la probabilité stationnaire de la chaine de Markov
associée a l'observation du processus immédiatement aprés chaque
transition (cf. la remarque 3°) dans 2.B.3).

E2 Discrétisation du temps

La techmque proposee au paragraphe E.1 qui précéde est, en
général, la plus "économique"” en ce qui concerne la taille mémoire
utilisée. Par contre, elle nécessite une étude préliminaire assez avancée
puisque le processus considéré doit étre markovien : notamment, si
certaines lois d'évolution ne sont pas exponentielles, il faut recourir a
l'utilisation d'états fictifs comme expliqué au paragraphe 1.F.

Si on n'est pas limité par la taille mémoire, on peut aussi se
ramener a l'étude d'une chaine de Markov en observant le processus a des
intervalles de temps réguliers. On retrouve alors les problemes classiques
de la discrétisation du temps. Le délai entre deux observations (le "pas" de
la discrétisation) doit &tre suffisamment court pour que l'on puisse définir
aisément une approximation satisfaisante de la loi d'évolution entre deux
observations ; par contre, si on observe effectivement pas a pas, la durée de
la simulation et l'ordre de grandeur des erreurs d'arrondis sont
inversement proportionnels a ce délai.

. . . . . bt
Du point de vue mathématique, cela revient, pour calculer lim. e,
t 500
a choisir ¢ et n>1 en sorte i b imation de e®™ pui
que ¢ soit une bonne approximation de €~ puis

N . . . . . m P
a calculer, par simulation informatique, lim. ¢ : cette remarque évidente
m — oo
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peut permettre de préciser la validité de cette technique ; les "matrices” eP

et ¢ sont des matrices stochastiques (cf. 1.C.3).

Notons aussi que, dans le cas irréductible (c'est a dire le cas normal

du point de vue des applications), eP’" 4 tous ses termes strictement

positifs alors que, si b est une matrice creuse (cf. chapitre 5), on choisit, en

général, une approximation c¢ de eb/n qui est, elle aussi, une matrice
creuse. Nous allons expliciter cette technique sur un exemple trés simple.

E3 File GI/GI/1

Nous avons déja rencontré des exemples de file unique notamment
en 1.E4, 1.E5, 1.F.1 et 2.C.2, 3°). La file unique est le module de base dans
les systemes de files d'attente. On considere le cas le plus simple pour
lequel il y a une seule classe de clients et un seul serveur. On suppose que
la discipline de service est FIFO (First In, First Out), c'est & dire que les
clients sont servis dans leur ordre d'arrivées. On suppose que le délai
entre deux arrivées suit une loi fixe indépendante de 1'état de la file et de
son passé : soit X la variable aléatoire associée a ce délai.

De méme, on suppose que la durée de service d'un client suit une loi
fixe, indépendante de 1'état de la file et de son passé : soit Y la variable
aléatoire associée a cette durée de service. Dés qu'un service est terminé, le
serveur commence le service du client suivant soit aussitot si ce client est
déja dans la file, soit dés son arrivée.

Soit h le pas de discrétisation choisi, c'est a dire que l'on va étudier le
processus aux instants m h, pour tous les entiers m, 0<m<M ; la durée de
la simulation et le temps de calcul sont proportionnels a M ; M h est
toujours tres grand et correspond & un instant pour lequel le régime
stationnaire est (& peu pres) atteint depuis longtemps. On "fait comme si"
il n'y avait pas de changements d'état entre m h et (m+1)h (quel que soit
m) ; par contre, des transitions peuvent avoir lieu aux instants m h.

Soit (Xj)lsj<J la séquence croissante de réels positifs telle que, quel

que soit j, 1<j<d, Proba [X<j h] = X; - On va approcher la variable aléatoire X
par la variable aléatoire X' discréte dont la lo1 est définie par

Proba [X' = J h] = 1-x; ; et, quel que soit j, 1<j<d, Proba (X' =j h] = X% 1 -
On procéde de méme pour la variable aléatoire Y en considérant la

séquence croissante de réels positifs (y) ), g définie par, quel que soit k,
1<k<K, Proba[Y<kh]=y, . Onpose xji=yp:=1.

Les séquences (xJ.) et (y, ) correspondent aux données statistiques
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brutes (étude classique des séries statistiques) : elles ne nécessitent aucun
traitement mathématique préalable contrairement a la modélisation par
états fictifs (cf. 1.F) ; évidemment, elles doivent étre mises en mémoire.

Notons que la simulation simplifiée proposée ici ne convient pas si
l'approximation de X par X' n'est pas valable, c'est a dire par exemple, si
E(|X-X'|) n'est pas négligeable par rapport a E(X). C'est notamment le cas
s'll y a des éventualités dont le rdle est crucial (cas ou X est beaucoup plus
grand que J h) méme si leur probabilité est faible.

Nous verrons plus loin comment en fait, on met en oeuvre la
simulation. Nous allons d'abord en donner l'idée de base : pour que
I'évolution soit markovienne, il faut que, & chaque pas, c'est a dire a
chaque instant m h, 'état prenne en compte le nombre n de clients dans la
file, le délai j h qui reste avant l'arrivée du client suivant et, pour n>0, la
durée k h du service restant a effectuer. On met donc en mémoire ce triplet
d'entiers (n, ), k).

Si on procede pas a pas, a chaque pas on diminue j et k d'une unité
si j et k sont strictement positifs : les autres transitions ne peuvent avoir
lieu que si j=0 ou k=0. Supposons, par exemple, que a l'instant (m—1)h,
I'état e soit e = (n,j,k) avec j=1 et k>1. Il faut définir I'état e' = (n', j', k') a
I'instant m h. On pose évidemment n' := n+1 et k':= k—1. On utilise un

générateur de nombres au hasard (Z.),5

tel que chaque variable Z_ suive
la loi équidistribuée sur {0,1,...,s—1}. Supposons que Zr_1 soit le nombre

précédemment utilisé : j' est alors I'unique entier tel que

1
X S—Z < o
)J-1 "¢ Ts XJ

On détermine de fagon analogue les autres types de transition.

En fait, pratiquement, si J et K sont assez grands et s'il n'y a qu'une
seule file (ou, plus généralement, s'il n'y a qu'un petit nombre de files) a
considérer, on omet les pas m h pour lesquels on a a la fois j>1 et k>1. Plus
précisément, apres chaque transition, on compare j et k ; si, par exemple,
on a j<k, on pose n' = n+1, k' = k—j et on définit ;' comme précédemment,
ce qui introduit le paragraphe E.4 qui suit. On étudie de méme les cas j>k
et j=Kk.

La simulation que l'on vient d'étudier admet de nombreuses
variantes ou généralisations. Par exemple, si E(|X-X'|) est non

négligeable on peut utiliser la séquence (xj)15j<2J telle que, pour 1<j<d,

Proba [X<j h] = X et, pour J<j<2J, Proba [X<2d J h] = X; ou toute autre

construction analogue : il faut alors adapter en conséquence les régles de
transitions.

On peut aussi étendre ce qui précéde au cas d'un systéeme de files



Simulation Chapitre II1 - 84

d'attente : on note que la mise en oeuvre de la simulation est assez simple,
méme si la loi d'évolution du systéme de files d'attente étudié est complexe.
Au contraire, nous verrons par la suite que, dans l'état actuel des
connaissances, on ne dispose de formule mathématique simple pour la
probabilité stationnaire d'un systéme de files d'attente que pour certaines
lois d'évolution trés précises et contraignantes.

Enfin, comme au paragraphe D.5 qui précéde, il faut garder en
mémoire... "tout ce qui nous intéresse" : par exemple, pour chaque entier
1, 0<i<I, le nombre de pas m h pour lesquels I'état associé e = (n, j, k) est tel
que n=i .

E4 Temps d'arrét

Dans le paragraphe E.3 qui précéde, on a noté que - dans la mesure
ou cela ne pose pas trop de probléemes techniques - on ne prend en compte
que les instants m h ou il "se passe quelque chose". La formalisation
précise associée a cette remarque revient a étudier le processus a l'aide

d'une suite (un)n>

des états est fini, il n'est pas possible de donner une définition rigoureuse
de cette expression "temps d'arrét” sans faire appel 4 un formalisme
mathématique lourd qui sera précisé au chapitre 10. En simplifiant, un
temps d'arrét est un instant u qui dépend du hasard antérieur a u mais
pas du hasard postérieur a u. Cette définition est valable méme si le
processus X n'est pas markovien.

, de "'temps d'arrét’. Méme dans le cas ou I'ensemble

I faut aussi que, pour chaque temps d'arrét de la suite (u_) , ONn

dispose de suffisamment d'informations pour que l'évolution du prrz)>c:ssus
au dela de u_ ne dépende pas du passé du processus connaissant ces
informations : du point de vue théorique on peut considérer que le
processus est markovien mais on ne l'observe quaux instants (u_ ) _ :du
point de vue technique, il suffit donc de mettre en mémoire l'information
associée a de tels temps d'arrét.

Reprenons l'exemple de la file GI/GI/1 donné dans le paragraphe

précédent. On définit la suite (u_) . d'instants "aléatoires” (les temps

d'arrét) et la suite associée (v_ ),  dinformations (d'états) de la fagon
suivante : u_  , est le premier instant postérieur a u_ pour lequel il y a soit
un départ, soit une arrivée ; a l'instant u_ , on met en mémoire 1'état Vo
qui comprend le nombre n de clients dans la file ainsi que l'état v du

service et I'état v relativement aux arrivées. Plus précisément, si on
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utilise une modélisation par états fictifs (cf. 1.F), en ce qui concerne la loi
de service Y, vr'n est un élément de 1'ensemble des états fictifs. Au contraire,
si on détermine Y par sa fonction de répartition F(y) := Proba [Y<y], du
point de vue théorique, I'ensemble des valeurs de v_ est R™ et on prend

pour v_ le délai qui s'est écoulé depuis le début du service : I'évolution

ultérieure sera la loi de Y conditionnée par l'événement [Y>v_ ] (cette

expression a un sens théorique trés précis) ; du point de vue "technique”,
comme on l'a fait au paragraphe précédent, dés que le service commence
on décide, par un tirage au hasard, de sa durée et, pour chaque temps

d'arrét u_ , on met dans la mémoire v, la durée du service restant a
effectuer, 'ensemble des valeurs possibles de v, étant fini. Notons que le
cas v_ = 0 a le méme rdle qu'un "état pivot" (cf. 1.F.4).

On procéde de méme pour l'information v associée aux arrivées.

Evidemment on peut utiliser la modélisation par états fictifs pour une loi et
la fonction de répartition pour l'autre.

On peut noter que la différence entre les deux méthodes proposées
dans ce paragraphe E.4 et dans le paragraphe E.3 qui précéde se situe plus
au niveau conceptuel que technique.

F. Le progiciel QNAP2
F.1 Langages de simulation

Si un utilisateur souhaite étudier un probléme simple et spécifique
par simulation, on peut lui conseiller de programmer directement cet
exemple. Par contre, dés que l'exemple est complexe, formaliser les
diverses transitions est vite fastidieux. Il est alors plus rapide d'utiliser un
langage de simulation.

I1 y a une trés grande variété de tels langages qui se différencient
non pas en fonction des méthodes de simulation sous-jacentes mais en
fonction des besoins des utilisateurs. Ces divers langages sont
commercialisés par des sociétés concurrentes et il n'est pas toujours facile
de trouver un livre qui propose une comparaison objective et récente de ces
divers langages.

Sans effectuer de comparaison, [Inh] signale les qualités
caractéristiques de divers langages, notamment Simone, Simula et May.
D'ailleurs, comme cela est noté dans [Ler], le plus souvent "l'utilisateur
choisit un langage en fonction de sa disponibilité sur le site d'exploitation,
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de sa documentation”, etc...

Enfin, et cette évolution est irréversible, comme tous les produits les
"langages de simulation" sont soumis a "une économie de marché et non
plus & une économie de produit” (A. Riboud) c'est a dire qu'ils sont achetés
en fonction des services qu'ils peuvent rendre a l'utilisateur dans un
environnement concurrentiel et non pas en fonction de ce qu'ils sont en
tant que produit : de ce fait les outils mathématiques proposés ne se
limitent plus a la simulation.

Autant que l'auteur ait pu en juger, le progiciel le plus relié aux
tchniques étudiées dans ce cours est QNAP2 qui est commercialisé par la
société Simulog : la suite de ce paragraphe F se propose donc de donner
une idée des possibilités des langages de simulation a partir de cet
exemple.

F.2 Les déclarations dans QNAP2

QNAP2 est écrit en Fortran ce qui en assure la portabilité. Par
contre le "langage QNAP2" est analogue au Pascal (utilisation du
parenthésage begin-end, possibilité de créer des "types” en un sens trés
général, etc...).

Un programme QNAP2 commence par des déclarations ou on donne
les noms des entités utilisées dans le programme : en plus des types
classiques (integer, real, boolean, string, ...) on peut notamment utiliser
les types suivants : queue, class, class integer, etc...

F.3 Letypequeue

Pour chaque queue annoncée dans la déclaration, le programme
doit, par la suite, en préciser les caractéristiques : s'il y a plusieurs classes
de clients, ces caractéristiques peuvent dépendre de la classe. Ces
caractéristiques comportent notamment le nom de la station, la loi de
service (exponentielle, hyperexponentielle, Erlang ou coxienne), le
"nombre de serveur” (y compris infini ou processor sharing), les routages
a la sortie de la station en direction des autres stations (ces routages
doivent étre fixes et peuvent comporter des changements de classe a la
sortie de la station) et la discipline de service (classes prioritaires, fifo,
etc...).

F.4 Sémaphore, resource, flag

Lorsque la méthode de résolution est la simulation, QNAP2 permet
aussi de prendre en compte les phénomeénes de blocage par l'intermédiaire
de "stations" sémaphore ou resource, de drapeaux, etc... . A chaque
transition, ces stations sont testées pour vérifier que la transition n'est pas
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interdite.

Par exemple, une station sémaphore est un compteur qui peut
prendre des valeurs entiéres positives ou négatives : a chaque fois qu'une
transition fait appel 4 ce sémaphore, la transition est annulée si le
compteur est négatif ou nul : sinon le compteur est décrémenté de 1 ;
d'autres transitions peuvent l'incrémenter.

La station resource correspond a une procédure un peu plus subtile :
en simplifiant, elle délivre - & d'autres stations et sur demande - des jetons
(qui peuvent dépendre de la classe, du niveau de priorité, etc...) qui sont
disponibles en quantité limitée et qui sont rendus a la fin du service (dans
la station qui a effectuée la requéte) : évidemment, s'il n'y a pas de jeton
disponible, le service est bloqué.

On peut aussi créer des drapeaux (flag) a deux états (set ou unset) ce
qui permet de synchroniser des services : évidemment, un service qui
nécessite un drapeau est bloqué quand ce drapeau est dans l'état unset.

Bien entendu, ces paragraphes F.3 et F.4 n'épuisent pas les
possibilités "constructives" de QNAP2.

F.5 Résolution

La méthode de résolution peut étre choisie par 1'utilisateur. En fait,
les possibilités de résolution actuellement implémentées sur QNAP2, tout
en étant d'un haut niveau mathématique, sont trés loin d'exploiter la
totalité des techniques proposées dans ce cours. Notamment, dés qu'il y a
des phénomeénes de blocage, la solution est automatiquement calculée par
simulation.

Quand la résolution est effectuée par simulation, le générateur de
nombres au hasard sous-jacent est changé régulierement : quand c'est
possible, ce changement est effectué "aux points de régénération” (cf. 8.E).
On obtient ainsi une famille de "réalisations du hasard” et QNAP2 donne
les intervalles de confiance associés a cet ensemble de simulation.

F.6 Autres aspects

Evidemment - et ceci constitue un gain de temps considérable pour
l'utilisateur - QNAP2 propose les "commodités” que l'on est en droit
d'attendre d'un langage de simulation de haut niveau.

Les parameétres peuvent étre donnés en mode interactif.
L'utilisateur peut obtenir en sortie, par des commandes trés simples, les
caractéristiques classiques telles que temps de traitement, temps
d'occupation, lois marginales, etc... I1 peut aussi obtenir les informations
spécifiques de son choix.
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Plusieurs visualisations des résultats sont proposées : tableaux,
courbes, histogrammes, etc...

G. Conclusion

Compte tenu de sa souplesse et de sa commodité d'utilisation, la
simulation informatique, comme la marche a pieds, est et restera un outil
de base incontournable. Tant qu'on se restreint a sa mise en oeuvre, elle
nécessite peu de connaissances théoriques. Toutefois, il peut ne pas étre
inutile de passer quelques instants a choisir une bonne paire de
chaussures, ce choix n'étant pas forcément le méme selon que l'on projette
d'errer en Sologne ou aux abords du Mont Blanc. Par exemple, il est
peut-étre dommage de se priver de la modélisation par états fictifs si
celle-ci permet un gain considérable en temps de calculs.

En ce qui concerne la validité de la simulation, méme en régime
homogeéne stationnaire, il n'y a pas, actuellement, de résultats généraux
satisfaisants au niveau des applications. Par contre, diverses études
théoriques offrent des éclairages révélateurs. Par exemple, les
occurrences d'états dans un "voisinage" donné sont d'autant plus
régulieres que le coefficient de contraction (cf. 2.A) est faible. A contrario,

si ce coefficient de contraction - des matrices a¥ ol a est la matrice de
transition sous-jacente a la simulation proposée - est trés proche de 1, c'est
a dire s'il y a un "mauvais"” mélange et si certains états "peu accessibles"
ont un role crucial (cas de la centrale nucléaire qui explose), toute étude
_par simulation risque de conduire & des conclusions erronées.

De méme, et contrairement a une idée encore répandue, prolonger
indéfiniment une simulation n'augmente pas sa fiabilité a partir d'un
certain seuil (cf. [Bec]).

L'apport de la modélisation mathématique ne se limite pas a ces
coups de projecteurs. Nous verrons, au chapitre 4 que, sous certaines
hypotheses - précises mais assez souvent satisfaites - la solution
stationnaire a une forme connue explicite facile a exploiter, alors que, eu
égard au nombre d'états considérés, toute étude par simulation est
presque inconcevable - (sauf si on tient a aller a pieds a Jérusalem pour
des raisons idéologiques).

De méme, nous verrons au chapitre 5 des exemples pour lesquels on
dispose d'algorithmes de calculs des probabilités stationnaires nettement
plus performants que ceux associés a la simulation.

Par ailleurs, en général, 1'étude mathématique, exacte ou
approchée, se préte beaucoup mieux aux études de sensibilité par rapport
aux parametres.



Simulation Chapitre III - 8

Enfin, le 9 octobre 1890, fallait-il préjuger de I'avenir de l'aviation au
vu de l'envolée de 1'éole sur une cinquantaine de metres : les résultats
mathématiques aujourd'hui effectivement utilisables sont trés limités
mais porteurs d'espoir d'améliorations substantielles.

Quoiqu'il en soit, pour les études coliteuses et complexes, 1'avenir
privilégiera probablement les logiciels de haut niveau (les"progiciels” :
cf. 3.F). Ces logiciels conviviaux permettront a l'utilisateur d'exposer son
probleme ; la méthode de résolution, avec ou non une part de simulation,
sera décidée par le concepteur du logiciel en fonction du probléeme posé.
Pour autant, cela ne signifie pas que l'utilisateur aura intérét a
méconnaitre le fonctionnement "interne” des logiciels qu'il utilise.

Or, "s'il est certain que des outils logiciels d'environnement de
programmation et d'intelligence artificielle seront développés, par les
informaticiens, pour faciliter l'utilisation pratique des ordinateurs, il est
non moins certain que les méthodes numériques adaptées aux différents
domaines du calcul scientifique ne seront pas inventées par les
calculateurs” (P. Leca et F.X Roux, Matapli, oct. 1988).

Actuellement, le plus souvent, la priorité est encore donnée aux
facilités d'utilisation mais les progrés dans ce domaine relativement a un
type précis de probléme ont un horizon fini alors que les améliorations
potentielles des méthodes numériques sont illimitées : ces améliorations -
qui commandent quant au fond les services que l'on peut proposer a
l'usager - seront donc, a 'avenir, un argument essentiel du "marketing".
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Chapitre 4

Solution a forme produit

A Serveur central

A.1 Réseau de files d'attente

Lors de la premiére partie de ce cours - partie constituée des trois
premiers chapitres - on a présenté le cadre général associé aux processus
markoviens dont I'ensemble des états est "presque” fini. Dans la deuxiéme
partie, nous allons donner les résultats qui nous semblent les plus
importants au niveau des applications et qui permettent de calculer, de
facon théoriquement exacte, les probabilités stationnaires (cf. 2.D) de
certains systémes markoviens.

Nous commengons cette deuxidme partie par un chapitre centré
sur les réseaux de files d'attente : ce n'est pas que cette notion soit plus
fréquente qu'une autre au niveau des applications. Le systéme
d'hypotheses étudié dans ce chapitre est important parce que c'est un
systéme relativement général pour lequel la solution stationnaire a une
forme explicite exploitable. Comme on I'a déja noté, il serait peu judicieux
d'étudier par simulation un phénoméne que l'on peut modéliser par un
systeme markovien qui satisfait (presque) aux hypothéses données dans ce
chapitre.

Ces hypotheses seront précisées au cours du chapitre. Le langage
utilisé sera le langage usuel des réseaux de files d'attente, c'est a dire que
I'on étudie des clients qui passent dans diverses stations pour y étre servis.
Il peut y avoir plusieurs classes de clients et plusieurs types de services et
de disciplines de service.

Bien entendu, il ne s'agit que d'un langage. Les clients peuvent
étre des programmes qu'on étudie & un certain niveau d'un ordinateur,
des appels & un standard téléphonique ou des messages qui traversent un
réseau de transmission, etc... Une station de service peut étre associée a
un "bus” de liaison dans un systéeme électronique, au fait, pour des
véhicules, de tomber en panne ou a l'ensemble des clients qui veulent
téléphoner et en sont a leur troisieme tentative pour obtenir la ligne, etc...

A.2 Notations générales

Les notations générales sont celles de 1'ensemble de ce cours (cf.,
notamment, 2.D) ; plus précisément : E est I'ensemble des états, a est une
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fonction positive définie sur (ExE) et on cherche une famille (q{u)), g de
nombres positifs telle que les deux propriétés suivantes soient satisfaites :

(4A1) q(w 2{: a(u,v) = Z q(v) a(v,u)
Vvekl

v el

(4A2) 2 q =1

ueE

Pour tout élément u de E, on suppose que a(u,u) = 0 (on peut
toujours se ramener & ce cas). En général la famille q est unique. Cette
famille q peut étre considérée comme la probabilité stationnaire du

processus markovien (Xt)t cr’" dontla loi d'évolution est définie, pour
u#£v,par:

1
a(u,v) := lim. { — Proba(X,,; =V | X, =ul}
hio h

Dans ce qui suit, E sera souvent une partie de INH, H étant un
ensemble fini. Pour tout élément u := (U eH de NH on définit (u+e)
comme suit : (u+e,) est I'élément v := (v ), .y de NH  défini par :

vy = 1+uk et, pour h # Kk, Vi = Uy

Par exemple, si H est l'ensemble des stations et up le nombre de
clients a la station h (ce qui définit I'état u), alors (u+e,) est I'état u sauf
qu'l y a un client de plus dans la station k.

On définit de méme u-ey , u-e—ey , etc... Suivant les conventions

usuelles, uth) = uy , ete...

A.3 Hypotheéses du serveur central

1°) Soit H un ensemble fini. On suppose que l'ensemble E des états
est contenu dans INH ; on suppose aussi que cet ensemble E est tel que, si

(u,h) appartient & (ExH) et si uy, > 0, alors (u-e; ) appartient aussi a E. Cet
ensemble E peut étre fini (réseau fermé) ou infini (réseau ouvert).

2°) Soit s une fonction positive définie sur (HxIN) ; on suppose que,
pour tout élément h de H, sth,0) = 0 et, pouri > 0, s(h,i) > 0.
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3°) Soit r une fonction positive définie sur (HxE) qui satisfait aux
propriétés suivantes (quels que soient h et k éléments de H) :

(4A3) (u+e,) € E implique r(h,u) =0
(4A4) (u+e;) € E implique r(h,u) >0

(4A5) pour tout élément u de E,
r(h,u-e,) r(k,u—e, —e, ) = r(k,u—e,) rth,u-e —e,)

Des exemples de telles fonctions r seront données plus loin. L'adéquation
de la relation 4A5 sera expliquée au paragraphe A.4 qui suit.

4°) La fonction a (cf. A.2) est définie par : quel que soit (h,u)
élément de (HxE),
a(u,u+e,) := r(h,u) et a(u,u—e,):=sth,uy)
Dans tous les autres cas, a(u,v) := 0.

5°) Interprétations

Une premiere interprétation consiste & considérer qu'il y a une
seule classe de clients ; H est alors I'ensemble des stations "internes" ; il y
a aussi une station "externe”. L'état u est caractérisée par le nombre de

clients up dans chaque station h ; s(h,i) est le taux de service a la station h

quand il y a i clients dans cette station ; un client qui est servi a la station
interne h va a la station externe ; r(h,u) est le taux de service a la station
externe multiplié par la probabilité pour que le client servi aille a la station
h quand I'état est u.

En fait, de méme que dans les exemples qui seront donnés par la
suite, on peut aussi supposer que chaque élément h de H est un couple
h := (h,h") ot h' est une classe de clients et h" est une station. La
présentation qui précéde signifie que le taux de service des clients de classe
h' & une station h" ne dépend que du nombre de clients de cette classe h'
qui sont dans la station h". Cette restriction est uniquement pour alléger la
présentation de ce premier paragraphe (cf. la remarque A.5.3°) et le
paragraphe D qui suivent).

A.4 Probabilité stationnaire

Proposition : Soit o I'élément u de E défini par u = 0 pour tout élément h
de H.

1°) Il existe une fonction unique t définie sur E telle que t (o) = 1 et, quel
que soit (u,h) élément de (ExH),
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(4A6)  t(u) =t (u—e;) r(hu-e)
2°) Pour tout élément (h,u) de (HXE), on pose :
AT s'(thi) = [] sthy) et

jsi
(4A8)  q'(w) := t(u)/{hHH s'th,uy ) }

On suppose que 2 q'(u) = ¢ < 400 . On pose q(u) := q'(w)lc :

ueE

la famille (q(u)), . estla probabilité stationnaire.

Preuve:

1°) Soit u un élément de E ; soit (uj)lstm une séquence d'éléments
de E telle que u; = 0, u_ = u et, quel que soit j, 1 <j < m, il existe h(j)

élément de H tel que Wop = Uhepe s alors on peut poser :

m-1
@A9)  t:= J] rhg,u)
j=1
En effet, cette quantité t (u) ne dépend que de u et non pas de la
séquence (uj)lsj <m > compte tenu de la relation 4A5 ; cette fonction t est la
seule qui satisfasse 4 4A6 et qui soit telle que t (0) = 1.

2°) La "matrice” a est évidemment irréductible. On pose, pour tout
élément (u,h) de (ExH) :

t 1
7(u,h) := q(u) sth,uy)
T(lﬁ,ﬁ) := q(u—e; ) r(h,u—e,)

T4
7(u,h) := q(u) r(h,u)

T
T(lﬁ,h) := q(u+ey) s(h,1+uy)

t 1
En langage imagé, 1(u,h) est le "taux de probabilité" de "quitter"

4 4 ve-
I'état u, un client "quittant” la station h ; 7(u,h) est le "taux de probabilité”

d"atteindre” 'état u, un client "rentrant” dans la station h. Les autres
7(.,.) ont une interprétation analogue. La définition de q donne
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immeédiatement que, pour tout élément (u,h) de (ExH), on a :

Tt 1
(4A10) 7(u,h) = 1(u,h) et
T3 it
(4A11) 7(u,h) = 7(u,h)
(si (u+e,) n'appartient pas a E, les deux termes de 4A11 sont nuls).
On pose :

1 i
(u) = Z q(w a(u,y) et ) := Z q(v) a(v,u)

veE veE

t
7(u) est le taux de quitter l'état et r(é) est le taux d'atteindre 1'état u.
Ona:
T T T
(u) = Z [ 7(u,h) + t(u,h) ]
heH
et

! U M
() = Z [ (u,h) + r(u,lTl)]
heH

' ) 4
Les relations 4A10 et 4A11 impliquent donc que 7(u) = 7(u) ; la
famille (q(u)) g satisfait donc aux conditions d'équilibre ; on a choisi ¢ en

en sorte que Z g(w) = 1 donc g est la probabilité stationnaire.
ueE

A.5 Remarques

1°) La preuve qui précede est typique de la plupart des preuves que
I'on rencontrera dans ce chapitre. D'une part, on aura trés souvent a faire

. . . 1l ,
intervenir des quantités telles que 7(u,h) (par exemple). D'autre part, on

prouvera que q est la probabilité stationnaire en montrant que q satisfait
aux conditions d'équilibre et en utilisant l'unicité de cette solution, a une
constante multiplicative prés. Enfin, le plus souvent, on prouvera une
famille de relations plus fortes que les conditions d'équilibre.

2°) La propriété 4A10 est appelée la balance locale (pour la station
h) : elle est assez souvent satisfaite. La propriété 4A11 est rarement
satisfaite (cf. les réseaux réversibles au chapitre 9).

3°) Soit K une partie de H. On pose :

T T1 Vo U
T(u,lz) = Z 7(u,h) et t(wK):= z 1(u, h)
heK hekK
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On a évidemment
+ 4
7(u,K) = 1'(31,1%:)

On peut donc modifier les taux de service comme indiqué au
paragraphe D qui suit.

A.6 Routages fixes

Nous allons maintenant donner des exemples de fonctions r
satisfaisant a la relation 4A5 et de "décors” associés. Le cas le plus simple
est le cas ou il y a une seule classe de clients et les "routages" ne dépendent

pas de l'état . Plus précisément, soit (xy )y une famille de réels stricte-

ment positifs telle que z xy, = 1; x, est la probabilité (le "routage"), pour
heH
un client qui quitte la station externe, d'étre dirigé vers la station h.

Pour tout élément u de E, posons u' := Z U, ; soit d une fonction
heH

positive définie sur IN telle que i > 0 et d(i) > 0 impliquent d(i—1) > 0 ; d(i) est
le taux de service dans la station externe quand il y a i clients dans
I'ensemble des stations internes. Plus précisément, on définit r par, quel
que soit (h,u) élément de (HxE) :

r(h,u) := d(u) xy,

La vérification de la propriété 4A5 est alors immédiate.

Pour tout entier 1, posons :
d'ai) := [T ae
j<i
La probabilité stationnaire vaut :

@A12)  qw={ I] )™
heH

/s'thyuy )]} d'(u’Ye

ou ¢ est la "constante de normalisation”.

Rappelons que, si I'ensemble E est infini, ce qui précéde n'a de sens

que si z q(u)c < +o0 .

ue E

Ce systeme d'hypothéses (serveur central avec des routages fixes)
est souvent utilisé, en premiére approximation, pour modéliser le
fonctionnement d'un ordinateur : la station externe correspond a 1""unité
centrale” de l'ordinateur ; les stations "internes” sont les "périphériques”
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(imprimantes, disques, etc...), ces périphériques étant en général classées
suivant la vitesse avec laquelle 1a mémoire peut y accéder. Le réseau est
fermé.

En général, la mémoire centrale fonctionne en temps partagé : d ne
dépend pas du nombre de clients dans l'unité centrale. Au contraire, en
général, chaque périphérique est modélisée par une station avec w
serveurs (on a souvent w = 1) : le taux de service de la station h associé est
alors s(h,i) := w'.inf.(w,1) o w' est le taux de service de chaque serveur.

Dans ce qui précede, on a considéré le cas d'une seule classe de
clients ; on peut aussi supposer que chaque élément h de H est un couple
(h',h") ou h' est une classe et h" une station ; quand un client est servi a la
station externe, la probabilité qu'il devienne de classe h' et qu'il aille a la

station h" vaut Xy, -

A.7 Routages variables
On se limite a une seule classe de clients.

Rappelons que, en A.3, la seule hypothése portant sur 1'ensemble E
est que (h,u) élément de (HxE) et u; > 0 implique que (u—e; ) appartient & E.

Si on s'autorise - en premiére approximation - de choisir des ensembles E
finis et "surprenants”, les conditions 4A3, 4A4 et 4A5 admettent une
infinité de solutions et celles-ci sont suffisamment souples pour permettre
d'approcher un grand nombre de situations concrétes.

Nous allons donner un exemple pour lequel r peut étre exprimé
sous forme d'une formule simple. On définit d et d' comme en A.6.

Soit z réel. Soit (w,), .y une famille de réels positifs. Pour tout
élément u de E, on pose :

u" = 2 (wy +z 1y )
heH

et, pour tout élément h de H :
(4A13) xp () = (wp +zy)/u” et, pour (u+ey) e E

(4A14)  r(h,u) := d(u) %, (u)

Si (u+ey ) n'appartient pas a E, on pose r(h,u) := 0.

Si on fait z = 0, on retrouve exactement les hypothéses données en

A6 (avecx = wy,) mais, évidemment, la condition 4A13 est beaucoup plus
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générale que celle considérée en A.6.

On suppose que, pour tout élément u de E, x,(u) 2 0 (cette
hypothése est indispensable ; en général, on choisit z < 0).

On vérifie alors immédiatement que la fonction r définie par 4A14
satisfait a la propriété 4A5.

Pour fixer les idées, considérons un "décor” associé a ce systéme
d'hypothéses (cf. [Pel.2], [Pel.4] ou [Pel.6]). On prend, par exemple, z = -1.
La station centrale modélise I'ensemble des véhicules d'une entreprise
nationale qui sont en état de marche. Dans chaque département h, cette
entreprise dispose d'un centre de maintenance dans lequel il y a wy
places. E est défini par : u appartient a E si et seulement si, quel que soit le
département h, up < wj, . Le taux de "service" de la station centrale peut
étre choisi diversement : on peut supposer qu'il est fixe (on surcharge les
véhicules en état de marche) ou de la forme (n—u")b ou n est le nombre total
de véhicules. Quand un véhicule tombe en panne, le hasard de sa position
sur le sol frangais et des procédures de routages adéquates font que sa
probabilité d'étre envoyé vers le centre de maintenance h est
proportionnelle au quotient de la place qui reste dans ce centre par la place
totale restant disponible.

On note que cette loi de "dispatching” est "hiérarchique" au sens
suivant : si on regroupe les départements en régions, tout se passe comme
si on dirigeait les véhicules a réparer vers les régions proportionnellement
au nombre de places disponibles puis, 4 l'intérieur de chaque région, vers
chaque département toujours suivant la méme regle.

Redisons que ceci est un exemple pour montrer que la condition
4A5 est réaliste mais on peut utiliser des routages beaucoup plus
généraux. Rappelons aussi qu'il est exceptionnel que la probabilité
stationnaire puisse s'écrire suivant une formule explicite simple (comme
cela est le cas dans ce chapitre) : pour disposer d'une telle formule, il ne
faut donc pas hésiter a choisir une modélisation imparfaite,
éventuellement avec un ensemble E d'états "surprenant” (cf. le début de ce
paragraphe A.7).

Notons aussi qu'une étude systématique de la balance locale pour
un réseau comportant trois stations a été effectué dans [L1b] et [L1P].
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B Routages fixes, monoclasse

B.1 Hypotheéses : cas fermé

Soit H un ensemble fini : H est 1'ensemble des stations (il n'y a pas
d'autres stations). Soit n un entier, n > 0. L'ensemble E des états est une
partie de NH plus précisément, u :=(uy), .y appartienta E si et seule-

ment si z u, = n;u, estlenombre de clients dans la station h. Il y a une
heH

seule classe de clients.

Pour chaque station h, on se donne s(h,i) le taux de service quand
il y a i clients dans cette station (comme en A.3). On suppose s(h,0) =0 et,
pour i > 0, s(h,i) > 0.

Par ailleurs, soit r une fonction positive définie sur (HxH). On
suppose que la "matrice” associée a r est stochastique (cf. 1.B.3) et
irréductible (cf. 2.B.3) ; autrement dit, d'une part, pour tout élément i de

H,ona:
2 r.. =1
jeH .
d'autre part (cf.2.D.3), il existe une et une seule famille x)icH de nombres

positifs telle que 2 x;=1 et, pour tout élément i de H :
ieH

4B1)  x=2, xT. .

: 30

j€H
On supposera, ce qui n'est pas une restriction, que, pour tout élément i de
H, r;;=0.

La fonction r définit les routages : plus précisément, un client qui
est servi a la station i va dans la station j avec la probabilité 1= r(ij).
Autrement dit, l1a matrice a est définie par :

alu, u+ej—ei) = s(1, ui) oy

et a(u,v) = 0 s'il n'existe pas de couple (i,j) tel que v = ute,—e; .

La matrice a est irréductible (puisque r l'est). Les hypothéses
données dans ce paragraphe B.1 généralisent celles proposées en A.6.

B2 Théoréme de Jackson

Soit q' la fonction définie sur E par :

B2 qw:=I] (™7 shup)
heH
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Rappelons que u, := u(h) et s'(h,i) := H s(h,j)

jsi

Onpose c:= Z g'(u) et

uek
q(u) := q'(u)c

Alors q est 1a probabilité stationnaire (cf. [Jac] ) associée aux hypothéses
données en B.1. (cf. aussi [Buz], [GoN], etc...).

Preuve :
Pour tout élément (h,u) de (HxE) on pose (cf. la preuve de A.4) :

+ 1
7(u,h) := q(u) sth,uy)

Ll
w(u,h) = 2, qure~ep) sG,1+u) 1)),
j#h

La définition de q' implique (cf. 4B2):

L
(u,h) = Z q(u) X, s(h,u; ) LI /%y

j#h

= q(u) s(h,uy ) Z X, rj’

La relation 4B1 implique alors :
14 Tt 1
(4B3) 7(u,h) = q(u) s(h,uh) = 1(u,h)

Or, on a ausst

T TT ) 1l
W= 2, 1wh) et fw= 2, 1(u,h)

heH h eH

+ J .
Les relations 4B3 impliquent donc 7(u) = 7(u) ; q est donc bien la
probabilité stationnaire (unicité).

En fait, comme en A.6, on a prouvé des relations plus fortes que les
relations d'équilibre : pour chaque station h, il y a "balance locale"” dans

4 i1
cette station (relation 4B3). Par contre, en général, 7(u,h) # 7(u,h) .
B3 Casouvert

C'est le cas ol en plus des stations considérées précédemment, il y
a une "station externe” dans laquelle il y a une "infinité de clients".
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L'ensemble E est alors INH tout entier ; un élément u := (U de Eest

donc encore caractérisé par le nombre u, de clients dans chaque station
"interne" h.

On pose H':= H u {0} et on suppose maintenant que la fonction r
qui définit les "routages” est une fonction positive définie sur (H'xH'). On
suppose que la "matrice" associée a r est stochastique et irréductible c'est a
dire (cf. 2.D.3) que, d'une part, pour tout élément i de H', on a

S

2 T =1
jeH

d'autre part, il existe une et une seule famille (x;); - de nombres positifs
telle que x = 1 et, pour tout élément i de H',
L= 2 X.Tr. .
. jeH Ih]

On suppose que, pour tout élément ide H', r., = 0. La fonction r définit les
routages, comme en B.1.

Pour tout élément u de E, on pose, comme en A.6, u' := z u, ;
heH

soit (comme en A.6), une fonction strictement positive d définie sur N : d(k)
est le taux de service dans la station externe quand le nombre de clients

dans l'ensemble des stations internes est k ; on pose d'(i) = H d@) .
j<i

La fonction a qui régit la loi d'évolution est définie par, quel que soit
(1j,u) e (HxHxE) :

a(u, u+ej—ei) = s(d, u,) i ;

a(u, u+e,) :=du)r_,
a(u, u-el.) = s(1, ui-—l) T
a(u,v) = 0 s'll n'existe pas d'indicesi (et j) tels que v = ute—e; ou

v = u_ei .

On pose alors :

q'(w := d'(u) H {xi(h) / s'(h,uh)}
heH
On suppose que

C:= Z q'(u) < +o0  (condition de non-explosion)
ueH
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La probabilité stationnaire est alors la famille q définie par, pour
tout élément u de E, q(u) := q'(u)c.

La preuve est tout a fait analogue a celle proposée en B.2. Plus
précisément, pour tout élément h de H' on vérifie facilement que :

11
7(u,h) = T(lﬁ,fi)

Il y a donc balance locale pour chaque station, y compris la station externe.

B4 Laconstante de normalisation

L'intérét essentiel des hypothéses considérées dans ce chapitre est,
évidemment, dG au fait que la probabilité stationnaire admet une forme
explicite simple. Ceci permet de considérer le cas ou il y a un trés grand
nombre d'états ce qui serait impossible si, toutes choses égales par
ailleurs, on procédait par simulation.

Or, quand le nombre d'états est trés grand, il n'est pas toujours

techniquement facile de calculer ¢ := E g'(w) :ily a donc de nombreux
u ek

articles donnant des algorithmes de calcul de cette constante de
normalisation ¢ : cf. notamment, [BhW], [BrB] et [Buz).

Ces algorithmes portent sur le cas monoclasse (comme dans ce
paragraphe) ou multiclasse (cf. les paragraphes suivants). Il n'est
évidemment pas possible de résumer ici ces divers algorithmes. Nous
allons seulement en donner une idée de base a partir d'un exemple.

On suppose que E est l'ensemble des éléments u de IN H tels que
z U, =n (cas fermé)
heH

On suppose que q' admet une forme produit c'est a dire qu'on
suppose qu'il existe une fonction b définie sur (HxIN) telle que, pour tout
élémentude E,ona:

@By q@=I]b,
h eH

Soit m := card(H). A une modification de notations prés, on peut
toujours supposer que l'ensemble fini H est I'ensemble H := {1,...,m]}.

Pour tout élément h de H, on pose :
g,(2) := z bh,, 7 et
4B5 @ := I1 g (z)

j<h



Solution & forme produit Chapitre IV - 103

Soit w la fonction définie sur (HxIN) par :

n
4B6) £ = 7
Wz jgo Whj Z

Il résulte de 4B4 et des propriétés formelles des "fonctions généra-

trices" que c:= Z q'(w) est le coefficient de Z" dans le développement “en
u ek

série entiere” 4B6 de fm(z) .

L'"astuce" consiste alors tout simplement a remarquer qu'on
diminue considérablement le nombre de calculs a effectuer si on procede de
la fagon suivante : au lieu de calculer toutes les valeurs possibles de q'(u) et

d'en faire la somme, on calcule les coefficients W en raisonnant par
3,
récurrence croissante sur h ; plus précisément, la relation 4B5 implique :

J
Wy = k?-'o Bhk Who -k

Cette technique de calcul de la constante de normalisation permet
ausst d'obtenir rapidement d'autres valeurs importantes telles que, par
exemple, la probabilité pour une file d'étre vide.

B5  Sensibilité

Ce qui suit généralise [Lin] (cf. le paragraphe C qui suit). On

suppose que l'ensemble E des états est contenu dans INH. Considérons
d'abord le cas ou cet ensemble E est fini.

On suppose qu'on a les propriétés suivantes :

a) La probabilité stationnaire associée a 1'état u appartenant a E vaut
q(u) :=c q'(u) avec

U= 2, q

u ek

b) Il existe une fonction positive b définie sur (HxE) telle que, pour
tout élément ude E,on a:

q'(w) = H bh,w)
heH

c) La fonction b dépend d'un parametre s réel et il existe une fonction
g définie sur (HxE) telle que, pour tout élément ude E, on a:
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d
s [bh,w)] = bth,u) gth,u)

d) f est une fonction réelle définie sur E.

Soit X 1a 'variable aléatoire' associée a l'état du processus en régime
stationnaire, c'est a dire que, pour tout élément u de E,

Proba [X = u] = q(u)

On a alors, (avec les conventions usuelles associées a 1'étude des
variables aléatoires) :

of
E[f(X)]=E[£(X)}+ D covIf (0, gh,X)]

a_S h eH
Vérification
On a (propriété classique) :

EGX)=c 2, f ] bthuw
uek h eH

donc

8% [ECEN=a+B+y avec

= Z f(w H bh,u)

uek h eH

B=c Z —f(u) H b(h,u)

ueIZa heH

B=E [;:(X)J

y=c 2, f@ 2, { bhwl 11 b(ku)}

uek heH k #h
=c 2 fw 2 { ghw I1 b(k,u)}
u ek heH k eH

Z Z f (u) gth,u) q(w

heH uel

y= 2 E[fC0ghX)]
h eH
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Par ailleurs,

ds uek J
2 Y Y 2 pew I bekw
uel heH s k#h
=-C 2 2 g(h,u) q(u)
uelE heH
e Y et
ds heH ’
d'ou
=~ Y E[ghX)] 2 fWqw
heH u ek
a=- 2 ElghX) E[fX)]
h eH

ce qui donne

a+y= 2, covif(X),ghX)
h eH

ce qui implique le résultat annoncé.

Evidemment, si E n'est pas fini, tout ce qui précede reste valable
dans la mesure ou toutes les familles considérées sont sommables.

C. Routages fixes, multiclasse

C.1 Hypotheses: cas fermé

1°) Les hyptoheses (cf. [BCMP]) que nous allons allons introduire
maintenant sont plus générales que celles données en B.1 : c'est
uniquement pour la commodité du lecteur et au vu de l'importance du
cadre introduit en B.1 que nous avons traité d'abord le cas monoclasse.

2°) Nous considérons donc maintenant le cas ou il y a plusieurs
classes de clients mais les routages restent fixes. Dans ce paragraphe C,
nous supposons qu'un état peut étre caractérisé par le nombre de clients de
chaque classe dans chaque station ; plus précisément, si on définit ainsi
l'ensemble E des états, on suppose que, relativement a cet ensemble E
d'états, I'évolution est markovienne : on dit parfois que E est constitué de
"macro-états”. Si, dans certaines stations, les disciplines de service
tiennent compte de l'ordre d'arrivée des clients, cet ordre doit apparaitre au
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niveau des éléments de E ; on dit parfois que l'on considére des
"micro-états" : ce cas sera traité au paragraphe F qui suit.

3°) la modélisation usuelle consiste a introduire un ensemble de
stations et un ensemble de classes. Pour faciliter la lecture et 1'écriture, il
est important d'alléger au maximum les notations. Nous allons donc nous
donner un seul ensemble H, chaque élément h de H pouvant étre un couple
(h',h") o h' est une classe de clients et h" une station ; d'autres
interprétations peuvent étre envisagées. Les routages r; ; sont définis
exactement comme en B.1 (on suppose que la "matrice” r est stochastique et
irréductible et que la "diagonale principale" de r est nulle). La famille

(x;);cg est définie comme en B.1 (relations 4B1). Si i et j sont deux couples

(i'i") et (3',j") ou 1’ et j’ sont des classes de clients et i" et j" sont des stations,
I'interprétation des routages revient a dire qu'un client de la classe i' qui

vient d'étre servi a la station i" a la probabilité T de rentrer dans la station

J" en étant devenu un client de la classe j'; on peut avoir 1' =j' ou i"=j"
L'ensemble E des états est contenu dans INH ; un élément u := (4 )y, g de

E est donc caractérisé par la famille des nombres u; : par exemple, si

h = (h',h") ou h' est une classe de clients et h" une station, u, est le nombre
de clients de la classe h' dans la station h". Soit n le nombre total de clients.

L'ensemble E est contenu dans l'ensemble des éléments (uh)heH de INH tels

que Z U =n.
h eH

On note que, a ce stade, il n'y a pas de différence "mathématique”
entre les hypothéses données jusqu'a maintenant et celles données au
paragraphe B qui précéde. En effet, quand on se restreint aux macro-états
(cf. 1a fin du 2°) ), 1a différence essentielle entre le théoreme de Jackson et le
théoréme BCMP se situe au niveau des taux de service. La formalisation que
nous proposons est un peu plus générale que celle du théoreme BCMP
classique : pour autant, nous verrons que la "démonstration” du théoréme
associé est quasi-triviale.

4°) Soit J une famille de parties de H ; pour tout élément h de H, soit
b(h) la famille des éléments de J dont h est un élément ; soit d une fonction
positive définie sur (JxIN) telle que d(j,0) = 0 et, quel que soiti> 0, d(,i) >0 .

Pour tout élément (j,h,u) de (JxHxE) et pour tout entier k, on pose :

@cH  u'j= 2y,

1€j

ac»  sthw:= [] dgu
j € b(h)
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4cs)  d'Glo:=I1 4G,

igk

5°) Si, par exemple, le taux de service des clients de classe i a la
station j ne dépend que du nombre total de tels clients, et ceci pour tout
couple (i,j), J est I'ensemble des parties réduites a un point.

De méme, si le taux de service de la classe i a la station j ne dépend
que du nombre total de clients dans cette station j, et ceci pour tout couple
(1,J), & chaque station j correspond un et un seul élément de J qui est la
partie P(j) de H constituée de l'ensemble des couples (i,j), j fixé, i
quelconque.

Il y a aussi des cas ou le taux de service de la classe i a la station j
peut faire intervenir plusieurs nombres liés a 1'état u : par exemple,
supposons que "le" serveur ait un taux de service global égal a I'unité et
qu'il se répartisse équitablement entre tous les clients de la station (temps

partagé), c'est a dire que, si h := (1,j), sth,u) = u / Z Uy = Uy j)/ z Uiy
k ’ k

Pour simplifier 'expression, supposons qu'il en soit ainsi pour tous
les couples (i,j). Dans ce cas, J comprend a la fois les parties réduites a un
point et, pour chaque station i, la partie P(i) de H constituée des couples (j,1),
1 fixé, j quelconque. De plus, dans ce cas, on pose :

pour chaque partie réduite 4 un point :
et pour chaque partie P(i) := 5) .1}
AP, upgy) = 1/ upg

ou Upg) = ; )

Ces trois exemples montrent que la formulation proposée au 4°) est
tres générale malgré son apparente simplicité. Il faut évidemment que
I'ensemble E des états que 1'on considére soit compatible avec les taux de
service et les routages considérés, mais, 14 encore, 1l ne faut pas hésiter a
prendre un ensemble d'états "surprenant”.

C.2 Théoreme BCMP (‘'macro-états')
Soit q ' la fonction définie sur E par :

q@ = [T xx®y /1 ague))

h eH i el
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On pose ¢ := Z q'w) et gqw:=q'w/c.

uek

Alors q est 1a probabilité stationnaire.

Preuve :

Comme en B.2, on va prouver que, pour tout élément h de H, on a:

t 2t 13
(4C4) 7(u,h) = 17(u,h)

Si H est I'ensemble des couples (i,j) ot 1 est une classe de clients et j
une station, et quand la relation 4C4 est satisfaite, on dit qu'il y a balance
locale par classe et par station.

La preuve de 4C4 est trés voisine de celle proposée en B.3. Plus
précisément, on a :

ol
7(u,h) := Z q(u+e ~e,) H d@d, u”; +Dr, |
i+h . ieb@ I
= jgh g(u) X, { | £I(h) d(,u”; )} I h ! %y,
T o
= q(u) { H dGi,u”; )} =: 7(u, h)
1 €b(h)

C.3 Remarques

1°) Comme on I'a déja noté, le théoréme démontré précédemment ne
coincide pas exactement avec le théoreme BCMP classique. D'une part, la
formulation concernant les taux de service proposée ici est plus abstraite et
un peu plus générale. Notamment, a titre illustratif, on a donné comme
exemple de base associé a I'hypothése 4C2 le cas h = (i,j) ot 1 est une station
et j une classe de clients. En fait, 4C2 généralise la construction des taux de
service proposée en B.1 méme s'il n'y a qu'une seule classe de clients ; qu'il
y ait une ou plusieurs classes de clients, cette généralisation est presque
indispensable quand diverses parties d'un systéme sont servies par divers
microprocesseurs dont chacun travaille en temps partagé (cf.1a fin de C.1).
Par contre la formulation proposée en C.2 est insuffisante si les disciplines
de service dans certaines stations prennent en compte l'ordre d'arrivées des
clients (de classes différentes). Ce cas sera abordé en F.

2°) Le lecteur novice, notamment le lecteur mathématicien est
peut-étre surpris par le caractére élémentaire des démonstrations données
dans ces paragraphes A, B et C : il a pourtant fallu plusieurs années pour
"y penser".
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3°) L'étude effectuée en C.2 s'étend sans difficulté au cas ouvert,
comme en B.3. En fait, avec la formulation 4C1 (H est une partie de H), la
différence entre le cas ouvert et le cas fermé est faible ; elle ne porte que sur
E (cas E infini et cas E fini).

4°) Pour garder une formulation voisine de celle du théoréme BCMP
classique, on a considéré que se donner h correspond & une classe et une

station. On pourrait supposer que h = (h, ,h2 ,hs) ou, par exemple, h, est le

type du programme, h, le processeur qui le prend en charge et hs la tache

en cours d'exécution : si les "taux de service" admettent une forme produit,
on a l'analogue du théoréme 4.C.2. Ce point est un cas particulier du
paragraphe D qui suit.

D. Modification des taux de service
D.1 Introduction

La suite de ce chapitre va consister a montrer comment on peut
"construire" des réseaux de files d'attente dont on sait calculer la
probabilité stationnaire a partir d'autres réseaux plus simples, notamment
les réseaux qu'on a introduits aux trois paragraphes précédents (cf. [Len],
[Pel-2] et [Pel-4]).

On a vu, au paragraphe C qui précede, que le passage du théoréeme
de Jackson au théoreme BCMP (quand on se restreint aux macro-états)
porte sur une modification des taux de service . ce paragraphe va
formaliser et généraliser ce point.

Plus précisément, le but de ce paragraphe D, relativement
élémentaire, est double : d'une part, on y montre que, si q est la probabilité
stationnaire d'un réseau (R,R') et s'il y a "balance locale” de R' par rapport
aR (cf D.2.8°) ), on peut modifier les taux de service dans R', de facon
multiplicative, sans perdre la propriété de balance locale, ni pour R', ni
éventuellement, pour une autre station A de R (ce qui permet de répéter le
procédé) ; de plus, quand on effectue cette modification des taux de service,
la nouvelle probabilité stationnaire q' s'exprime simplement en fonction de

q.

D'autre part, ce paragraphe doit permettre au lecteur de se
familiariser avec des notations telles que :

T(é,ﬁ), T(&,ﬁ), etc....

Dans tout ce qui suit, le lecteur notera qu'on prend bien garde de
distinguer d'une part les hypothéses mathématiques, d'autre part
l'interprétation concréte qui en est donnée ; cette interprétation facilite la
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compréhension pour le lecteur mais elle n'est jamais utilisée au niveau des
démonstrations.

D2 Hypotheses de base

1°) On consideére un systéme markovien homogeéne (R,R') qui admet
E comme ensemble d'états : E peut étre fini ou infini. Soit a la "matrice” qui
régit 1'évolution de ce systéme comme rappelé en A.2.

2°) Soit n une fonction entiére positive (au sens large) définie sur E ;
soit s une fonction réelle positive définie sur IN avec s(o) =0 et, pour i> 0,
s(i) > 0. On suppose que |n(u)-n(v)| > 1 implique a(u,v) = 0.

3°) Donnons tout de suite une interprétation de ces fonctions nets: n
est le nombre de clients (en tout, pour une classe, pour plusieurs classes
réunies, etc...) d'un certain type dans la partie R' du systéme considérée. La
modification que l'on va étudier consiste & multiplier par s[n(u)] les taux,
pour les clients associés a4 n, de passage de R' dans R ; par exemple, R’ peut
étre une station unique et on modifie les taux de service dans cette station
pour certains clients.

4°) Soit q une fonction positive définie sur E qui satisfait aux
propriétés suivantes :

Z q(u) < +o0 et Z Z q(w) a(u,v) < +c0

u ek uekE veE

et, pour tout élément ude E :

4D1D z q(u) a(u,v) = 2 q(v) a(v,u)

v eE vel

Autrement dit, 2 une constante multiplicative pres, q peut étre
considérée comme une probabilité stationnaire pour le couple (E,a).

5°) Pour tout élément u de E, on pose :
Bu)={v:veE nv)=n(u)-1}
Clu):i={v:veE, nkv) =n(u))

Du):={(v:ve E,nv)=n(u)+1}

T1
7(u,R) = gq(w) Z a(u,v)
Ll v eD)

(uy,R) = 2 q(v) a(v,u)
v eD()
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6°) Les deux quantités qui précédent peuvent &tre interprétées de la
facon suivante (ce qui explique les notations utilisées) : la premiére est le
"taux de probabilité" de "quitter" l'état u, un client (du type considéré)
passant de R 4 R' (et donc quittant R) ; la deuxiéeme est le "taux de
probabilité" "d'atteindre” 1'état u, un client (du type considéré) rentrant
dans R (en venant de R').

7°) On définit de méme ;

1(1Tx,f{) = q(w Z a(u,v)

f v eC(u)
7(u,R) = z q(v) a(v,u)
v eC(w)
T
7(u,R) := q(u) Z a(u,v)
v eB)
L7
T(u,R) := Z q(v) a(v,u)
v eB(u)

T 1T 1 T o 1t
(u) := 7(u,R) + 7(u,R) + T(u,ﬁ)

1(&) = T(é,ﬁ) + 1(&,§) + 1(1&,&)

On a évidemment (cf. D.2.2°) ):

T
7(w) = q(u) 2 a(u,v) et
v ek
!

T(u) = Z q(v) a(v,u)

vel

et 1a relation 4D1 s'écrit :

o) = ()

8°) On suppose que, pour tout élément ude E,on a:
0 o
@D2)  (u,R) = «(&R)

Si on revient a l'interprétation proposée au 6°) qui précede et si R' est
une station S unique, 4D2 est exactement la "balance locale" relativement a
S (pour les clients du type considéré) ; en général, au niveau des
applications, R' n'est pas une station unique.
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D.3 Théoréme de stabilité

On suppose que l'on a les hypothéses de base données au paragraphe
D.2 qui précede, c'est a dire, essentiellement, les relations 4D1 et 4D2. Pour
tout entier k, on pose :

k) = I 1 s

i<k
Pour tout élément u de E on pose :
q'(u) := q(u) / tin(u)]

On suppose que :

q'(u) < +o0
uek

Enfin, pour tout couple (u,v) d'éléments de E, on pose :
-si n(v) =n(u)1, a'(u,v) := a(u,v) s[nu)]
- sinon, a'(u,v) := a(u,v)
t t
On définit 71'(u,), 1'(u,§), etc... relativement au couple (q',a")

exactement comme on a défini 1(111), r(g,ﬁ), etc... relativement au couple
(q,a).

On suppose que 1'(&) < 400 .

On a alors, pour tout élémentudeE :

t .
(4D3) 7'(u) = 7'(u)

T 42
@D4) 7ok = ¢ (4 R)

Interprétation

Revenons a l'interprétation proposée en D.2.6°) ; si R' est une station
S unique, a' se déduit de a en multipliant le taux de service dans S par
s[n(u)] ou n(u) est le nombre de clients (de la classe considérée) dans S. La
relation 4D3 dit que q' est, & une constante multiplicative pres, l1a probabilité
stationnaire associée a a'. La relation 4D4 dit que l'on a encore balance
locale pour S aprés cette modification.

Preuve :
1°) Soit u un élément fixé de E ; pour alléger les notations, on pose :

r:= 1/t [n(u)-1]
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Soit v un élément de B(u) c'est a dire que n(v) = n(u)-1 ; on a alors :
a'(v,u) = alv,u)
q'(v) =rq(v) (par définition de q')
a'(u,v) = a(u,v) s[n(u)]
q'(w) = r qu)/s[n(u)]

ce qui implique
q'(v) a'(v,u) = r q(v) a(v,u) et

q'(w) a'(u,v) = r g(u) alu,v)
ce qui implique

1l
(LR =q@W 2, auy)

v e B(u)
T
=r q(w Z a(u,v) =r 1(q,R)
v eB)
De méme
V1
T(q,R) = Z q'(v) a'tv,u)
v eB(uw)
$ 7
=r 2 q(v) a(v,u) = r 7{u,R)

v eB(w
Les relations 4D2 impliquent donc les relations 4D4.
2°) L'état u est toujours fixé ; pour alléger les notations, posons :
w =1/ s[n(u)] = 1/ t [n(u)]
Ona:
t o T o
7'(u, R) = w 7(u,R)
Lt oe U]
7(u,R) = w 7(u,R)

Tt o1
T(u,R) = w (q,R)

En effet, pour tous les cas qui interviennent dans ces trois relations
onaq =wqeta =a.

Par ailleurs, si v appartient 2 D(u), on a :

q'(v) =w q(v)/s[1+n(u)] et
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Y

a'(v,u) = a(v,u) s[1+n(u)] d'ou
1'(1¢1,§) =w T(lﬁ,ﬁ)

En additionnant les relations qui précédent, et en utilisant les
T J T J .
définitions de 7'(u), 7'(u), 7(u) et 7(u) ( cf. D.2.7°) ), on obtient :

1 1 1 1
(- TR = w [tw - (0, B) ] et
1T +
1'(3) - 1'(1.¢1,R) =w [1(1¢1) - T(é,R) ]
Les deuxiéemes membres de ces deux égalités sont égaux (relations

4D1 et 4D2) ; il en est donc de méme pour les premiers membres, ce qui
implique 4D3 compte tenu de 4D4 (cf. le 1°) qui précede).

D4 Conservation de la balance locale

On garde toutes les hypothéses introduites en D.2 et D.3. De plus,
pour tout élément u de E, on considére deux parties V(u) et W(u) de E. On
suppose que, pour tout élément ude E, on a :

- si v appartient a V(u) ou W(u), n(v) 2 n(u)

On suppose que lI'on a:

(4D5) q(w 2 a(uv) = 2 q(v) a(v,u)

veV (W) velW @)

Alors on a aussti :

4D6) ' D auv= 2 g aww

veV () v el (u)

Preuve :

Si v appartient a V(u), a'(u,v) = a(u,v), donc :

4D q'(w) z a'(u,v) = w q(uw) 2 a(u,v)
veV (u veV @

Si v appartient a4 W(u), il y a deux cas a considérer :
1°) v appartient 4 W(u) et C(u) ; dans ce cas, q'(v) = w q(v) et a'(v,u) = a(v,u) ;

2°) v appartient 8 W(u) et D(u) ; dans ce cas,on a :
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a'(v,u) = a(v,u) /s [14n(u) ] et
q'wv) =wqv)/s [1+n(u) ]

Dans les deux cas (1°) et 2°) ), on a donc :
q'(v) a'lv,u) = w q(v) a(v,u) .

Finalement, on arrive a ;

Z qQ'wv) a'tvyu) =w 2 qv) atv,w)
veW (W veW @

Cette relation et 4D7 reportées dans 4D5 donnent exactement la
relation 4D6.

Interprétation

Le cas le plus simple est le cas ou la relation 4D5 est la balance locale
(pour une classe ou pour la réunion de plusieurs classes) relativement a

T 1 .
une station A de R ; dans ce cas, les termes 71(u,A) et z(u,i) ne font

intervenir les coefficients a(u,v) que pour des états v tels que n(v) 2 n(u). Les
hypothéses données en D.4 sont donc satisfaites.

Notamment, si, dans un réseau R, il y a balance locale pour les
stations S et A, on peut modifier les taux de service dans S (comme indiqué
précédemment) sans perdre ces propriétés de balance locale.

E. Produit de deux réseaux

E.1 Introduction

Ce paragraphe E est indispensable si on veut disposer d'un cadre
suffisamment souple et général au niveau des applications.

L'idée essentielle de ce paragraphe est la suivante : on considére un
réseau R' de files d'attente (en un sens trés général) ; on suppose que ce
réseau R' posséde une station S' pour laquelle il y a balance locale par
classe. Alors, on peut remplacer cette station S' par tout un réseau R" sous
réserve que le "noeud" de liaison entre R' et R" puisse étre considéré,
relativement a R", comme une station S" pour laquelle il y a balance locale
par classe (dans R").

Quand on effectue cette substitution, la probabilité stationnaire du
réseau composé (R',R") est, & une constante multiplicative pres, le produit
des probabilités stationnaires associées a R' et R" respectivement. De plus,
s'il y a balance locale pour la station A, autre que S', dans R', il y a encore
balance locale pour A dans le réseau composé (R, R") : on peut donc, a
nouveau, remplacer la station A par tout un réseau, etc... ; autrement dit,
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on peut répéter ce procédé.

Par exemple, dans un réseau BCMP, soit R', on peut remplacer une
station par un réseau R" a serveur central comme indiqué au paragraphe
A ; puis, dans le réseau composé ainsi obtenu, on peut remplacer une
station B de R" par un réseau BCMP, etc... ; en général les réseaux que l'on
obtient ainsi ne sont évidemment pas BCMP.

Du point de vue technique, les réseaux R' et R" jouent des roles
parfaitement symétriques : dans la suite, on va donc étudier le produit des
réseaux R' et R"; 'hypothése essentielle est que, dans le systeme (R',S"), ot
S’ est une station unique, il y a balance locale pour S' et de méme dans le
systeme (R",S"). On supposera que, dans S' et S", tous les taux de service
sont égaux a 1 ce qui allege notablement les notations et les démonstrations.
Ceci n'est pas une restriction compte tenu du paragraphe D qui précede.

E2 Hypotheses
Soit J un ensemble fini (cet ensemble J est le méme pour R’ et R").

Soit R’ un réseau de files d'attente qui admet E' comme ensemble d'états ;
soit a'la matrice qui régit I'évolution de R'. Pour tout élément j de J soit

nj' une fonction entiéere positive définie sur E'. On définit B'(i,u), C'(u),
D'(i,u), comme suit (cf. D.2):

B'G,u) ;= {v' :v'e E', n(v) = ni(u) -1, et, pour j=i, nj'(v') = nj'(u') )
C'tuw) :={v:v'eE, quel que soit j, nj'(v') = nj'(u') }
D@iu):={v:ve E, ni'(v') = ni'(u')+1 et, pour j#1, nj'(v') = nj'(u') }
Soit q' une fonction positive définie sur E'. On définit ’I{(I},ﬁ'),

4
ri'(u',ﬁ'), etc... comme en D.2. Par exemple,

T 7
7, (U',R") = q'(u) Z a'(u',v)
v eD (i, u)

Soit s la fonction définie sur IN par s(o) := 0 et, pour i>0, s(i) := 1. On
suppose que l'on a, pour tout élément u' de E' :

1 d
(4E1) (W) =17(0) <+
et, pour tout élément ide dJ :

J 2
(4E2) q'(u) s(n;(u)) = 7;(u,R) et
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4E3) st @Y= 2 auv)
v eB i, u)

Notons que I'hypothése 4E2 est identique & 4D2 si S' est une "vraie”
station dont le taux de service vaut 1 (condition 4E3) pour chaque classe de
clients (s'il y a au moins un client de cette classe dans S' ).

Soit R" un réseau de files d'attente, distinct de R', qui satisfait au
méme type d'hypothéses que R' ; notamment, on appelle E" son ensemble
d'états et a" la matrice qui définit son évolution ; on se donne, pour tout

élément j de J, la fonction nj", etc... On suppose que, pour tout élément (j,u")
de (JxE")on a :

1 4
(4E4) T"(u") = T“( uu) et
4 1
(4E5) qll(uu) S(ni”(u")) = 'ti”(u",R")
(4E6) S(n]u (uu)) = 2 au(uu’vu)
vt eB"(G, u™)

Soit n une fonction entiére strictement positive définie sur J. Le
produit R de R' et R" est alors défini de la fagon suivante : I'ensemble E des
états est l'ensemble des couples u := (u',u"), avec u' élément de E' et u"
élément de E", couples tels que, pour tout élément j de J,

nj'(u') + nj"(u") = n(j).
Pour tout couple (u,v) d'éléments de (E'xE") x (E'<XE") avec

u = (u',u") et v:=(v,v"), la matrice a qui régit l'évolution de R est définie
comme suit :

si u”" = v" et si, pour tout élément j de J, nj'(u') = nj'(v'), on pose
a(u,v) := a'(u',v') ; '

si u' =V et si, pour tout élément j de J, an'(u") = an'(v"), on pose
a(u,v) := a"(u"v") ;

siil existe j élément de J tel que, pour k #j, n (u) =n, (v),
nk(u") = nk(v") et , soit |{ nJ.'(v') = nj'(u')+1 et nj"(v") = nj"(u")-l }, soit

{ nj’(v') = nj' (u')1 et an'(v") = an’(u")+1 }, alors on pose

a(u,v) := a'(u',v') a"(u",v") .

Dans tous les autres cas, on pose a(u,v) :=0.
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On suppose que nj'(u') est le nombre de clients de classe j dans S'

quand l'état est u' ; a(u,v) est différent de 0 dans chacun des quatre cas
suivants (et seulement ceux-13) :

Premier cas : l'état de R' ne change pas, seul celui de R" change,
mais il n'y a ni entrée ni sortie de clients de R".

Deuxiéme cas : identique au précédent saul qu'on intervertit R’ et R".

Troisiéme cas : un client de classe j "quitte" la nébuleuse R' et
"rentre" dans la nébuleuse R".

Quatrieme cas : identique au précédent en intervertissant R' et R".

Pour le premier cas (resp. deuxiéme), le "taux d'évolution” dans R
est le méme que dans R' (resp. R"). Pour le troisiéme et le quatriéme cas, le
"taux d'évolution” dans R est le produit du taux d'évolution dans R' et du
taux d'évolution dans R".

On peut aussi présenter 1'évolution de la fagon suivante : le réseau
global R est constitué de R', R", S' et S”, les clients ne restant pas dans S' et
S" (taux de service "infinis" en S' et S"). Plus précisément, un client qui
arrive dans S' (resp. S") avec la classe j va aussitdot dans S" (resp. S') sans
changer de classe et est immédiatement servi dans S" (resp. S'), et rentre
donc dans R" (resp. R') avec les "routages” associés au couple (R",S")
(resp. (R,S") ).

Attention : le départ d'un client de classe j de R' peut étre da au départ d'un
client de classe k de la station A de R', client qui se transforme en client de
classe j avant de quitter R' ; de mé&me, un client de classe j qui rentre dans
R" peut aussitot étre transformé en client de classe k et aller dans une
station B de R", ou méme provoquer plusieurs modifications conjointes.

E3 Théoreme de composition
On considére les hypothéses données au paragraphe E.2 qui précede.

Pour tout élément u = (u',u") de E, on pose q(u) = q'(u") "(u"). On suppose
que :

2 q(u) < +o0 et T(u) < +00
ueE

On a alors:

*+ J
(4E7) 7(u) = ()

ou, évidemment, ces notations sont définies comme précédemment c'est a
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dire que : N
T(w) = q(w Z a(u,v) et
v €E
() := ZE q(v) a(v,u)

Autrement dit g peut étre considérée, a une constante multiplicative
pres, comme la probabilité stationnaire associée au couple (E,a).

Preuve :
Toutes les quantités considérées sont positives : il suffit donc de
d T .
prouver 1(u) = 7(u) quand l'ensemble des états est fini.

d
Ona 1(u)=2+2" avec

I o 1 Vol
z' = q'(u’) T"(u",R") + ZT Tj' wW,R"H *rj"(u",R“)
J €«

L oo i1 i
z" = q"(u") T'(u,R) + 2 'rJ-"(u",R") Tj' (u',R")
j€ed

Compte tenu de 4E2, on a (nj'(u') =0 implique Tj'(li",ﬁ") =0):
l oo 1
Zl = ql(ul) { T"(u",R") + z 1JI’ (u",Rll)}
jed

N 7
= q'(u) { t"(u") - X 7' (W', R}
jed
Compte tenu de 4E5 ceci implique :
A
= ql(u') { T“(u") —- q“(u“) z S(nj’l(ull))}
jed
On prouve de méme que

!
2 = @"(u) { T'(U) - Q') ZI s (@)
J €

Compte tenu de 4E1 et 4E4 on a donc

! 1 1
T(u) = z'+2" = q'(u) 7"(v") + qQ"(u")T'(1")
- q(u) Q@) X [sn @) + 5] @]

jed

T 1
= 7(u) (par définition de 7(u): cf. 4E3 et 4EB6).
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On a donc prouvé 4E7 .

E4 Conservation de la balance locale

On garde toutes les hypothéses introduites en E.2 et E.3. De plus,
pour tout élément u' de E', on considére deux parties V'(u') et W'(u') de E".
.On suppose que, pour tout élément (j,u') de (JxE'), on a :

si v' est un élément de V'(u') ou de W'(u'), nj'(v') > nj'(u')
On suppose que l'on a :
(4E8)  q'(u) >, awv)= D, q'(v) a'(v,u)
v eV ') v eW ') -

Pour tout élément u = (u',u") de E, on définit V(u) et W(u) comme
suit :

V(u) est I'ensemble des couples v = (v',v") tels que v' appartient & V'(u') et
a(u,v) # 0 ; de méme, W(u) est l'ensemble des couples w = (w',w") tels que
w' appartient a W'(u') et a(w,u) #0.

On a alors:

(4E9) q(w 2 a(uv) = Z q(v) a(v,u)
v eV v eW)

Preuve :

Nous allons supposer — ce qui n'est pas une restriction — que si v’
appartient a V'(u') (resp. W'(u")), a'(u',v') (resp. a'(v’,u')) est différent de 0.

On suppose que 0 n'appartient pas a J (ceci n'est qu'une commodité
de notation) et on pose J' :=J L {0} . On pose :

V'iu',0) := {v' : v'eV'(1") et, Vk, n, (v) = n, (u) }
Vi(u k) := {v' : v'eV'(u) et ng(v) = 1+ny ()}
De méme, on pose :
Wiu'ho) := { v : v'eW'(u') et, Vk, n"((v') = n]'((u') }
Wi k) = {v': vieW(u) et n(v) = 1+n,(u) )
La famille (V'(u',k)keJ. (resp. (W'(u’,k))keJ. ) constitue une parti-

tion de V'(u') (resp. W'(u')). Notons aussi que V'(u'.k) ou W'(u',k) non vide
implique n (u) < n(k) et donc n (u’) > 0 si (u',u”) appartient a E.
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Soit V(u,k) (resp. W(u,k)) I'ensemble des éléments v = (v',v") de V(u)
(resp. W(u)) tels que v' appartient a V'(u,k) (resp. W'(u,k)).

Appelons x (resp. y) le premier (resp. deuxiéme) membre de 4E9. On

x = q(u) Z Z a(u,v) et
kel' veV@aLk)

y=2 2 qwatu)

kel veW (u k)

Or, pour k # 0, v élément de V(u,k) et n, (v) =ny (u)1,o0na
a(u,v) = a'(u',v) a"(u",v") donc

2 auw={ 2, auwl{ 2  a@Wwv))

v eV (uk) vieV'a, k) v" eB” (k, u")

ou B"(k,u") est défini comme en E.2, c'est & dire que
B'k,u") ;= {v":v'eE", n{;(v") = ni('(u")—l }
Autrement dit (cf, 4E6) ;

T
qw X auw)={qu) X a'(u',v) } 7, (u",R")
v eV (uk) v' eV '(u', k)

= Q) 2 a'(uyv) ) q"(a”)sini(u”)]
v eV (u, k)

avec s[ng(u”)] = 1 si V'(u',k) n'est pas vide.
On a donc :

X= Z {g'(u) Z a'(u',v) } q"(u")
k ed’ v eV ', k)

(4E10)  x={q'(u) Z a'(u',v) 1 q"(u")
v eV )
Par ailleurs, pour k # 0 et W'(u',k) non vide, on a :

o1
Y qWavw={ X, q'tvha'tvi,u)} 7 (u",R")

veW( k) v eW'(u, k)

> g'(vh) a'(vi,u)} q"(u”) s(ng (u")
v eW (u, k)

(compte tenu de la relation 4E5) avec s(n(u)) =1
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On a donc:

y={Y X2  qg&)ar,.u))qu?
ked' v eW'(u, k)

y=H{ Z q'(vha'(vi,u} q"(u")
v eW'(u)

Les relations 4E8 et 4E10 impliquent alors x =y, c. q.f d.

F. Exemples

F.1 Un seul client et corollaires

1°) Dans ce cas, on prend E=H ou H est , par exemple, I'ensemble des
stations : un état u est caractérisé par la station dans laquelle se trouve le
seul client du réseau. Relativement a la probabilité stationnaire on a

. + 1 I 4 .
évidemment, pour tout élément (u,h) de (ExH), 7(u,h) = 7(u,h) puisque, ou
bien ces quantités sont nulles (si u # h), ou bien (si u=h)

t+ 7t t
(4F1) 7(u,h) = 7(u) = T(é) = T(\ﬁ,ﬁ)
On a donc balance locale pour chaque station.

2°) Soit s un élément de H et posons H' := H\ {s} . Considérons
I'interprétation suivante : s est une station de service "externe” et H' est
l'ensemble des états fictifs associé 4 une loi non exponentielle (cf. 1.F).
Puisqu'il y a balance locale en s, on peut composer H' et un autre réseau
pour lequel il y a aussi balance locale (cf. le théoréme E.3).

3°) Considérons le serveur central introduit au paragraphe A.7
dans le cas particulier ou l'ensemble E est l'ensemble 0,1)7 (autrement dit,

pour chaque station h, u, =0ouuy, =1 et r(h,u) =0 siu=h): puisque, pour

chaque station h, il y a au plus un client et il y a balance locale pour cette
station, on peut remplacer, dans le réseau a serveur central, une station
par le réseau H' introduit au 2°) qui précede. Ceci ne modifie pas la
propriété de balance locale pour les autres stations (cf. E.4) : on peut donc
faire de méme pour chaque station. Autrement dit, dans le serveur central,
on peut supposer que la loi de service dans chaque station est une loi
quelconque (que 1'on modélise a l'aide d'états fictifs pour rendre le systéme
markovien).

Evidemment, au niveau du serveur central, la décomposition en
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stations dont la capacité est limitée a un client est en général une
décomposition fictive ; le point important est que les hypothéses soient
compatibles avec cette décomposition fictive. Notamment, il faut qu'il y ait
suffisamment de stations pour accueillir tous les clients qui arrivent ; par
contre, les taux de service dans chacune de ces stations ne contenant
qu'une place peuvent, par exemple, dépendre multiplicativement du
nombre total de clients d'une certaine classe dans l'ensemble du systéme
(cas a "temps partagé").

4°) Considérons un réseau BCMP, ou, plus précisément, un réseau
comme défini au paragraphe C. Dans un tel réseau, pour chaque station h
(ou chaque couple (h',h"), etc... ) il y a balance locale ; on peut donc
(théoréme E.3) remplacer cette station par 1'ensemble des stations internes
du serveur central ; ensuite, on procéde comme au 3°) qui précede.

Autrement dit, dans un réseau comme défini au paragraphe C, on
peut supposer que pour certaines stations la loi de service est non
exponentielle (dans ce cas, chaque client commence a étre servi dés qu'il est
entré dans une telle station) : ceci préserve la balance locale pour les autres
stations et la forme produit de la solution stationnaire. L'ensemble des états
prend en compte les états fictifs associés a ces lois de service : on dit qu'on
considere les micro-états.

F.2 Premier arrivé, premier servi

1°) Considérons un systéme R' - avec plusieurs classes de clients -
dont on "sait" calculer la probabilité stationnaire q'. Soit S' une station
(comme définie aux paragraphes précédents) pour laquelle il y a balance
locale (les lois de service étant exponentielles). Alors, on peut remplacer S'
par une station R pour laquelle la discipline de service est "premier arrivé,
premier servi”, (on dit aussi Fifo : first in, first out), sous réserves que les
taux de service soient les mémes pour chaque classe de clients : la
probabilité stationnaire associée au réseau (R',R) est (4 une constante
multiplicative prés) le produit de la probabilité q' et de la probabilité g
associée a R.

On va prouver ce résultat en utilisant le théoréeme E.3. Il suffit donc
de montrer que, dans le systéme (R,S) ou S est une station dont le taux de
service égale 1 pour chaque classe de clients, 1a propriété de balance locale
est satisfaite pour S.

2°) On définit alors I'ensemble E des états (les "micro-états”) de R de
la fagon suivante : K est un ensemble fini (c'est I'ensemble des classe de
clients) ; un élément u := (u, ,u, ,...) est une séquence ou u_ = u(o) est un

entier positif (c'est le nombre total de clients dans R) et (u,) est une

1<i<u(o)
séquence d'éléments de K, u, étant la classe du i-iéme client arrivé dans R
(sans tenir compte des clients qui sont déja repartis).
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On suppose que le taux de service dans R vaut 1 quel que soit la
classe du client en téte : seul ce client peut étre servi. Un client servi dans R
va dans S sans changer de classe. Dans S et pour chaque classe de clients le
taux de service vaut 1 si S contient au moins un client de cette classe. Le

réseau est fermé. Soit n, le nombre total de clients de la classe k dans le

réseau (nk est fixe) : u caractérise 1'état de (R,S). Attention : ce réseau (R,S)

n'est qu'un intermédiaire technique, on pourra ensuite modifier les taux de
service comme indiqué au paragraphe D.

La probabilité stationnaire est alors la probabilité équidistribuée ;
soit q cette probabilité. On a :

quel que soit (u,k) élément de (ExK)

T
(4F2) rk(u,é) =q(u) = Tk(’j,é)

T
(o rk(u,é) est le "taux de probabilité" de quitter l'état par départ de S
d'un client de classe k) et

@F3)  t(uR) = qu) = (5. B)

Ceci montre que q est bien la probabilité stationnaire et qu'il y a
balance locale par classe pour la station S. On peut donc effectuer le
"produit” des réseaux R' et R (comme indiqué en E.3).

3°) Comme on l'a déja noté, les taux de service peuvent étre modifiés
"globalement”. Par contre, la restriction importante dans ce qui préceéde est
que le taux de service doit étre le méme pour toutes les classes de clients.

4°) En conclusion, dans un réseau défini a partir des macro-états, on
peut supposer que, pour certaines stations - satisfaisant initialement a la
propriété de balance locale et dont les taux de service ne dépendent pas de la
classe des clients considérés - la discipline de service est premier arrivé,
premier servi : ceci n'altere pas la propriété de balance locale pour d'autres
stations et la forme produit de la probabilité stationnaire.
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Chapitre 5

Matrices

A, Analyse numérique

Al Notations matricielles

1°) Les notations matricielles de base ont déja été utilisées a plusieurs
reprises dans ce cours (cf. notamment, 2.A.1). Rappelons seulement que,
si m et n sont deux entiers strictement positifs, une matrice réelle (mxn)
est une famille a:= (aij) de réels avec1<i<met1<j<n. Onditque a;,
est le terme de la i-iéme ligne et de la j-iéme colonne. Si a et b sont deux-
matrices (mxn) et (nxp) respectivement, a b est la matrice (mxp) dont le
terme général est défini par

n
(b, = kZﬂ 2, by |

2°) Soit a une matrice (mxn) ; soit m' et n' deux entiers avec 1<m'<s m
et 1<n'<n ; soit b (resp. ¢, d, e) la matrice dont le terme général est défini
comme suit

bij:=ai,j pour 1<ism' et 1<j<n’

Cii = B n'ej pour 1<i<m' et 1<j<n-n

di,j A pour 1<i<m-m' et 1<j<n’
€ = Amyinej POUT '1 <i<m-m' et 1<j<n-n

On note alors symboliquement la matrice a de la fagon suivante :

: b ¢
a=
(o )
et on dit que I'on a décomposé a par blocs. Evidemment, on peut étre amené

a considérer d'autres décompositions par blocs plus complexes que celle qui
précede. |

3°) Aux 1°) et 2°) ci-dessus, on a supposé que les indices i et j
parcourent les ensembles totalement ordonnés {(1,...,m} et {1,...,n} ; en fait,
en général, pour les études effectuées dans ce cours, les relations d'ordre
sur les ensembles d'indices n'interviennent pas en tant que relations
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d'ordre total mais en tant que relations d'ordre partiel.

Par exemple, au niveau de la présentation, 1'écriture

as b ¢
d e
utilise la relation d'ordre total mais, sur le fond, la décomposition par blocs
ne fait pas intervenir de relation d'ordre sur les ensembles d'indices.

Plus précisément, étant donnés deux ensembles finis E et F, on dira
que a est une "matrice réelle généralisée” indexée par (ExF)sia:=(a )

est une famille de réels avec u élément de E et v élément de F. Si a (resp. b)
est une matrice réelle indexée par (ExF) (resp. (FxG)), la matrice a b est
indexée par (ExG) et son terme général est défini (pour (u,w) élément de
(ExQG)) par :

@bl .= 2 ag,by.,

veF

Si (ELE") (resp. (F',F")) est une partition de E (resp. de F), E', E", F'
et F" n'étant pas vides, on peut décomposer a par blocs en posant :

bu’v =a,, pour (u,v) élément de (E'xF")
C,y =2a,, Ppour(uyv)élément de (E'XF")
du,v '=a, ., pour (u,v) élément de (E"xF")
e,y =3,, pour (u,v) élément de (E"xF")

On dit que a est une matrice carréesiE = F. ,
On dit que a est une matrice diagonale si a est une matrice carrée

telle que u # vimplique a = 0.

4°) Soit w une matrice carrée. On dit que w est monotone si w est

1

inversible et si son inverse w* est une matrice positive. On dit que w est

une L-matrice si w;; 2 0 (quel que soit i) et, quels que soientiet javeci=j,

Wij < 0 . Par exemple, dans la relation 5A3 ci-dessous, la matrice (d-a) est
une L-matrice. Une L-matrice monotone est une M-matrice. Pour certains
auteurs une M-matrice n'est pas nécessairement inversible : nous
utiliserons donc systématiquement l'expression "M-matrice inversible".
5°) Soit a une matrice carrée. On dit que a est acyclique s'il n'existe

pas de séquence (U )1<ken d'éléments de E telle que u, =u_ #u, et,quel que
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soit k, 0 <k < n, a(uy,u, ;) # 0. Ceci équivaut a dire que a est triangulaire
pour un choix adéquat de la relation d'ordre sur 'ensemble E des indices.

Dans tout ce qui suit, on fera apparaitre des matrices dont certaines
posseédent les propriétés que 1'on vient d'indiquer.

A.2  Hypotheses générales

On se donne un ensemble fini E et une fonction positive a définie sur
(ExE) ; suivant les conventions habituelles dans ce cours, on pose
a ., = a(u,v) ; a est une matrice carrée positive au sens généralisé donné

en A.1.3°) indexée par (ExE). On suppose que, pour tout élément u de E,

auu=0.

L'essentiel de ce cours (cf. 2.D.1) consiste a étudier et a déterminer les
familles de nombres positifs (q.), g (les "matrices” unilignes) satisfaisant
aux deux conditions suivantes :

(5A1) quel que soit e élément de E

A vgn Be,v = vze'e: Qv By,e

GA2 2, q.=1
e €E

Soit d la matrice "diagonale” (ExE) définie par d =0 siu=#vet,
pouru=v:

du, u = 2 Ay, v

v €E

La famille de relations 5A1 équivaut a la relation matricielle suivan-
te:

(6A3) qd=qa
- La liaison entre 5A3 et I'étude des processus a été résumée en 2.D.2.

En fait, on s'intéresse essentiellement au cas ou la matrice a est
irréductible (cf. 2.B.3) ; dans ce cas (cf. 2.D.3), on sait qu'il existe une seule
matrice q telle que l'on ait a la fois 5A2 et 5A3 ; chaque terme de cette
matrice q est strictement positif. Toutes les remarques effectuées en 2.D.4
montrent que l'étude des solutions du systeme 5A3 reléve, d'un certain
point de vue, de 'analyse numérique.
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Plus précisément, 1'étude du systéme 5A3 peut étre considérée
comme un chapitre de la résolution des systémes d'équations linéaires.
Notamment, chacune des méthodes générales de résolution de tels
systémes peut étre la plus efficace dans un contexte précis : ces méthodes
de base doivent donc servir de référence (cf. [Cial, [GoM], [GoV], [PSS],
[Stel, [Var], [Ch2], etc...). Toutefois, le systéeme 5A3 a diverses propriétés
spécifiques: cette spécificité est d'ailleurs renforcée si on considére des cas
particuliers associés a des situations concrétes.

Enfin, assez curieusement, la résolution du systéme 5A3 fait parfois
apparaitre des situations analogues a celles que l'on a l'habitude de
rencontrer en analyse numérique classique mais avec des variantes....
inhabituelles !

A3 Remarques générales

1°) Méme si certaines des méthodes proposées dans la suite de ce
chapitre sont inhabituelles en analyse numérique classique, nous verrons
qu'elles utilisent toutes trés fortement le caractére linéaire du systéme 5A3.

2°) En général, les matrices a qui sont associées a des exemples

concrets sont trés fortement creuses (un trés grand nombre des termes 8

sont nuls). Il est donc impératif d'utiliser des techniques adaptées a cette
situation (cf. par exemple, [DER], [Pis], etc... ). De plus le graphe associé
aux termes non nuls a une structure trés précise mais aussi trés complexe
et qui dépend profondément des exemples traités.

3°) On a déja noté (cf. 2.D.3 et 2.D.4) que résoudre le systéeme 5A3

équivaut a résoudre le systtme x =xr avec x=qd et r=d'a ;onadonca
déterminer le vecteur propre associé a la valeur propre de module
maximum. Pour autant, les méthodes associées a 1'étude théorique (cf.

2.B : calcul de r¥ ou calculs analogues) sont tout a fait inadaptées ; on sait
qu'elles convergent mais beaucoup trop lentement ; de plus, elles font
intervenir des matrices "pleines".

Par contre, nous verrons plus loin qu'il est souvent possible de faire
apparaitre des produits de matrices positives (§ E.3) et chapitre 7), comme
en analyse numérique classique.

4°) On a vu en 1.F qu'il fallait souvent introduire des "états fictifs”
pour obtenir une modélisation markovienne. Au niveau des applications,
en général, seules les probabilités "marginales” associées aux états "réels”
sont intéressantes ; il suffit méme souvent de ne garder en mémoire que
quelques combinaisons linéaires de ces "marginales". Il faut donc - pour
diminuer la place mémoire utilisée - privilégier les algorithmes qui
calculent les termes de q "par morceaux” et non globalement (cf. B.5,3°) et
[Rob]).
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5°) Evidemment, presque toutes les remarques générales liées a la
résolution des grands systémes linéaires restent valables dans le cas
particulier du systémes 5A3. Notamment, il est souvent opportun de
privilégier les algorithmes adaptés au calcul parallele (cf. C.2,3°) ).

De plus, la stabilité de la méthode de résolution est un (le) probléme
crucial. Rappelons que l'instabilité est liée en partie au nombre total
d'opérations a effectuer mais surtout au role des "soustractions" : I'erreur
relative sur (u—v) peut alors étre beaucoup plus grande que la somme des
erreurs relatives sur u et v respectivement, contrairement aux autres
opérations sur des nombres positifs u et v (cf. B.2,2°), B.4,2°), le paragraphe
D et E.5 in fine).

6°) 11 ne faut pas oublier ce qui a été noté lors des chapitres 3 et 4 qui
préceédent. D'une part, il serait absurde d'utiliser une méthode numérique
matricielle générale si les hypothéses données au chapitre 4 sont "presque”
satisfaites. D'autre part (cf. chapitre 3), il est presque toujours "facile"
d'écrire le programme de simulation associé au systéme 5A3 : une étude
numérique n'a donc d'intérét que si elle est - ou peut devenir - plus
performante (au moins d'un certain point de vue) que la simulation
associée.

7°) La matrice a (et donc la matrice (a—d) ) est presque toujours
tridiagonale par blocs, et ceci pour plusieurs indexations distinctes : la
raison en sera donnée en C.1. On va donc étudier tout particuliérement
cette situation en commeng¢ant (§ B) par le cas ou a est une matrice
tridiagonale : évidemment, le but essentiel de ce paragraphe B est de
préparer les paragraphes suivants et il doit étre lu dans cette perspective.

8°) Pour alléger la présentation et utiliser 1'écriture matricielle, dans
ce qui suit on suppose en général que l'ensemble des états est fini.
Evidemment, tout ce qui suit s'étend sans difficulté au cas ol l'ensemble
des états est infini quand les familles qui interviennent sont sommables.
Cette extension sera formalisée a titre illustratif dans le paragraphe E.6.

B Matrices tridiagonales

B.1 Cadre général

1°) Soit m un entier, m > 1. On va étudier le systéeme linéaire y t = x ou
t est une matrice (mxm) et x et y sont deux matrices unilignes (1xm) : y est
la matrice des "inconnues'" tandis que x est supposée "connue". Dans tout
ce paragraphe B, on suppose que t est tridiagonale c'est a dire que |i—j| > 1

implique tij = 0 . Pour alléger les notations, on pose :

pour 1<i<m, v, = L X=Xy et y; = Yii
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pour 2<i<m, u, :=-t. ,.
i 1-1,1

<'< — .= 1. .
pour 1 £1< m-1, w, t1+1,1

2°) Le systéme y t = x équivaut alors au systéme suivant d'équations :
YiVi—Ye W1 =X) b Vi Ut Y Vin =X o

pour 1 <i<m, Vi Wty V=Yg W =X

3°) Siy=q,x=0ett=(d-a),lesysttmeyt=xdevientqd=qa (cf.
5A3) ; dans ce cas (cf. B.3 ci-dessous) v, =w, ; +u,;, (par définition de d)

et tous les coefficients u,, v; et w, sont positifs.
Toutefois, nous verrons plus tard que, pour résoudre le systéme
général q d = q a, on peut étre amené, comme étape intermédiaire, a

résoudre des systémes de la formeyt=x avec x#0 et v.2w, ; +u. , .En

généralona v, 2w, ; +u, , . De plus, méme si on se restreint a considérer

1+1
le systéeme y t = 0, il est intéressant d'étudier la stabilité du systéme y t = x.
On notera le role essentiel de la relation d'ordre sur I'ensemble des indices.

B2 La factorisation t = t't"

1°) Une méthode classique (cf., par exemple, [Cia]) de résolution du
systeme y t = x consiste a déterminer les matrices bidiagonales (et donc

faciles a inverser) t' et t" telles que t=1tt", t;. =1, ti'd. =0 pourj>iou

J#l <1, et tl’J =0 pour ) <iouj>i+l. Evidemment, on ne met pas en
mémoire t' et t* sous forme matricielle.
Plus précisément, on construit successivement les trois suites

suivantes (récurrence croissante pour les deux premieres suites,
récurrence décroissante pour la troisiéme suite) :

z; =Uv,; 7= U(VJ.—uj Wiy zi.1) pour 2<j<m
= Y. =2 . A <j
Iy =21%g; =7 /(xJ + rJ_l) pour 2<j<m

ym=rm;yj=rj+zjwjyj+1 pourm>j21

La famille y est la solution cherchée.

2°) Supposons que, quel que soit j, les coefficients Xj, 0,V et w,

soient positifs et que Vi> Uiyt W
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On vérifie facilement en raisonnant par récurrence croissante sur j
quel'ona 0<z< l/uJ.+1 . Dans tous les calculs qui précedent, il n'y a donc
de "soustractions” qu'au niveau de la détermination des coefficients positifs

(v.—u. w., z;_1) — coefficients qui ne font pas intervenir les variables x et y
3TN i a1

(cf. la remarque A.3, 5°) ). Pour tous les autres calculs on ne fait intervenir
que des additions, des multiplications ou des divisions qui ne portent que
sur des termes positifs.

3°) Nous allons maintenant donner une autre fagon de résoudre le
systéme y t = X, un peu moins classique mais bien adaptée au calcul des
probabilités stationnaires.

B3 Cas limite

m

1°) On considére le cas particulier x = 0 et, quel que soit i, z b= 0
=17

ce qui devient ici :

ViSUy, V=W et, pour 1 <1<m, ViSW oty

m

La famille y; est alors, a une constante multiplicative pres, la
"probabilité stationnaire" associée a la file M/M/. généralisée, les taux
d'arrivée u, et de départ w, pouvant dépendre de l'état. C'est un cas tres

particulier ou on a toutes les propriétés classiques simultanément (balance
locale, forme produit, réversibilité,...). Le sous-espace des solutions y est de
dimension un.

2°) St on impose =1, y. est définie par récurrence croissante par
Yy y; p

Vi = Vi W /Wiy -

3°) On peut aussi dire que, si on impose y; =1, la séquence (yi)i>1 se

détermine "théoriquement" par récurrence croissante sur i en résolvant
successivement chaque équation.

4°) Attention : du point de vue numérique, résoudre successivement
les équations comme indiqué au 3°), peut introduire des erreurs de calcul
nettement supérieures a celles associées a la formule de récurrence donnée
au 2°) (a cause des soustractions).

B4 Cas général

1°) Soit (b)), la séquence définie par :
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b;:=1, by:=b, v, wzl et,pour2<i<m

. -1
b=y viy—b g )Wy

(avec, évidemment, wi"_l1 = 1w, ., etc...)

1-1°?

o ’ . _ . , P — —
2°) Posons v, =Vv,-u, et, pour l<i<m, VISV — W

i1 et

supposons que l'on ait u, 20, w,20etv;20 (enB.3on avait v;=0). La
construction de b, donnée au 1°) qui précéde implique
bi+1

et b.

1+1

Wi —byu; ) =byvi+ (b wi; —b; ;1)
Wy =by(virw;, )+ (bywy y — by uy)

On en déduit, en raisonnant par récurrence croissante sur i, que,

pour 1 <i<m,b, et (b, w, , -~ b, ; u,) sont positifs.

3°) Soit (¢;);<;cm 1@ séquence définie par :
. R | :
cl.-O,cz.- Xy W3 et, pour 2<1i<m,
. _ _ -1
¢ 1= () Vig — Cg Uy~ X, ) Wi

4°) On pose :

._ _ . -1
si=(c qu,—-c v +x )b ,u +b_ v )

ce qui est bien défini si (-b_ ,u_+b v ) est strictement positif (cf. 2°)).
La solution cherchée est alors définie par
y;:=sb, +c
Plus précisément, quelle que soit la valeur de s, la famille (y;) définie
par y; = s b, + ¢, satisfait & toutes les équations données en B.1, 2°) sauf

celle associée a x_, ; la valeur de s donnée ci-dessus est déterminée par cette
derniére équation.
5°) Attention : si x = 0, s = 0, c'est a dire que la solution obtenue

ci-dessus est la solution y = 0. L'étude effectuée dans ce paragraphe B.4 est
donc distincte et complémentaire de celle effectuée en B.3.

B