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DISCRIMINATION BINAIRE NON PARAMETRIQUE
METHODES D'ESTIMATION DU PARAMETRE
DE LISSAGE

BINARY NONPARAMETRIC DISCRIMINATION
METHODS OF ESTIMATION OF SMOOTHING PARAMETER

Abdallah Mkhadri
INRIA Rocquencourt, Domaine de Voluceau
78153 Le Chesnay Cedex-France

"Résumé :

La méthode des noyaux pour l'estimation non paramétrique des probabilités
-multinomiales, proposée par Aitchison & Aitken (1976), dépend fortement d'un
‘paramétre de lissage L. Les techniqués d'estimation de la densité fondées sur la pseudo-
‘vraisemblance et les fonctions de perte quadratiques sont présentées. Dans ce cadre, nous
montrons comment utiliser les techniques de rééchantillonnage (validation croisée et
_bootstrap) pour estimer explicitement le paramétre de lissage A. Si l'intérét principal n'est
pas l'estimation de la densité mais la discrimination, d'autres méthodes de choix de
peuvent donner de meilleures performances pour la séparation des groupes. Les méthodes
de ce type ont été considérées récemment par Tutz (1986, 1989) et Hall & Wand (1988).
Dans le méme cadre, nous proposons une méthode fondée sur la minimisation du taux
d'erreur, qui nous fournit explicitement A sans avoir recours a des algorithmes
d'optimisation. De plus, on €tend aussi la technique du bootstrap a la méthode de Hall &
Wand. Une application pratique est présentée pour illustrer le comportement de ces
techniques.

Mots-Clés : Estimation de la densité ; discrimination ; méthode des noyaux ; parameétres
de lissage ; rééchantionnage ; taux d'erreur.

Abstract :

The kernel method for estimating the cell probabilities of multivariate discrete
distribution, due to Aitchison & Aitken (1976), depends crucially on an unknown
smoothing parameter A. Most of the methods for choosing the smoothing parameter are
discussed in the context of density estimation . The choice may be based on a pseudo-
likelihood or on loss functions for the estimation of f(.| k), like the MISE. In this setting,
we show how to use resampling methods (cross-validation and bootstrap) to estimating
the smoothing parameters. If the main interest is not in density estimation but in
discrimination, alternative methods for choosing A from the discrimination viewpoint may
yield better performance for separation of groups. Methods of this type have been
proposed in Tutz(1986, 1989) for discrete kemels and more recently in Hall & Wand
(1988). In the same setting, we propose a method, estimating A explicitly, based on
minimization of the leaving-one-out estimator of the error rate, without using iterative
method. Moreover, we extend the method of bootstrap to Hall & Wand approach’s, in the
case of two groups. An exemple is given to illustre the pratical behaviour of all these
methods.

Key-Words: Density estimation; Discrimination; Kernel method; smoothing parameters;
resampling; Leaving-one-out method.



INTRODUCTION

Aitchison & Aitken (1976) ont proposé une méthode des noyaux, pour I'estimation non
paramétrique des probabilités multinomiales, fondée sur un estimateur des noyaux. Cet
estimateur, construit sur la base de 1'échantillon d'apprentissage {xi,..., X4}, peut
s'écrire

A
f(xIA, E)=n! 3§ K(xly),
yeE
ou K(.I E,A) est une fonction appelée noyau et A€ [1/2,1] un parametre de lissage. La
fonction noyau peut prendre plusieurs formes (Aitken (1983), Habbema & al. (1978) et
Titterington (1980) ; pour les variables ordonnées voir aussi Titterington & Bowman
(1985)). Rappelons ici la forme trés utilisée de Aitchison & Aitken

?(xl A E)=nt 3 AP-d&xy)(q - p)dxy) (1)
yeE

avec d(x,y) = f;l [ xi-yi| (x,y e {0,1}P).
=

Tous ces noyaux sont trés sensibles au parametre de lissage, tandis que le type de la
fonction noyau a trés peu d'importance. Ainsi, le parameétre de lissage devra €tre choisi
avec prudence en s'appuyant sur des considérations pratiques. Le choix du parametre de
lissage peut étre basé sur une pseudo-vraisemblance (Aitchison & Aitken (1976)) ou sur
des fonctions de perte pour 'estimation de f(.| Ey). Cette approche traditionnelle, dans
laquelle les parameétres sont déterminés séparément pour chaque groupe, a été beaucoup
étudiée par plusicurs auteurs (Bowman (1980), Titterington (1980), Hall (1981), Brown
et Rundell (1985), Hand (1982) et Bowman et al. (1984)).

Si l'intérét principal n'est pas l'estimation de la densité mais la discrimination, des
méthodes alternatives du choix de A a partir du point de vue de discrimination peuvent
donner de meilleures performances pour la séparation des groupes. Les méthodes de ce
type ont été utilisées par Van Ness & Simpson (1976) et Van Ness (1979) pour les
noyaux de Parzen, et plus récemment par Tutz (1986, 1989) et Hall & Wand (1988) pour
les noyaux discrets.

Le but de cet article est de discuter certaines de ces méthodes récentes et de montrer
comment utiliser des techniques de rééchantillonnage (validation croisée et bootstrap)
pour estimer le (ou les) parametre (s) de lissage A (ou Aq,..., Ag). Les méthodes
d'estimation fondées sur ces techniques nous fournissent des parametres optimaux, en un
certain sens, de lissage d'une maniére explicite et ils sont simples a calculer. De plus, on
montrera comment éviter les problémes numériques des algorithmes d'optimisation,
utilisés pour optimiser le taux d'erreur, pour obtenir explicitement A.



Nous concentrons notre attention sur les données binaires multivariées. Aprés une
revue, au paragraphe 1, des techniques d'estimation de la densité fondées sur le maximum
de vraisemblance, les fonctions de perte quadratique (ou critere de MISE) et
d'information de Kullback-Leibler, nous proposons, dans le méme cadre, des variantes
fondées sur la validation croisée et la technique du bootstrap. On présentera au paragraphe
2 les résultats des méthodes d'estimation liées directement a la discrimination (plus
précisément celles de Tutz (1986) et Hall & Wand (1988)). De méme, on propose une
autre méthode, a celle de Tutz, qui nous fournit explicitement le paramétre optimal de
.lissage sans avoir recours aux algorithmes d'optimisation. De plus, on étend aussi la
méthode de bootstrap du paragraphe 1 4 la méthode de Hall & Wand. L'application de ces
différentes méthodes a un exemple est présentée dans le paragraphe 3.

1. PROCEDURES DE LISSAGE DANS LE CADRE DE L'ESTIMATION DE LA
DENSITE

A A
Dans cette section f(.,A) (ou f(.|IE,A)) représente l'estimateur de la densité par la

méthode des noyaux défini sur I'échantillon E représentant un seul groupe a priori.
1.1 Propriétés de la méthode du maximum de vraisemblance

La stratégie de maximisation de la vraisemblance

LN
V(M E) = 'ﬂ] f(x;IE,A) (2)
i=

= 1 { ¥ (n/mKxlz,\)}"™,
xeBP zeBP

avec K(xlz, ) = AP - d(x2)(1 . 3)d(x.2) o | rappelons-le, BP = {0,1}P et n, est la fréquence
des observations x, conduit a A égal a 1 (cf. Hand (1982) ou Mkhadri (1990)).

Maintenant la vraisemblance par validation croisée s'écrit

N,
WOLE) = 1 s xi) 1)
i=

= 1 { X [n/(n-1)] K(xiz,A) - (AP/n-1)}™* 3)
xeBP zeBP
( car pour x = z, n, est devenu n, - 1, il faut donc retrancher K(xIx,A) = AP ( au facteur
1/(n-1) pres)).
D'aprés Bowman (1980), choisir A qui maximise W est équivalent choisir 2 A qui
maximise
n A
n"l ¥ Log f(x;.E-{xj}.A)

1=1



et par conséquent, c'est aussi équivalent a la minimisation de

n A

n-lz1 L{8y,(0,f(xi.E-{xj}, M)} ,

1=
avec SXi(x) =1 si x = x; et 0 sinon, L étant la fonction de perte Kullback-Leibler définie
par L{p,q}=Z,p(x)Log{p(x)/q(x)}.

Proposition 1 (Bowman (1980)) : Soit A, la valeur maximisant W, alors pour n

assez grand, L(f{. ),?( . [Ay)) converge en probabilité vers 0, f{.) étant la densité optimale
inconnue.

Il en déduit que la méthode de maximisation de la pseudo-vraisemblance de Aitchison &

Aitken est consistante.
1.2 Méthode de Hall et critique de la validation croisée

Hall (1981a) note que si une cellule est vide et si les cellules non vides contiennent plus

. g dLog W n .. . TN
d'un élément, alors ——a—f— peut étre positif en A = 1, qui peut correspondre ainsi a un

maximum local de W. Pour éviter ce probleme, il propose de maximiser 'un des crité€res
1V =E Iy {f(x) - T (x))?
ou (4)

JL(\) =E I w){f(x) - T (x))2,

ol w est une fonction de poids. Il montre (par approximation), en utilisant les
développements de Taylor de % en fonction de (1-A),que
A
E (f (xIh))=£(x) +(1-4) (£(x) - pf(x)) + O( (1-1)2) 5)
et
A
nvar (f (xIA)) = f(x) ( 1- £(x)) - 2(1 - X) fx){p(1-f(x)) + f1(x)} + O {(1-1)?}, (6)
oufi(x)= ¥ f(y). En remplagant dans :
y:d(x,y)=1
A 2 A A 2
E{f(x) - f (x)}¢ =var (f xIA)) + {(E ( f (xIX)) - f(x) }*<,
A
il en déduit, par approximations jusqu'a l'ordre un, que XIH et respectivement A,y qui
minimisent J et respectivement J5 (en prenant comme fonction de poids w(x) = f(x) dans

J2) sont définis par

Ao P B SO (%) - pftx)] )
" nEf)(x) - P
oy = 1 - L Ze ICD2U,(3) * p(1- fix))), .

nZ, f(){f(x) - pf(x)}?



Ces formules peuvent étre résolues, soit directement en remplagant f(x) par Ny(x)/n et
f1(x) par N;(x)/n (cas pratique ; olt N, (b) = Card {xe (0,1}P | d(x,b) = v}, v = 0,1), soit
par une procédure itérative (en regardant cette formule comme une fonction implicite)

An=e (TR, i=1,2.
j\»o = 1 peut étre utilisée comme valeur initiale. Hall a considéré le critere J| en poussant
les développements jusqu'a l'ordre 2 dans les expressions (5) et (6). Ainsi, il obtient
I'approximation

A p + X fix){fi(x) - pfix)}

A, =1- .
W77 nZ, f)265) + plp+1f(x)-2pf (%))

Il note aussi que la convergence de /im (i = 1,2) vers 1 avec une vitesse d'ordre n-lest
une condition nécessaire et suffisante pour que l'estimateur associ€ de ? soit consistant.

Dans un autre article, Hall (1981b) a considéré une autre forme, plus générale, pour
l'estimateur (1) qu'on peut écrire sous forme d'une combinaison linéaire de Ny, (b) (v=1....,
r), olt, pour tout b € BP, on a

r
?(b,m) =n! ¥ w, N, ®) (9)
v=()

avec W = ((:oo,...,(xop)l un vecteur poids a choisiret 1 <r<p.

Remarque 1 : Le cas, @, =1 pour v <r et ;= 0 pour tout j > v, correspond &
l'estimateur des r plus proches voisins de Hills (1967). De méme, 'estimateur (1) revient
a prendre dans (9) @, = AP{(1-A) /A}Y pour tout v. L'estimateur du modéle multinomial
complet correspond au cas ol wy =1 etw, =0 pourtoutv=1,.,r.

Théoreme 1 (Hall (1981b)) : Le vecteur poids optimal ®,,, = (wp,...,w,)" qui
minimise J; est défini par :

Wope = {Q +n(D-Q)} gy (10)

ou Q et D sont des matrices carrées de taille r+1 et g un vecteur a (r+1) composantes, tels
que
go = X x f(x) s(x)
s(x) = (fo(x),fl(x),...,f,(x))t, avec fp(x) =f(x) et f(x) = ¥ f(y)
yd(x,y)=v
Q=2,50x)s' (x) et D=diag{(),(})s(}) }-

(10) peut s'écrire aussi
@opt = {(1- )1+ 0 QD) = (1-nhi- ! Q'Di + O(n72)



avec i = (1,0,...,0)L. Les f,(x) seront remplacés par leurs estimateurs du maximum de
vraisemblance N, (x)/n qui ménent & (3 et ainsi & 'estimateur

Bop= ((1-n D1+ @D} i = (- n )i - n! QD an
ol I est la matrice identité d'ordre r+1.

On remarque que la somme de ces estimations ne peut pas €tre égale a 1. Ainsi, Hall
modifie ces poids, de telle sorte que leur somme soit égale a 1, en minimisant Jj sous la

contrainte ! h= 1,00 h = (((r)),(';),...,(';))t. Il obtient dans le cas ol r = p en utilisant les

multiplicateurs de Lagrange

Corollaire 1 (Hall (1981b, 1983)) : Le vecreur optimal é\), minimisant J; sous la
contrainte wfh =1, 0u h = ((g),(';),...,(f)))[ , est

&)= By +A W (1WA (WA ) (12)
on 2 =(I- n! M+ n! é'/ D et u estle vecteur unité a (p+1) composantes.
Les estimations peuvent étre négatives. Ce n'est pas forcément un désavantage dans le
cadre de la discrimination vu que les comparaisons des scores et donc les classifications

peuvent étre réalisées.

On note que les résultats précédents nécessitent clairement que la matrice Q soit
inversible. Hall a commenté brievement le cas ot Q était singuliere. Il note cependant que

c'est une occurrence treés improbable.
1.3 Autres procédures

Dans cette section, nous proposons différentes procédures d'estimation explicite du
parametre de lissage basées sur les techniques de rééchantillonnage (validation croisée et

bootstrap).

1.3.1 Une procédure de validation croisée

En général, le parametre de lissage A qui minimise Jy ou Jp dépend de la densité
inconnue f. En pratique, les données doivent étre utilisées pour "estimer" A. La validation
croisée est un moyen de construction de l'estimateur basé sur les données. Pour cela,
observons que

A 2 2 /\2 A
Zy E{f(x) - f (x)}4 - Z f2(x) = Z4 E{f“ (x)} - 2 Z4 E{f (x)}f(x),
donc choisir A pour minimiser le membre de droite est équivalent a choisir A pour
minimiser J{. Ainsi, l'estimateur



A

Cval (W) = Z5 T2 (EA) - £ T T (x1E-(x}},4) (13)

SN
IIM:

J
est un estimateur sans biais du membre de droite de 'expression précédente (cf. Rudemo

(1982), Bowman (1984) et Hall & Titterington (1987)). On a
La valeur optimale de A minimisant Cval(A) est approximée par
TN, (X)N, (x)

Avar =1 - . (14)
(n-1)Zy N,2(x)

En effet, en utilisant un développement de Taylor d'ordre deux en fonction de (1 - X)
dans (1),on a

fF@EMN = (N@+(1-DN@+0(1-1? ),
T @E-(xi) M) = (0-1)1 { Ny(@) + (1 -2) N1() + O( 1 - 1)2),
T2 (EN) = 02 { N2G0 + 2N, GON, (0 (1-2) + N2 (x)(1- 02 +0( 1- 1)),
o N:)(xi) = Ng(xj) - 1.

A
Donc Cval()) s'écrit, en négligeant les termes d'ordre (l-k)z/(n-l) dans f (zIE-{x;},A)
approximativement

Cval () = ¢ n2 N2(x) - n(r? 5 Ng() Ny ) + 200 - 1) [ 02 Ny (0N (x)
- {n(n - DN, GON; (0] + (1-2)2n2 2, N2 (x)

D'ou, en posant h = 1 - A, et en dérivant Cval (h) par rapport a h, on obtient

“Exl 02 Ny GONy (x) - {n(n - D}TING (ON ()]
h=

Iy n2N;2 (x)

Zx Ny (N, (x)

T (D), N, 2 (x)

Ainsi, quand n devient grand, A,,; converge vers 1 (voir annexe 1) avec une vitesse

d'ordre n"! qui est une condition nécessaire et suffisante pour la consistance de la méthode
d'estimation (cf. Hall (1981a)).

Remarque 2 : On remarque qu'on pourra utiliser une autre approximation de (1) sans
négliger le terme en facteur AP. En effet, posons ¥ = (1-A) /A ; l'estimateur des noyaux
s'écrit alors



P .
o= ey N,
J:

avec v € [0,1]. Par approximation de Taylor d'ordre 2 en v, on obtient (cf. Mkhadri
(1990)))
Ly Ny (X)N, (x)

Yva] = :

(n-DZy (N, (x) - pN; (x))2
Remarque 3 : La méme procédure peut étre appliquée a l'estimateur des plus proches
voisins d'ordre r défini par I'expression (9). On en déduit (cf. Mkhadri (1990)) que le
poids optimal @, minimisant Cval (w) est défini par :

w,, =nn-1)TNIpP,

ouN=Z Nx)N(x)! est une matrice carrée de taille r+1, et Py =X, Nj(x) N*(x) est un
vecteur de r+1 composantes. Cette derniere expression de @, ,; est valable uniguement
lorsque N est inversible. L'avantage de cette expression par rapport a celle obtenue en

(10) est qu'elle ne dépend pas de la densité optimale inconnue f.

1.3.2 Procédure basée sur le Bootstrap

C'est une procédure dont I'objectif est similaire 4 celle basée sur la validation croisée.
Elle a été considérée par Taylor (1989), dans le cas continu, en utilisant les noyaux
gaussiens. Il étudie le comportement du critére de la moyenne des €carts quadratiques

. . , * * . . ’ .
(noté MEQ) basé sur I'échantillon bootstrap lissé E* = {x,,...,x m} tiré aléatoirement de la

1

loi de £. On définit £* sur E* de la méme maniere que fsurE. Ainsi, il arrive & exprimer
le critere uniquement en fonction des données initiales sans rééchantionnage.

On adaptera ici cette procédure aux données binaires dans le but d'obtenir le parametre de
lissage optimal dépendant uniquement des données. Nous montrerons que cette méthode

est consistante et nous fournit un parametre de lissage optimal explicite.

On suppose que E* est tiré suivant ?(.In,?»), et a la méme taille n que E. Pour cela, nous
utilisons la propriété suivante :
N AN
Proposition 3 : La valeur de h = (1-1) minimisant SMEQ(h) = L. MEQ(x,h) est
A A
approximativement ( MEQ(x,h) = E {P*(x/n,1) = f(x/n,A)| E}?)
n'3N(n)
hg =53 2y
2n D (n) - 2n“Dy(n)

(15)

avee .
N(n) = Z,{2pN2(x) - 2Ng(x)Ng; (x) -2Ng(N;(x) } - pn,

D, () = £,2[N; )Ny (%) + Np(ON; 1 (x) - 2DNg(xIN; ()] + £, N3(x) + 2(pn)2,



Dy(n) = £, (N1(x) - pNo(x))?,
Ny = 3 Nyy),v=01.
y d{x,y)=1
Preuve : Suivant le déxeloppemem de Taylor d'ordre deux, on a
£*(xIn,h) = " (My(x) + hM,(x) + O(h%)}.
F(xinh) = n"L{Ny(x) + hN (x) + O(h2))
fixinh)= 3 Toyinh) = 0 Ny, (x) + hN} () + O(h2)).

y : d(x,y)=1
ou N, (x) =Card {beE! d(x,b) = v}, M, (x) =Card {be E*I d(x,b) = v} et Ny (x) =

> Ny, v=01.
y : d(x,y)=1

D'apres la formule (6), I'espérance de ?*(xln,h) (h=1-2A) s'écrit
E{*(xin,h)) = Fxin,h) + h( F,(xin,h) - pF(xin,hy) + O(h?)
et sa variance se déduit de la méme maniere de (6) par
nvar(T*(xin,h)) = F(xin,h){1 - F(xin.h)} - 20F(xin,h) (p(1 - F(xIn,h)) + F,(xIn,h)}+O(h2).
Ainsi, I'estimation bootstrap de SMAEQ(h) s'écrit approximativement
SMEQ(h) = X, n"3{No(x)(n - No(x)) + h[nN;(x) - 2No(x)N; (x)]
-h[2pNy(x){n - No(x)}+ 2Ng(x)Ng1(x)}
- h22[N} ()N (x) + NgCON} 1 (0] - Na(x)

- h22p[ nN;(x) - 2Np(x)N; (x)1}
+ X, n"2h2(Ng;(x) - pNo(x)2.
D'oll, en dérivant cette expression par rapport a h et en €galant a 0, on en déduit

n'3N(n)
h = _3 _2 .
2n> Dy(n) - 2n"“D5(n)

Remarque 4 : Dans un cadre plus général, et indépendamment de Taylor, Hall (1990)
propose une méthode d'utilisation du bootstrap classique, pour minimiser le critere global
des écarts moyens quadratiques (en englais MISE ) (ou pour minimiser un critere
analogue utilisant la norme Lq, avec q entier), dans le cadre de I'estimation non
paramétrique de la densité. On montre (cf. Mkhadri (1990)) que cette procédure nous
fournit un paramétre de lissage qui peut €tre supérieur a 1.

2. METHODES D'ESTIMATION LIEES A LA DISCRIMINATION

Jusqu'a présent, on s'est intéressé aux méthodes d'estimation liées directement a
l'estimation de la densité, en utilisant des fonctions de perte appropriées. Or, si l'intérét
principal n'est pas l'estimation de la densité mais la discrimination, il peut €tre trés utile de



prendre celle-ci en considération. On présente deux méthodes qui sont liées a la
discrimination ; on montre comment on peut trouver explicitement le parametre de lissage
pour la premiere méthode, fondée sur le taux d'erreur, et on propose une nouvelle
technique pour estimer explicitement le paramétre de lissage pour la deuxieme méthode,

basée sur le bootstrap comme dans le paragraphe précédent.
2.1 Méthode de Tutz

Dans le but de lier le choix du paramétre de lissage A a la discrimination, l'estimation des

distributions des groupes séparés doit étre considérée simultanément.
Supposons qu'on ait plusieurs classes Ej, ..., Eg, associ€es a un mélange dans une

population de grande taille ; les probabilités a priori des classes sont notées §y, ..., k. Soit

p(xlk) la probabilité d'avoir le vecteur xt = (x1, ...,xp) dans la classe k ; Ey =

k , . , . . . . A
{x(‘k),...,x(nk)} est un échantillon aléatoire de ny observations issu de la loi p(xlk). Soit D

A A .
(Dy,..., Dg) laregle de classification générée par 'utilisation des estimateurs de densité
A
basés sur les noyaux définis en (1), ou xe Dy signifie que
A A
8k f(XIEk,)\.k) = mzlix 81 f(X'Ei,)\,i), i=1,..K,

avee TxIE ) = ni! 3 AR - (1 - AT et dy e 11/2,1) (k=1,..K),
yeEg

Posons A= (Aq,..., A) € (1/2,1]K : alors le vecteur ligne des scores discriminants au
point x est
FIEL) = (8 FXIELAD, ..., 8k TxIEx.A0).
Soit pg (x) = {&; p(xl1),....0k p(xIK)}, le vecteur des scores discriminants optimaux et
soit 6(x|k) la valeur de la fréquence relative de x dans 1'échantillon Ey. Alors I'estimateur
t;. du taux de bon classement par validation croisée (leaving-one-out) peut s'écrire (Tutz

(1986))
K
t, (A) = b 8y Ty P(xlk) Iy (16)

ot I = I (8 FHIELAD, ..., 8) TKIE- (X}, Ap)nn.r Ok TXIEKAK)) (si x € Ey) est défini

par:

1 si yx > y; pour touti =k
Iy (Y10 YKR) = {l/r si Y=y 1€ {i1,ende) s Yk > 5, i€ {iq,..0p)
0 sinon

Comme Stone (1977) le constatait, la technique de validation croisée peut ne pas €tre
consistante. Mais Tutz montre explicitement que la maximisation de #;, (A) fournit une

procédure d'estimation qui est fortement consistante.
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*
Théoreme 2 ( Tutz,1986) : Soit A* = (A},....A Je[112,1[Kchoisi par

1 (A¥) = mﬁlx t ()

Alors
i) t; (A*) converge presque sirement vers le taux de bon classement optimal r ( D*).

ii) La régle de classification qui en résulie est fortement consistante au sens de Bayes.

Remarques S : La consistance résultant du théoréme s'applique aussi dans le cas ou, a
la place des échantillons séparés, on utilise un échantillon issu d'une population mixte ;
mais alors les estimateurs des probabilités a priori seront estimés par leurs fréquences
relatives ( i.e. gk = ny/n, k=1,...,K). De méme, on obtient le vecteur de parametres de
lissage trivial 1¢ = (1 ,....Dbsi, dans la procédure de maximisation, on a utilisé, a la place
de la validation croisée, la méthode de resubstitution.

Les problémes pratiques se posent quand #; (A ) doit étre maximisé numériquement :
t; (L) est une fonction discontinue. Pour éviter ces problémes, une version lissée de
t; (L) peut étre utilisée. Elle a été proposée par Glick (1978) dans le cas de deux classes,
puis généralisée par Tutz (1985) au cas de K classes. Tutz (1988) montre que le théoreme
2 reste vrai lorsque I'on utilise cette version lissée de #7, (A) .

Une autre 'approche consiste a imposer un seul parameétre de lissage pour toutes les
classes (A = X; = ... = Ag). Des comparaisons pratiques ont montré que d'imposer
I'égalité des parametres de lissage ne détériorait pas les taux de reconnaissance, bien au
contaire (cf. Hand (1982) p. 162-164). D'aprés (§ 1.3.1), I'estimateur des noyaux par
validation croisée pour la classe Ey peut s'écrire

t (KIEx-(x;),1) =%[ N () +y (N, () -p Y 001+ 0,
n
k

oulonaposéy=(1-L)/A,ye[0,1]; quiseréduita
PxBg-(xi)op = (1 - 1) MO+ VO,

ou
() (i)
: Nx(x) - (p-1)Np, (x) , Ny (x)
ROE % o MO =%
nf:) nE)
avec
@Dy~ INok(x) - 1 si xe Ey (i)_{nk- 1 si xe B
Nox®) {NOk(x) simon & M =1 R
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Nous allons chercher le parametre de lissage y qui minimise 'estimateur T*(y) du taux

d'erreur par validation croisée, et qui s'écrit
T*M) = § & 3 nl (1 - L (8 FXIELY, . 8 FIE-{X ), )., 8 T(RIE ]I
k=1  xeEp K

Pour simplifier la présentation, nous allons détailler les calculs dans le cas de deux
groupes E, et E,. On a la propriété suivante :
Proposition 3 : Le paramétre optimal de lissage est soit Y= 0, soit Y= 1, soit Yest de la
forme

sMPx) - 8% 1x)

: - - - (17)

StMPx) - VIP)p + Smixy - viyix)
avec xe E.
Preuve : a vy fixé, il est immédiat de montrer que la reégle de décision par validation
croisée s'écrit, pour tout x, (I <i<n): x, est affecté 4 E, si et seulement si C(x;,y) 2 0,
ou l'on a posé

Clxip) = (1 - [§MPx) -8, MY 8 VO - 8, v
(X‘,'Y) ( Y)[ 1 1 (X) 2 2 (X)J +Y[ 1 1 (X) 6'2, 2 (X)I

Ainsi, la classe a laquelle x; est affecté change en fonction de v, si et seulement si, il
existe un 7y, tel que C(xj,Y,) = 0 et ¥, €[0,1]. Cela donne bien un 7y, de la forme (17). Si
C(xj,y) garde un signe constant sur [0,1], 'affectation de x; sera indépendante de v et
sera, soit celle fournie par le modele multinomial complet, soit sera de type plus proches
voisins.

La proposition 3 montre que le Y optimal est a rechercher parmi 0,1 et les racines des
équations C(xj,Y) = 0 (1 £1i < n). En pratique, le nombre de ces racines est petit : il
représente le nombre d'états ou le modele multinomial complet et le modele de type plus
proches voisins (définis par les V(ki)(x)) différent. Ainsi, contrairement & Tutz, nous

sommes en mesure de calculer explicitement le paramétre optimal de lissage par validation
croisée. Le cas ou le nombre de groupes K est supérieur a deux est analogue (cf. Mkhadri
(1990) ch. 5, Celeux & Mkhadri (1990)).

2.2 Méthode de Hall & Wand

Dans le cas de deux classes Ej et E,, la régle de classification se réduit & : une
observation z (z € {0,1}P) est affectée a la classe E| si: 8; f(xIEj) 2 9, f(xIE;), ce qui est
équivalent a

g(z) = 8; f(xIE}) - &, f(xIE,) = 0.
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f(xIE) et f(xIEy) étant inconnus, on les estime respectivement par?(xlE,,k,) et ?(xlEz,kz)
définis par (1). D'ou la regle de classification : z est affectée a E; si
82 =8, FxIELL) - 8, T(xIEpAp) 2 0.

Hall et Wand (1988) proposent de minimiser le critere J(h}, hp) entre @(z) et g(z), avec
hy = 1-A,(i=1,2),Jy(h;, hp) =E X, {g(2) - @ (z)]z. Ils montrent que l'un des parametres
optimums peut &tre négatif. Ainsi, pour éviter ce probleme, ils proposent une autre
procédure fondée sur la validation croisée. On remarque que minimiser Jj(h), hy) est
équivalent & minimiser
A (hy, hy) = Z, E(8; f(@Xhy) - 8, T(Y,hy))2

- 21 82 (21X hy) E T(@IX,hy) +82 f(21Y,hy) E f(@lY hy)

-8, 8, {fZIX)E T(2lY,hy) + f(@Y)E T(@X,hy)]
Un estimateur sans biais de A est
A A
A(hy, hy) =2, (8; T@X.hy) - 85 T(2IY,hy)}2

2 moa i . 2 L) . .
-2[8] m El f(xjIX-{x;},hx) +85 n Z] f(y;lY-{y;},hy)
1= 1=

28,8, (m1Y fxiYhg+ nl S RiXoho)l.
. z

1=1 1=
A
En fait, Hall et Wand n'ont pas précisé les parametres hy et hy qui minimisent A(hy, hy),
nous les donnons ci-dessous.

Proposition 4 : Lorsque la taille m de ['échantillon X et la taille n de Y deviennent
N
grandes, alors les paramétres hy et hy minimisant A sont définis approximativement par

hy=(Tx; Ty; - S )1 ( Ty (m- 1)1 Syg + pSxy(n-1)7 Syy) (18)

hy=(Ty; Ty - Sy ) ((n-1)1Ty; Syy + p~1Sxy (m- 1)1 Sxp),
pour Ty; Ty, - Si}' #0, p=06,0; avec

Tx; =m2Z; (Npx(2)}? , Ty, =n2 L {N;y(2))2
Syy = minlZ, Njx (z) Npy(2),
Sxo =m2 Z; Ngx (z) Ny x (2), Syg = n2 Z, Ny y (2) Ny y (2).
Nyr(z) = Card {x €T /d(x,z) =v},v=0,1etT=X,Y.

Preuve : Il suffit d'écrire les développements de Taylor d'ordre deux, comme dans la
preuve de la proposition 2 (voir Mkhadri (1990))e

Une version du bootstrap lissé

Maintenant on se situe dans les conditions du bootstrap lissé (§ 1.3.3). On note par X"
* . . . ) . A A .
et Y les échantillons tirés respectivement suivant f(.1X,hy) et f(.IX,hy). Par analogie
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avec Hall & Wand, on cherche le couple (hy,hy) qui minimise le critere A*(hx,hy), la
version de A (hy,hy) basée sur les échantillons bootstrap X et Y",
8* (hyhy) = 2, B{ g @ihyhy) - Blalhghy)2
avec
¥ (Zlhgohy) = 8; T@IX* hy) - 85 F@Y ¥ hy) et 8zihg,hy) = 8, T(@X.hy) - 85 T(Y,hy).
De la méme maniére que précédemment , on a

Théoreme 3 : Lorsque la taille m de l'échantillon X et la taille n de Y deviennent
grandes, alors les paramétres hyp et hy p minimisant A *sont définis approximativement

par
m IF,Ny(m) + pmn2Ny(n)G,,

lkB_ 2{Fxpx ) nyz}
n"FxNy(m) + p"nm'sz(n)ny

h,, = . (19)
" 2{}!7,\']:)( ) nyz}

ol

Fy = m 1D,y (m) - Dyy(m) et E, =n"1D y(n) - Dyy(n)

X
Gyy = Z, {Njx(x) - pNox(x)} {N;y(x) - pNoy(x)} et p= 35/8;
N(ng) = Z (2pNg(x) - 2Ny CON37(6) -2Ngp(ON;7(x) ) - prz
Dy p{ng) = E2ING GON;1(x) + Nor(ONT | (%) - 2pNor(ON (%01 + e NI+ 2(pn)?,
Dyr(np) = Z,(Ng, (x) - pNor(x))?,
avecT=X,Y;nr=msiT=Xetnpr=nsiT=Y.
Preuve : La démonstration est similaire a celle de la propriété 3 (voir annexe 2).

3. APPLICATION PRATIQUE

Données Store
Ces données sont tirées de Goldstein & Dillon (1978). Il s'agit de 412 individus
décrits par 4 variables binaires. Cet échantillon est divisé en deux groupes E| et E, de

tailles respectives 154 et 258.

Le but de I'exemple est d'étudier l'effet de différencier les fonctions de perte sur le
choix des parametres de lissage et sur l'efficacité de la régle de décision. On compare six
méthodes d'estimation du paramétre de lissage (la méthode de Hall : Ay, la validation
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croisée : Ayal, le bootstrap 1issé : Ao, la méthode de H-W par validation croisée : AH.w ;
la méthode de H-W boostrapée : AywBoot €t 1a méthode du taux d'erreur : Ayyyx). Les
troi$ premiers parametres AH, Aval, Aboot sOnt liés & la méthode d'estimation basée sur
I'estimation de la densité, tandis que les autres sont liés directement a la discrimination.
Deux cas sont distingués dans cette étude, a savoir : le cas équiprobable et le cas ou les

probabilités a priori sont proportionnelles aux groupes.

Dans le cas d'équipropabilité, d'aprés les résultats de la Table 1, les parametres obtenus
par les méthodes d'estimation liées a l'estimation de la densité fournissent des résultats
satisfaisants et meilleurs que ceux des méthodes liées a la discrimination. La méthode de
bootstrap lissé fournit un résultat similaire a la méthode de Hall et les valeurs des
parametres sont peu différentes. D'un autre ¢6té, la méthode de Hall et Wand bootstrapée
fournit un résultat proche de la méthode de Hall et meilleur que celui de Hall-Wand. Les
résultats de la Table 1 montrent que les méthodes de Hall et celles basées sur le bootstrap
fournissent toujours des estimations des paramétres de lissage plus grandes que les
méthodes fondées sur la validation croisée (voir Hand (1983)). Par ailleurs, la méthode
fondée sur la minimisation du taux d'erreur fournit un résultat meilleur que les méthodes
de Hall, Hall-Wand et celles basées sur le bootstrap, mais un peu moins bon que la
méthode basée sur la validation croisée. Néanmoins, ce résultat est intéressant, du fait que
la méthode d'estimation et celle de validation sont fondées sur la méme fonction de perte
et confirme 1'idée de I'efficacité d'utilisation du critere dont le but est li€ a la séparation
des groupes (Tutz (1989)).

Pour le deuxie¢me cas, celui ou les probabilités a priori sont proportionnelles a la taille
des deux classes, trois points sont a signaler.
Premiérement, on peut faire la méme remarque pour les estimations des parametres de
lissage que dans le premier cas ; de méme, les méthodes fondées sur la validation croisée
ont des tendances opposées, sur chaque groupe a priori, par rapport aux autres méthodes,
a savoir que ces dernieres méthodes (sauf la méthode H-W) avantagent beaucoup plus le
premier groupe (effectif trés petit) que le deuxi¢me groupe, contrairement aux autres
méthodes. Cet effet s'inversait dans le premier cas (voir Tablel).

Le deuxieme point est que la méthode H-W fournit toujours un taux d'erreur par
resubstitution trés petit, mais un taux d'erreur par validation croisée important. Ce qui est
surprenant est que la tendance sur chaque groupe par resubstitution est tout a fait opposée
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Table 1 : Résultats de la discrimination non paramétrique sur le fichier Store avec
différents paramétres de lissage et probabilités des classes a priori égales

Paramétre apprentissage validation Ay Ay
e e

An 71039{ga3s  7039{ 89 3q 0.996 0.999
Aval 1200{ 555 72.00{ f’,é:gg 0.892 0.868
Moo 7030{ 8337 7039{ 935 0.990 0.999
mw  66.50{ segr  e6.50{seg 0.858 0.887
Mows  69.66{ 5508 69.66{ 3 0a 0.961 0.992

- 7039 { 8032 A = A= A= 0.994

N. B. : A, : paramétre obtenu par la méthode de Hall
Ayal - paramétre obtenu par validation croisée
Aboor - parametre obtenu par la méthode de bootstrap lissé
Ayw : paramétre obtenu par la méthode de Hall - Wand
A1.wa - paramétre obtenu par la méthode de Hall - Wand Bootstrapée
Aiq - paramétre obtenu par minimisation du taux d'erreur par validation croisée
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a celle de I'échantillon basée sur la validation croisée. On n'a pas d'explication a ce
comportement.

Le troisieme point intéressant est que la méthode fondée sur la minimisation du taux
d'erreur fournit un taux d'erreur meilleur avec la méme tendance sur chaque groupe que
les autres méthodes (sauf H-W). Donc cet exemple confirme 1'idée de l'efficacité de la
méthode d'estimation fondée sur le critére du taux d'erreur par validation croisée qui est
liée directement 2 la discrimination. De méme, la méthode basée sur les moindres carrés
bootstrapés est plus intéressante que celle de Hall-Wand.

4. CONCLUSION

La méthode des noyaux peut prendre deux formes d'extension d'importance pratique.
Premiérement, pour les variables qualitatives avec plus deux modalités, le facteur
contribuant au noyau dépendra de la nature d'ordre introduit par les modalités. Aitchison
& Aitken (1976) ont considéré le noyau suivant : pour chaque variable j avec m; modalités
non ordonnées (j = 1,..., p), ils posent

Kj (v 1 %, 1) ={(ll )/ (- 1)(y(’ -
j Yj # Xj)

Pour la variable j avec mj modalités ordonnées, ils ont considéré, dans un exemple
avec mj = 3, un noyau avec un poids qui tient compte du voisinage de y; de la catégorie
observée x;. Rappelons qu'une revue intéressante des méthodes des noyaux utilisant la
structure d'ordre sur les modalités des variables a €té considérée par Titterington &
Bowman (1985). Ils ont comparé plusieurs méthodes des noyaux, sur données simulées,
utilisées dans ce cadre.

La deuxieme extension possible des méthodes des noyaux a €été considérée par
Titterington (1980) pour les données manquantes.

Dans ces deux cas d'extension, la méthode du pseudo-vraisemblance est utilisée pour
estimer le paramétre de lissage par l'utilisation des algorithmes d'optimisation.

Par ailleurs, Kokalakis & Johnson (1989) ont récemment proposé une méthode
bayesienne pour estimer le parametre de lissage A de l'estimateur (1), et ont montré que la
méthode de Hall était un cas particulier de leur méthode.

Enfin, la théorie asymptotique de tables de contingence trés clairsemées a été étudiée,
récemment, en détail par Hall & Titterington (1987) et indépendamment d'eux par
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Table 2 : Résultats de la discrimination non paramétrique sur le fichier Store avec
différents paramétres de lissage et probabilités des classes a priori
proportionnelles aux tailles des classes

| Parametre apprentissage validation Ay Ay
S

wo 137903508 7330 gr 5 0.996 0.999

Aval 1282970 nz{g3  ose 0.868

Mo 7379{ 3908 7330{ 575 0.996 1.000

Aw 6650{3s;  7282{355. 0843 0922

mws  7257{S8% m30{5 sl 0.992

M Taux 73.06{ 5602 A== Ay=0.950

probabilité a priori de laclassc 1 : 0.374  probabilité a priori de la classc 2 : 0.626

N. B.: Ay, : paramétre obtenu par la méthode de Hall,
Aval - parametre obtenu par validation croisée
Aboor - parametre obtenu par la méthode de bootstrap lissé
Apw - paramétre obtenu par la méthode de Hall - Wand
Ar.wa : paramétre obtenu par la méthode de Hall - Wand Bootstrapée
Asaus - Paramétre obtenu par minimisation du taux d'erreur par validation croisée
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Burman (1987). Leurs études ont €té considérées dans un cadre asymptotique non
standard ou le nombre des cellules (ou vecteur état) converge vers l'infini quand n — oo,
mais le rapport m/n reste constant (m étant le nombre des cellules). Ils montrent, en
i particulier, que leurs estimateurs sont meilleurs que I'estimateur des fréquences observées

" au sens de la minimisation de la somme des écarts moyens au carré (MISE, en anglais).
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ANNEXES
i

{ Annexe 1 : On montre que A, converge vers 1 (resp. 0) quand n tend vers l'infini.

En effet, on a
Zx N, (0N, (x)
h=1-A=

(n-DEx N2 (x)
Pour cela, nous montrons que £y I\{) (x)Nl (x) £ Xy Nl2 (x).
Par définition de N, (x) et N} (x) et du fait que Zy ) (x) = n et Zy N, (x) = np, on peut

toujours ordonner les suites {1\{) (x)} et [Nl x)}, x € {0,1}P, tels que :

No D SN @) <N @p et N (1) SN (1) € .S N (g,p).

Ainsi, il est facile de voir que N, (£j) <N, (1;) pour tout i = 1,..., 2P, d'ol on en déduit
2 2 .y

que Nj £ < N7 (1)). Par conséquent, on a

Ty No (0) (0) £ Z¢ N2 (x)

et de plus
Zx Ny CON, (0 $3Z, (N2 0+ N2 (%)) S ¢ N2 (x).

Si n devient grand, h est inférieur & 1/(n-1) et donc il converge vers 0.

Annexe 2 : On montre le résultat du théoreme 3 On a
A A A
E g"(zlhy.hy) = 8; E f(zIX* hy) - 8, Ef(zY™ hy)
Aok 2 A * 2y, N *
Var g (zlhy,hy) = 81 Var f(zIX" ,hy) + 8]Varf(zlY Jhy).

D'aprc‘is I'expression (4.6) du § 1.2, 0on a A A
A

mvar(f” (zim,hy)) = £ (zlm,hy ) (1 - Ty (2Im,hy)) - 2hy Fy(zim by ) [p(1 - Tx(zim,hy)) +
A

/\* A A A
nvar(f " (xIn,hy)) = fy(@inhy){1- Tx(zin,hy)} - 2hy Ty (2in,hy)(p - ply(zin,hy) +
A
f,y(zIn,hy))

Ax A 5 2.2, A A 2
|E g"(zlhy,hy) - glzhyhy))2 = 8] hZ[ £y (zim,hy) - piy(zim,hy))

21



A A
+ 82 h2[ T,y (2lnhy) - ply(zn,hy)]?
A A A
+ 29 lﬁzhxhy l.flx(zlm,hx) - pfx(zim,hy )]l f,y(zIn,hy) -

A
pfy(zin,hy)].
Suivant la preuve de la propriét€ 3, on a approximativement
A
var(f*(@m,hy)) = m3{ Z, Noy()(m - Nox(x)) + hxNx(m) - 3D, x(m)}

de méme
A
var(f*(zin,hy)) = n3{ £, Noy(x)(n - Noy(x)) + hyNy(n) - 2D, y(m)} ,

ou
Nr(n) = Z,{2pNgp(x) - 2Ng; (ON(x) -2Nor(xN(x) ) - pns
D (i) = Z2INg, (ON1(x) + Ngp(ON] (%) - 2pNg ()N (x)] + Z, N2 00+ 2(pnp)?,
Dyr(ng) = Z,(Ng, () - pNoT(x))2,

avecT=X,Y;nr=msiT=Xetnp=nsiT=Y.
De plus, ona

A A
[E g*(@hy,hy) - gzhy,hy)]? = 85 h2Z, m2(Nyx(x) - pNox(x)? + 85 h2EZ, n2(N,y(x)

27Y%x
- pPNoy(x)? + 28, 8,hy hontm 12, (N x(x)

- PNox (x)(Nyy(x) -pNgy(x).
D'oli en remplagant ces expressions dans A (hy.hy) et en dérivant par rapport a h, et h,,.

on obtient
3A™ (hy.,hy)

ohy

= 8m3Ny(m) + 2h 82 (m2Dyy(m) - m3D, y(m) )
+ 28, 8,hyn"Tm 1Z {N)x(x) - pNox(x)}{N,y(x) - pNoy(x)}.
= 8207 3Ny(n) + 2h, 82 (12D, (n) - 13D, y(n))

+ 28,8, h,ntm1E (N;x(x) - pNox(x))(Ny(x) - pNgy(x)).

Ainsi, on a le systéme d'équations linéaires suivant
2 -2 -1.-1 _82..3
hy 28 m™“F, - 2§ §;n"'m" G, yh, = 8 m™*Ny(m)

- h28,8,nIm"1G,,, + 282n-2F, b, = 803Ny (n),
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ou

Fy=mD y(m) - Dyy(m) et E =n"'D,y(n)-D,y(n)

Gyy = Z¢ {N1x(x) - pNox(x) }HN;y(x) - pNoy(x)}.

D'ou, on obtient que
m"FYNX(m) + pmn'zNY(n)GXY

hy =

2[Fxe il nyz}

n! FXNY(m) + p"nm‘sz(n)C\XY

h. =
Y 2{Fxe ) vaz}

Imprim¢ en France
. ) par . .
I'Institut National de Recherche en Informatique et en Automatique






~



ISSN 0249 - 6399



