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QUELQUES METHODES ET RESULTATS RECENTS
EN THEORIE DE LA CONTROLABILITE EXACTE

Alain HARAUX *

Résumé

Dans cet article de synthése, on rappelle d'abord la méthode HUM de J.L.Lions qui établit un
lien commode entre observabilité et controlabilité exacte des systémes distribués décrits par une
équation d'évolution du deuxi¢me ordre en temps. On s'intéresse ensuite a la contrdlabilité interne,
ponctuelle ou spectrale de divers systémes usuels (membranes ou cordes vibrantes, poutres et
plaques). Un accent particulier est mis sur l'utilisation récente d'outils élaborés d'analyse
harmonique, avec un effort de pédagogie et parfois des démonstrations remaniées par rapport aux
articles originaux.

SOME RECENT METHODS AND RESULTS
IN THE THEORY OF EXACT CONTROLLABILITY

Abstract

In this survey paper, we first recall the HUM method of J.L.Lions which provides a
convenient relationship between observability and exact controllability of some distributed systems
governed by a second order evolution equation. Then we study the internal, pointwise or spectral
controllability of various usual systems (vibrating strings or membranes, beams and plates). A
special emphasis is brought to the recent use of rather elaborate tools from harmonic analysis, with
some pedagogical efforts and sometimes slightly adapted proofs compared with those of the
corresponding research papers.

(*) Analyse Numérique, Tour 55-65, Séme étage, Université Pierre et Marie Curie, 4 , Place
Jussieu, 75252 Paris Cedex 05.



INTRODUCTION

La théorie de la contr6labilité exacte des systémes distribués de type oscillant (membranes,
plaques, etc...) a pour but d'étudier la possibilité d'enrayer les vibrations naturelles de ces systémes
en agissant soit sur une partie du domaine, soit 2 la frontiere de ce domaine. Du point de vue
strictement mécanique, la distinction parait sans doute bien subtile avec la contrdlabilité approchée
dont le but est d'arréter " a peu pres" les vibrations, c'est a dire de rendre leur énergie insignifiante.
Indépendamment du fait qu'une mesure est toujours approchée, dans la vie courante toute vibration
suffisamment faible finit en effet par disparaitre eu égards aux nombreux mécanismes de dissipation
(frottements) agissant sur tout systéme "réel".

L'envoi dans l'espace vide de diverses stuctures flexibles ou articulées au cours de ces
derniéres années oblige, semble-t-il, & reconsidérer le probléme du contrdle en faisant abstraction
des frottements. On voit alors que d'un point de vue purement mathématique, le premier argument
pour se limiter au contréle "approché" présente un caractére discutable. C'est pourquoi ces dernieres
années ont vu un regain d'intérét pour la théorie de la controlabilité exacte des systemes distribués
dont les difficultés mathématiques sont, disons-le tout de suite, sans commune mesure avec celles
apparaissant dans 1'étude de la contr6labilité approchée.

Dans ce travail, divisé en trois chapitres, nous décrirons assez rapidement, et sur des modeles
particuli¢rement simples, les trois principales méthodes en cours de développement dans cette
théorie: la méthode des multiplicateurs, la théorie de la propagation des ondes et l'analyse
harmonique. La synthese de ces trois méthodes reste a faire, et faute de cette synthése il n'existe pas
a I'heure actuelle de résultats optimaux réellement utilisables pour des syst¢mes bi ou tri-
dimensionnels. On peut sans doute se consoler en disant que 1'étude systématique de ces probleémes
est assez récente.

Il existe au moins un point commun entre les diverses situations examinéees ici: toutes les
démonstrations reposent au départ sur la méthode HUM de J.L.Lions qui établit un lien commode
entre la contrdlabilité exacte d'un état [ y0,y1] du systéme et une certaine forme d'observabilité de
1'état [ y!, -y0]. Cette similitude n'est , bien évidemment, pas fortuite.

Ce papier a fait 'objet d'une des conférences invitées aux journées de Besangon - Nancy de
mars 1990, organisées par Philippe Bénilan et Michel Pierre dans le cadre du projet NUMATH de
I'INRIA - Lorraine. Je profite de I'occasion pour les remercier de leur accueil.



CHAPITRE 1: CONTROLE INTERNE DES SYSTEMES DISTRIBUES.

0. Introduction.

Soit Q un ouvert borné de RN et A un opérateur auto-adjoint positif dans H = L2(Q2). Etant
donnés un ouvert ® c Q, T >0 et [ y0,y!] donnés dans D(A1/2) x L2(Q), on s'intéresse 2
I'existence d'un contrdle h =h(t,x) tel que supp(h) < [0, T] x w et pour lequel la solution unique
y du probléme

@) y" + Ay =h dans J0,T[, y(0, x) =y%x) et y'(0, x) = y}(x) dans Q
vérifie y (T, x) = y'(T,x)= 0 dans Q.

Il est raisonnable (mais pas obligatoire) d'imposer la condition h € L2(0,T; L2(Q)). Si un tel
contrdle h existe, on conviendra de dire que "[ y0,y!] est L2 - contrdlable dans o au temps T ",

La méthode"HUM" de J.L. LIONS, dont nous expliquons dans la partie 1 1'application a ce
probléme dit de "contrdlabilité exacte interne", permet de ramener 1'étude des états " L2 -
contrdlables dans o au temps T " a celle de propriétés du probleéme linéaire homogene associé.

Dans la partie 2 nous indiquerons les résultats donnés par la méthode dite "des multiplicateurs”.
La partie 3 décrit les résultats obtenus a I'heure actuelle par la méthode dite "de propagation”.
Enfin les techniques de séries de Fourier anharmoniques deviennent utiles dans 1'étude du controle
des plaques vibrantes ou elles donnent des résultats meilleurs que la technique des multiplicateurs
alors qu'ici les méthodes de propagation semblent mal adaptées. Ceci fera 1'objet du chapitre 2.

1. Rappel sur la méthode "HUM" de J.L. LIONS .

La possibilité de résoudre le probléme de "contrdlabilité exacte interne” est liée a la quantité
d'informations contenue dans la restriction a ]O,T[ X @ d'une solution quelconque du probleme
linéaire homogene
(2) ¢"+A¢=0 dans ]0,T[, ¢ € CO,T;V) nC(0,T; H)

avec V = D(A12), H=L2(Q). En particulier on a la condition nécessaire suivante



Proposition 1.1. Si tout [ y9, y!] d'une partie dense Z de V x H est L2 - contrdlable dans @ au
temps T, toute solution ¢ du probléme homogene (2) nulle sur ]0,T[ x o est identiquement nulle.

Démonstration.
Soit ¢ une solution du probléme homogene (2) nulle sur ]0,T[ X w. Alors pour tout [ Y%, y!] € Z, il
existe h e L2(0,T; L2(Q2)) avec supp(h) < [0, T] x w et pour lequel la solution unique y du
probléme

y"+Ay=h dans J0,T[, y(0, x) =y%x) ety'(0, x) = y!(x) dans Q
vérifie y (T, x) = y'(T, x) = 0 dans Q. En particulier on a en posant ¢(0) = 99, ¢'(0) = ¢! :

T ,T
Jo wot-yienax = (Jo o-yorax)e=lola ¢o-yem axa
T T
= JOIQ h¢dxdt = Iojm h¢dxdt=0.

Par densité de Z dans V x H on en déduit ¢° = ¢! = 0. Ceci acheve la démonstration.

La Proposition 1.1. admet une réciproque qui a d'importantes conséquences .
Théoréme 1.2, (Théoréme de contrdlabilité exacte de J.L.LIONS) Supposons que toute solution
¢ du probléme homogéne (2) nulle sur ]0,T[ x & est identiquement nulle.

Alors un état donné [ y0, y!] € V x H est L2 - contrdlable dans @ au temps T si, et seulement si
il existe une constante C 2 0 telle que

AV, o1e vxH, llg (oor-yienaxlsc{ Jo o2 axa)in

ol ¢ est la solution de 1'équation (2) de données initiales [ ¢0, ¢!] et Q:=]0,T[ X w.
De plus I'ensemble des états L2 - contrdlables dans ® au temps T est alors dense dans V x H .

Démonstration. Pour tout ( 0, ¢1)e V x H, on introduit la semi - norme
4) p( 99, ¢V ={ ,[Q $2(t,x) dx dt }172,

Sous I'hypotheése du théoréme 1.2 on a



&) p est une norme sur V x H,
on peut donc définir
(6) F = complété de V x H pour 1a norme p.
En identifiant H x H avec son dual on a les inclusions évidentes
@)) VxHc HxH <« HxV' < F,
algébriquement et topologiquement. Donc par dualité on a aussi
(8) FcHxV
On peut alors raisonner comme suit
a) Soit [ y0, y!] € V x H un état L2 - contrdlable dans o au temps T et h € L2(0,T; L2(Q)) avec
supp(h) < [0, T] X @ un contrdle correspondant . Pour tout [¢°, ¢1] € V x H, on a en désignant
par ¢ la solution de I'équation (2) de données initiales [¢0, ¢!):
® JQ (y1¢0 - yoo!) dx =- JTo Jo) h¢dxadt.
11 est clair que la formule (9) implique (3) avec C = { J Qh2(t,x) dx dt }172,
b) Pour démontrer l'implication réciproque, on utilise la méthode HUM de J. L. LIONS [20,
21] de la fagon suivante. Pour tout [¢0, ¢!] € V x H, désignons encore par ¢ la solution de

1'équation (2) de données initiales [¢0, $1]: par définition de F il est clair que l'opérateur linéaire

(4% 911> ¢x,=L@0 oY)

est continu pour la topologie de F 2 valeurs dans L2(0,T; L2(Q2)). On peut donc 1'étendre par
continuité en un opérateur continu (abstrait) unique

L: F - L2(0,T; L2(Q))

On introduit alors l'opérateur A: F— H x V défini par



A(f) = [-y'(0), y(0)]

ouye C(0,T; V) nCY0,T; H) est la solution de

y" + Ay = L(f) dans ]J0,T[, y(T)= y'(T) =0.
Pour tout [y9, y!] € V x H, désignons par y la solution de 'équation (2) de données initiales
[wO w!]: pour tout [¢°, ¢!] € V X H on a alors, puisque L(¢%, ¢!) = ¢y, la formule
(10) <A@@0, oY), (W0, yh)> =]g (y(O)y! - y'(O)y0) dx = Io I o dydxdt.
En particulier

V4O, ¢lle VxH, A4, ¢!)eF.

De plus la formule (10) montre que A: V x H — F' coincide sur V x H avec I'application de dualité:
F — F'. Comme cette application de dualité est en particulier continue de F dans H x V, on a par

densité les propriétés
11) AF) c F.
(12) A est I'application de dualité: F — F'.

Etant donné [ y9, y!] € V x H vérifiant (3) , on a [y!, -y%] € F' et on peut donc résoudre
I'équation

13) veF, A)=[-yl,y%.

Alors le contréle h = L(v) est solution du probléme: on a donc

(14) [ ¥, y!] est L2 - contrdlable dans ® au temps T.

Pour achever la démonstration du Théoréme 1.2, il suffit maintenant d'établir que F' est dense dans

Hx V. Soit donc {e Hx V' c F tel que l'on ait : Yve F', <v, {> =0. En choisissant v =A({)
on trouve : (I { Ilg)2=0, donc § = 0 . Puisque toute forme linéaire continue sur H X V qui s'annule



sur F' est nulle, on obtient bien la densité de F' dans H x V.

Remarque 1.3. La derni¢re assertion du Théorémé 1.2 est importante en soi . En particulier, on
en déduit immédiatement que dés que p est une norme sur V X H, pour tout état [ y0, yl]e V x
H il existe des controles approchés h, a support dans ]O,T[ X @ qui raménent 2 l'instant T cet
état dans un € - voisinage de (0, 0) dans V x H. Cette propriété de contrdlabilité approchée est en
pratique presque aussi importante que la controlabilité exacte, et la méthode "HUM" la ramene
exactement A une propriété d'injectivité de l'opérateur "trace des solutions de l'équation
homogene sur 10,T[ x ".

2. Méthode des multiplicateurs .

Cette méthode, mise en oeuvre pour I'étude du contréle frontiére par plusieurs auteurs dont
J.L.LLIONS, L.F. HO, L.LLASIECKA & R.TRIGGIANI, J. LAGNESE, implique aussi des
résultats positifs de contrdlabilité exacte interne comme 1'a remarqué E. ZUAZUA (cf [22]). La
technique est applicable aussi bien pour les membranes (cas A = - A) que les plaques vibrantes (cas
A = A?) mais seulement pour des ouverts @ assez gros. Quand elle est applicable, c'est clairement
la meilleure méthode (la plus simple conceptuellement et la plus "stable").

Le cas le plus simple d'application de cette méthode est celui ou ® = €2, qui intervient aussi
parfois (sous la forme de la Proposition 2.2) comme outil technique dans I'étude de cas plus

compliqués. On a ainsi

Proposition 2.1. Pour tout A comme dans l'introduction et tout T > 0, tout état [ y0, yl]le V x H
est L2 - contrdlable dans Q au temps T.

Démonstration. Pour tout état [ y0, yl]Je V x H, soit zla solution de

z"+Az=0 dans ]0,T[, ze CO,T; V) nCI(0,T; H)
telle que z(0) = yO et z'(0) = y! . Soit ke C2(0,T) une fonction telle que
(15) k(0)=1,kK'0) =0, kT) =k'(T) =0.

Alors la fonction we C(0,T; V) n C1(0,T; H) définie par



(16) w(t,x) = k(t) z(t,x)

est solution de

(17) , w" + A w = h(t,x) : = 2k'(t) z'(t,x) +k"(t) z(t,x) dans ]0,T[,
et vérifie évidemment les conditions initiale et finale:

(18) w(0) =y0, w'(0) =y!, w(T)=w'(T) =0.

En vertu du Théoréme 1.2, on peut en déduire la

Proposition 2.2, Pour tout A comme dans l'introduction et tout T > 0, il existe une constante
C20telle que

(19) V[90 ¢'le V xH, lipOl2+1pi2<C ,[Q ¢'2(t,x) dx dt,

ou ¢ est la solution de I'équation (2) de données initiales ( $9, ¢!) et Q:=]0,T[ x Q.
Démonstration. Le Théoréme 1.2 et la Proposition 2.1 entrainent F = H X V'. Alors le Théoréme
du graphe fermé et l'inclusion topologique de H x V' dans F entrainent I'équivalence des normes
de F et H x V'. En appliquant ce résultat 3 ¢' on obtient 1'inégalité annoncée.

Plus élaborée est 1a démonstration du résultat suivant (cf. [22] pour les détails)

Théoréme 2.3. (E. ZUAZUA, cf. [22]).Si A=-Aet V=Hy(Q), tout état [ yO,ylleV x H
est L2 - contrblable dans o au temps T dés que w=Q N U ot U est un ouvert de RN contenant un
ensemble de la forme {xe dQ, (x- &, V(x)) 2 0}pour un certain £ de RN et que T dépasse le diamétre
de la plus petite boule de centre & contenant Q.

3.Equation des ondes et Méthodes de Propagation .
Soit £ un ouvert borné de RN, wouvert c Q et T > 0 : Pour [ y0,y!] donnés dans H!(2) x

L2(Q), on s'intéresse a 'existence d'un contrdle h = h(t,x) tel que supp(h) < [0, T] X w et pour
lequel Ia solution unique solution y du probléme



(20) y"-Ay =h dans ]0,T[x £, y=0 sur [0,T] x 0Q
telle que

©3)) y(0, x) = yo();) et y'(0, x) = yl1(x) dans Q

vérifie

y(T,x) = y(T,x)= 0 dans Q.

Il est raisonnable (mais pas obligatoire) d'imposer la condition h e L2(0,T; L2(Q)). La
possibilité de résoudre ce probleéme de " L2 - contrdlabilité exacte interne” est liée a la quantité
d'informations contenue dans la restriction a ]0,T[ X @ d'une solution quelconque du probleme

linéaire homogene
(22) ¢"- Ad=0 dans J0,T[xQ, ¢=0 sur [0,T] x 0Q

En particulier (Proposition 1.1) si le probléme a une solution pour tout [ y0, y!] d'une partie
dense de H!y(Q) x L%(Q), toute solution de (22) nulle sur ]0,T[ X ® est identiquement nulle.
Pour cela il est nécessaire en général , A cause de la propagation a vitesse finie dans 1'équation
des ondes, que T soit assez grand . Le résultat d'unicité nécessaire est une conséquence du
Théoréeme d'Holmgrem (cf.[10]) et peut aussi se démontrer assez simplement par des estimations
locales d'énergie apres passage en coordonnées polaires . On obtient alors (avec p définie par (4)) le

Theoreme 3.1. (cf.[5]) Soit &( L, ®):=Sup,c q{ Inf, ¢ ,{ longueur d'une ligne brisée
joignantx ay dans Q2}}. Si 8( €, ®) <+ oo, alors p est une norme désque T > 23( 2, w) .

Ce résultat est en un sens optimal, cf. T. CAZENAVE [4].

Le Théoreme 1.2 implique que dés que p est une norme , la L2 - controlabilité exacte au temps T
dans o a lieu pour tout [ y9, y!] d'un certain sous-espace dense de H15(€2) x L2(Q). 11 est naturel de
se demander si cet espace n'est pas "souvent " égal a H15(€2) x L2(Q) tout entier. Lorsque N =1 on
peut montrer assez simplement le théoréme 3.1 par un argument concret de propagation de I'énergie
apres échange des variables x et t. Cette méme méthode permet de montrer aussi le résultat suivant
(cf. [S, 7] pour une démonstration détaillée)
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Proposition 3.2. SiN=1et Q =10, n[, pourtout T > 28(Q, w), p est une norme sur
H1)(Q) x LXQ) et tout état [ y0,y!] de Hl(€2) x L2(R2) est L2 - contrdlable au temps T dans @ .

Dans le cas N > 1, en utilisant les techniques de 'analyse microlocale, C. BARDOS, G.
LEBEAU et J. RAUCH [2] ont établi que la L2 - contrdlabilité exacte au temps T dans w de tout
état [ y0, y1] de H1(Q) x L2(Q) est essentiellement équivalente au fait que tout "rayon" associé a
'équation homogene rencontre la région de contréle @ en un temps < T.

En particulier si Q est un rectangle de R? et @ une"tranche” du rectangle, cette condition n'est
jamais vérifiée et il existe donc des états [ y0,y1] de H1((Q) x L2(2) non L2 - contrdlables au temps
T dans . Dans le cas plus difficile oll w est un disque intérieur a €2, j'ai montré en 1987 le résultat
suivant:

Theoréme 3.3. Supposons que T est strictement supérieur au diametre du plus petit disque
concentrique A o et contenant . Alors pour tout [ y0, yl] € H1y(Q2) x L2(Q2) on peut trouver un
contrdle h trés singulier (du type fonctionnelle analytique en x) avec supp( h ) c [0, T} x ® qui
ramene 2 zéro (dans un espace de fonctionnelles analytiques en x) I'état initial [y?, y!] a I'instant T.

Pour 1'énoncé précis et la démonstration du théoré¢me 3.3, cf.[6, 7].

Remarque 3.4. Le probléme de la détermination effective d'un sous-espace de données L2 -
contrdlables en temps fini dense dans H1,(Q) x L2(Q) est en général ouvert et semble trés
important. Il serait notamment intéressant de savoir si les €tats dont les deux composantes sont des
combinaisons linéaires finies de fonctions propres de (-A) dans H!(Q) sont toujours L2 -
controlables en temps fini dans w.
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CHAPITRE 2: SERIES LACUNAIRES
ET VIBRATIONS DES POUTRES ET DES PLAQUES .

0.Introduction.

Considérons le probléme modele suivant: Q est un ouvert borné de RN, @ un ouvert c Q et
T >0 : Pour [ y%,y!] donnés dans (H2(QQ) NnH1,(Q2)) x L2(Q), on s'intéresse a l'existence d'un
controle h = h(t,x) tel que supp(h) < [0, T] x w et pour lequel la solution unique solution y du

probléme

1 y" + A2y =h dans ]0,T[ xQ, y=Ay =0 sur [0,T] x 0Q
telle que

(2) y(0, x) = yO(x) ety'(0,x) =yl(x) dans Q

vérifie

y(T,x) = y(T,x)= 0 dans Q.

Les méthodes de propagation (cf.Lebeau [19] ) montrent essentiellement la L2 - contrdlabilité
exacte de tout [ y0, y!]e (H2(Q2) nH!((Q)) X L%L2) en un temps T > 0 arbitrairement petit dans les
domaines ® ol la L? - controlabilité exacte de tout [ y9, ylle H1((£2) x L2(Q2) en un certain temps
Ty > 0 avait déja lieu pour I'équation des membranes vibrantes .

Ce résultat, contrairement au cas des membranes, n'est pas optimal pour tous les ouverts Q.
En particulier si Q est le carré ]0, n[x 10, n[ de R2 et ® une"tranche" de la forme]O0, c[ x 10, n[
avec ¢ < 1, on peut montrer trés facilement que si T = 2x, 1'espace F de la méthode HUM est égal
a H x V'. En effet les fonctions propres de A2 dans H2(Q2) avec les conditions aux limites u = Au
=0 sur dQ sont les fonctions

wm’n(x, y) = sinmx sinny

etona
T T 2
2 .2 .2 n
men(x,y)dxdy =(J sin mxdx)(Ism nydy)= v =:¢,>0.
Q 0 0
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tandis que

j Wl (,y)dxdy 2¢,>0 V(m, n).

(O]
La forme générale des solutions de 1'équation homogene est

2
vit,x,y) = 2 Vi n cos[t(m” + n2) ta n] L n(x, y)
m, n

Pour des raisons triviales d'orthogonalité on a alors la formule
2n

ijz(t, X, y)dxdt=nzz v, J'w,f, o, y)dxdyanclz Vaia s
0o

m, n @ m n

qui implique immédiatement I'équivalence de la semi - norme p et de la norme dans H x V',

En utilisant des résultats de J. P. KAHANE [14] sur les fonctions pseudo - périodiques
(variante d'un certain type de presque - périodicité uniforme pour des fonctions & plusieurs
variables), S. JAFFARD a établi le résultat suivant que nous démontrerons au §3.

Théoréme 0.1 ( S. JAFFARD, cf.[12] ) Si on considére le probleéme (1) avec Q un rectangle
de R2 et @ un ouvert non vide quelconque dans Q, tout état [ y0, ylle (HA(Q) nH!((Q)) x LAQ)
est L2 - controlable dans @ en un temps T > 0 arbitrairement petit .

Ce résultat a été généralisé au cas d'un pavé dans RN par V. KOMORNIK([18] . Pour comprendre
les démonstrations de ces résultats, il est préférable de commencer par le cas plus simple des
vibrations des poutres (contrdle interne). On est alors conduit 2 étudier les bases de Riesz de
L2 (0, T) formées de fonctions du type exp(i jit) avec j réel.

1. Les inégalités d' Ingham,

Soit f : R = C une fonction définie par une formule du type (3):

3) = ae'"

oll {H,) ez €st une suite fixée de nombres réels et {a,} .z €st une suite quelconque de
nombres complexes, disons avec un nombre fini de termes a, non nuls pour simplifier. Etant
donné un intervalle J de R on cherche dans quelles conditions la trace de f sur J permet d'évaluer
correctement la "taille” de la fonction f . Lorsque p,= nA pour tout ne Z et un certain A > 0, il est
clair que cette propriété a lieu si, et seulement si 1J 1 2 2n/A. Le résultat suivant, obtenu par A.
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E.Ingham [6] en 1936, constitue une généralisation simple et puissante de cette remarque.

Théoréme 1.1. Soit J un intervalle borné de R et une constante y > 0. Supposons que l'on ait
4) Hpe1-Hp 2 Y pourtoutneZ.

&) 1> 2nmy.

Alors il existe des constantes positives ¢, C telles que pour toute suite {a,},cz de nombres
complexes ayant un nombre fini de termes non nuls, on ait les inégalités

(©) oY lal< [itwla < c Y lal.
n J n

Idée de la démonstration. (pour les détails se reporter 2 A. E.Ingham [6]) Par translation et
changement d'échelle, on se raméne aucasou J =[-®, +n]let Y= 1+ 98, & > 0. Pour toute
fonction ke L1(R) on introduit la transforméee de Fourier K:

K@) = J' ke ™dr, VueR.
R

On vérifie immédiatement la formule

2
€)) jk(t) I dt = Z a a* K(p -p_).
R m, n
Pour que la série au deuxieme membre de (7) converge bien sous I'hypothese (4), on recherche k(t)
de fagon telle que IK(u)! tende vers 0 comme Hul-2 pour lul grand. Une solution simple de ce
probléme est donnée par

®) k() =cos(t/2) pour It | <m; k(t)=0pourlt!> .
On obtent alors facilement
) Kauy=2S0S™ R,
2
1-4u

K est en fait partout définie, paire et analytique sur R avec K(0) = Maxg{ IK(u)!l} = 4.
11 résulte en particulier de I'hypothése (4) que I'on a

10) Wy, -yl 2Im-nl (1+8)>1 pourtous (m,n)eZ avecm#=n.

De (10) on déduit aisément que pour tout ne Z , la série de terme général K( B, - |, ) est
absolument convergente, et de (7) on déduit alors par des calculs élémentaires I'encadrement
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(11) &1 -;12-) ZIanlzs I k(v )P de < 4(1 +;‘2—)Z|an|’.
n R n

Ceci implique évidemment l'inégalité de gauche dans (6). Pour celle de droite (en un sens plus
banale) il suffit de remarquer que la fonction k(t) est minorée sur tout compactde ] -x, +x [ :ona
donc l'inégalité de droite avec J remplacé par un J' arbitraire fortement inclus dans J, et du fait que
l'inégalité (5) est a fortiori satisfaite on remplace J par un intervalle plus grand, on achéve
facilement la démonstration.

Remarques 1.2,
1) L'inégalité de droite dans (6) est en fait beaucoup plus robuste que celle de gauche, et grace

a l'invariance par translation en t de l'espace des fonctions f de la forme (3), on voit facilement
qu'il y a équivalence logique entre les deux propriétés suivantes:

T
D 31>0,3C,>0 j If@) dt <C, Y. la,” pour tout f e Ia forme (3)
0 n

T
i)  VT>0,3CM)>0 I 5O dt < C(T) Z la I pour tout f de la forme (3)
o n

11 résulte alors de la démonstration ci-dessus que la propriété ii) (donc l'inégalité de droite dans (6))
est en fait vérifiée deés que Inf {p, ., -1, ,neZ } =a >0 sans aucune condition liant 1J | et c.

2) On sait que les conditions (4)-(5) sont optimales en un sens trés fort pour 'inégalité de
gauche dans (6). (Exemple dii également & A. E.Ingham dans le cas ou U | = 2n/y)

3) Il résulte clairement de (8) et (11) que les constantes positives ¢ et C ne dépendent en fait
que du nombre positif €:=yIJ/2x- 1.
2. Séries asymptotiquement lacunaires. Application a la poutre.

L'objet principal de ce paragraphe est de démontrer la généralisation suivante du Théoréme
1.1, due 4 J.M.Ball et M. Slemrod [1].

Théoréme 2.1. Soit J un intervalle borné de R et une constante y > 0. Supposons que l'on ait
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(12) Hne1-Hp 2 ¥ pourtoutneZtelqueln 2N
(5) 1> 2.

Alors il existe des constantes positives c, C telles que pour toute suite {a,},.z de nombres
complexes ayant un nombre fini de termes non nuls, on ait , avec f défini par (3), les inégalités

©) ¢ Y lal< [ifold s c Y lal.
n J n

Démonstration. L'inégalité de droite est une conséquence immédiate du Théorémel.1 puisqu'on
n'ajoute qu'un nombre fini de fréquences. Démontrons l'inégalité de gauche par récurrence sur le
nombre p d'indices ne Z tels que p,,; - U, <¥. Si p =0, le résultat est donné par le Théoremel.1.

Supposons donc p > 0 avec [, - By < 7Y : par I'hypothese de récurrence le résultat est donc
vrai pour les fonctions de la forme

g =2 a eipht

nz0

11 est clair d'autre part que I'on peut se ramener au cas ou pg = 0 en factorisant exp(i pgt) et en
remplagant tous les exposants W, par W,-Hg. Supposons pour fixer les idées que J = [0, TJ.
Fixons € > 0 assez petit pour que T'=T - £¢ > 2a/y. On a I'identité

(13) F(t+m-f©= D a @™ - 1)e"™ pour toutne[0, e].

nz0
En intégrant (13) sur (0, €) on obtient la formulc

(14) J[f(t+n) f(t)] dn = 2 a_ [ -e] e ™ pour tout te J'.

nz0 un
Du simple fait que It |2 p >0, il existe & = &(p) > O tel que pour tout ne Z on ait l'inégalité

(15) le ™ . 11=

En appliquant I'hypothése de récurrence a la fonction g(t) donnée par ie second membre de (14)
on déduit de (14) et (15) I'estimation

(16) a <[] [ £(t+7) - f(t)]dnl dt .
,;)a 08282 j

On a d'autre part 1'inégalité év1dente
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£ 2
a7 Il J‘[f(t+n)-f(t)] dnl dt < Cljlf(t)lzdt
I' 0 J
En combinant (16) et (17) on obtient
(18) Yl < ¢, [itolar.
nz0 J

Pour conclure 1a démonstration il nous suffit d'estimer | a3 1. Or on a la formule

ipt
ao-f(t) = - Z ae =: gl(t).

n#0

et d'apres l'inégalité de droite dans (6) on en déduit

2 2 2
(19) J-Iao-f(t)l dt =f|gl(t)| dt<CY laf.
I ] nz0
De (18) et (19) on déduit
(20) Y el < c4j|f(t)|2dt.
neZ J

La démonstration est donc achevée par récurrence.
Application a la poutre encastrée.

Soit = ]0, I[, ® un sous-intervalle de 10, 1[ et (¥9, yl)e Hy2(Q2) x L2(Q2) . Alors pour tout T >0
il existe h e L2 (JO, T[ x ]O, 1[ ) & support dans ]0, T[ x w tel que la solution y(t, x) du probleme

Yu+ Yaxx = Nt x) dans 10, T[x ]0, 1[
y(t, 0) = y(t, ) = y,(t, 0) = y,(t,1) =0 sur [0, T]
y(©,.)=y% y,0,.)=y!

vérifie: y(T,.) =y (T, .)=0.

Démonstration- On remarque d'abord que si w(x) est une solution de
Wexx = MW dans ]0,1[; w(0) =w(l) =w,(0) =0,
alors w est de la forme
w(x) = a cos (Ax)+ b sin (Ax) +c eM +d e *x
avec a=-(c+d),b=d-c, ceM+de A = (c+d) cos (Al) +(c - d)sin (AD),
en particulier si on fixe d = 1 et que l'on fait A— +oo, c(A) er reste borné, d'ol a(A)—-1, b(A)—1
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et toujours pour d =1 on obtient avec w;(x) = a(A) cos (Ax)+ b(X) sin (Ax) + C(R) erx + & Ax

1
j Fwy(x) 2dx =1 lorsque A— +eeo
0

Pour tout intervalle J < 10, 1[, le méme calcul donne

[ 1wa) 2dx - 171 lorsque A— +eo .
J

On introduit alors l'opérateur non borné A sur H = L2(Q) défini par

D(A) = H{(Q) N Hy2(Q), Au = u,,,, pour ueD(A).
Les valeurs propres de A sont les nombres (IA,)4, ol A, est la ni¢me racine de I'équation
cos A, ch A, = 1. On voit aisément que A .2 - A2 est de l'ordre de 22n pour n— +e
Alors en développant en série de fonctions propres les solutions v(t, x) du probléme

Vut Vexx =0 dans RX]J0,1[; v(t, 0) =v(t,]) =v,(1,0) =v,(t,)=0surR,

on obtient grice aux propriétés ci - dessus des w;(x) et au Théoréme 3 que pour rout T >0il
existe une constante C = C(T) telle que

T
Iv(0), v O < C [ | vt )2 dx at.
0 o

Remarque 2.2. On a aussi l'inégalité

T
J (M@0, 02+ v, (0, )2 + v(0, 0P}dx < C [ [ vt )2 dx de
Q 0 ®

dont on peut déduire (cf [8] ) le résultat de stabilisation suivant: pour toute fonction continue
a(x) 20 et non identiquement nulle sur [0, 1] et toute solution z(t, x) du probléme

Zu+Z,,u ta(x)z =0 dansR+x]0,1[; z(t,0) =z (t,1) =z ,(t,0) =z ,(t, 1) = 0 sur R*

on a:

1
[ (12,0 0R+12 4t 0R+12 1, 0)R)dx < Ce 3,
0
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1
ou J est indépendant de y et C reste borné avec j {120, x)I2 + 1z, (0, x)I2+ 1z(0, x)I2}dx.
0
Remarque 2.3. Le théore¢me 2.1 implique en particulier que si liminf ;_,_, (Hy,1 - K,) >0, les
inégalités (6) sont vérifi€es pour 1J | assez grand. Ce dernier résultat est essentiellement optimal. En
effet si pour une sous-suite oy de p,onalim . (04, - 04) =0, la suite de fonctions

o ¢ .
fk(t)=:e(llkl - e

tend vers 0 dans L2(J ) pour tout intervalle J de R.

Remarque 2.4. La démonstration du théoréme 2.1 montre en fait une propriété plus générale :
Si {M,}hez €St une suite doublement infinie de nombres réels telle que lim ., [, | = +o0

et si les inégalités (6) sont vérifiées pour un certain T lorsqu'on retire 1a "fréquence” i, alors elles
sont encore vérifiées pour la suite entiere (avec d'autres constantes ¢ et C) pour tout T'>T. 11 est
facile de voir qu'en général , on ne peut pas dans ce contexte prendre T' = T. D'autre part en
utilisant une généralisation vectorielle de cette idée, V. Komornik [15, 16, 17] a donné de
nouvelles démonstrations trés simples de pratiquement tous les résultats connus de contrdlabilité
exacte en temps optimal (notamment , C.E. fronti¢re en temps T > 0 arbitrairement petit pour les
plaques vibrantes).

3. Fonctions pseudo - périodiques et vibrations d'une plaque
rectangulaire.

Pour établir le Théoré¢me 0.1, S. JAFFARD a utilis€ la généralisation suivante du Théoréme 2.1
essentiellement due 2 J.P. KAHANE:

Soit f : RN — C une fonction définie par une formule du type (3 bis):
i .t
(3bis) = a e
n

oll {Mp)nen €St une suite fixée de vecteurs de R Net {a,} N €st une suite quelconque de
nombres complexes avec un nombre fini de termes a, non nuls . On a le résultat suivant dont la
démonstration se déduit aisément de la Proposition III.1.2. p. 109 et du Théoreme II1.3.1. p. 111
de J.P. KAHANE [14].
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Théoréme 3.1. Il existe un nombre A = A(N)>0 tel que la propriété suivante ait lieu. Supposons
que l'on ait

(21) My, -pu 12 v >0 pour tous (m,n) différents .

(22) L'ensemble A des éléments de la suite {j1,},cn €st une réunion finie de sous-ensembles
Ajtelsque lonait : llp-p'll2 y;>0 pourtousp, p'de Ajavec p#p.

Alors pour toute boule ® de rayon r avec

23) r>Az-;;—
~ %
)

il existe des constantes positives ¢, C telles que pour toute suite {a,},cz de nombres complexes
ayant un nombre fini de termes non nuls, on ait , avec f défini par (3bis), les inégalités

©6) ¢ D lalfs Jlf(t)lzdt <cYlal.
n J n

Démonstration du Théoréme 0.1.
On peut poser Q =]0, a[x ]0, B[ < R2et la solution générale ¢ de
(24) ¢©" +A%2p =0dans 10,T[xQ, ¢ =A@ =0 sur [0,T] x9Q

est alors donnée par la formule
i X
(25) eX)= Y ae’
2

avec X =(x,y,t)eR3,n =(p,q,0)eZ 2x {1, -1},a= (/)2 ,b=(n/p) et

(26) M= Mo g0 = (pJa, qft; , 0(ap2+ qu)), c=+1ou-l.

On peut bien siir se contenter d'appliquer le résultat de KAHANE aux sommes finies. Soit
donc €>0 tel que w x ]0,T[ contienne une boule de rayon € dans R3 et choisissons un nombre R
assez grand pour que €> A(3) /R et aR2 > R. Puisque T est arbitraire, on peut également par
homothétie supposer inf{a, b} = 1.
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Considérons I'ensemble (fini) E de toutes les paires (k, 1) d'entiers non nuls tels que
max{lkl, l1I} <R.

On associe & chacune de ces paires la "bande" By ; des points (p, q) & coordonnées entigres telles

que
(27) | 2akp + 2blq | < 2(a+b)R2

On pose

(28) F=Ukpee Biy € G =complémentaire de F dans A.

On va montrer d'abord
(29) lw-plI2R pourtous p, p'de G avec p=p'.
En effet , posons

K=K, o o= P/a,a/b, olap™ bg?), o=+lou-L

w'=p._. . . =(Ya, q¥b,c@ap?+ bq?)), o' =+1ou-l.

@\ dq.0)

Si 0 #G', on a par exemple lljp - 'l > ap2 + bq?, et puisque p e G il suffit de remarquer
que puisque par exemple 2alpIR > 2(a+b)R2, alors ap?+ bq2=aR2.Onadonc (39)sic#0'.

Si au contraire ¢ = ¢', on utilise I'inégalité évidente

posant p'=p+k et q'=q+1, ilestclair (puisque inf{a, b} = 1) que (29) est satisfait deés que
max{lkl, I} > R. Dans le cas ou max{lkl, I} £R, on remarque que

| (ap2 + bq? ) - (ap'? + bq'?)l = | 2apk + 2bql + ak? + bl2| 2 | 2apk + 2bql | - (a+ b)R?

et puisque pe Gon a |2apk+ 2bgl I 2 2 (a+ b)R2. Donc (30) implique Il - p'll 2 (a+ b)R2 2
aR2 > R. Ceci achéve la démonstration de (29).
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La démonstration du Théoréme 0.1 s'achéve alors assez facilement en deux étapes:

1) On vérifie sans difficulté que la condition (21) est satisfaite (considérer s€éparément les cas © #
c'et 0=0").

2) Pour chaque paire (k, 1) d'entiers non nuls tels que max{lkl, lll} <R et pour chaque K>0, on
décompose la "bande" By ; en la réunion d'une partie finie Fy; (K) et de la partie complémentaire
Gy, (K) pour laquelle on a

lp-p'll 2K pour tous i, u'de Gy, (K) avec p=y'

Ceci est possible du fait que dans By , les coordonnées (p, q) satisfont "presque” (en un sens
asymptotique 2 l'infini) une relation linéaire, ce qui nous ramene a des exposants asymptotiquement
lacunaires du méme type que ceux intervenant dans la poutre.

11 est alors ais€ de décomposer A en une réunion d'ensembles A ; vérifiant la condition (22) avec
A 1 =G, les autres A ; €tant soit des singletons (pour lesquels essentiellement ¥ ; = +e2) soit les
éléments d'une famille de (2R+1)2 ensembles pour chacun desquels 7y j peut &tre pris
arbitrairement grand. On voit alors que la condition (23) est vérifiée avec r = € et ceci termine la

démonstration.
Remarque 3.2. On a aussi l'inégalité
T
32) [ (M0, P +1 vy, (0, 02+ MO, 0PYax s C [ [ vt 0”2 dxat

Q 0 o

dont on peut déduire (cf [8] ) le résultat de stabilisation suivant: pour toute fonction continue
a(x, y) 2 0 et non identiquement nulle sur Q et toute solution z(t, x, y) du probléme

(33) z'"+A2z+az'=0dans R*xQ, z=Az=0 sur R*x0Q
on a:

349 [ {1z x yR+1Az@x yR+1Z (1 x, y)P)dx < Ce-dt,
Q

ou d est indépendant de y et C reste borné avec
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[ 120, %, y)2+142 0, %, y)2+ 12 (0, x, y)R}dx .
O

Remarque 3.3. Pour ces propriétés la géométrie du domaine 2 semble jouer un rdle important.
Par exemple si I'ouvert 2 est remplacé par une sphére (qui n'a pas de bord, donc il n'y a pas ici
de condition aux limites!) on peut voir que la "membrane” et la "plaque” sphérique ont les mémes
régions de contrdlabilité interne, comme 1'a remarqué V. KOMORNIK (la seule chose qui change
de la "membrane” 2 la "plaque" est ici le temps de contrdle qui peut étre pris arbitrairement petit
dans le cas de la plaque). Les régions de contrdlabilité interne sont ici celles qui rencontrent tout
grand cercle, en particulier une région ouverte contenue dans un hémisphére n'est jamais région
de contrdlabilité interne.

CHAPITRE 3: CONTROLE PONCTUEL
ET SPECTRAL DE QUELQUES SYSTEMES DISTRIBUES.

Introduction.

Soit Q un ouvert borné (ou une variété compacte sans bord) de RN et A un opérateur
auto-adjoint positif dans H = L2(Q) tel que D(A1/2) =« C(Q2) avec injection continue.

Etant donnés T >0, EeQ et [ yO, y!] donnés dans D(A1/2) x L2(Q), on s'intéresse a
l'existence d'un contrdle h € L2(]0,T[ ) tel que supp(h) < [0, T] et pour lequel la solution
généralisée unique y du probléeme

¢)) y" + Ay = h(t) 8(x-§) dans ]0,T[, y(0, x) =y%(x) et y'(0, x) = yl(x) dans Q

vérifie y (T,x) = y'(T,x) = 0 dans Q.

Si un tel contrdle h existe, on dira que I'état [ y0, y!] est " ponctuellement L2 - contrdlable en &
au temps T ".

La possibilité de résoudre ce probléme de "contrdlabilité exacte en & " est liée a la quantité
d'informations contenue dans la restriction & [0, T] de t |— é(t, &) ol ¢ est une solution

quelconque du probléme lin€aire homogene
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2) ¢"+Ad=0 dans JO,T[, ¢ € C(,T;V) nCY0,T; H)

avec V =D(A12), H=L2%(Q). Plus précisément si tout [ y0, y1] d'une partie dense de V x H est
ponctuellement L2 - contrdlable en € au temps T, toute solution ¢ du probléme homogéne (2) nulle
sur ]0,T[ x S est identiquement nulle. Réciproquement, si toute solution ¢ du probléme
homogene (2) telle que ¢(t, &) s'annule identiquement sur ]0,T[ est la solution triviale ¢ = 0, alors
pour tout ( ¢0, ¢!)e V x H, on introduit la norme

3) p( 90, o1) ={ jl'o 62(t, &) dt }172,

ol ¢ est la solution de I'équation (2) avec données initiales ( $0, ¢1) . Comme au Chapitre 1 on
déduit alors de la méthode HUM de J.L.LIONS ([20, 21]) le

Théoréme 0.1. Un état donné [ y0, y!] € V x H est ponctuellement L2 - contrdlable en & au
temps T si, et seulement s'il existe une constante C 2 0 telle que

@ V(e oDe VxH, |y 00y1-61y0)dxl <Cp(0, o).

1.Formules explicites pour la corde vibrante a extrémités fixées.

Considérons donc le cas particulieérement simple du contrdle des oscillations d'une corde vibrante
de longueur n a extrémités fixées et posons Q = (0, w). En l'absence de contrdle, les petites
oscillations de la corde sont décrites par I'équation des ondes 2 une dimension

(5) Oy- =0 dans RxQ, $=0 sur R x0Q

Ici on a H = L(Q) et V = H13(€2). On va voir comment, méme dans ce cas trés simple, la notion
de controlabilité spectrale s'introduit assez naturellement a propos du controle ponctuel des
vibrations.

1.1. Controle ponctuel et contrdlabilité spectrale .

Désignons par D l'espace vectoriel des combinaisons linéaires finies des sin mx, me N. On va
établir le résultat suivant:
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Proposition 1.1. a) Soit EeQ fixé avec &/ ¢ Q. Pour tout T 2 2x et tout (y0,y!)e Dx D, il
existe h=h(t) e L%0,T) telle que supp(h) c [0, T] et tel que l'unique solution y de

Yit - Yxx = h(®) Sé(x) dans (0,T) x (0, m)

(6) y=0 sur [0,T] x {0, =}
y(0,x) =y0(x) dans (0, &)
¥(0,x) =yl(x) dans (0, m)

vérifie y(T, .) = y(T, .) = 0.

b) Ce résultat est optimal au sens suivant: pour toute suite {c,},.n de nombres > O tels que
c,—>+e°, on peut trouver Ee Q avec &/m ¢ Q et (y0,yl)e Vx H tels que

() 2 Cp {(J. y%(x) sin nx dx) 2 (I y'(x) sin nx dx)2 } < +oo
" 0 0

(ii) VT>0, il n'existe aucun h € L2(0,T) tel que supp(h) < [0, T] pour lequel I'unique
solution y de (1.2) vérifie y(T,.) =y(T,.)=0.

La Proposition 1.1 est une conséquence assez immédiate du résultat plus précis suivant qui se
démontre par des calculs élémentaires

Proposition 1.2. Soit Ee Q fixé avec &/m ¢ Q. On a alors les deux propriétés suivantes

i) l'espace des états (y%,y!) de V x H qui sont contrdlables en £ au moyen d'un h = h(t) € L2(0,T)
tel que supp(h) < [0, T] est indépendant de T 2 2x et caractérisé par la propriété:

1 2, 02 1.2
). —— {m(ypn) + (Ym) } < oo,
; sin’m& Ym "
avee
T T
(®) o, = %J yox) sinmx dx, yl = %f y!(x) sin mx dx.
0 0

ii) Lorsque T = 2, un contrdle h associé a tout état initial satisfaisant la condition ci-dessus est

donné explicitement par la formule

1 0 : 1
)] h(t) = ———— (myp, sin mt - y,cos mt).
; 2 sinmé " "
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11 s'agit alors de I'unique h = h(t) € L2(0, 2x ) solution du probléme si on impose la condition

2n
(10) h(t) dt = 0.
]

Démonstration de la Proposition 1.1. Il est clair que a) est un cas particulier du point 1) de la
Proposition 1.2. Le résulat d'optimalité b) découle aussi aisément du point i) de la Proposition 1.2
et du lemme élémentaire suivant

Lemme 1.3. Soit J un intervalle quelconque et {€(n)},cN une suite de réels > O tendant vers 0. On
peut toujours trouver un point § de J tel que

@ Eme Q
.. .. lsinngl .
(ll) hmmfn_mo{d—n)}—o

Remarque 1.4. Les formules de 1a Proposition 1.2 permettent de voir que si & est un "bon point
stratégique", par exemple Isin m&l = C/m¥, les états suffisamment réguliers sont L2-
contrdlables.Inversement l'assertion b) de la Proposition 1.1 implique que si § est un"trés mauvais"
point stratégique, il existe des €états (y0,y!) trés réguliers (par exemple analytiques) qui ne sont
pas controlables en £ au moyen d'un h = h(t) € L2(0,T) tel que supp(h) < [0, T).

Remarque 1.5 . lorsque T = 2x est remplacé par T = 2Nr , il suffit de remplacer le contrdle h
par hy = h/N. Ce contrdle est aussi celui fourni par la caractérisation variationnelle associée a la
méthode HUM. Lorque T # 2N, le contrdle h de la méthode HUM ne semble plus se calculer
aisément, et alors je ne sais plus rien de lui concernant, par exemple, sa régularité en fonction des
données du probléme.

1.2. Une formule explicite pour le contrdle interne.
Soit maintenant ® un ouvert quelconque inclus dans Q = (0, ) et posons. On sait (cf. par exemple

[5], Remark 1.3.3 ) que pour tout T > 2n et tout (y0,yl)e Vx H, il existe h =h(t, x) €
L2((0,T)x Q) telle que supp(h) < [0, T] x w et telle que l'unique solution y de
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Yu - Yxx = h(t, X) dans (0,T) x (0, ®)
(11) y=0 sur [0,T] x {0, «}

y(0,x) =y0(x) dans (0, m)

¥:(0,x) =y1(x) dans (0, m)

vérifie y(T, .) = y(T, .) = 0.
En adaptant la démonstration de la Proposition 1.2, on établit facilement la

Proposition 1.6. Lorsque T = 2n, un contrdle h = h(t, x) € L2((0, 2x )x ) associ€ 2 tout état
initial (y0,yl)e Vx H est donné explicitement par la formule

(12) h(t, x) = { Z —218,: (my?n sin mt - y,‘n cos mt ) sinmx } XoX)s

ol (y%,, yl,,) sont donnés par (1.4) et €, est défini pour tout m entier positif par

(13) €m = J sin®mx dx.
()]

Ce contrdle est aussi celui fourni par la caractérisation variationnelle associée a la méthode HUM.

1.3. Une réalisation possible du contrdle ponctuel.

Dans [22], il avait €té remarqué que le probléme du contrdle ponctuel des oscillations d'une corde
vibrante s'améliore considérablement si on accepte comme contrdle admissible un terme faisant
intervenir la dérivée de la masse de Dirac en €. En fait, comme nous allons le voir maintenant, il
est alors méme possible de calculer un controle valable pour tout état initial d'énergie finie.

Proposition 1.7. Soit £eQ quelconque. Pour tout T 2 21 et tout (y%,y!)e Vx H, il existe
une fonction h = h(t) € LZ(0,T) telle que supp(h) < [0, T] et une fonction He H(0,T) telles que
I'unique solution y de

Yie - Yax = h(®) Bg(x) + H(t)9, (8¢ (x)) dans (0,T) x (0, 7)
(14) y=0 sur [0,T] x {0, xt}
y(0,x) =y0(x) dans (0, n)

,(0,x) =y1(x) dans (0, m)
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vérifie y(T, .) = y(T, .) = 0. On peut méme choisir h = H' et en particulier h est alors d'intégrale
nulle. Lorsque T = 21, un contrble de la forme h(t) 8§(x) + H(t)ax(Sg(x)) associé a tout état initial
(y%y)e Vx H est donné explicitement par les formules

h(t) = -;T z ([-my® cos m& -yl sin mE] cos mt + [ my2 sin m& -y}, cos m&] sin mt }.
m

H(t) = %z {[-y% cos m& - m'yl sinm&] sin mt + [ -y%, sinm& + m''y}, cos mE] cosmt } .
m

Remarque 1.8. Par rapport a l'unique terme h(t) Sg(x) intervenant dans le probléme "classique "
de contrdle ponctuel, le terme supplémentaire H(t)ax(Sg(x)) apparaissant dans (14) est plus
singulier en x, mais plus régulier en t : il en résulte que la solution de (14) est encore dans la classe
C(0,T; H) n C1(0,T; V"). Mathématiquement l'addition de ce terme est donc satisfaisante.

2. Controlabilité spectrale ponctuelle pour une plaque rectangulaire.
2.1. Un préliminaire sur les sommes d'exponentielles.

Le point de départ est le lemme suivant qui est une simple variante hilbertienne d'un résultat
classique d'analyse harmonique (cf. e.g. [23, Theorem 8 p.129].)

Lemme 2.1. Soit I = (0, T) et {A,},cn une suite de réels . Supposons que les fonctions de la
forme _

idy ¢ e
(15) f(t) = z f e , I partie finie quelconque de N
ne sont pas denses dans L2(I). Alors, pour tout entier n il existe une constante C, telle que
T
(16) If ) < Cy{ fo If(t)2dt} 12, pour toute fonction f de la forme (15) avec neJ.
Démonstration. Si (16) n'est pas vérifiée pour un certain entier n, on peut trouver une suite de

fonctions {f P} de la forme (15) telles que fP I =1 et -[I IfP(x)|2dx — O lorsque p—+oo. La
constante 1 est donc limite dans L2(I) de fonctions g de la forme

Kyt e
a7n git) = Z g € , J partie finie quelconque de N - {n}
kel



28

avec: uk = A’k - 7\.,,.

En intégrant en t (et en prenant les € dans le bon ordre!) un nombre arbitrairement grand de fois, on
en déduit que les polyndmes en t sont également limites dans L2(I) de fonctions g de la forme (17).
Alors par Stone - Weierstrass, les fonctions g de la forme (17) sont denses dans L2(I), et on en
déduit la méme chose pour les fonctions de la forme (15).

2.2, Application 2 un modéle de plaques rectangulaires.

On considére d'abord le probléme homogene

(18) ¢"+A2¢=0 dans 10,T[xQ, ¢=A¢=0 sur [0,T] X 9Q

Q étant un rectangle de la forme (0, nt)x(0, L), avec (L/n)2 ¢ Q. Désignons par D l'espace
vectoriel des combinaisons linéaires finies des fonctions propres sin mx sin (nny /L), meN,
ne N. On a le résultat suivant:

Proposition 2.2. a) Soit &= ( §;,&,)eQ fixé avec &, /m ¢ Q , &, /L ¢ Q. Pour tout T >

(1/2)xL et tout (WO, yl)e Dx D, il existe h =h(t) € L2(0,T) telle que supp(h) < [0, T] et tel que
I'unique solution y de

Wy + A%y = h(t) 5e(x,y)  dans ]0,T[ x L,

(19) y=Ay=0 sur [0,T] x 0Q
y(0; x, y) = yO(x,y) dans Q
v, (0; x, y) = yi(x) dans Q

vérifie W(T, .) = y(T, .) =0.

b) Ce résultat est optimal au sens suivant: pour toute suite {C, n}neN, neN de nombres >0, on
peut trouver EeQ avec &, /Ime Q, &, /L & Q et (W0, y)e L2(Q)x LAL) tels que

m,n

® Y, cmal( j ¥ox, y) 9, ,(x y)dxdy ) 2+ (jw‘<x, 9) @, (x¥) dx dy)’} < 4o
0 0

(ii) Pour tout T > 0, il n'existe aucun h e L2(0,T) tel que supp(h) c [0, T] pour lequel
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'unique solution y de (19) vérifie y(T,.) = y(T,.) =0.

Démonstration.
a) Soit ¢ une solution de (18) tel que ¢(0) et ¢,(0) soient dans D et écrivons le développement de
¢(t, &) : on obtient une fonction de la forme (2.1) ol les Ay = + A, , sont les valeurs propres de

(-A) dans Hol(Q) et leurs opposés et les coefficients f, = f, , , font intervenir les moments des

données initiales multipliés par les réels non nuls sin m §; sin (nx &, /L) .On montre alors , en

utilisant la théorie de Beurling -Malliavin suivant S. Jaffard [13] que les fonctions de la forme

At . .
(15) f(t) = 2 f e , J partie finie quelconque de N

ne sont pas denses dans L2(I) pour | I 1> (1/2)rL.
Le résultat du lemme nous donne exactement ce qu'il faut pour conclure, puisqu'il implique que
toute paire de combinaisons linéaires finies de fonctions propres vérifie (4).

b) Méme raisonnement que pour les ondes a une dimension , basé sur le Lemme 1.3.

Remarque 2.3. Il serait sans doute intéressant de préciser davantage l'espace des états
controlables.

Remarque 2.4. Assez curicusement, l'estimation du temps de contrdle spectral ponctuel donnée
par la Proposition 2.1 est optimale. On a en effet la

Proposition 2.5. Si T < (1/2)nL , aucune combinaison linéaire finie non nulle de
fonctions propres n'est ponctuellement L2-contrdlable .

Démonstration. En effet il résulte du calcul de densité de S. Jaffard [13] que méme apres
suppression d'une sous-famille finie arbitraire, les fonctions de la forme (2.1) avec A, =+ A,
sont encore denses dans L2(0, T) et en particulier on peut alors approcher une combinaison linéaire
finie de fonctions de la forme exp(iiljt) par des C.L. des autres fonctions exp(iiljt)) [ En fait ici
on peut aussi utiliser le Théoréme 13 p.138 de [23] dont la démonstration est plus €lémentaire]. On
conclut alors facilement .
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2.3. Généralisation a certaines plaques "régulieres".
En appliquant les mémes principes que ci - dessus, on peut établir le résultat général suivant.

Théoréme 2.6. Soit Q un ouvert borné de R2 vérifiant la "formule de Weyl", supposons que
toutes les valeurs propres de (- A) dans H1,(Q2) soient simples et notons D 1'espace vectoriel des
combinaisons linéaires finies de fonctions propres . Soit enfin &= ( &;, &,)e Q un point qui ne
soit zéro d'aucune fonction propre. Pour tout T > (1/2)vol(R2), V( y9, y! )e Dx D, il existe
h =h(t) € L2(0,T) telle que supp(h) < [0, T] et tel que l'unique solution y de

Wy + A%y = h(t) 8e(x, y)  dans JO,T[ x L,

y=Ay=0 sur [0,T] x 9Q
y(0; x, y) = yO(x,y) dans Q
v (0; x, y) = yl(x) dans Q

vérifie W(T, .) = y(T, .) = 0.

Ce résultat est optimal: plus précisément si T < (1/2)vol(£2), aucune combinaison linéaire finie non
nulle de fonctions propres n'est ponctuellement L2-contrdlable .

Démonstration. Elle est analogue 2 celle de la proposition 2.2 et résulte du calcul effectué par S.
Jaffard [13] pour un ouvert borné quelconque de R? vérifiant la "formule de Weyl".

3. Un critére de controlabilité spectrale interne.

Soit Q un ouvert borné (ou une variété compacte sans bord) de RN et A un opérateur auto-adjoint
positif a résolvante compacte dans H = L%(Q2). On note {A;}1< j <+oo la suite croissante
(c'est - & - dire sans tenir compte de la multiplicité) des valeurs propres de A et on pose pour tout j

Fi={ue L2(Q), Au = Kju}

On a alors le résultat suivant
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Théoréme 3.1. On suppose que A a les propriétés suivantes
1) Pour tout j, les conditions: ue F; et u =0 sur un ouvert non vide impliquent u = 0.

2) Il existe Ty > O fini pour lequel les fonctions de la forme

ifAt -ifA ot
E{ujc‘/—’- tve ‘/_’ }, T partie finie de N - {0}
jel
ou les u; et v; sont des coefficients complexes ne sont pas denses dans L2(0,Ty; ©).

Désignons par D l'espace vectoriel engendré par les fonctions propres de A. Alors pour tout T >
Tg, et pour tout (y9, yl)e Dx D, il existe h e D ((0,T)xQ) tel que supp(h) < (0,T) x @ et pour
lequel I'unique solution y de

y"+Ay=h(,x) dans (0,T) xQ,
(20 y (0,x) =y %x) dans Q
y'0,x)=y(x) dans Q

vérifiey (T, .) =y'(T,.) =0.
En particulier, dans le cas des plaques vibrantes on obtient:

Corollaire 3.2. Soit Q un ouvert borné de R2 vérifiant la "formule de Weyl", et notons par D
l'espace vectoriel des combinaisons linéaires finies des fonctions propres de (- A) dans H!((Q).
Pour tout T > (1/2)vol(2), Vw ouvert non vide inclus dans €, et pour tous ( Y0, y! )e Dx D, il
existe h e D ((0,T)x€Q) tel que supp(h) < (0,T) x w et pour lequel 'unique solution y de

Yy + A2y = h(t, x, y) dans (0,T) X Q,
€2y y=Ay=0 sur [0,T] x 9Q

y(0; x, y) = yO(x,y) dans Q

Wi(0; x, y) = yl(x) dans Q

vérifie (T, .) = y(T, .) = 0.

Démonstration. Il est clair que la propriété 1) est satisfaite. 11 suffit donc de démontrer que 2) est
vérifiée pour tout T > (1/2)vol(Q2). Ceci a été établi par S. Jaffard [13] dans le cas ou les valeurs
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propres sont simples et Q vérifie la "formule de Weyl”, mais on peut vérifier (par exemple en
introduisant des "valeurs propres” supplémentaires toutes différentes pour tenir compte de la
multiplicité , ce qui rétablit la bonne densité de Beurling - Malliavin ) que le résultat reste valable
sans hypothese de simplicité des valeurs propres. Le reste est clair.

Remarque 3.3. Dans le cas du rectangle, S. Jaffard [12] a établi le résultat, en un sens plus fort,
de contrdlabilité exacte interne de tout état d'énergie finie, et ceci pour tout T > 0. Cependant ce
résultat ne semble pas donner immédiatement l'existence d'un controle C*= pour les états A un
nombre fini d'harmoniques. A

Cette théorie s'applique également au cas ol I'ouvert €2 est remplacé par une variété compacte sans
bord. On obtient par exemple le résultat suivant valable en toute dimension N 2 1.

Corollaire 3.4. Soit X la spheére unité de RN | et notons par (- Ag) 'opérateur de
Laplace-Beltrami sur Z et D l'espace vectoriel des combinaisons linéaires finies des fonctions
propres de (- Ay) . Pour tout T > 0, Yo ouvert non vide inclus dans Q, et pour tous ( Y0, y! )e Dx
D, il existe h € D ((0,T)xZ) tel que supp(h) < (0,T) x w et pour lequel I'unique solution y de

Wy +As?y = h(t, ©) dans (0,T) X I,

(22) y(0; 0) =y0( o) sur X
y,(0; 0) =vyl(0o) sur X

vérifie W(T, .) = y(T, .) = 0.

Démonstration. Il est clair que la propriété 1) est satisfaite. La propriété 2) est une conséquence
assez immédiate du fait que les inverses des valeurs propres positives de (- Ay ) sont sommables.
(cf. e.g. [23] , Theorem 15 p.139.)

Remarque 3.5. Il est assez raisonnable de conjecturer que la controlabilité spectrale interne pour
I'équation des plaques est possible pour les domaines généraux de dimension 2 et pour tout
T > 0. L'étude de cette conjecture et de problémes du méme type fera l'objet de travaux ultérieurs.
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