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RESUME . En 1989 le décodage des codes geométriques, ou “codes de GOPPA",
a beaucoup progresse grace aux idées de JUSTESSEN et al.. Tout d'abord
SEQROBOGATOV et VLADUTS ont donné un algorithme de décodage de
somplexité Om) qui corrigeait jusqu'a [(i*—‘ol—g)J erreurs, ol n est la longueur

du code, d* sa distance prévue et g le genre de la courbe. Ensuite PELLIKAAN a
b 3 Y
ameitore cet algorithme powr corriger jusqua [M | erreurs avec une

complexite O(n"”).; 11 a montré que cet algorithme est valable pour des codes
2ecmetriques construits & partir de courbes maximales, c'est a dire des courbes
dont le nombre de points rationnels sur le corps atteind la borne supérieure de
WEIL. Enfin VLADUTS a donné une classe plus large de courtes pour lesquelles
I'slgorithme est appliquable. Dans ce rapport nous exposons les améliorations
successives du décodage en commengant par les idées de JUSTESSEN et al. qui
sont en fat une genéralisation du décodage des codes de REED-SOLOMON.

ABSTRACT: During the year 1989, the decoding for geometric codes, "GOPPA
Codes”, has been deeply improved thanks to JUSTESSEN et al ideas. First
SKQROBOGATOY and YLADUTS gave a decoding algorithm with complexity
v'.'_:l(n3) which corrects up to [(Q,_PI_S)J errors, where n is the word length of the

code, 4* 1ts designed distance and g the genus of the curve. After that PELLIKAAN
improved the algorithm to correct up to [-@:Z—llj errors with complexity O(n‘*) , he

showed that the algorithm 1s avatlable for codes on maxinal curves, that is curves
for which the number of rattonal points on the field attains the WEIL upper-bound.
Last YLADUTS gave a larger class of curves for which the algorithm 15 available.
In this report the successive improvements of the decoding are exposed, beginning
with JUSTESSEN et al. 1deas which are in fact a generalisation of the decoding for
KEED-SOLOMON Codes.
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A-DEFINITION D'UN AG-CODE:
Dans la suite nous emploierons les notations suivantes :

p nombre premier, e un entier; q=p®; K=GF(q); K une cloture
algébrique de K;
X une courbe projective lisse, définie et absolument irréductible

sur K ( c'est a dire irréductible sur K ); g le genre de X;

X(K) l'ensemble des points rationnels de X sur K;

K(X) le corps des fonctions rationnelles sur X; si f est un élément
de K(X) on notera (f) le diviseur qu'elle définit sur X; un tel diviseur
' (f) est dit principal. Un diviseur rationnel sur la courbe est de la forme :

n

D= 2 n;p; ou les pj sont des places rationnelles de X et les nj des
i=1
entiers presque tous nuls; un diviseur est dit effectif si tous les n; sont

n
positifs; le degré du diviseur D est égal 2 D= 2 nj;
i=1

si D est un diviseur sur X on note:
L(D)=(feK(X) / (f) 2 -D}U{0};
L(D) est un espace vectoriel sur K dont la dimension 1(D) est donnée
par le théoréme de RIEMANN-ROCH;

Q(X) l'espace vectoriel des formes différentielles définies sur X;
on peut définir le diviseur (®) associé a un élément ® de Q(X). Si D est
un diviseur sur X on pose: Q(D)={we Q(X) / (0)=D}uU{0}: c'est un
espace vectoriel isomorphe a L(KK-D) ou K est la classe canonique;

si C est une courbe plane définie sur K, son équation est :
¢(x,y,z)=0 ol ¢ est un polyndme homogéne de degré m (¢ est une
forme);

enfin rappelons le théor¢eme de RIEMANN-ROCH dans la forme

ou nous l'utiliserons le plus souvent par la suite:

THEOREME DE RIEMANN-ROCH:

Soit D un diviseur de degré a sur une courbe projective lisse X de genre
g;ona: I(D)=a-g+1+1(K-D)

ot K est la classe canonique de X; si le diviseur D est non spécial, c'est a
dire si: a>2g-2, alors: I(D)=a-g+1.



Le code C(X,p,D) :
Soit X une courbe projective lisse, définie et absolument irréductible

sur K de genre g; on considére deux diviseurs p et D tels que:
p=Pi+...+ P, ou les P; sont n points distincts de X(K);

D un diviseur effectif de X de degré a tel que: 2g-2<a<n;

les supports de p et D sont disjoints;
soit l'application : evy : L(D) » Kn, evp(f)=( f(P1)s-...., £(Pp) );
alors ;: Cy,=Im( evp) .

Les parameétres de Cj, sont :
*n(Cp)=n
* k( C, )=1(D)= a-g+1 d'aprés le théoreme de RIEMANN-

ROCH
*d(CL)=na.

Le code Cq(X,p,D) :

Soit X une courbe projective lisse, définie et absolument irréductible

sur K de genre g;
p=Pi+...+ P, ol les P; sont n points distincts de X(K);

D un diviseur rationnel effectif de X de degré a tel que:
2g-2<a<n+2g-2; D est donc non spécial;

les supports de p et D sont disjoints;
soit l'application: resp: Q(p-D) - Kn, resp(a))=( res(Py,m),..... ,
res(Py,m));

alors : Co=Im( resp) .

Les paramétres de Cg, sont :
* l'l( CQ) =n
*k( Cqo) = n-I(D)= n-a+g-1
*d( Cq) 2 d* = a-2g+2 ; d* est la distance prévue de Cg,.

Remarquons tout de suite que si g=0, le code Cg, est MDS; en effet,
en vertu de la borne de Singleton valable pour tout code C: dC< nC-kC+1,
on a nécessairement: d(Cq)=d*=a+2=n(Cq)-k(Cq)+1. Si Cq est un code
elliptique (g=1), la borne de Singleton implique d(Cq= d* ou d* +1; dans

le deuxi¢me cas le code est MDS. Toutefois Katsman et Tsfasman [K-T]
ont montré que "le plus souvent” la distance du code Cq €tait égale a la

distance prévue.



Si le diviseur D est de degré a tel que: 2g-2<a<n, le code Cg, est le

dual de Cp. Il s'ensuit que la matrice génératrice G de Cp est la
matrice de contrdle de Cq. La matrice G est obtenue de la fagon suivante :

on construit une base de l'espace L(D) (cf. par exemple [LB-R] ),
{fs,...fs-1} » ot s=1(D); alors Q:Ilfi(Pj)ll .
Nous donnerons dans la suite 'algorithme de décodage du code Cq,.

B-CODES DE REED-SOLOMON:
1-DEFINITION:

Soient q=p€, n=q-1,d<n; o une racine primitive niéme de 1 dans
K=GF(q).
Le code de REED-S((?IIJOMON C est le code cyclique engendré

par le polyndme : g(x)= I_Il(x-ai); a un mot ¢ de C on associe le
1=

polynéme : c(x)=cg+cix+....+cn 1xP-1 | si g=(cq,cq,....4¢qH.1). Les
paramétres du code sont [n,k=n-d+1,d] et le code est MDS. La matrice de
contréle du code C est:

2 (n-1)
1 o o o
2 4 2(n-1)
1 o a . a
el o
d-1) 2(d-1) d-1)(n-1)
1 o o . O

2-LES RS-CODES SONT DES AG-CODES:

Les notations étant celles de 1- , le RS-code C est un AG-code associé a:
-la courbe X=P1(K): c'est a dire la droite projective définie sur K;
c'est donc une courbe lisse de genre g=0;
-le diviseur p=P;+...4+P, , ol P; est le point de coordonnées (odi-1,1);
-le diviseur D=(d-2)Ps , 0l P est le point de coordonnées (1,0).
Les paramétres du AG-code Cq associé a X,p,D sont: [n,n-d+1,d].
Une base de L(D) est: {1,x,x2,...,xd-2}; la matrice de contrdle H de Cq



s'obtient en divisant toutes les lignes de la matrice H précédente par sa
premiére ligne.

3-ALGORITHME DE DECODAGE DES RS-CODES [Pt]:

Supposons que le nombre maximum t d'erreurs commises lors de la
transmission d'un mot du code C soit tel que: t< [ ( d*-1)/2] ( Udésignant
la partie entiére).

Si w=(W1,...,wp) est un mot re¢u on a: w=c+e ol ce C et wt(e)< t;

les étapes du décodage sont les suivantes:

étape 1: calcul du syndrome:
S=wHT=¢e HT=(S1,...,.84.1);

étape 2: calcul du polynéme localisateur d'erreurs:

soit 0=(0¢,0¢.1,--.-,01,1) et S la matrice :

Sl coe SH'I
S= Sy« Suz
S[ . S2t

on consideére le systeme de t équations:
(A): S oT=0;

soit u le nombre maximum d'équations linéairement indépendantes de (A):
u est le nombre de positions d'erreurs commises lors de la transmission.
On pose Gy41=....= 6=0, et on cherche 6=(6y,0,.1,....,01,1) solution des
u premicres équations de (A). Le polynéme localisateur d'erreurs est:

o(x)=(-1)"oy +....- oxu-l4+xu,
Remarque: on connait le nombre exact d'erreurs commises ce qui ne sera
pas le cas pour le décodage des A-G-codes dans le cas général.



étape 3: recherche des positions des erreurs:

I'ensemble I(e)={i,0<i<n-1 / o(ai)=0} est l'ensemble des positions
d'erreurs, et on a: card I(e)=u. Les positions des erreurs se trouvent donc
en cherchant les zéros de ¢ dans k.

étape 4: valeurs des erreurs:

les erreurs ej , pour je I(e) sont solutions du systeme d'équations:

B) Sj= 2 Zj(od')i , pour i=1,...,u.
jeI(e)

C-DECODAGE DES CODES DE JUSTESEN ET AL.:

Les codes géométriques introduits dans l'article [Ju] sont un peu
différents des AG-codes classiques.

1-DEFINITION:

X est une courbe plane lisse définie sur K, F=0 est 1'équation de X,
ou F est une forme de degré m. Le genre de X est donc égal a:

g= (m-1)m-2)/2;

p=P1+...+P, ,ou les P; sont des points distincts de X(K): P;=(1,y;,z;);

j est un entier tel que: n>mj et j2m-2 @)K

Vi=(fek[x,y,z] / f forme de degré j} U {0};

valp: Vj = kI, valp(D=( {(Py),....., f{(Pp) ).

Alors on pose: Ci(j)=Im valy ; le code C(j) ainsi défini a les

parametres suivants:
*n(Cp)=n

jm+2

*K(C)= 2] = mi-ge1

*d (Cp= n-m,j.

j+2
2




On considere le code dual C(j) de C(j). Les paramétres de C=C(j)

sont:

* n(C)=n

* k(C)=n-mj+g-1

* d (C)= d*=mj-2g+2 ; d* est la distance prévue.

Remarque 1: les codes C(j) sont des AG-codes Cy, associés a la courbe
X, le diviseur p et un diviseur D ainsi défini:on choisit un €lément f( de V;
tel que: fo(P;)#0 pour tout i=1,..,n. On pose: D=(fp). On a: degré
D=mj=a; les supports de D et p sont bien disjoints. Précisons que le
diviseur associé a une forme est effectif.
11 est alors facile de montrer que les codes Cy(j) et Cp.(X,p,D) sont
isomorphes. Les conditions (J) sont alors équivalentes a:
n>mj < n>deg D
j2m+2 & deg D >2g-2
les AG-codes C; (X,p,D) et Co(X,p,D) sont duaux 1'un de I'autre, donc
le code C défini précédemment est un AG-code de type Cq; la deuxiéme

condition signifie que le diviseur D est non spécial. Les paramétres de C
que nous avons donnés sont un cas particulier des paramétres d'un code
Ca.

Dans la suite nous poserons: k(j)=mj-g+1 pour tout entier
j>0; dans le cas ou: j>m-2, l'entier k(j) est €gal a 1(D) pour un diviseur
effectif non spécial D de X: D=(f) ou fe Vj.

Comme 1'application val(p) utilise la valeur des formes f de V(j)
en des points P; ayant 1 pour premiere coordonnée , on considére les

mondmes en les indéterminées y et z, de degré inférieur ou égal a j :
f; k(y,z)=yizK, pour i+ks;j;
on ordonne ces mondmes de la fagon suivante:
fi k< fir k' & itk<i+k' ou [i+k=i'+k’ et i>i'];

On pose alors: 1=1(i,k) ou: fj=f; x pour 1=0,...,s-1.

La matrice de contréle du code C est:

H=lIf(P)I ol 0<i<(s-1) et 1k<n.



JUSTESEN et Al. donne un algorithme de décodage pour le code C:

THEOREME 1: Si I'entier j vérifie (J) et si la condition suivante est
vraie:
il existe un entier h>0 tel que :
(7)) : | t+1<k(h)> d*-g-t
et m-2<h<j-m+2

alors il existe un algorithme de décodage de C qui corrige t erreurs.

Remarque 2: la premiere inégalit€ de (J1) implique: 2t+1< d*-g; on

peut donc corriger jusqu'a L. d*-g-l)/2_] erreurs,mais on n'obtient pas en

général un décodage "maximum", c'est a dire jusqu'a L( d*-1)/2] erreurs.

La deuxi¢me inégalité implique qu'on peut associer a h et a (j-h) des

diviseurs effectifs non spéciaux, comme on I'a vu dans la remarque 1.
Exposons maintenant 1'algorithme de décodage du code C:

2-ALGORITHME:

On suppose que les conditions (J) et (J;) sont vérifiées. Si w est un
mot regu on a: w=c+¢ ol ce C et wt(e)< t; les étapes du décodage sont :

étape 1: calcul du syndrome:

S=w HT=(Sp,..,S5.1);

étape 2: calcul du polynéme localisateur d'erreurs:

on pose: h= (h;2)= nombre de mondmes de degré au plus h;

h'=j-h et h'= (h +2

2 )= nombre de mondmes de degré au plus h';

si i= 1(l,r) , on pose: S ;=S; et on considére la matrice:
S=llaj Il pour 1=0,...,h'-1, r=0,...,h-1
avec: ay ;=S| +rq,ly+ry OW: t(11.10)=l1 et t(ry,rp)=r;



on cherche 0=(0(,01,....,0p-1) solution du systeéme a h' équations:
(Ap):S oT=0;
on choisit g de telle sorte que si on pose:
Oab= Or(a,b) POUr 7(a,b)e {0,....h-1}, le polyndme:
o(y,2)=Z O, y2z0 soit de degré minimum en z et non divisible
par F(1,y,z), F étant I'équation de la courbe X; remarquons que le degré
de o est inférieur ou égal a h.

étape 3: recherche des positions d'erreurs possibles:

I'ensemble I(e)={r,1<r<n / 6(y..z;)=0} est l'ensemble des positions
d'erreurs possibles; les positions d'erreurs possibles correspondent aux
points P,=(1,y,z;), pour r décrivant I(e). Soit: u=card I(e); on a bien

slr: ut.
étape 4. valeurs des erreurs:

les erreurs e, , pour re I(e) sont solutions du systeme d'équations:

(By) Si= 2 eryizk ,pourtout I=1(ik) , 1=0,...,s-1.
re I(e)

3-EXEMPLE:

Nous allons donner un exemple tiré de l'article de Justesen et AL.
dans lequel on peut en utilisant des propriétés géométriques améliorer la
capacité de l'algorithme jusqu'a obtenir un décodage maximum. Soient:

K=GF(8)

X est la quartique de KLEIN d'équation: F(x,y,z)=x3y+y3z+z3x=0;
c'est une courbe plane lisse de degré m=4 et donc de genre g=3. La
courbe X a 24 points rationnels sur k: (1,0,0);(0,1,0);(0,0,1), et 21 points
de la forme:

(1,B,y), ot B décrit K* et y est une des trois racines de: z3+33z+p=0.
p=P1+...P27 oules P; sont les 22 points de X(K) dont la premicre
coordonnée est égale a 1.

j=3 ; j vérifie bien la condition (J).

On obtient un code C(3) dont les parameétres sont [22,12,8]; dans ce
cas la distance du code est égale a la distance prévue. Un décodage
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maximum doit décoder 3 erreurs or la capacité de l'algorithme précédent

est:
t < l_( d*-g-l)/ZJ = 2 et la condition (J1) n'est satisfaite pour

aucun nombre h. Pourtant on peut corriger 3 erreurs.
On considére la base de V(3) formée des 10 mondmes de degré
inférieur ou égal a 3:

1 y Z y2 yz 22 y3 yZZ yz2 23
0,00 (1,0) (O,1) (2,0) (1,1) (0,2) 3,0) (2,1) (1,2) (0,3) :(i,k)
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 :l=1(ik)

Soit: h=2 donc: h=6 et: h'=j-h=1 donc: h'=3. Existe-t-il un
polynéme localisateur d'erreurs o:
6(y,2)=2 G,py?z? pour 1(a,b)=0,...,(h-1)=5 ?
Supposons que 3 erreurs soient commises:
si les points correspondants aux 3 erreurs sont alignés sur la droite
d'équation:
Fo(Ly.z)= 610y + 0012 + 000=0 ;
on prend comme polynéme localisateur d'erreurs:
o(y,2)= Fo(1.y.2);
et on cherche une solution: 6=(5((,51(,501.0,0,0) du systéme:S cT=0 qui

S00S10501 || 900] [0
S10S20811 |} o10| =] 0
So1S1S02 ||oy;| LO

si les points ne sont pas alignés, il existe une conique qui passe par
les trois points et d'équation affine :

s'écrit;

Fo(1,y,2)=y2+610y + 001Z + 600=0 ;
on peut donc trouver un polyndme localisateur d'erreurs G tel que:

o(y,z)= Fo(l,y,2);
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on cherche une solution: 6=(6¢0,510,501-1,0,0) du systeme:S o T=0:

Coo

G0
S00510501 S20 511502 o
S10S20511S30821S12{] 1 =0

1
S01511802821812803 |} ¢
0

ce systéme se ramene au suivant:

So0S10501 {|%00] [S20
S10520511 [} o101=1 5130

So1S11502 [|og;| |S21

si o désigne une racine de: x3+x+1=0 et si on a par exemple:

S0=S00=0%; S1=S10=0; S2=S01=06; 83=820=06; §4=51=01; S5=Spp=ar5;
S6=530=015; S7=51=0; Sg=S1=05; Sg=Sp3=02;

le polyndme évaluateur d'erreurs est égal a: 6(y,z)= y2+ a2y + o5z ; les
positions d'erreurs possibles correspondent aux 5 points :

(1,0,0);(1,1,00);(1,0,,1);(1,03,03);(1,04,1);

on remplace les coordonnées de ces points dans le systeme (Bj) et on le
résoud: on trouve une solution unique: e;=1; ep=02; €3=0; e4=a; €5=0.

Dans tous les exemples traités, les auteurs de [Ju] adaptent
l'algorithme de fagon a corriger | ( d*-1)/2] erreurs mais ils ne peuvent
pas justifier cette capacité de correction de fagon théorique.

4-REMARQUE SUR L'ALGORITHME DE [Ju]:

Les auteurs ne considerent que des courbes planes lisses et ne
conservent que les points rationnels ayant la premiere coordonnée égale a
1. Cette situation a été généralisée par [S-V] a des courbes projectives et a
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des diviseurs quelconques; toutefois on retrouve dans le travail de [S-V] la
méme limitation sur la capacité de l'algorithme.

Dans la suite nous appellerons décodage "maximum" un décodage
qui corrige L( d*-1)/2] erreurs ol d* est la distance prévue du code.

D-DECODAGE DES AG-CODES ([S-V]:

1-DEFINITION:

On se place dans la situation dun AG-code Cq, associé a :

-une courbe projective lisse X définie et absolument irréductible sur
K, de genre g,

- un diviseur p =P, +...+P,,, P,n points distincts de X(K)

-un diviseur effectif D de degré a tel que : 2g-2<a<n+g-1 } (A-G)

- les supports de p et D sont disjoints.

Rappelons enfin que les parametres de Cg sont :

*n(Cqo)=n
*k( Cq) = n-a+g-1
* d(Cq ) =2 d*= a-2g+2 ; d* est la distance prévue de Cq.

base de L(D): s=1(D)=a-g+1. Les auteurs prouvent le résultat suivant:

La matrice de contrdle de Cg est: H=Ilfi(Pj)II ou {fp,....fs-1} est une

THEOREME 3 [S-V] : Si l'entier a vérifie la condition (A-G) et si la
condition suivante est vérifiée:

ilexiste undiviseur rationnel effectif F de X tel que:
degF=b;suppF csuppD

I(F)>t

a-b > t+2g-2

(S-Vy

alors il existe un algorithme de décodage de Cq qui corrige t erreurs.
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Remarque 3: on peut réécrire les inégalités de (S-V1) sous la forme:

b-g+I(K-F) >t
d* -b >t+1

on a donc: 2t+1< d*-g+1(K-F) et si F est non spécial (ce qui n'est pas
exigé) : 2t+1< d*-g ; l'inégalité: a-b > t+2g-2 implique par contre que le
diviseur D-F doit étre non spécial.

Le décodage du code est la généralisation du décodage de [Ju]; avant
de l'exposer, faisons la remarque suivante:

soit w un élément de Kn; si f est un élément de L(D) on définit le

n
syndrome de w associé a f : S(w,f)= 21 Wj f(Pj); on a alors bien siir:
J:

we Cq si et seulement si : S;=S(w,f;)=0 pour tout i=0,..,(s-1);
d'autre part, si on note {go,...g]-1} une base de L(F) et {hg,...,h;.1} une
base de L(D-F) alors higj est un élément de L(D) pour tous i et j; on
posera alors: Sij(ﬂ) =S(w, higj ).

L'algorithme de décodage du code Cq est le suivant:

2-ALGORITHME:

On suppose que les conditions (A-G) et (S-V1) sont vérifiées. Si w
est un mot regu on a: w=c+e ou ce Cq et wt(e)< t; les étapes du décodage

sont :
étape 1: calcul du syndréme:
S= (Sg--95-1) 0U Si=S(w,f});
étape 2: calcul de la fonction localisatrice d'erreurs:

On cherche ¢=(6(,61,....,0].1) solution non triviale du systéme :
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1-1

(A): ;0 Sij(w) 0'j=0 pour i=0,..,(r-1);
J_

on peut bien siir écrire ce systéme sous forme matricielle en utilisant les
matrices: H'=llgi(P)li de type 1xn et H"=lIhj(P)ll de type rxn.La fonction

localisatrice d'erreurs est 1'é1ément gg de L(F):
1-1
go= ZGi &gi
i=0
étape 3: recherche des positions d'erreurs possibles:

I'ensemble I(e)={k,1<k<n / go(Py)=0} est l'ensemble des positions
d'erreurs possibles; les erreurs possibles correspondent aux points Py pour
k décrivant I(e). Soit: u =card I(e); on a bien siir: u>t.

étape 4: valeurs des erreurs:

les erreurs ey , pour ke I(e) sont solutions du syst¢eme d'équations:

B) S;= Z ex fi(Px) , pour toutl, 1=0,...,s-1.

kel(e)
la complexité de 1'algorithme est : O(n3).

3-CAPACITE DE L'ALGORITHME:

Sott: t(Cq)= MaxF Inf {I(F),a-b-2g+2} -1 , ol le Max est pris sur

tous les diviseurs effectifs F de degré b dont le support est inclus dans le
support de D et qui vérifie les conditions (A-G); alors l'algorithme de
décodage décode t erreurs pour tout t tel que: t<t(Cgq)

cas particulier: soit D=aQ ou Q est un point de X(K) n'appartenant pas
au support de p (i.e. distinct des P; , i=1,..,n); on a alors:
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t(Co)= L(a-3g+1)/2) =L ( d*-g-1)12];
si donc: g=0 ou g=1 et d* est impair on a: t(CQ)=|_( d*-1)/2 .

Pour un tel diviseur D, V. Yu. Kratchkovskii [K] donne une
amélioration de 1'algorithme que nous allons maintenant exposer.

4-LE CAS PARTICULIER: D=aQ , [K] :

4-1-EXISTENCE DE L'ALGORITHME:

On se propose de décoder le code Cg défini comme dans le §1

précédent . L'amélioration viendra de ce qu'il est possible, par la forme
particuliere du diviseur D, de définir un ordre sur les éléments d'une base
de L(D) généralisant 1'ordre canonique de la base polynomiale des codes
de R-S.

On notera comme précédemment;

=l(D)=a-g+1
d* =a-2g+2 la distance prévue;

si f est un élément de L(D)=L(aQ), f a un unique pdle en Q et on notera
vQ(f) T'ordre (positif) de f en ce pdle. On construit une base de L(D):
{fo,..-.fs-1} par récurrence et de telle sorte que:

vo(fo)< vo(f< ... < vo(fs.1);
si s(i) est 'ordre du (i+1)-i€me élément f; de la base , on a :
fie L(s(1)Q) et 1(s(1)Q)=i+1;
d'ou d'aprés le théoréme de Riemann-Roch: s(i)=i+g-1(K-s(i)Q);

H=ll fj(P;) Il est 1a matrice de controle du code Cg, .
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THEOREME 3: Si l'entier a vérifie la condition (A-G) et si la
condition suivante est vérifiée:
ilexiste deux entiersmet m'tels que

mz=t
(K m+m' <d*-1

mt+g
alors il existe un algorithme de décodage de Cg qui corrige t

erreurs.

Remarque 4: les inégalités (K) donne la capacité de correction suivante:
2t+1< d*-g. Montrons que les conditions (K;) sont équivalentes aux
conditions (S-V1). Supposons m et m' vérifiant (K1) et posons: s(m)=b et
F=bQ); alors 1(F)=m+1; par suite: m 2t équivaut a 1(F)>t.

De plus: b=m+g-1(K-s(m)Q) implique: a-b > a-m-g;
la condition: m+m's d*-1 peut s'écrire: m+m'< a-2g+1;
d'ou: a-m2> 2g-1+m’ et comme: m' 2t+g, on a:

a-m 2 3g-1+t ; par suite: a-b 2 t+2g-1 ou encore: a-b >t+2g-2.

Exposons maintenant I'algorithme de décodage du code Cq:

4-2-ALGORITHME:

On suppose que les conditions (A-G) et (K1) sont vérifiées. Si w est
un mot regu on a: w=c+e ou ce Cq et wt(e)< t; les étapes du décodage

sont:

étape 1: calcul du syndréme:
S= E HT=(SO9N9SS-1);

étape 2: calcul de la fonction localisatrice d'erreurs:

n
on pose: Sjj= 1;—:1 wy fi(Pfj(Pk) et on considere la matrice :
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_S_=IISij(y)II pour i=0,..,m'-1 et j=0,..,m ;

cette matrice peut étre calculée de la fagon suivante:

soient les matrices: H'=lIf;(P)ll pour i=0,..,m'-1 et k=1,..,
et _P_I"=llfj(Pk)H pour j=0,..,m et k=1,...n

et la matrice diagonale:

[ w, 0 0 ... 0
diag@@_: O W2 O ...... O
0 0 0 ... w,

alors: S= H' diag(w) H'T.

On cherche 6=(6(,01,....,0p) solution non triviale du systeme :
(A):S ¢T=0;

F étant le diviseur défini dans la remarque 4, la fonction
localisatrice d'erreurs est I'élément gg de L(F):

m
o= Z o fi;
1=0

étape 3: recherche des positions d'erreurs possibles:

I'ensemble I(e)={k,1<k<n / go5(Py)=0} est l'ensemble des positions
d'erreurs possibles; les erreurs possibles correspondent aux points Py pour
k décrivant I(e). Soit: u=card I(e)=t et posons I(e)={k1,ko,....ky}-

étape 4: valeurs des erreurs:

Considérons la matrice: Ey=IAjjll pour i=1,..,u et j=1,...n et olt 7Vij=1 si
j=k; et 0 sinon. On en déduit la matrice Hy, = H E, T dont les colonnes sont

celles de H qui correspondent aux positions des erreurs. On cherche une
solution z=(zy,..,zy) du systeme:

@) S= Ly LT;
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alors le vecteur erreur est: e= z E,.

la complexité de I'algorithme est : o(t3).

4-3-CAPACITE DE L'ALGORITHME:

On a vu que, si les conditions (K;) étaient remplies, le nombre
maximum t d'erreurs corrigées vérifiait: 2t+1< d*-g ou encore:

2t+g < d*-1=s-g.

On ne peut donc pas avoir un décodage "maximum"; toutefois, si
s>3g, on obtient la correction "maximum" dans l'étape 4. En effet la
fonction localisatrice d'erreurs g est un élément de L(s(m)Q); elle a donc

un pole en Q d'ordre au plus s(m) donc au plus s(m) zéros avec:
s(m)= m+g-1(K-s(m)Q)< m+g.

Il y a donc au plus (m+g)-positions d'erreurs. Les u erreurs ou
u< m+g , seront corrigées si: rang(Hy)=u ce qui est équivalent a: u < s-g;
une condition suffisante est donc: m+g < s-g soit encore: m < s-2g. En
prenant m=t on a: 2t< 2s-4g et comme d*-1=s-g on en déduit:

2t- d* +1< s-3g;

si donc: s 2 3g on pourra décoder, dans 1'étape 4 , un nombre d' erreurs t
tel que: 2t+1= d*.

Remarque 5: Si on choisit une solution ¢ de (A) telle que le polynéme:

60+061z+...+Gy,zM soit de degré minimum, on restreind le
nombre de zéros de gg.

E-DECODAGE "MAXIMUM" :
Les conditions (S-V1) : I(F) > t et a-b > t+2g-2 implique:

U< d* -1-g+1(K-F).
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Une premiére fagon d'améliorer la capacité de décodage de
l'algorithme est donc de trouver un diviseur F pour lequel 1(K-F) n'est
pas nul (et au mieux égal a g); c'est ce qui est fait dans l'article [S-V].

Une deuxiéme fagon, et c'est ce que fait Pellikaan [P1], consiste a
appliquer l'algorithme plusieurs fois pour différents diviseurs Fj bien
choisis; c'est ce qui est montré dans [P1] pour des courbes maximales et
dans [V] dans un cas plus général. Il est prouvé qu'on peut décoder jusqu'a
| (d*-1)/2-erreurs mais l'algorithme n'est pas effectif sauf si g=1. Pour
exposer les résultats de ces articles nous avons besoin de quelques
définitions et notations supplémentaires.

1-DEFINITIONS :

Si G est un ensemble et 1 un entier, 122, on notera Glle produit
cartésien de 1 exemplaires de G;

soit X une courbe projective lisse définie et absolument irréductible
sur GF(q) de genre g on pose :

Dy={D/D diviseur rationnel effectif de X, de degré k} et ¢y =# Dy;
Si on considére le polyndme: Z(X,T)= 2 c Tk
k=0

alors la fonction Zéta de la courbe X est telle que: L(X,s)= Z(X,qS);

le groupe de Picard de X , Pic(X), est le groupe abélien de tous
les diviseurs de X modulo les diviseurs principaux ; si D est un diviseur,
on note [D] sa classe dans Pic(X) ;

la jacobienne de X, Jac(X) est le sous groupe de Pic(X) des
diviseurs de degré O modulo les diviseurs principaux et on posera:
h=#Jac(X) .
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On a de plus:
2g

Z(X,T)= P(T) (1-T)-1 (1qT)-1 , 0t : P(T) = Z;,) p;Ti

-1= i° i -1
cg-1=( P i=01@)/((1 )

i=g+

2g g
h=P(1)= 2 p; = 11(1-ap1- o)
i=0 i=1
ou ¢ et &1 sont complexes conjugués de module égal a Vq;
si K=GF(q) et Nq=#X(K), on a la borne de Weil :
INg-g-1I< 2gVq ;

si q est un carré, on dira qu'une courbe X est maximale si son nombre de
points rationnels Nq sur GF(q) atteind la borne supérieure de l'inégalité de

Weil:

Nq=q+1+2g\/q.

2-EXISTENCE DE L'ALGORITHME:

THEOREME 4 [P1]: Soit g23 et Cq(p,D) un A-G-code ou a=deg(D) est
tel que: 4g-1< a < n+2g-2; si la condition suivante est vérifiée:

' (P) il existe un nombre c, ¢>1, indépendant de la courbe
X,telque:h2ccg

alors il existe un algorithme de complexité en temps O(n%) et de

complexité en espace O(n3) qui corrige jusqu'a t*=| ( d*-1)/2]-erreurs.

Le corollaire suivant donne un exemple des courbes pour laquelle la
condition du théoréme 4 est remplie:
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THEOREME 5 [PIl]: Si g=3 et si X est une courbe maximale la
condition (P) est vérifiée pour c= q-1 et il existe un décodage
"maximum".

S. G. Vladut a ensuite prouvé que la condition (P) était vraie pour
une classe plus générale de courbes projectives:

THEOREME 6 [V] : La condition (P) est vraie pour c=(q-1)/2 dans les
cas suivants:

* q=237

* q216 et le genre de X est suffisamment grand.

Dans le paragraphe suivant nous allons donner les grandes lignes de
la démonstration du théoréme 4.

3- INDICATIONS SUR LA PREUVE DE TH.4:

Nous reprenons les notations et les résultats de [P1]; la proposition 7
prouve l'existence d'une fonction localisatrice d'erreurs; nous avons repris
la démonstration de Pellikaan pour montrer comment il a pu ensuite
améliorer la capacité de décodage de 1'algorithme.

Si V est un K-espace vectoriel, on notera V* son dual, c'est a dire
I'espace vectoriel sur K des applications linéaires de V dans K.

Si w est un mot de K1, on définit son syndrome S(w,f) pour tout

élément f de L(D) comme on I'a fait dans la remarque 3. F étant un
diviseur de support disjoint de {Py,...,Pp}, on définit de plus

I'application localisatrice d'erreurs Ey par:

Ew: L(F) » L(ID-F)* ; Ew()=[h — S(w,fh)]
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il est clair que si: _v1=g+t-_e_ , alors: EW_=E§ et si Qy,...,Q; sont les positions

d'erreurs, alors L(F - ZQJ-) est un sous espace vectoriel de Ker Ey,. On a
j=1 o
la proposition suivante qui reprend les conditions (S-V1):

PROPOSITION 7:
t
1) si t< I(F) on a : L(F - 2Q)) # {0}
j=1
2) si deg(D-F)> t+2g-2 on a : Ker Ey, = L(F-Zj=1, .t Qj).

t

preuve: 1) dire qu'un élément f de L(F) appartient en fait a L(F- ZQJ-),
J=1
c'est dire que f a un zéro en chacun des points Qj; ceci se traduit par t
t

conditions linéaires indépendantes et comme t<I(F),L(F - ZQj) n'est pas
=1
réduit a {0}.

2) le théoréme de Riemann-Roch appliqué a L(D-F) donne:

1(D-F)= deg(D-F)-g+1, puisque le diviseur D-F est non spécial;
on a donc: I(D-F)> t+g-1, d'ou 1(D-F)2t.

Il s'ensuit que 1'application:

6(F,Q) : L(D-F) — Kt h — (h(Qp),....n(QY)
t

est surjective; de plus le noyau de ¢(F,Q) est égal a L(F - ZQJ-).
. j=1
Pour tout j, j=1,..t, soit h; un élément de L(D-F) tel que:
¢(F,Q)(hj)=(0,..,1,..,0) (1 a la j-ieme coordonnée) et posons:
Pij‘: QJ ’
alors si f est un élément de ker Eyw, on a:

S(w,fhj)=0=eijf(Qj) donc: f(QJ-)=O pour tout j et f est un élément

t
de L(F -ZIQJ-) ; d'ou 2).
j=
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Pour un mot donné w affecté de t-erreurs cette proposition montre
que, s'il existe un diviseur F tel que 1(F)>t et ¢(F,Q) soit surjective ou Q

est l'ensemble des positions des erreurs, alors il existe une fonction
localisatrice d'erreurs f qui est un élément de kerEy,; les positions des

erreurs se trouvent parmi les z€ros de f. Le calcul des valeurs des erreurs
découle de la proposition 8.

On pose: t*={ ( d*-1)/2] ; on suppose comme précédemment que
(Q1Qc} =(PijrPy ) pour tst*

est I'ensemble des positions d'erreurs affectant le mot w et qu'il existe un
élément non nul f dans ker Ey tel que les points Qy,...,Q; soient parmi les

zéros de f ; soit :
Q={Q1""9Qu} ={Pi17”'7Piu} s uzt L]
I'ensemble des zéros de f appartenant & {Py,...,P,}.

On considére les applications suivantes:
S: Kn —» L(D)* w — S(w):h — S(w,h)

on a bien siir: we Cq < S(w)=0

u
Sg: Kt — L(D) v - So(v)i g — ,Zlvj 8Q)
j=

ig: Kt —» Kn telle que: ig(v);=vj si i€ {ij,...,iy} et =0 sinon
ngo: Kn — Kvu Wy (Wi Wiy)

on a donc: Q0 ig=idyy -

On pourra décoder le mot w en utilisant le résultat suivant:

PROPOSITION 8: On suppose que F est effectif ou que a<n+2g-2.
Si on a deg (D-F)>t*+g-2 et g< t*, alors 1'équation:

So(x)=S(w) ol x=(X1,....Xy )

a une unique solution L=1tQ(§).
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On a donc le corollaire :

COROLLAIRE 9: Soit Cq(p,D) un AG-code de longueur n de distance

prévue d* sur une courbe de genre g; on suppose de plus que:

2g-2< a=deg D <n+2g-2 et g <t*;
alors s'il existe un s-uple de diviseurs F=(Fy,..,F;) tel que pour tout i,
i=1,..,8 :

F; ait un support disjoint de {Pj,..,Pp}

1(Fy)>t*

deg (D-F)) > t*+g-2
et si de plus pour tout t*-uple O=(Q1,..,Q*) ou {Q1,..,Qi*}<={P1,...Pp},
il existe au moins un i, 1<i<s, tel que ¢(F;,Q) soit surjective,alors il existe
un algorithme de décodage qui corrige jusqu'a t* erreurs.

Montrons maintenant comment on peut trouver un s-uple de
diviseurs F=(Fjy,..,Fs) vérifiant les hypothéses du corollaire 9.

LEMME 10: a) Si Dg est un élément de Dy on définit 1'application:
Vox: Pk — Jac(X) telle que: Yo D)=[D-Dg] ;
alors si: k2g, y | est surjective;

b) soient s k,r trois entiers tels que: s 22 ; k> g ; r< g-1;
considérons I'application y.%: D% —J ac(X)S"! telle que:
V. 5(D1,...,.Ds)=([D1-D3],...,[Ds-1-Ds]).
si y ° n'est pas surjective, alors il existe un s-uple: F=(Fy,...,Fs) dans D ®
tel que , °(E) n'est pas dans l'image de v, °.

Preuve: a) c'est une conséquence du théoréme de Riemann-Roch:
soit J=[F] un €élément quelconque de Jac(X), F est un diviseur de degré O
représentant la classe J; comme deg(Dg+F)=k>g , on a:

I(Dg+F)=k-g+121
donc il existe un élément f non nul dans L(Dg+F) tel que:

D= (f)+Dg+F 20
et alors: ‘V(),k(D)=[D'DO] =[F]=J.

b) se déduit facilement de a).
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Ce lemme est essentiel pour démontrer la proposition suivante :

PROPOSITION 11: Soient s et a deux entiers tels que:
s>2 et a=degD=> 4g-1; si une des deux situations suivantes est réalisée:

. . s ..
1) a est impair et \ug_  vest pas surjective
2) aestpair et \41;2 n'est pas surjective
alors il existe un s-uple E dans ]Dg:t* tel que pour tout t*-uple de

positions d'erreurs: Q=(Qj1,..,Q¢*), il existe au moins un i, 1<i<s, tel que
l'application ¢(F;,Q) soit surjective.

Remarque 7: Dans [Pl], Pellikaan donne la condition a>4g-2.

Or t*=| (a-2g+1)/2] ; donc t*=a/2 -g si a est pair et t¥*=(a+1)/2-g si
a est impair; donc si a est pair, égal a 4g-2, la condition t*>g nécessaire
dans la proposition 8, n'est pas satisfaite.

Preuve de la proposition: D'aprés le Lemme 10, il existe un s-uple F
dans D ° , tel que:
g+t

s , .. s . :
wgﬂ*(E) n'est pas dans l'image de \ug_ | S1aest pair

s ' 3 S . . .
\yg+t ,(E) n'est pas dans I'image de \yg-z st a est impair.

Soit Q=(Qy,..,Q*) un t*-uple de positions d'erreurs; supposons que
pour tout i, 1<i<s, l'application:

0(F;,Q) : L(D-F;) - K ne soit pas surjective;
t*

on a: ker ¢(F;,Q) = L(D-Fi-ZIZQj).
J:
t*

Si pose: T; = D-Fj- ZQJ- ,» 0(F;,Q) non surjective est équivalent a:
=1

- I(D-F)) < t*+ Ty ;
comme D-F; est un diviseur non spécial, on en déduit que:

I(T;) > a-2g-2t*+1 ;



26

en appliquant le théoréme de Riemann-Roch encore une fois, on obtient:
dim (T;) = I(T;) -degT; +g-1>0 ;

donc pour tout i, 1<i<s , il existe une différentielle w; , telle que: (®;)>T;.
Si on pose: E; = (0;)-Tj=K-Tj ,E; est un diviseur effectif de degré (g-1) si
a est impair et (g-2) si a est pair et de plus:
t*
E;-F;=K-D- EQJ- ne dépend pas de i;
j=1
donc pour tout couple (iy,ip), 1<i1<iy<s, on a:

[Eil-FiI] = [EiZ-FiZ] d'ou [Eil-EiZ] = [Fil-FiZ]

S
gHt*
s s . )
\Vg_z(E)—\llg o) si aest pair

cotrairement a 1'hypothese.

et par suite: \ygf 1(E)= (B) si a est impair

Nous avons donc ramené le probléme de l'existence du s-uple de
diviseurs F vérifiant les hypothéses du corollaire 9, a celui du choix d'un
entier s tel que w; U ngz ne soit pas surjective. Comme 1l'image de \11;2

. te S s .z N
est incluse dans I'image de \yg > Dous allons nous intéresser seulement a

, .. s
l'application wg_l .

PROPOSITION 12 : Si la courbe X est telle que il existe un nombre c,
c>1 tel que: h 2 ¢ ¢g.1 , alors on peut trouver un entier s tel que \ygf L ne

soit pas surjective et on a s=0(g).

g
preuve: on a h= H(l-ai)(l-&i) ol o et a; sont complexes conjugués de
i=1

module égal a Vq; on a donc: h < (1+Vq)28.. Alors si s est le plus petit
entier tel que:
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s > 2¢g log.(1+Vq) on a:

cs > (1+Vq)28 > h et comme: hs > ¢$ c; , onen déduit: hs-1> C;l ;

donc Wgsl n'est pas surjective et on a bien s=0(g).

L'algorithme est le suivant:
4- ALGORITHME [PI]:

Données: courbe X de genre g ;
diviseurs  p=P1+..+Pp
D tel que 4g-1<a=deg D <n+2g-2;
t* (a-2g+1)/2];
. S S . . .
s entier , s>2 , tel que Vg-l ou \|fg_2 ne soit pas surjective

(suivant la parité de a);
F=(Fy,....,F5) ou pour chaque i: deg Fi=k=t*+g , le support de

F; est disjoint de {Py,..,P,} et wls((E) n'est pas dans l'image de \yg: (ou
wgfz ).

Entrée: w mot regu, w élément de Kn;
Algorithme A(F1y,...,Fg):

al- Exécuter en parallele les subroutines B(F;) pour i=1,..,s.

a2- a2-1:Si Aj=1 pouruni,i=l,.,s : print: " le mot recu est
décodé par ",B; .
a2-2: Si Aj=0 pour tout i, i=1,..,s :print: " le mot regu a plus
de t* erreurs .

a3- Fin.
Subroutine B(Fj):

bl- Calculer ker Ey, ; Ew: L( F))—-L(D-Fp* ;
b1-1: Si ker Ey, ={0} alors A;=0.
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b1-2: Si ker Ey, #{0}, alors choisir f non nul dans ker Ey et
soit Q=(Qj1,...,Qy) ou Qy,...,Qy sont les zéros de f parmi
{P1,....Pp}.

b2- Chercher une solution de So) = S(w), x=(x1,...,xy).
b2-1: Si Sp(x) = S(w) n'a pas ou a plus d'une solution, alors
A;i=0.
b2-2: Si Sg(x) = S(w) a une solution unique xq calculer

wt(xp).
b2-2-1: Si wt(xg)>t* , alors A;=0.
b2-2-2: Si wt(xg)<t* , alors A;=1 et Bi=w-ig(xq).

b3- Fin.

Le théoréme suivant est une conséquence des résultats énoncés dans
le paragraphe 3.

THEOREME 13: -
Soit Cq(X,p,D) un AG-code de longueur n et de distance prévue d*

sur une courbe X de genre g. On suppose que: 4g-1<a=deg D<n+2g-2 et
on pose t*=| (d*-1)/2..

S'il existe un entier s, s>1, tel que wgs2 ne soit pas surjective dans
le cas a pair et \y;l ne soit pas surjective dans le cas a impair , alors on

peut trouver un s-uple F=(Fy,...,Fs) de diviseurs de degré g+t* et de
support disjoint de celui de p tel que l'algorithme A(Fy,...,Fg) décode
Cq(X,p,D) jusqu'a t* erreurs avec une complexité O(n3s) en espace et

O(n3) en temps.

Le théoréme 4 découle alors du théoréme 13 et de la proposition 12.
5- REMARQUES SUR L'ALGORITHME [PI1]:

5-1: Pour pouvoir appliquer l'algorithme il faut que les diviseurs F;

associés au s-uple E , dont l'existence est assurée par la proposition 11,
aient un support disjoint de {Pj,..,P,}; ceci est toujours possible mais
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alors on n'est pas assuré que les Fj soient effectifs; cette restriction n'est
pas génante pour le décodage cf. proposition 8. On doit construire des
bases de L(D-F;) et L(F;) ot D-F; et Fj ne sont pas forcément effectifs: la

construction exposée dans [LB-R] s'applique encore.

5-2: Pour une courbe elliptique X (g=1) sur K=GF(q) ayant plus
d'un point rationnel la mise en oeuvre de l'algorithme est simple comme
le signale Pellikaan: la jacobienne de X est isomorphe a X(K): on a h>1 et
de plus ag_1=ap=1 donc w(z) n'est pas surjective. Il suffit donc de choisir

deux diviseurs Fj et F5 ayant un support disjoint de {Py,..,P,}, de degré
t*+1 et tels que: [Fq]# [F2] pour décoder jusqu'a t*-erreurs.

F-CONCLUSION:

Le décodage des codes géométriques jusqu'a t*-erreurs repose donc
maintenant sur une connaissance approfondie des jacobiennes des courbes
projectives.

Pour un AG-code donné, il faut trouver un entier s tel que 1'une des
applications \p; L Ou w; , e soit pas surjective: si X est maximale ou si X

vérifie les hypothéses du théoréme 6, l'entier s est donné par la
proposition 12.

Puis il faut avoir explicitement un s-uple F de diviseurs de degré
g+t* dont l'existence est assurée par la proposition 11; dans le cas g=1
c'est possible, mais pour un genre plus élevé la question reste posée.

Je remercie A. Thiong-Ly pour ses commentaires avisés sur la
rédaction de ce rapport.
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