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VARIATIONS SUR UN THEME DE DANSKIN
AVEC UNE CODA SUR UN THEME DE VON NEUMAN
Pierre BERNHARD
INRIA Sophia Antipolis
mars 1990

Résumé. On donne divers versions du théoréme de Danskin, (amélioré), concernant la
dérivation d’une fonction J(u) = sup, J(u,v), y compris des versions en analyse convexe,
donnant le sous-différentiel de J. On donne comme application une démonstration simple
des théorémes de Von Neuman et Sion concernant 1’égalité du sup inf et de I'inf sup d’une
fonction convexe concave.

VARIATIONS ON A THEME OF DANSKIN
WITH A CODA ON A THEME OF VON NEUMAN
Pierre BERNHARD
INRIA Sophia Antipolis
march 1990

Abstract We give several versions of a theorem of Danskin about the differentiation of
a function J(u) = sup, J(u,v), including versions in convex analysis, giving the subdif-
ferential of J. As an application, we give a simple derivation of Von Neuman and Sion’s
theorems about the equality of the sup inf and the inf sup of a convex concave function.



0. INTRODUCTION.
Dans la référence {1], Danskin prouve le théoreme suivant.

.

Hypothéses. Soit V' un espace topologique compact, et J une application de R™ x V
dans IR, supposée conjointement continue, et C ! par rapport & la premiére variable.
On pose alors )
J(u) = max J(u,v),

et

V(u) = {ve V|J(u,v) = J(u)}.
Le théoréme annoncé s’énonce:

Théoréme 0. (Danskin) La fonction J admet pour tout h € IR™ une dérivée directionnelle
dans la direction h donnée par

DJ(u; k) = max hiJi(u,v),
(ush) = max 3 hidi(u,0)

ou la notation J; désigne la dérivée partielle de J par rapport a la coordonnée u; de u.

Nous noterons Dy J(u,v; h) la dérivée directionnelle de u — J(u,v) dans la direction
h, de sorte que 1’égalité ci-dessus s’écrit aussi

DJ(u; k) = max D1 J(u,v; h). (0)
vE
La suite de ce rapport est consacrée & démontrer des améliorations du théoréme ci-
dessus, d’une part en allégeant les hypothéses, et d’autre part en en donnant des équivalents
en analyse convexe, en termes de sous-différentiel.
On montrera aussi que le théoréme de Von Neuman sur l’égalité du min max et du
max min, (ou de I'inf sup et du sup inf), peut étre vu comme un corollaire simple d’une
version “convexe-concave” du théoreme de Danskin.

Cadre général. Le cadre suivant est commun & tout ce qui suit, et ne sera donc pas
répété avec chaque énoncé de théoreéme.

U et V sont des sous-ensembles d’un espace de Banach U et d’un espace topologique
V respectivement. .J est une application de U x V dans IR. La dérivée directionnelle de
u — J(u,v) dans une direction h de U est notée D;J(u,v; k), et son sous-différentiel sera
noté &, J(u,v). Enfin, on posera

J(u) = sup J(u,v), (1)
veV

et, quand il existera,

Viw)={veV | J(u,v) = J(u)}. (2)
A défaut, on notera
W(u) = {{va} l J(u,v) = J(u) quand n — oo}

2



I'ensemble des suites {v,} maximisantes en u.
On s’interessera a la dérivée directionnelle DJ(u;h) de J, ou a son sous-différentiel

aJ(u).

1. LE CAS DIFFERENTIABLE.

1.1 V COMPACT.

Nous énongons ici une version un peu affinée du théoréeme 0 ci-dessus.

Hypotheses D1.
D1.0 V est compact. '

Soit u € U et h € U tel que pour tout ¢ dans un voisinage droit de 0, « + th € U.
Supposons en outre que
D1.1 Yv € V., I'application (¢,v) — J(u+th v) est semi-continue supérieurement au point
(0,v),

D1.2 Vv € V et Vt dans un voisinage droit de 0, il existe une dérivée directionnelle bornée
1
Dy(u+ th.vyh) = 1ir§)1+ - [J(u +(t+ 7)h,v) = J(u+ th,v)],
T—

D1.3 de plus l'application (t,v) — D;J(u + th,v) est semi-continue supérieurement au
point (0,v).

Théoréme D1. Sous les hvpothéses D1, la fonction J admet en v une dérivée direc-
tionnelle dans la direction h, donnée par la formule (0) ci-dessus: (1epetee ici pour la
commodité de lecture)
DJ(u;h) = max D;J(u,v;h).
veV(u)
Démonstration. Remarquons que par ’hypothése D1.3, 'application v — DiJ(u,v;h)
est s.c.s., de sorte que, V étant ici supposé compact, le max existe.
Posons, pour la commodité.

Aft) =

:*l,._a

[J_(u-{-th (u)] (1.1)

Proposition 1. On a
lnnmfA(t) > max D;J(u,v;h).
vEV(u)
Preuve. Soit & € V(u). On a par définition J(u) = J(u,d), et J(u +th) > J(u +th.b).
Donc

At) 2

~ | =

[J(u+th, ) — J(u,d)].

En passant a la liminf, on obtient

liltll ié‘lf A(t) > Dy J(u,d).
et puisque © était quelconque dans V(u), le résultat annoncé dans la proposition.
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Proposition 2. Soit {tn} une suite de réels positifs tendant vers zéro, et, pour tout n,
vn € V(u +t,h). Alors

v = V(u), et J(u+tah,v,) = J(u).

(On dit que P’application t — V(u + th) est s.c.s. en 0.)

Preuve. La proposition 1 implique entre autres choses que A(t,) est borné inférieurement:
3a tel que pour n suffisamment grand, A(t,) > a. Donc aussi,

J(u + tah) > J(u) + aty.

Donc, liminf J(u + tph) = J(u). V est compact. Soit donc ¥ un point d’accumulation de
la suite {v,}. On a

J(u) > J(u,?) > limsup J(u + tph,vn) > iminf J(u + toh,v,) 2> J(u).

La premiére inégalité par définition de J, la seconde par I’hypothése D1.1, la derniére par
ce qui vient d’€tre dit juste avant. Donc on a des égalités partout, d’ott on déduit que
7 € V(u), et lexistance de la limite im J(u + tph,v,) = J(u).

Proposition 3.

limsup A(t) < max D;J(u,v;h).
t—0 vEV(u)

Preuve. Avec les mémes notations qu’a la proposition 2, on a
1 1 -
Aty) = o [J(w+ tah,vn) = J(u,v)] + - [J(w,vn) — J(u)].
n n
Le deuxiéme terme est négatif par définition de J, d’ou

A(t,) £ ti[J(u +toh,vn) — J(u, v,,)].

n

Mais t +— J(u + th,v,) ayant pour tout t € [0,%,] une dérivée directionnelle bornée, elle
est absolument continue, et il existe donc ¢}, € [0,¢,] tel que

1 .
DyJ(u + tyh,vp; h) 2 t—[J(u +tnh,vn) — J(u,vn)],

soit A(tp) < D1J(u + tl h,va; h). Grace & 'hypothése D1.3, on a en passant & la limsup
limsup A(t,) < Dy J(u, 0y h).

ot ¥ est tout point d’accumulation de la suite {v,}. Par la proposition 2, & € V(u), et on

a donc a fortiori le résultat annoncé.

Finalement, les propositions 1 et 3 ensemble prouvent le théoréme.
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Corollaire. Si u — J(u,v) admet une dérivée de Gateau, J, et si V(u) est réduit & un
singleton {6}, alors J admet une dérivée de Gateau J'(u), donnée par

J'(w) = J'(u, d).

Démonstration. Cela découle immédiatement du théorme 1 et du fait que dans ce cas,
D, J(u,v;h) = J.(u,v).h et donc aussi

DJ(u;h) = J,(u,).h.

1.2 CAS UNIFORME.

On peut échanger I'hypothése de compacité de V pour de I'uniformité, par exemple de la
fagon suivante. u et h sont choisis comme en D1.

Hypotheses D2.
D2.1 L’application v — J(u,v) est uniformément directionnellement dérivable, au sens
suivant: '

Ve > 0,371 >0:Vt € (0,7),Vv €V, -}[J(u + th,’v) — J(u,v)] = Dy J(u,v; k)| < e

D2.2 La dérivée directionnelle Dy J(u + th,v; h) est bornée en module dans un voisinage
droit de 0 en ¢, uniformément en v € V.

D2.3 L’application t +— D,J(u + th,v;h) est semi-continue supérieurement au point 0,
uniformément en v € V.

Théoréeme D2. Sous les hypothéses D2, pour tout t dans un voisinage gauche fermé de
0, il existe J(u +th) < oc, et J admet une dérivée directionnelle en u dans la direction h,
donnée par
DJ(u;h) = sup limsup Dy J(u,v;h).
{ve }EW(u) k—oo0

Démonstration. Appelons D le deuxieme membre de 'expression ci-dessus. et définissons
A(t) comme en (1.1). Dans tout ce qui suit on a choisi deux suites de nombres positifs
{ta} et {€n} telles que t, — O et €,/t, — 0 quand n — cco. (Par exemple, €, = t2).

Proposition 1. liminf A(¢,) > D.
Preuve. Soit 4 un nombre positif donné. Choisissons N tel que ¥Yn > NV, on ait

€n

) .
tn < ga (7)

et

. (i)

WO

Yv eV, ;—[J(u +tah,v) — J(u,v)] > DyJ(u,vih) —

n



Ceci est possible par ’hypothése D2.1. Par ailleurs, soit {vi} € W une suite maximisante
en u, ’

Vn,3K, : Yk > K,, J(u,v)> J(u) — €.
Donc, Vn > N, Vi > K,,

[

t—’l %[J(u-{-t h,vr) = J(w,vi)] —

Oolos

Altn) 2 = [T+ tah) = J(w,00)] -

Par ii), Vk > Kp,,A(tn) =2 DyJ(u,vx) — 26/3. En faisant tendre k vers l'infini, on en
déduit A(t,) > limsup D1J(u,vi; h) —26/3. Mais comme {v;} est une suite maximisante
arbitraire, elle peut étre choisie telle que limsup Dy J(u,vi;h) 2> D — §/3. Ainsi on a que
Yn > N, A(t,) > D - §, ce qui établit la proposition, compte tenu du fait que é était un
nombre positif arbitraire.

Proposition 2. On construit une suite {v,} d’éléments de V telle que,
Y >0, J(u4tph,v,) > J(u+t,h) — en. (1.2)
Alors {v,} € W(u).
Preuve. On a
J(w) > J(u,v0) > J(u + toh,vn) — ta D1 J (2, v0; h) — totn,
ou n, — 0 par I’hypothése D2.1, et D;J étant borné par ’hypothése D2.2, on a aussi
J(u) > J(u,vn) > J(u+toh,va) — bn, On — 0.

En utilisant la définition (1.2) de la suite {v,}, puis la proposition 1 qui implique que
J(u+ty,h) > J(u) + yn ot v, — 0, on a finalement

j(u) > J(u,v,) > J_(u) —bp—€p+ Y0 — J_(u),

ce qui établit la proposition.
Proposition 3. limsup A(t,) < D.

Preuve. Par la définition de la suite {v,}, (1.2), on a

Aty) < t—l—[.](u + thh,v,) — f(u)] + fﬁ t—l-[J(u +tnh,v,) — J(u, v,,)] + —. (1.3)

Comme dans la démonstration du théoreme D1, par 'hypothese D2.2, il existe t!, € [0, ¢,)

tel que

DyJ(u+t ko h) > tl[](’u + toh,vn) — J(u,vn)].

En outre, par 'hypothése D2.3, pour n suffisamment grand
DyJ(u+t h,vp; h) < DiJ(u,va; k) + nn, N — 0,
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de sorte que finalement, en associant (1.3) et cette derniére inégalité,
€
Altn) < Dy J (00 h) + 7= +1n,
n

et en passant a la limsup,
limsup A(t,) < limsup Dy J(u,va; h) < D.

La derniére inégalité, qui finit de montrer la proposition, parceque par la proposition 2,
{vn} € W(u).

Finalement, les propositions 1 et 3 ensemble démontrent le théoreme.

2. LE CAS CONVEXE.

Nous donnons maintenant des versions en analyse convexe des deux théorémes précédents.

Si on se souvient que pour une fonction convexe f, la fonction h — D f(u;h) est la
fonction support du sous-différentiel f(w), les conclusions des théoréemes “convexes” sont
icdentiques (au moins dans le cas compact, trés voisines autrement), a celles des théoremes
“différentiables”. En outre, une fonction convexe continue ayant des dérivées direction-
nelles, les hypothéses des deux théorémes ci-dessous sont trés voisines de celles faites dans
la partie 1. Une apparente simplification des hypotheses de régularité des dérivées fait
qu’il n’est pas clair que ces nouvelles hypothése soient strictement plus fortes. (Ce qui
ferait des théoremes ci-dessous des corollaires stricts des précédents.) .

En tout état de cause, nous choisissons de rédiger les preuves indépendemment des
précédentes, pour utiliser les outils de ’analyse convexe qui sont naturels dans ce contexte.

2.1 V COMPACT.

Hypotheses C.

CO V est (séquentiellement) compact dans une topologie ou Yu € U, 'application v
J(uw,v) est s.c.s.
C1 U est convexe et Yv € V, la fonction u — J(u,v) est convexe. On note d,.J(u,v) son
sous-différentiel.
C2 Il existe up € U. un voisinage U de ug et un réel a tels que Y(u,v) € U x V., J(u,v) < a.

On remarque que ’hypothése C2 implique que Vi € U, J(i) < a. On introduit donc
la définition suivante :

Définition. On notera U, l'interieur de ’ensemble ot J est finie.
Lemme 1. L’hypothése C2 ci-dessus peut étre remplacée par I’hypothése C2a ci-dessous:

C2a Soit ug € U. Il existe un voisinage U (qu’on prendra borné) de up et un réel b tels
que

Viie U,Ye € V,3p € 0, J(i,v) avee ||p|| < b

-1



Démonstration. Montrons que C2a et J(up) < oo impliquent C2. Soit 7, tel que @& € U
implique ||& — ul]| < 7. On a, ¥(&,v) € U x V, et avec p € 8, J(&,v), choisi tel que ||p|| < b,

j(uo) 2 J(UO,U) Z J(ﬁ,v) - (}3,1‘2 - ’U,o)

soit

J(@,v) < J(uo) + (B, % — uo) < J(up) + bn.
Théoreme C1. Sous les hypothéses C, la fonction J est convexe continue sur Uy et admet
en tout point u de Uy (notamment en ug) un sous-différentiel donné par

dj(uwy=7t |J &J(u,v)
veV(u)

Démonstration. Remarquons d’abord que comme enveloppe supérieure de fonctions con-
vexes, J est convexe. Par C2, elle est bornée sur un voisinage de ug, donc continue en
ug, et donc aussi sur tout U, fournissant & son tour un majorant uniforme de J(u,v) au
voisinage de tout point de Up. Donc 9J et 0, J existent partout dans Up, et par CO, V(u)
existe aussi, de sorte que la formule ci-dessus a un sens.

Remarquons aussi que la preuve classique du fait qu’une fonction convexe locale-
ment majorée est continue implique ici que u — J(u,v) est continue uniformément en v,
puisque la borne supérieure est uniforme. Il en résulte facilement, avec I'hypotheése CO,
que V’application (u,v) — J(u,v) est s.c.s.

Proposition 1. On a
dJ(w)dw ) &J(u,v).
veV(u)

Preuve. Soit © € V(u), et p € & J(u,d). Alors,
Yw € U7 J(w’i}) 2 J(uai})'*‘(p?w—u) = j(u)-}—(p,w—u),

et donc B
Vwe U, J(w) = J(u)+ (p,w — u),

c’est a direque p € 8J(u). Comme & était choisi quelconque dans V, et p dans 9, J(u, v), on
en déduit que dJ(u) contient 'union des sous-différentiels 9;J. Enfin, un sous-différentiel
étant toujours convexe, on en déduit la proposition.

Proposition 2. Soith € U—uett, — 0% (out, \, 0) quand n — oo, et v, € V(u+t,h).
Alors v, — V(u).

Preuve. Puisque V est compact, soit  un point d’accumulation de v,. Soit & € V(u).
On a:

J(u,8) > limsup J(u + tph,v,) > imsup J(u + toh,9) = J(u, ) = J(u).

La premiere inégalité a cause de la remarque sur la semi-continuité de J, la deuxieme par
définition de v,. La continuité de J en u et la définition de 0 donnant les deux égalités.
Donc J(u,v) = J(u), ce qui démontre la proposition.
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Proposition 3. Soient k, t, et v, comme ci-dessus, et pp € O1J(u + tnh,vn). Alors, il
existe 0 € V(u) tel que :

limsup(pa,h) < sup (p,h) = Dy1J(u,0;h).
peal\j(u:i})

Preuve. Soit L = limsup(pn, k), et pm une sous-suite telle que (pm,h) — L. Soit v, €
V(u + tmh), et a nouveau une sous-suite indicée par k telle que vy — © € v (u). Posons
D = Dy J(u,o; h).

Soit € > 0 fixé. La pente [J(u + th,d) — J(u, )]/t étant, pour une fonction convexe,
décroissante quand t décroit vers zéro, cette fonction admet une dérivée directionnelle et

Ir>0:Vi<r, J(u+thd) < J(u,0)+t(D+e). (2.1)
Par ailleurs, on a toujours
Vt, J(u4teh+th,vr) > J(u+tih,vr) + t(pr, k) > J(u + teh,0) + t(pi, h).
Soit, en passant a la limsup, et avec le caractére s.c.s. de J:
J(u + th,9) 2 J(u,?) + tlimsup(pg, h) = J(u,9) + tL.
Ainsi, en comparant cette derniere inégalité avec (2.1), pour t < 7, on aboutit a L < D +e.
Ce qui prouve la proposition.

Proposition 4.

sup (p,h) < sup (p,h).
pEBT(u) vEV (1)
p€31 J(uav)

Preuve. Le sous-différentiel est un opérateur croissant:
Vpn € OJ(u+toh), V€ 0J(u), (Pn,h) > (P, h),

soit en particulier

inf  (pn.h) > sup (B.h)
Pn€dT(uttah) PEBI(u)

De plus. en utilisant la proposition 1 en u + t,h, on a, avec les mémes notations que
ci-dessus:

inf pn, h) < inf D, ).
p,,eaJ_(u+t,,h)(pn' )~1)n€61J(u+tnh.vn)(]n )

Soit en regroupant ces deux inégalités:

sup (P, h) < {(pn,h) Ypn € O1J(u+tuh,vy).
pEBT(u)

En utilisant la proposition 3, on obtient qu’il existe ¢ € V() tel que

sup (p,h) < sup (p,h),
pESJT(u) p€OL J(u,d)

9



et donc a fortiori 'inégalité de la proposition 4.
Maintenant, la proposition 4 entraine l'inclusion opposée de celle démontrée en propo-
sition 1, et ’égalité est ainsi démontrée, achevant de prouver le théoréeme.

2.2 LE CAS SANS COMPACITE.

Nous reprenons les hypothéses C, mais sans Uhypothése CO de compacité et de semi-
continuité supérieure.

Le lemme 1 subsiste moyennant une précision que nous apportons ci-dessous, et la
relation avec I’hypotheése C2a peut étre précisée comme suit.

Lemme 2. L’ypothése C2 peut étre remplacée par C2a et I’hypothése qu’il existe J(ug) <
oo. De plus, les hypothéses C1 et C2 impliquent que, si up, — u € U, {vn} € W(u) et
Pn € O1J(un,vn), alors limsup ||pn|| < oo.

Démonstration. La deux premiere affirmation est démontrée dans le lemme 1. Soit
maintenant u fixé dans U. Rappelons que par C2, J est continue en v uniformément en v.
Soit p > 0 tel que la boule B(u,2p) soit incluse dans U. Soit h dans U, de norme égale &
p. Pour n suffisamment grand, u, + h € U, et donc

a> J(un + h, Un) > J(un)vn) + (pna h) > J(U,vn) — €p + (Pny h)

ou €, tend vers zéro indépendamment de v, du fait de la continuité uniforme en u. Puls,
en se souvenant que par hypothése {v,} € W(u),

a2 j(u) —Mn — €n +(Pn,h),
ou a nouveau 7, tend vers zéro. On a donc

(pn,h) €a - J_(u) + €n + 7n.
d’on, _
a— J(u)
—————p .

En effet, s'il en etait autrement, soit § > 0 tel que limsup ||p.|| > (@ = J())/p + 28, N tel
que pourn > N, €, + 1, < dp, et k > N tel que ||px|| > (a—.]_(u))/p-i-é. Soit alors @ € U
de norme unité tel que (pi,%x) = ||pr)|, en prenant h = pii. on obtient une contradiction
avec l'inégalité ci- dessus.

Pour pouvoir énoncer le théoreme suivant de maniere lisible, nous introduisons une
définition.

lim sup [|pa]| <

Définition. Soit U’ le dual topologique de U et {D,} une suite de sous-ensembles de '
On désigne par limsupD,, 'ensemble des limites en topologie faible étoile de suites {dn}
d’éléments de D,,. Ce que nous noterons

limsup Dn = {d | 3d,, € D : dpp = d}.

n-—0o0

On peut alors énoncer le théoréme suivant:
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Théoréme C2. Sous les hypothéses C1 et C2, la fonction J admet en tout point u € Up
un sous-différentiel donné par la formule ci-desous:

8J(u) =<o U lim sup &, J (u, vp).
{vn}eW(w) "

Remarque. La formule ci-dessus peut aussi s’ecrire, sans introduire la limsup d’ensembles:

aJwy=w ) [ U &)

{vn }EW(u) k=1 n=k

Mais cette formule ne brille pas par sa clarté.

Démonstration. On voit comme au théoréme C1 que J est convexe continue sur U.
Posons en définition
D= U lim sup &1 J (u, vn).
{va)eW(u) "%

Notons que par le lemme 2, D est borné.
Proposition 1. 8J(u) D D

Preuve. Soit p € D. Par définition, il existe une suite maximisante {v;} et une suite
pr € Oy J(u,vr) telles que pr = p. On a, Vh

J(u+h) > J(u+ h,ve) > J(u,ve) + (pr, h) = J(u) — ex + (pk, h),
ou ¢x — 0, d’ou en pasant a la limite
J(u+h) 2 J(u) + (3, h),

donc D est contenu dans 8J(u), mais comme celui-ci est convexe, la proposition est
démontrée.

Proposition 2. Soit ¢, \, 0, €, \, 0, et v, tel que J(u + t,h,v,) > J(u + tah) — €n, et
enfin p, € 81 J(u + tph,v,). Alors {v,} € W(u).

Preuve. On a
J(u) > J(u,vn) > J(u + thh,vn) — ta(pn, ) > J(u + tah) — €n — ta(pn, h).

Soit p € 9J(u), dont on a vu qu’il existe. En s’en servant pour majorer la derniére
occurence de J ci-dessus, il vient finalement

']—(u) 2 J(u, Un) 2> j(u) - tn(pa h) — en — tn(Pna h)
Par le lemme 2 p,, est borné. D’ou la proposition.

11



Proposition 3. Soient t,, €,, v, comme a la proposition 2. Soit en outre

D =sup(p,h) et D, = sup  (pn, h).
5ED

pneal-](uyvn)
Alors limsup D, < D.
Preuve. Pour tout n, on peut choisir p, € 0;J(u,vy,) tel que Dy > (P, h) > Dy — €n.

Donc

lim sup D, = lim sup(pn, h).
Mais en extrayant une sous-suite px des p, telle que (px, h) — limsup(pa, k), et & nouveau,
par le lemme 2, une sous-suite des p; convergente en topologie faible étoile, disons vers
p € D, on obtient

lim sup(pn, h) = (p,h) < D.
Ce qui montre la proposition.
Proposition 4. Soit ¢, \, 0, et pour chaque n, {vf};, € W(u + t k). Posons

D, = limsup 8 J(u + t,h,v})

k—o0
Alors, si pp, € Dy, 0n a
lim sup(Fn, h) < D = sup(5, h).
peED

Preuve. Soit p, € D,. Choisisons {vX}x € W(u + t,k) et pt € O J(u + tnh,vE) tels
que p¥ = p,. Choisissons aussi k, tel que, pour une suite €, \, 0 fixée, on ait en posant
vhn =y, et pkr =
n n pn Pn,
J(u+toh,vn) = J(u+tah) —€n et |(pn — Pny k)| < €n.

La suite {v,} est du type introduit & la proposition 2, et en particulier, est dans W(u).
De plus, quelque soit a > 0, on a

J(u + toh + ah,vy) > J(u + thh,va) + a(pn, h) > J(u + toh) + a(fn, h) — 2,
soit encore, pour p € D, donc p € &J(u) par la proposition 1,
J(u+ toh + ah,vy) > J(u) + ta(B, 1) — 264 + a(Pn, h).

Par ailleurs, posons

D, = sup (Pn, h).
ﬁneal J(u,v,.)

Quelque soit n > 0, il existe ag > 0 tel que pour tout « positif, < ag, on ait,

J(u+ ah,v,) < J(w,vn) + a(Dy + 1) < J(u) + a(Dp + 7).
Comme J est continue en u uniformément en v, pour n assez grand, on a

J(u+toh + ahyvy) < J(u+ ah,vy) + €n.
D’ou en regroupant les trois dernieres lignes d’inégalités établies
Jag > 0:Va € [0,a0], a(Dp +1n) 2 a(pn,h) — 3.
en passant a la limsup, en utilisant la proposition 3, il vient finalement
D + 1 > limsup(pn, h)

ce qui montre la proposition puisque 7 était arbitraire.
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Proposition 5. 9J(u) C oD

Preuve. Soit p € 8J(u). Comme 'opérateur &J est monotone,
Vpn € a‘]_(u +tah), (B,h) < (P, h).

Donc,
p,h) < inf pn,h) < inf (Ppn,h
(P.h) < ﬁnea}?u-%tnh)(pn )< ﬁnlevn(p" )

en utilisant la proposition 1. Enfin, en passant a la limsup et en utilisant la proposition 4,
Vg€ dJ(u), (p,h) < sup(p,h).
pPED

Donc p € toD, le résultat est démontré.
Enfin, les propositions 1 et 5 ensemble prouvent le théoréeme.

3. LE CAS CONVEXE CONCAVE.

On introduit une hypothése nouvelle:

Hypothése CC. V est un sous-ensemble convexe d'un espace de Banach, et Yu €
U, v+ J(u.,v) est concave.

Remarque. Dans ces conditions, si ’espace V est reflexif, dans I’hypothese CO la com-

pacité de V peut étre remplacée par : V' est fermé borne. Car le caractére concave de

v+ J(u,v) assure que son caractére s.c.s. subsiste en topologie faible.
On peut alors simplifier les deux théorémes précédents de la facon suivante.

Théoreme CC1. Sous les hypothéses C et CC, on a, en tout point u de Uy :

oJ(u) = U O J(u,v).

vGV(u)

Démonstration. En vertu du théoréme C1, il suffit de démontrer le résultat suivant.
Proposition. D = Uve\‘/(u) O1J(u,v) est convexe.
Preuve. Pour i = 1,2, soit v; € V(u), et pi € 01 J(u,v;). On sait que V() est convexe,
et donc VA € [0.1], w = Avy + (1 — A)vz € V(u). Posons aussi ¢ = A\p; + {1 — A)p>. Soit
h € U — u. On a par 'hypothése CC

J(u+ hyw) 2 AJ(u+ h,vy) + (1 = X)J(w,v2) 2 A (w o) + (1 = A)J(w,v2) + (¢, k).
Et come par définition, J(u,v;) = J(u),

J(u+h,w) > J(u) + (g, h) = J(u,w) + (g, k)

Doncq € 0y J(u,w),ottw € I;'(u). La proposition est démontrée, et donc aussi le théoréme.
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Théoréme CC2. Sous les hypothése C1 et C2 (c’est a dire les hypothéses C sans com-
pacité) et CC, on a en tout point u de Uy :

aJ(u) = U lim sup &, J (u, vp).
{va}eW(u) T

Démonstration. A nouveau, il suffit de démontrer que

D= U lim sup 0 J(u,vn)
{va}eW(n) "7

est convexe. Pour le reste de cette démqnstration, nous adoptons les notations suivantes.
Pour i = 1,2, soit p' € D. Il existe {vi}x € W(u) et pi € 81 J(u,v}) tels que pi = p'.
Pour A € [0, 1], posons
=\ 1 A 2 =) 1 A 2 =\ 1 A 2
wr = Avi + (1 = A)vg, ¢=Ap +(1 = A)p*, g = Ap; + (1= A)pi.
Proposition 1. {wi}r € W(u).
Preuve. Par concavité, on a

T(wywi) > M (2, 00) + (1 = M) (,02) = J(u).

Proposition 2. Soit C; une suite de convexe de U’, et C = limsupCr. Soit D; =
sup(pk, h) et D = sup(p, h), pour pi € Ci et p € C. Alors,

i) Ci est convexe

il) imsup Dy < D.

Preuve. La premieére affirmation se prouve de maniére élémentaire. Quant & la deuxiéme,
c’est en fait la proposition 3 de la démonstration du théoréeme C2.

Proposition 3. On utilise les notations introduites en tete de cette démonstration. Soit
Cr = A J(u,wy), et C =limsupCy. Alors g € C

Preuve. On a comme au théoréme précédent, Va > 0,
J(w + ah,wr) > A (u+ ah,vp) + (1 = X)J(u + ah,v})

soit
Ya, J(u+ah,we) > A (u,03) + (1 = N)J(u,vE) + alqr, h).

Par la continuité uniforme de J, on peut en déduire
Va, J(u+ ah,wi) > J(u) — e + alqr, h),

ou €, est une suite décroissant vers zéro, indépendante de « et h.
Par aileurs. Vh,Vn > 0,3aq : Yo € (0, a0),

J(uw+ ah,wi) < J(uw,wi) + (D +1) < J_(u) + a(Dy + 7).
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D’ol, en rapprochant les deux derniéres inégalités, pour « < ag,
€k
(qksh) < Dy + 7+ —
soit, par utilisation de la proposition 2,
(¢, h) =lim(qx,h) < D +n.

Comme 7 était arbitraire, on en déduit (g,h) < D, et comme, par la proposition 2, C est
convexe, la proposition 3 est démontrée.
Comme enfin, C C D, ¢ = Ap; + (1 — X\)p2 € D, et le théoréme est démontré.

4. APPLICATION AU THEOREME DE VON NEUMAN SION.

Nous montrons ici que les théorémes d’existence d’'un point selle, ou tout le moins d’une
valeur (infsup = supinf), & une fonction convexe concave sont une conséquence simple des
théoremes “convexe-concave” ci-dessus.

Le premier théoréeme ci-dessous est souvent appelé “de Von Neuman”, bien que Von
Neuman n’ait traité que le cas ot U et V sont des simplexes de dimension finie et J est
linéaire. (Cas des jeux matriciels). Sion [3] attribue une forme plus générale a Shiffman.
Le deuxiéme est souvent appelé théoréme de Sion, bien que celui-ci 'attribue a Kneser et
a Fan. Sion [3] donne un traitement assez complet, et plus général de la question. On
trouvera aussi un traitement élégant de ces deux théorémes dans [4]. Par rapport a [3] ou
[4], le traitement donné ici permet de se contenter de la topologie faible dans le théoréme
“de Von Neuman”, (dans le cas d’espaces reflexifs), et donc de n’imposer que d’avoir U
et V fermés bornés. Par contre, comme on utilise les sous-différentiels, on a besoin de la
continuité dans une des deux variables jusque sur le bord de ’ensemble.

Nos hypotheses seront voisines de celles du chapitre précédent, mais pour plus de
commodité, nous les énongons a nouveau sous une forme adaptée.

Hypotheses VNN,

VN1. U est convexe compact, contenu dans un ouvert U C U, et Vv € V, la fonction
u — J(u,v) est convexe semi-continue inférieurement de U dans IR. En outre J est bornée
supérieurement uniformément en v sur un voisinage de tout point de U (dans U).

VIN2. V est convexe, et Vu € U. la fonction v — J(u,v) est concave.

VNS3. V est (séquentiellement) compact, et Yu € U, la fonction v — J(u,v) est semi-
continue supérieurement.

Théoreme VN1. Sous les hypothéses VN1 a VN3, ou la compacité de U et (ou) V' peut
étre prise au sens de la topologie faible (si U et (ou) V sont reflexifs), la fonction J admet
un point selle sur U x V. C’est a dire qu’il existe t € U et 0 € V tels que

Y(u,v) e U xV, J(d,v) < J(ua,0) < J(u,0).
Remarque. L’existence d’un point selle implique notamment que

minmax J(u,v) = maxmin J(u.v) = J(a, ).
vel veV veV uel

-
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Démonstration. On est dans les conditions d’application du théoréme CC1. En partic-
ulier, VN1 assure que U C Ug, ot J est continue. Donc, J étant s.c.i. sur un compact, et
on sait qu’elle garde son caractére s.c.i. en topologie faible, elle atteint son minimum en
un point @ € U. Donc il existe p € J(a) tel que

YuelU, (pu—u)=>0.
Mais par application du théoréme CCl1, il existe ¢ € f/(&) tel que p € &, J(4,v). d'otr
J(4,0) < J(u,0) — (p,u — 4).

en se souvenant que © € V(i), on obtient l'inégalité de gauche du point selle, et en
exploitant les deux inégalités ci-dessus celle de droite. le théoréme est démontré.

Théoreme VIN2. Sous les hypothéses VN1 et VN2, il existe t € U tel que

sup J(#%,v) = minsup J(u,v) = sup min J(u,v).
veEV wel ey veV veU

Démonstration. Remarquons d’abord qu’a nouveau, I’ hypothése VN1 garantit 1’exis-

tence des min en u. En particulier, J admet un minimum en un point @ de U. Soit

J=J)= 323,?25 J(u,v).

J étant une fonction convexe, il existe p € 8J(4) tel que
VueU, (p,u—1u)=>0.

Par notre théoréme CC2, il existe une suite maximisante {vy} € W(@) et une suite {p;}
avec px € 0yJ(4,vx), telles que py = p. Ce qui donne

Yue U, J(u,vk)>J(@,00)+ pr,u—1)>J+ (pr,u— i) — e,

ou €; — 0. Par ailleurs, on sait par le lemme 2 que ||p|| est bornée.
Soit € positif donné. Pour tout u dans U, il existe un voisinage ouvert O(u) et un
entier n tels que

Vi€ O(w),Vk > n, (pi,id—1) > (pr,u — ) — § > (pyu—1i)—25 > —~§'

Wl

Comme U est compact, on peut extraire un recouvrement fini des O(u). Soit N le max
des n correspondants. Alors, '

VueUVk 2N, (pe,u—1a)> —2§.

car u apartient a I'un des O(u) du recouvrement fini. Choisissons alors i’ > N et tel aussi
que J(4,vr) > J — €/3, et on obtient, en utilisant 'inégalité ci-dessus :

Yue U, J(u,vg) 2 J(@,vx) + (pryu—a) > J — e

Donc minyev J(u,vy) 2 J — €, et a fortiori, sup,ey mingey J(w,v) > J — e
Comme € était choisi arbitrairement, le théoréme s’en suit.

On peut en déduire un corollaire, trivial mais peut-étre utile:
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Corollaire. Sous les hypothéses VN1 et VN2, si U C U,

sup inf J(u,v) = inf sup J(u,v).
veV uelU ucU veV

Démonstration. Il suffit d’utiliser la continuité de J et de J. et d’appliquer le théoréme
précédent a la fermeture U de U.

Nous avons ainsi montré que les théoréemes de Von Neuman et de Sion sont des
conséquences directes de versions “convexe-concave” du théoréme de Danskin. II nous
semble que cela ne constitue que des exemples d’applications de résultats qui peuvent étre
utiles dans d’autres contextes.
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