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MODULO LARGE PRIMES
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Abstract. Solving equations modulo p is ordinarily done by means of Berlekamp’s algorithm. We
show how to find roots of polynomials of degree less than five using Lucas sequences. We also
compare the time required by both algorithms.

RESOLUTION D’EQUATIONS DE PETIT DEGRE
MODULO DE GRANDS NOMBRES PREMIERS

Résumé. Larésolution d’équations polynomiales dans Z/pZ se fait ordinairement avec P’algorithme
de Berlekamp. Nous montrons comment il est possible d’utiliser les suites de Lucas pour résoudre
les équations de degré 3 et 4 modulo p. Des comparaisons de temps d’execution entre les deux
algorithmes sont également donnés.
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1 Introduction

L’algorithme d’Atkin ([10]) nécessite la résolution d’équations polynomiales de degré pouvant aller
jusqu’a 10, modulo de grands nombres premiers (plusieurs centaines de chiffres). Les polynomes
qui nous interessent ont la particularité d’avoir toutes leurs racines dans le corps Z/pZ dans lequel
on travaille.

L’algorithme le mieux adapté est 1’algorithme de Berlekamp sous sa forme probabiliste ( “folk
method” de [7]). Cette méthode sert en fait & effectuer une séparation des facteurs des polynomes
dans le cas général. On pourra consulter I’article récent de Shoup [14] pour des compléments sur

les algorithmes de factorisation.

Il s’avere toutefois que I’on a souvent des équations particuliéres & résoudre. Par exemple,
Pextraction de racines g-iemes (g premier) dans Z/pZ a été étudiée dans [13] pour le cas du degré
2 et [18] pour le cas ¢ impair. On peut se demander aussi s'il n’est pas possible de transcrire la
résolution classique des équations de degré 3 ou 4 dans C dans le cas ol on travaille modulo p.
Aprés des recherches poussées dans la littérature (notamment grice aux bibliographies contenues
dans [6] et [17]), la réponse a ce probleme est affirmative. Non seulement on peut utiliser les mémes
méthodes, mais les algorithmes qui en découlent sont beaucoup plus rapides que P’algorithme de
Berlekamp.

Apres un bref rappel de Ialgorithme de Berlekamp, nous présenterons un théoreme qui nous
permet de dresser un cadre de travail agréable pour traiter les cas des équations de degré 3 et 4.
Enfin, on donnera des temps de comparaison entre les différentes méthodes pour le cas du degré 3.

2 Algorithme de Berlekamp
Soit f un polyndme de degré n, & coefficients entiers, et p un nombre premier. On cherche UNE
racine de f modulo p. L’algorithme de Berlekamp, sous forme probabiliste est (Cf. [1, 7)) :
fonction BERLEKAMP( f(X), p);
(* retourne une racine de f(X) = 0 mod p *)
1. F:=f, 24 :=0;
2. tant que degré(f)# 1
1. 2o:= 20+ 1;
. p=t ‘
2. F := pged((X + 2o) 7 -1, f(X)) mod p;
3. si degré(F)> 1 alors si degré(F)< degré(f)/2 alors f := F sinon f := f/F;
3. festdedegré 1: f = X — Xo: Xo est la racine cherchée;
4. fin.

On montre que la probabilité de succés pour chaque valeur de zq est % (on conjecture méme
que cette probabilité est > 1 — 1/2™ Cf. [12]). Si I’on emploie des algorithmes de calcul classiques
sur les polyndémes, le coiit de cet algorithme est :

O((n® + n?(log p))(log n)(log p)?).

Dans le cas qui nous interesse, n est beaucoup plus petit que log p, et donc la complexité “pratique”
est

O(n?log n(log p)3).
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3 Un théoréme interessant
Le but de cette section est de démontrer le théoreme suivant, dii originellement 3 Pellet ([11}).

Théoréme 3.1 Soit f(X) un polynéme de degré n a coefficients dans Z/pZ (p nombre premier
plus grand que n). Soit D le discriminant de f et w le nombre de facteurs irréductibles de f dans
Z/pZ. On suppose que p [ D. Alors :

&)= | KO

ot (./p) désigne le symbole de Jacobi (Cf. [5]).

Nous suivons la démonstration donnée dans [16]. On commence par démontrer le cas particulier
suivant.

Lemme 3.1 Avec les mémes hypothéses, si f est irréductible, alors : ‘ .
=) =(-1)L (2).
(p (=1) - :

Démonstration.
Comme f est irréductible modulo p, f est irréductible sur Q. Alors :

F =F(p") ~ (Z/pZ[X))/(f)
La trace d’un élément o de F' est :
Tr(a)=a+a”+...+a”"_1, 3)

qui est un élément de Z /pZ.
Soit # une racine de f dans F. On a :

f(@)=(z=0)(z = °)..(a = 6""") 4)
et .
D= 9(9)2’ ' (5)
avec : ) -
g@)= (@-67) (0-67) ... (86—-067"")
(67 — 67"y ... (67 —06"""") (6)
(0p"_2 _ 0pn-1)
Il n’est pas difficile de voir que : : :
9(67) = (-1)""1g(6). (M)
On doit distinguer deux cas, suivant la parité de n. Supposons n impair. Alors :
9(6%) = g(6) (8)
et plus généralement o _
' 9(87") = ¢(8), pour 2 <i<n. ‘ (9)
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On en déduit : . ,
ng(0) = g(6) + g(07) + ... + g(6”" ) = Tr(g(9)), (10)
qui est un élément de Z/pZ. Comme p > n, n est premier avec p et donc g(6) est dans Z/pZ. On
a donc réussi & écrire : D = g% dans Z/pZ et donc D est un carré modulo p.

Si n est pair,on a : :
9(6%) = g(6)” = —g(6) ‘ (11)

dans F. Si g(9) était dans Z/pZ, on aurait g(6)? = g(6) mod p et cela impliquerait g(4) = 0 mod p,
contredisant I’hypothése faite sur D. Donc g(#) n’est pas dans Z/pZ. Si D était un carré modulo
p, D = ¢%, on aurait g(8) = +g mod p, ce qui est impossible. m

Démonstration du théoréme.

On raisonne par récurrence sur n. Ce théoreme est trivial quand n = 1 ou n = 2. Nous faisons
maintenant I’hypothése que la propriété est vraie pour tous les degrés plus petits que n (n > 2).
Soit maintenant f un polyndme de degré n (n > 2) satisfaisant aux hypothéses du théoréme. Si
f est irréductible, on applique le lemme précédent. Supposons maintenant que f est le produit de
deux polyndmes f; et f; de degrés respectifs m et n — m avec n > m, de discriminants D; et D,
et ayant respectivement w; et w, facteurs irréductibles modulo p. On écrit :

A = TI(X - X2, a2
r=1
fx= 11 (x-x,). (13)
s=m+1
Alors :
D(fy=DAf)= ][] (Xi-X;)?, (14)
1<i<j<n

ce que l’on récrit :

D(f) = D1D: [TL) Miemp(Xi = X;)?
(15)
= D1 D, Res(f1, f2)?,
ol Res(fi, f2) est le résultant de f; et f qui est un élément de Z/pZ. Dot :
D=7D; D; A2mod p : (16)

c’est-a-dire : D D D
1 2
—l={—) (=) mod p. 17
(3)=(3) (3) mocs @
Appliquant ’hypotheése de récurrence, on a :

ce qui démontre le résultat pourn. m

Nous terminons par quelques remarques sur I'utilisation de ce théoreme. Soit f(z) un polynome
a coefficients dans Z[X]. Soit p un nombre premier. Supposons que ’on cherche le type de
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factorisation possible de f dans Z/pZ. On dira que f est du type (r1,...,7x) modulo p si et
seulement si

f(z) = fi(2)... fi(z) mod p (19)

avec :

v 'l,deg(f,) =T

Il y a autant de types possibles que de partitions de 1’entier n en somme d’entiers strictement
positifs. Le théoreme démontré ci-dessus donne des renseignements sur la parité de k.
4 Rappels sur les suites de Lucas

Nous nous contentons de donner un bref apercu des propriétés qui nous interessent. On pourra
consulter 3, 8, 19] pour plus d’informations.

4.1 Définition
Soient P et ) deux entiers. On considére la récurrence d’ordre deux
Xn=PXno1 - QXn-2, (20)
définie pour n > 2. Son équation caractéristique est :
Y - Py+Q=0, (21)

dont le discriminant est A = P? — 4Q. On introduit les solutions particulieres U, et V, de la
récurrence (20) définies par : '

Uo=0,U1=1;Vp=2,Vi = P. " (22)
Si a et B sont les deux racines de 1’équation (21), on montre facilement que :
am — ﬂ"
v yUn=————7",Vn = " ", 2
n,U gy Vo=a"+8 (23)

On pose aussi A = a/f et on a le résultat trivial suivant :

Lemme 4.1
Vm, U,=0& A™ =1.

Ces suites vérifient de nombreuses identités. Parmi celles-ci, on a

Proposition 4.1 Pour tout n :

V2 - AU? = 4Q™ (24)

Von = V,f -2Q™, Uz, = UpVy; (25)

Van = Va(V;? = 3Q™), Usn = Un(V;2 = Q™); (26)
Umin = VaUm = Q" Unn, Vmin = VaVin = Q" Vinn; (27)
2Vosm = VaVi + AULU R, 2Upgpn = UpVip + Uy V. (28)

Nous suivons maintenant I’approche de [17] (voir aussi [4]).



Définition 4.1 On définit les polynomes de Sylvester par :

G_i1(z) = -1,Go(z) =1
Gi+1(z) = zGi(z) - Gi-1(z) pour k > 0.

Proposition 4.2 Pour touts > 0, ona :

1 g2+l 3 '
s “)=E T -2 2
xG,<z+x) — (29)

La démonstration de cette proposition se fait aisément par récurrence. Notons que G,(—2) =
(-1)°.

Corollaire 4.1 On a :
I/'(2.9-}-1)1'). = (_l)sQnsGa(—VZn/Qn)Vn; (30)

U(2s+l)n =Q™Gs(Van/Q")Un. (31)

Démonstration. On applique la proposition précédente avec z = +(a/B)". ®

Des propriétés (25) et (4.1) on déduit aisément :
U =0=>Vm, U, = 0. (32)

4.2 Propriétés

Soit p un nombre premier. On définit les suites de Lucas U, et V, comme précédemment, les
opérations étant considérées modulo p. On démontre :

Théoréme 4.1 On suppose que p [ A. Sie= (%) etn= (%), alors :

Up-e = 0 modp
Ve = 2Q1-92 modp (33)
et
U(p_e)/g =0&n=-1. (34)

Proposition 4.3 Soit p un nombre premier impair ne divisant pas AQ. Soit ¢ € {1,2} et r un
diviseur impair de p — ¢. On pose t = (p — €)/r. Alors :

Ut =0mod p & Vi =2 1° Q2 mod p. (35)

Démonstration. La réciproque est claire avec (24). Dans le sens direct, on a soit U; = 0 mod P,
soit Vi =0 et ¢ = 2 (avec (25)).
Supposons que U; = 0. Alors (24) implique :

Vi=2¢ QY?, avec ¢ € {+1}.
Avec (25), on déduit : V,, = 2Q*. On applique le corollaire (4.1) pour trouver :
Vit = (—1)FQ¥ Gr(~2)V; mod p,
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avec r =2k 4+ 1. On en déduit :
Vi=QM V=20 Q"2 =20Qr 92 =2( Q=92

Comme d’autre part, V;4 = V,_ =2 Q(1=9/2  on trouve donc ¢ = .
Supposons maintenant que ¢ = 2 et que V; = 0. Alors :

0=Up-c = Uy = Q¥ G,(~2) Uy,

c’est-a-dire Uy = ). Mais A canse de (24), on ne peut avoir simultanément U, et V; nnls. Donc ce

cas est impossible. m

4.3 La suite W,

On suppose que p est un nombre premier. Suivant [4] et [17] on introduit la suite W, définie par :

2

W, =V2,@7 " mod p,W; = %— — 2 mod p.

Cette suite satisfait les relations :

W2 -2
WoWoyr — W

1]

W2n
Wans1

Il existe un algorithme rapide pour évaluer W, pour n grand. Ecrivons n en base 2 :

(boby . ..b;)2. On pose Py = {W;, W,}. Si P; = {A,B}, on a

b | {42 =2,AB - W}siby, =0,
1 {AB - Wy, B? — 2} sinon,

et : Py = {Wy,, Wrt1}. Enfin, il est possible d’exprimer U, et V,, en fonction de W, par:
PVant1Q7" = Q(Whyy + Wa),
A(U2aQ )7 = W2 — 4 mod p,
AU2n41Q7" = Q(Was1 — W) mod p.

On en déduit le lemme suivant :

Lemme 4.2
Uzky1 =0mod p & Wiy = Wi mod p;

Uzt = 0mod p & Wi'= %2 mod p.

5 Equations du troisiéme degré dans Z/pZ

Nous suivons [2] et [17].

-

(36)

n =

(37)

(38)

(39)
(40)

(41)
(42)



Uj
5.1 Préliminaires

On cherche a résoudre ’équation :
[3]

f(z) =23+ uz + v = 0 mod p. (43)

Le discriminant de cette équation est D = —4u® — 27v%2. On pose v = (%) On suppose que
u Z 0 mod p (le cas des extractions de racine cubique est traité dans [18]).

I y a trois partitions possibles de P’entier 3 en somme d’entiers strictement positifs, & savoir :
3=1414+1=1+2. Alaide du théoréme (3.1), on voit que f est du type (1 2) si v = —1 et du
type (1 1 1) ou (3) si v = +1.

On écrit p = 3m + &, avec £ € {£1}. On récrit (43) sous la forme :

z3 - 3afz + af(a + B) = 0. (44)

Les coefficients a et G sont les solutions de :

3v U
2 L =
y+uy 3 0, (45)

dont le discriminant est :
9v? 4u -3D

W T3 T Gt (46)
Lemme 5.1 Soit zo une racine de (43). Soit z = (zo— @)/(z0 — B). Alors :
P2=A= g 47
3 ) (47)
Démonstration. On écrit :
_Pz-a *
T oz-1"
On en déduit : s ) s
ot e gy o (B2 QP H (B2 =)z =12 4 vz = 1) .
(z—1)%
Le numérateur s’écrit :
(8% + uB + v)2® — (3a% + 2up + ua + 3v)z% + (328 + 2ua + uf + 3v)z — (a® + ua + v).
Or:
30/ +2uB+ua+3v = 3a(-::£-—v-ﬂ + g) +2uf + uva+ 3v (48)
9
= —Zvaﬂ +2u(a+ B) + 3v (49)
= 0. - (50)

Par symétrie, le coefficient de z est nul. On montre de la méme fagon que :

Br+uB+v=A780a°+ua+v=Ae,

-



et finalement, on a le résultat annoncé. m

On introduit les suites de Lucas associées & I’équation (45), c’est-a-dire avec pour valeurs de P
et Q respectivement —3v/u et —u/3. On pose comme précédemment :

(- @-e

- (@ @

et

5.2 Résolution

Tout tourne autour de ’exploitation de I’équation (47). Quand des racines existent dans le corps
contenant A (i.e. dans Z/pZ si € = +1 et dans Z/pZ[VA] si € = 1), nous allons expliquer
comment extraire une racine cubique de A et comment en déduire une solution pour (43).

Introduisons des notations supplémentaires. On écrit comme précédemment p = 3m + £, avec
£ € {£1}. On pose m = 3*n, avec A > 0, n = 3u + 0, ot § € {+1}. Notons que ces définitions
entrainent que m est pair.

Passons maintenant aux conditions sur les résidus cubiques. Si p # 1 mod 3, alors tout element
de Z/pZ ou Z/pZ[+/A] est un cube.

Si p=1mod 3, et si A est dans Z/pZ, la condition pour que A soit résidu cublque est :

A%‘ =1 mod p & U(p—1)/3 = 0 mod p, . - (53)
et quand A est dans Z/pZ[VA] = F(p?), on a :

A3 = 1dans Z/pZ[VA] ¢ Ugz_1)/3 = 0 mod p. O

Nous allons maintenant appliquer les résultats de la section 1 et étudier séparément les deux
casv=+letrv=-1 S :

5.2.1 Lecasv=-1

Dans ce cas, on sait que f est du type (2 1). Autrement dit, f n’a qu’une racine dans Z/pZ.

Deux cas se présentent, selon la valeur de £. Sl £ =~1,alors € = 1 et A est dans Z/pZ. Comme

p = 3m — 1, 'unique solution de I’équation 2% = A mod p est '
m-1

(‘—f—) mod p. (55)

Revenant a z, on trouve :

m-1 _ m _ m [1;,,,_
e )

Si € =1,alors e = —1 et @ et 8 sont dans Z/pZ[V/A]. 1l en est de méme pour A. D’aprés (33),

ona: , :
Up+1 = 0 mod p, (57)

9



et comme (p? —1)/3 = (p+1)(p—1)/3 et que (p~ 1)/3 est un entier, on en déduit, avec (32), que :
U(p2_1)/3 = 0 mod D

et donc A est un résidu cubique. De plus, on a :

53 =

(dans Z/pZ[v/A)). On peut alors prendre pour z la valeur :

O

et revenant a z, on trouve :

(60)

qui est un élément de Z/pZ.

5.2.2 Lecasv =+1

Le type de f est du type (1 1 1) ou (3). Si A n’est pas résidu cubique (dans Z/pZ ou Z/pZ[VA)),
alors f est du type (3), sinon il est du type (1 1 1).

Dans le cas ol p = 1 mod 3, la condition sur A est équivalente 3 U,, = 0. En effet, on a
(p* - 1)/3 =3m? - 2m et :

A(p’—l)/s =1 A3m2—2m =1 A™ = A—3m2+3m =1,

car Up_1 = 0 = Us,, (d’aprés (33)).
Supposons donc que A est résidu cubique. Soit ¢ le plus petit diviseur pair de m tel que U; = 0.
Ce nombre existe car Up—. = 0 mod p, d’aprés (33). Nous allons démontrer le théoreme suivant.

Théoréme 5.1 ([17]) Supposons que t n'est pas multiple de 3. Une solution de (43) est donnée
par :
2= =1 PTIQ(Wiyr + Wy),

ot ¢ est choisi dans {1,2} de fagon que 3| ct+1; k est alors défini parct +1 =37 = 3 (2k +1).
Démonstration. Comme U; = .0, on a aussi Uzt =0 et doﬁc, d’apres (35) :
Uet =0,Ver = 217 Q% (61)
pour tout ¢ dans {1,2}. Avec (27), on écrit :
Wetp1 = VWi + AULUy =2 P nf Q2.

Or (Cf. (26)):
Vct+1 = ‘/31' = Vr (Vrz - 3Qr)

On en déduit :
V3-3Q'V, = Py Q2 (62)

10
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Comme ct = 2(3k + 1), on multiplie (62) par Q3 pour trouver :

S (V:Q7*)® - 3Q(V,Q %) = n°PQ. (63)
Mais —3Q = u et PQ =v. On en déduit : ' ' ‘
| (-1V:Q %) + w(-7V,Q™*) + v = 0. (64):

Remarquant pour finir que :
' V,Q7F = VarnQ~* = PT1Q(Wita + W),
on voit qu’une solution de (43) est :
2= P QWi + Wyi). m

Si maintenant ¢ est divisible par 3, on désigne par Ao une racine cubique de A3*+%. Alors une
racine de (47) est :
2= (ApA™*)? mod p. (65)
Dans ce cas, on ne peut exprimer z avec les suites de Lucas. Dans le cas ol A est dans Z/ pZ[VA],
I’extraction de racine cubique est assez pénible et dans ce cas, 'algorithme de Berlkamp est plus

efficace.
Pour terminer, on trouve les autres racines de f en divisant f par le mondme z — zg et en

résolvant une équation du second degré.

6 Equations du quatrieme degré

L’exposé de la méthode se trouve dans [15]. Nous ne donnons que quelques détails, en insistant sur
le cas out f(z) = 2% + @123 + a22? + 437 + a4 est du type (1 1 1 1). On suppose que a; et a3 ne
sont pas simultanément nuls.

Soient (;)1<i<4 les racines de f dans un corps convenable. On pose :

21 = 1+T3—23—24
29 = X1 —2y+ 23— T4 (66)
23 = 21—&2— 23+ 24,

et y; = 22. Alors les y; sont racines de
Y B Yy

9(y) = v> + b1y® + by + b3 = 0 mod p, (67)
ou :
b] = 8&2 - 3a%
by = 3a} - 16ala,; + 16ajas + 16a2 ~ 64ay (68)
by = —-(a:f — 4aia9 + 80.3)2.

Le discriminant de g est précisément celui de f.
Réciproquement, si les y; sont les racines de g et si les z; sont choisis de sorte que :

— 212923 = a} — 4a;04; + 8as, (69)

alors les z; définis par (66) (et =y + z; + 23 + Z4 = @1) sont les racines de f.

Comme 4 admet 5 types de partitions, on voit que f est du type (11 1 1), (2 2) ou (3 1) si
D est résidu quadratique modulo p et du type (2 1 1) ou (4) sinon.

Le cas (1 1 1 1) correspond au cas ou g est du type (1 1 1) et ol les trois racines sont résidus
quadratiques modulo p. Dans ce cas, les z; correspondant sont dans Z/pZ et on a facilement les

racines de f.
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7 Application au test d’Atkin

Dans ce cas, nous avons a trouver une racine d’un polynome, de degré 3 ou 4 et nous savons
que ce polyndme a toutes ses racines dans Z/pZ. Cela simplifie considérablement le travail
d’implémentation. On voit que le cas du degré 4 nécessite trois extractions de racines carrées
en plus du calcul d’une racine d’une équation d’ordre 3, qui elle aussi a trois racines dans Z/pZ.

J’ai comparé les deux algorithmes (Berlekamp et Williams) sur le polynéme Pp3(X) = X3 +
3491750 X% - 5151296875X + 233753, Ce polynome a trois racines dans Z/pZ, pour tous les p qui
sont représentés par la forme quadratique principale de discriminant —23, i.e. Q(z,y) = z2+zy+6y?
(Cf. [10]). Parmis 200 nombres premiers de 100 chiffres choisis “au hasard”, 34 vérifiaient cette
propriété, 29 permettaient I’application de la méthode de Williams (sans les racines cubiques).
C’est la proportion attendue car la probabilité qu'un nombre premier au hasard vérifie la propriété
est 1/6. Les programmes sont écrits en Le_Lisp 15.21, avec une arithmétique 32-bits, sur un SUN
3/60. Les temps sont donnés ci-dessous.

Berlekamp | Williams | rapport
33.50 13.24 2.53

33.56 9.76 3.44
32.30 9.22 3.50
34.38 9.16 3.75
33.32 8.86 3.76
32.48 8.36 3.89

66.56 13.84 4.81
68.84 13.98 4.92

67.84 9.72 6.98
72.22 10.26 7.04
65.40 9.26 7.06
74.52 10.42 7.15
65.54 8.84 7.41
65.64 8.84 7.43
67.14 8.94 7.51
80.58 9.12 8.84
93.74 10.08 9.30
88.98 9.42 9.45
99.98 9.60 10.42
100.00 8.94 11.19
98.60 8.32 11.85
129.86 9.84 13.20
117.80 8.88 13.27
146.26 9.80 14.92
135.18 9.00 15.02

165.72 10.28 16.12
231.44 13.74 16.84
200.82 10.18 19.73
318.82 9.46 33.70
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8 Conclusions

L’algorithme de recherche de racine préconisé est donc le suivant :
procédure SEARCHROOT( f(X), p);
1 F:=f z¢:=0;
2. tant que degré(f)# 1

1. si degré(f)= 2 alors abpliquer SHANKS, aller i 4;
2. si degré(f)= 3 alors appliquer WILLIAMS, aller a 4;
3. si degré(f)= 4 alors appliquer SKOLEM, aller & 4;
4. 1. zg:=z0+ 1;
: po1
2. F := pged((X + 20) 7 — 1, f(X)) mod p;
3. si degré(F)> 1 alors si degré(F)< degré(f)/2 alors f := F sinon f := f/F;

3. f=X—X0;
4. fin.

Dans un prochain article, je me propose d’expliquer comment on peut résoudre une équation
modulo p quand son groupe de Galois (sur C) est résoluble.
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