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INTRODUCTION A L'ANALYSE DES DONNEES SYMBOLIQUES
INTRODUCTION TO SYMBOLIC DATA ANALYSIS
Edwin DIDAY™
Abstract |

The aim of this paper is to define the symbolic approach in data analysis and to show that
it extends usual Data Analysis to more complex data which may be closer to the
multidimensional reality and it allows the processing of knowledge representing a higher
level of experience than simple observations. We introduce several kinds of symbolic
objects ("events", "assertions"”, and also "hordes” and "synthesis" objects) which are
defined by a logical conjunction of properties concerning the variables. They can take for
instance several values on a same variable and they are well adapted to the case of missing
an nonesens values. Background knowledge may be represented by "pyramidal
taxonomies" and "affinities". In clustering the problem remains to find inter-class
structures such as partitions, hierarchies and pyramids on symbolic objects instead
classical one. Symbolic data analysis is conducted on several principles : accuracy of the
representation, coherence between the kind of objects used at input and output,
knowledge predominance for driving the algorithms, self explanation of the results. We
define the notion of order, union and intersection between symbolic objects and we show-
that they are organised according to an inheritance lattice. We study several kinds of
qualities of symbolic objects, of classes and classification of symbolic objects. Finally we
propose several kinds of data analysis relating to the symbolic approach.

Keywords : Data analysis, symbolic objects, clustering

Résumé

L'objectif de ce travail est d'introduire un point de vue "symbolique"” en analyse des
données et de montrer que l'on peut étendre I'Analyse des Données classiques 2 des
données plus complexes car plus proches de la réalité multidimensionnelle et au traitement
de connaissance représentant un niveau d'expérience plus élevé que de simples
observations. On définit d'abord divers types d'objets symboliques : les événements .
€lémentaires, les objets assertion, horde, de synthase, regle. Ils s'expriment sous forme
de conjonction logique de propriétés portant sur des variables usuels de I'analyse des
données. Des connaissances supplémentaires peuvent venir s'ajouter a la description des
objets & laide de taxonomies et d'affinités par exemple. On schématise quelques
problemes d'analyse de données ol les "individus" sont des objets symboliques.
L'analyse des données symboliques est guidée par plusieurs principes : la "fidélité" entre
les objets symboliques utilisés et les connaissances 3 représenter, la "prédominance de la
connaissance” pour guider les algorithmes, la "cohérence” entre les objets nécessités en
entrée et ceux qui sont obtenus en sortie, "I'explicabilité” des résultats. Plusieurs
propriétés des objets symboliques sont ensuite étudiés : on définit la notion d'ordre,
dunion et d'intersection entre ces objets et on montre qu'ils sont organisés selon un
treillis d'héritage. On étudie ensuite des "qualités" que 1'on peut attribuer aux objets
symboliques (complétude, simplicité, affinement), & des classes (stabilité, effrittement) ou
a des classifications d'objets symboliques (degré de recouvrement, qualité de I'héritage).
On énonce enfin plusieurs exemples de probléme d'analyse des données symboliques.

Mots-clés : Analyse des données, objets symboliques, classification automatique.

*) Université Paris-IX-Dauphine et INRIA



INTRODUCTION

Avec l'arrivée de systeémes de saisie automatique dans tous les domaines de l'activité
humaine, l'accumulation de données de toutes sortes s'intensifie. Extraire de ces données
des informations utiles dans un but explicatif ou décisionnel est 1'un des probl&mes
majeurs auxquels sont confrontées les entreprises. L'analyse des données (qui s'est
développée surtout a partir des années 60) grice aux facilités de calculs et de
représentation fournies par les machines a pour but de donner des réponses a ces
problémes en permettant le traitement de grands tableaux numériques ol n objets (ou
;individus) en lignes prennent des valeurs sur p variables en colonne.

Les progres récents réalisés en Bases de Données et en Langages utilisant la
"représentation objets" permettent de manipuler et représenter des objets exprimant des
connaissances d'une complexité grandissante difficiles 2 exprimer dans le carcan des
tableaux de données classiques. On assiste aussi 2 un foisonnement de Bases de
connaissances du en partie au succes des systémes experts. C'est dans ce contexte que
nous introduisons la notion d'objets symboliques. '

La distinction entre objets "symboliques" et "numériques" est claire dés lors que l'on
considere qu'un objet est "'numérique” s'il peut étre représenté et utilisé comme un point

de l'espace RF considéré comme un espace vectoriel muni des opérations habituelles et
quil est "symbolique” si ce n'est pas le cas (par exemple, s'il est nécessaire de définir une
sémantique propre au domaine d'application car la sémantique des nombres ne convient
pas). Il résulte de cette définition que l'analyse des données classique traite depuis
longtemps des objets symboliques particuliers puisque c'est le cas de tous les objets
caractérisés par des variables qualitatives (qu'elles soient nominales ou ordinales). Le but
de ce travail est d'étendre I'analyse des données classique & 1'étude d'objets symboliques
plus complexes qui s'expriment sous forme de conjonction de propriétés portant sur des
variables classiques : quantitatives ou gualitatives (nominales ou ordinales
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Je
distinguent des objets classiquement traités en analyse des données d'abord au niveau de
leur description :

a) chaque variable peut prendre des valeurs multiples pour un méme objet
"symbolique"”, par exemple [couleur = {jaune, marron, noir  marron}] pour exprimer le

fait que la couleur d'un cépe peut Eétre jaune, marron ou noir et marron.; ou
[fievre = [39°, 41°]] pour exprimer que les patients atteints d'une maladie donnée ont
une fidvre variant entre 39° et 41°. Dans les deux cas on ne transforme pas ces valeurs en

modalité d'une variable afin de ne pas perdre l'information’ contenue dans ces
descriptions.

b) Comme conséquence de a) on est amené & exprimer différents types de liens
entre les variables : quand une variable prend une modalité, une autre peut ne pas avoir de
sens (on ne décrit pas les ordinateurs d'une entreprise qui n'en posséde pas) ou l'on doit
restreindre son champs de valeurs possibles (si la couleur est jaune, la taille est petite). On
obtient ainsi des objets symboliques munis de propriétés.

Ils se distinguent aussi au niveau de leur manipulation :

~¢) Un objet symbolique est une description en compréhension d'une classe
d'objets élémentaires qui en constituent I'extension (I'objet [couleur = {blanc, jaune}] a
pour extension tous les objets élémentaires dont la couleur est soit blanche soit jaune).

d) Comme conséquence de c¢) on peut généraliser ou spécialiser un objet

symbolique en modifiant ses propriétés de fagon soit & étendre soit 2 restreindre son
extension.
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e) Pour généraliser on utilise la sémantique du domaine d'application (qui
s'exprime, par exemple, sous forme d'une taxonomie) ce qui évite, par exemple, de
geénéraliser "quelqu'un qui boit du whisky et de I'eau” et "quelqu'un qui boit du vin et de
l'eau" parquelqu'un qui boit de l'eau” mais plutdt par "quelqu'un qui boit de l'alcool et
de l'eau” ' '

Enfin on peut atténuer l'aspect déterministe par I'utilisation d'objets modaux qui sont
largcmcnt-"développés dans Diday 89. Les objets symboliques se rencontrent dans de
NOLbreuses situations. Quand par exemple, un expert (chef d'atelier, banquier, médecin,
bijlogiste...) veut décrire des connaissances issues de son expérience (comportement
fune chaine d'usinage, type de clientéle d'une succursale, maladie, plante, ...) ; quand
un utilisateur d'une base de données exprime une question sous forme de requéte ; quand
on désire décrire une classe d'objets classiques obtenue par une classification automatique
de fagon plus riche, plus explicative que par le centre de gravité et la variance ; quand les
objets a €tudier nécessitent I'utilisation de variables complexes dont 1a valeur pour chaque
objet est par exemple, un arbre, un graphe, ou d'autres objets. Etc...

Le but de 'analyse des données, symboliques est d'étendre la problématique, les méthodes
et algorithmes de I'analyse des données classiques aux objets symboliques. Les objets
symboliques permettent une adéquation plus grande a la réalité multidimensionnelle que
les objets habituellement utilisés en analyse des données et apparaissent de fagon éparse
depuis longtemps dans différentes disciplines. IIs sont par exemple indispensables en
biologie pour décrire des espices d'animaux ou de plantes et les premiéres classifications
de tels objets remontent i l'antiquité au moins.2 Aristote (Historia animalis). Les flores
modernes constituent des exemples parfaits de classifications d'objets symboliques 2
l'aide de "clés". Ces classifications ont généralemert été constituées de fagon plus ou
moins empirique pour rassembler des années si ce n'est des sitcles d'expérience. Bien
que 'un des premiers algorithmes de classification automatique remonte 3 Adanson
(1757), d'aprés Sneath et Sokal (1973) il faut remonter 2 la fin des années 50 pour
frouver une systématisation des algorithmes de taxonomie numérique. Les premiers
algorithmes de segmentation remonte 2 ces dates Belson (1959), Morgan et Sonquist
(1963), avec leur méthode AID (Automatic Interaction Detector). Ces techniques
constituent un premier effort pour extraire de données classiques des objets symboliques.
En effet, en segmentation classique on dispose en entrée d'un tableau de données
classiques mais en sortie on fournit un arbre dont les branches permettent de décrire des
classes d'objets sous forme de conjonction de propriétés portant sur les variables
explicatives qui sont donc des objets symboliques. L'algorithme de Quinlan (1983) est
une version moderne (exprimée dans ie contexte de l'intelligence artificielle) de cette -
ancienne approche. Comment faire de la segmentation dans le cas ol les lignes du tableau
de données d'entrée représentent des objets symboliques ? I semble que le premier
programme de segmentation d'objets symboliques ait été écrit par L. E; Morse (1968)
suivi de R. S. Pankurst (1970). M. J. Dallwitz (1984) a proposé un langage standard
pour représenter les objets symboliques de types "assertion" qui est courament utilisé en
biologie. J. Lebbe (1984) a réalisé un systtme de gestion d'objets assertion munis de
propriétés appelé XPER qui contient maintenant plusieurs programmes de traitement
d'objets symboliques, I'un d'entre eux.permet, par exemple, d'obtenir 4 partir d'un
ensemble d'objets symboliques et d'une variable qualitative & expliquer, un graphe
d'identification des modalités de cette variable (voir R. Vignes, J. Lebbe 1987).

En intelligence artificielle et plus particuliérement en apprentissage (voir Y. Kodratoff
(1986)) de nombreux algorithmes d'analyse de données produisant des objets
symboliques se développent citons parmi les premiers algorithmes dit de "conceptual
clustering" issus de la méthode des nuées dynamiques Diday, Govaert, Lechevallier, Sidi
(1980), puis Michalski, Stepp, Diday (1982). Pour la génération automatique de régles
citons Quinqueton, Sallantin (1986), HoTu Bao, Diday, Summa (1987), H.
Ralambondrainy (1987), Guénoche (1987), Gascuel (1987) . Guigues et Duquenne
(1986), Ganascia (1987) dans le méme but par utilisation de treillis et en étant plus
exhaustifs. Wille (1983) pour la représentation graphique de "concepts" par des treillis.
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Des langages informatiques dits "orientés objets" ou "shémas" adaptés a cette
problématique se développent intensivement citons par exemple M. Manago (1988) pour
"Gol" et R. Ducournau (1989) pour "Yafool". :

Les applications sont nombreuses citons par exemple, Manago (1988) pou: le
diagnostique des maladies de la tomate, Tronche, Lebbe et Vignes (1987) pour l'aide au
diagnostique des causes de surdité, Menessier, Diday (1988) pour la prévision dans les
séries pseudo-périodiques, Diday et Roy (1988) par I'identification de sols en géologie,
Touati et Diday (1989), pour obtenir une synthése d'objets "harmonieuse” A partir
d'affinités.

Nous montrons d'abord, par de nombreux exemples, comment les différents objets
symboliques introduits se distinguent au plan sémantique. Ils se distinguent également par
leur champ d'application, les problemes et algorithmes de classification et d'analyse des
données qu'ils soulgvent ; on ne pratiquera pas de la méme facon pour générer des
régles, des assertions, des hordes ou des objets de synthése. Cependant, au plan -
syntaxique, ils peuvent tous s'exprimer (par des changements de variables adéquats) sous
la forme simple d'un "événement élémentaire”. Cela permet d'énoncer ensuite un
ensemble de propriétés qui les concernent tous.

Tous les objets symboliques dont il sera question sont des formules du "calcul des
prédicats de la logique du ler ordre” faisant ressortir la notion de variable au sens analyse
de données et interprétés sur chaque €lément de 1'espace de définition de ces variables.
Nous évitons ce formalisme afin de ne pas compliquer 1'exposé pour les lecteurs ne
connaissant pas la théorie de la logique.du ler ordre et aussi parce que bien que sous-
jacent, il n'est pas d'une -utilisation indispensable dans la problématique qui nous
concerne ici. L'utilisation de fonctions de Q — {vrai,faux} est suffisante. Dans tout ce
texte on distingue "fonction" de "application” dans le sens ol une fonction peut ne pas

A Afiny s
&tre définie partout.

1. LA REPRESENTATION DES CONNAISSANCES :LES CHOIX
DE BASE

1.1. Choix des variables

Une variable y est par définition une fonction de Q — O ol Q .est I'ensemble dit des
"objets €lémentaires” et O I'ensemble d'observation ol la variable prend ses valeurs.

Le type de variable dépend de la structure algébrique de O. Si O est un intervalle de
I'ensemble des réelles nous dirons que la variable est quantitative. Si O est fini ou
dénombrable nous dirons qu'elle est qualitative. Dans ce dernier cas, on dira qu'elle est
qualitative ordinale ou nominale suivant que O est ordonné ou non.

Exemple :

Soit Q@ = { wq, ...w5} les variables classe d'dge, nationalité et taille définissant le

tableau de la figure 1. Ces variables notées y1, y2, y3 sont respectivement qualitatives
ordinales, nominales et quantitatives.

Y1 y2 y3
w1 1 2 1,65
wo 3 1 1,80
w3 2 1 1,29
w4 1 3 1,30
wj5 4 2 1,58
Figure 1
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1.2. Choix des objets symboliques :
'1.2.1. La notion d'objet symboliQue-: '

A partir des objets €lémentaires caractérisés par les valeurs prises par plusieurs variables
V)5 Vp BVEC Vi : €2 — Oj on peut définir beaucoup d'autres types d'objets dont nous

présentons maintenant quelques formes utilisées dans l'approche symbolique. On
introduit d'abord les "objets assertions" cas particuliers des "objets hordes" qui sont
présentés ensuite et on termine par les "objets de synthése munis de propriétés” puis les
regles qui sont les plus compliquées. Pourquoi utiliser le terme objet et que signifie-t-il ?
Remarquons d'abord qu'une ligne d'un tableau de données qui caractérise un "objet” (en
AD on dit souvent aussi "individu") peut s'exprimer sous forme d'une conjonction'de
propositions logiques que nous appellerons événement. Par exemple si I'on considére la
premitre ligne du tableau de la figure 1 et que l'on se restreint aux deux premieres.
variables, I'individu ou ebjet w] est caractérisé par l'expression symbolique définie par la
conjonction : ’

[classe d'dge = 1] A [nationalité = 2]

De facon générale dans ce texte on considérera qu'un objet symbolique est une
description qui s'exprime a l'aide d'une conjonction d'événements (on dit aussi
"propriétés’) portant sur les valeurs prises par les variables.

Pour faciliter 1a lecture on présentera d'abord les objets symboliques dans le cas ol ce
sont des fonctions a valeur dans {vrai,faux} & une variable. Au paragraphe 1.3 on
introduit les objets symboliques munis de propriétés ou de telles fonctions 2 plusieurs
variables peuvent apparaitre.

L'intérét d'utiliser le terme "objet" est de trois ordres :

a) En terme d'AD il permet de bien rappeler que les objets symboliques peuvent étre
considérés comme des lignes d'un tableau de données et donc sur lesquels on tentera
d'adopter la problématique et les méthodes usuelles d'AD.

b) Les éveénements de la connaissance supplémentaire ne seront pas appelés "objet’! méme
sils peuvent prendre la méme forme que les objets 2 analyser. -

¢) Les objets symboliques que nous définissons peuvent étre considérés comme des
"objets" des langages orientés objet .

Dans ces langages chaque objet comprend une partie purement déclarative qui décrit les
variables en donnant leur domaine de variation et une partie active formée de méthodes
particulieres pour calculer certaines variables ou des valeurs par défaut. Les objets sont
organisés (selon un graphe dit "d'héritage") a partir d'un objet générique , pére de tous
les autres , de fagon & ce que chaque objet apparaisse comme une instanciation (ou
spécialisation) d'un ou plusieurs objets-dont il affine la description. Aussi bien dans leur
définition que dans leur organisation (qui sera obtenue par des méthodes de
classification), les objets que nous allons maintenant décrire entrent dans le cadre de ceux
des langages orientés objets.

Exprimé sous sa forme logique par I'expression symbolique qui le représente un objets
symbolique s est dit défini en inrension (on dit aussi parfois en compréhension ).

L'ensemble des objets élémentaires de Q pour lequels il est satisfait (i.e. vrai) constitue
son extension et sera noté [s|Q). ’



On considere par la suite qu'il existe une bijection entre a) les noms des objets
symboliques, b) les noms de leur représentation symbolique, ¢) les fonctions qui les
définissent. En conséquence pour simplifier les notations on identifiera souvent le nom
donn€ a un objet symbolique et celui donné a son expression symbolique et 2 la fonction
qui le définit .

1.2.2. Les "événements élémentaires"

I s'agit du premier type d'objet symbolique que nous allons définir.

Soient p variables y1,...,yp définient sur Q, I'ensemble des objets élémentaires observés
et prenant leurs valeurs dans O1,...,0p. Si I'on identifie chaque élément de Q avec
I'ensemble des valeurs qu'il prend,on peut plonger Q dans Q' = O1x...xOp l'ensemble
des objets élémentaires possibles. On note Vj une partie-de Oj.

Définition

Un événement élémentaire représenté par l'expression .s'ymboliqﬁe e = [yi=Vi] est défini
par la fonction eyiVi :

Q2 — {vrai, faux} telle que eyiVi(w) = vrai si et seulement si yj(w) € V;.

Ainsi pour en revenir aux appelations introduites en 1.2.1 dans le cas d'un objet

symbolique défini par un événement élémentaire [y;j=Vj] , sa définition en compréhension
notée e est e = [yij=Vji] . Son extension est :

lelQ = {we Q/yi(w)e Vil}.

Comme nous 'avons dit ci-dessus,.pour simplifier les notations on considérera souvent
que ej exprime aussi bien le nom de I'événement élémentaire que celui de son expression

symbolique [yj=Vj] et constitue une fonction identique a ey; V-

Exemple :

Considérons la premiére variable du tableau de la figure 1, I'événement élémentaire noté
e= [yl = {1,3}] est défini par la fonction ey;V;: Q— {vrai, faux} telle que
ey;Vi(W) =vrai si et seulement si y1(w)e {1,3} = V. Son extension est

lelQ = {wi,w2,w4}.

1.2.3. Les objets assertion

Soity = (¥'1,-.,¥'q) ot y'i € {y1,...,yp} est la fonction Q — Oy € {O1,...,0p}. On
note V = {V1,...,Vq} avec Vi C B'i. Un objet assertion est une conjonction
d'éveénements élémentaires,

Plus précisément, on a la définition suivante :
Définition :
Un objet assertion de représentation symbolique a = [y']=V]] A..-;A[y'q=Vq] ou

Vi C O’ est défini par la fonction ayy: 2 — {vraifaux} telle que ayV(w) = vrai si et
seulement si pour tout i=1,...,q on ayi(w)eV;. '



Remarquons que pour bien spécifier que a est une conjonction d'événements élémentaires

qui doivent étre vrais simultanément pour le méme objet élémentaire we Q, on aurait pu
aussi noter a sous la forme symbolique suivante : '

a=[y'1(W) = Vila.ooa [yq(w)=Vgl .

Nous avons préféré réserver ce type de notation' au cas des "objets horde” que nous
introduisons en 1.2.4. C '

Extension d'un objet assertion :

L'ensemble des objets'élér'nent‘_e_lires qui satisfont I'objet assertion a dans Q sera noté fa|o
et constitue 1a définition en extension de a dans Q. On a donc ‘

lalg={we Q/y'y(w)e V;pouri=1,..q}
Exemples :

Supposons que €2 soit un ensemble de champignons décrits par deux variables : Y1
exprime la taille du pied et yj la couleur du chapeau. Un objet élémentaire tel que y1=1
et y = blanc peut s'exprimer sous la forme de 1'objet assertion suivant :

a=[y];=1] ~ [y7 = blanc]

L'ensemble des objets élémentaires de Q' dont la taille est comprise entre 0 et 10 et la
couleur du chapeau est soit marron soit noire peut s'écrire :

a=[y] - [0, 10]] ~ [y2 = { blanc, noir }]

Considérons maintenant un ensemble 2 réduit aux trois objets w1, w2 et w3. Pour w1
onay] =3ety) = noir, pour w2 on ay] = 2 et y2 = blanc et pour w3 on a yi1=1let :

y2 = blanc. A chaque wj on peut associer une assertion aj telle que:
a;=[y1=3] ~ [yz=noir], - | B
22=[y1=21 ~ [y =blanc], | o |
a3=[y1=1] A[yz=blanc].

On peut définir l'objet assertion a=[y = {2,3}] ~ [y = { noir, blanc }] dont nous
allons chercher l'extension : )
Onaly;={2,3}=[y1=2]v[y;=3]et [y2 = {noir, blanc}] = [y = noir J v [yr = -

blanc] donc  a = [[y] =2] A [y2 = noir]] v [[y] = 3] ~ [y2 = noir]] v [[y] = A~lyz=
blanc]] v [[y] = 3]~ [y2 = blanc]) donc a=wq vwy vz{v z) avec z] = [y] =3] |
~ [y7 = blanc] et 22 = [y1 =2]  [y2=noir]. I en-résulte que les seuls objets de Q qui
satisfont a sont wy et wp, autrement dit I'extension dans Q est : [a|q = {w1, w2} alors
que I'extension dans Q' est [ajo= {w1, w2, 21, 22} . '

Comme Vj est une partie de Oy, les deux cas extrémes suivants peuvent se prbduirc :

Vi={0;} qui signifie que la valeur prise par y; peut étre quelconque, V; = 0 qui signifie

que yj n'est pas défini (cela est possible car, rappelons-le, les yj sont des fonctions et non -
des applications).



Exemple :

L'extension de l'assertiona : | v o
a = [Existence chapeau = non ] A [couleur du chapeau = 0] A [lieu de pousse = {03}]

.est formée de champignons qui n'ont pas de chapeau, sur lesquels 1a variable "couleur du
chapeau" n'est pas défini (i.e. ne prend aucune valeur-dans I'ensemble des couleurs
possibles O2) et dont le lieu de pousse est quelconque.

Objets assertion simplifiés :

Quand Vj est identique a I'ensemble des valeurs possibles Oj, dans certains contextes-on
peut supprimer pour simplifier le terme [y; = O;] de la conjonction. Autrement dit, par
exemple l'objet assertion

a=[y1=Vilaly2=V2la[y3=03] ... n [yp = Op] (ie. V;=O; pour i=3,....p)

peut s'écrire plus simplement b = [y = V1] A [y = V3] qui a, remarquons-le, la méme
extension que a.

Exemple :

Supposons que la variable. y2 = "couleur du chapeau" ne puisse prendre que les deux
valeurs : blanc, noir. L'objet assertion a = [y} = 1] A [yp = {blanc, noir }] se simplifie en
a=[y; =1

Il pourra se produire dans certains contextes que ce type de simplification ne soit pas
possible pour bien distinguer les objets symboliques concernés par une variable yi de
ceux qui ne le sont pas ; par exemple la variable "rayon" n'intervient pas pour la
description d'un rectangle, contrairement 2 la variable "surface". D'autre part, si deux
variables yj et yj prennent des valeurs dans Vj et Vj de fagon que l'extension de ej = [yj =
Vil et ej = [yj = Vj] soit la méme sur Q, on ne s'autorisera pas 2 simplifier une
conjonction de ces deux événements en un seul d'entre eux car les objets symboliques s1
=€ et $2 = €] ~ €] sont sémantiquement différents bien que leur extension soit identique.
Par contre la conjonction de plusieurs événements élémentaires qui concernent la méme
variable peut étre simplifiée en prenant l'intersection des domaines concernés. Par

exemple, s = [yj = Vl,i] ~.yi= v ’i] sera simplifiée en s = [yj = Vi] avec

Vi=[N Vj:i/j=1,...,2] en conservant 1'équivalence logique et sans modifier la
sémantique. ’

Exemple :

Reprenons l'exemple de la figure 1. La conjonction des événements e1=[y1=[1,3]],
e2=[y1=[2,41], e3 = [y2=1] définit l'objet symbolique s = ]~ €2~ €3 qui sera simplifié
en s = [y1=[2,3]]« [y2 = 1] qui ne sera pas encore simplifié bien que logiquement
équivalent & e3 puisque |e3|Q) = [s|Q= {w2,w3}.

1.2.4. Les objets horde

Reprenons le tableau de la figure 1 et considérons les événements élémentaires
el =[y1=1]etez=[y2 =3]. On aej(w]) = vrai et e3(w4) = vrai mais il n'existe pas
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d'individu de Q pour lesquels e] et €2 soient vrais simultanément; Autrement dit, en
introduisant la fonction h de QxQ: — {vrai, faux} telle que h(w',w") = e1(W") ~ e2(w")

on a h(w1,w2) = vrai et h(w,w) = faux Vwe Q. Pour bien faire ressortir l¢ fait que h est
une conjonction d'événements €lémentaires d'instanciation pouvant concerner
(contrairement aux assertions) deux objets non nécessairement identiques on notera

h=[y1(u1) = 1] » [y2(u2) = 3].

Il s'agit d'un objet horde que I'on peut définir sous la forme généralé suivante (ol l'on
note yi, y'i, O'i et V de 1a méme fagon que pour la définition des objets assertion en
1.2.3). -

Définition :
Un objet horde h représenté par l'expression symbolique h = [y'j(uy) =Vi] ...

~[y'p(up) = Vp] est défini par la fonction hyy: £9 — {vrai, faux} telle que V' W =
(W1,...,w'q) € £, hyw(W) = vrai si et seulement si Vi Yiw'i )e Vi.

Dans le cas ol l'on désire imposer: uj = uyj , l'objet horde devient une fonction

Qq-1 - {vrai,faux}. On peut bien siir généraliser 2 plus de deux éléments identiques.
Quand tous les uj sont égaux l'objet horde se réduit & un objet assertion. On voit donc
que les objets assertion constituent un cas particulier d'objet horde. '

Extension d'un objet horde

Soit h un objet horde défini sur 9. L'extension de h est I'ensemble des éléments We Q4
tels que hyv (W) = vrai. On note cette extension Ih|Q) et on a donc h"l,}’V(v'rai) = |hjO =
{W=(w'y,.. .,w'q) € Q4/y'j{(w')e Vi}. ' ' '

Exemple :

Considérons dans l'exemple associé 2 la figure 1, l'objet horde suivant :

h={y1(u1) = 1] » [y2(u2) = 2]. On a |hjQ = {(¥1,w1), (W1,W5), (W4,w1), (W4,W5)}.
Silon considére par contre 1'objet assertion a = [y1=1]~[y2 = 2], son extension |al0
est réduite 2 I'objet élémentaire wie Q. -

Lien entre une horde h et la disjonction des événements élémentaires qui
la définissent :

SiT'on considére 1'union logique h' = {v e; li=1,...,q} des événements élémentaires ei=
[yi=Vi] qui définissent la horde h = {A [yi(uj) = Vi]/ i=i,...,q}, on obtient un objet
symbolique "union" sur lequel nous reviendrons en 4.3 défini par h'yV : Q— {vrai,

faux} dont I'extension est l'union des extensions de chacun de ces événements
élémentaires. On vérifie facilement que c'est 'union des parties P(W;) formées des

éléments des q-uples qui constituent |h|Q. Ainsi dans I'exemple qui précéde avec
e1=ly1(un)=1] ete2 = [y2(u2)=2] ona:



e1lQ U le2i = {w1,w4, w5} = { LU P(W)/We |hiQ} ob par exemple P(W1) = {w 1} et
P(W2) = {w],w5} puisque W1 = (w1,w]) et W2 = (w1,w5).

L'intérét des objets horde ressortira surtout quand nous ferons apparaitre dans leur
expressmn (voir 1.3) des liaisons entre les uj & l'aide de méthodes ou proprxetés
exprimées par plusieur§ variables. :

1.2.5. Les objets de synthese

Soient Q1,...Qk, k ensembles d'objets élémentaires respectivement définis sur
l'ensemble de variables J1, J3,...Jx avec card (J;) = Pj. Soit H;j lensemble des objets
horde que l'on peut définir sur €;.

Définition :

Un objet de synthése est la conjonction de k objets horde respectivement définis sur
c_hacun'des ensembles HJ,...Hy. Il s'écrira sous la forme générale s=h]A...hf avec
h; € Hj.

On voit donc que les objets de synthese constituent une extension des objets vus
précédemment puisqu'ils se réduisent & des obJets horde ou assertion quand k=1.

L'ensemble des éléments de Q = Q1 x......x Qk qui satisfont s const1tuc I'extension |s|Q2
de s.

Exemple :

A partir de fenétres Qq, portes , et toits 3 on peut définir des objets de synthése
appelés "type de maison".
Considérons l'ensemble des fenétres 21 décrites par 1'objet horde :

h¢ = [forme fenétre (u) = ronde] A [type vitre fenétre (v ) = €pais].
Les couples de portes de 2y satisfaisant & 1'objet horde :

hp = [blindage porte (u)=acier]A[mati€re porte (v)=chéne]A[numéro porte (u)=12]
et les toits définis par 1'objet assertion :

a = [type toit = ardoise] A [surface toit = trés grande].
On définit alors I'objet de synthese "type de maison” : m = hf A hpAa.
Un objet de ['extension de m dans Q% X Q% x Q3 est une maison qui comporte une
fenétre ronde, une fenétre a vitres épaisses, une porte d'acier qui a le numéro 12, une
porte en chéne et un toit en ardoise de trés grande surface.

Afin de définir l'extension d'un objet de synthése il faut donner plus de précision
concernant la fonction qui lui est associée.

Si l'on considére l'application Yi = (yl, ,yq ) € Jq1 de qu — Ol= le X O

Vi = le x Ve avccVJC O un objet horde h = [yl(ul)"vll"' A[yq( )V J

ai

peut s'écrire sous forme d'un événement élémentaire ej = [Yl—Vl]

qi

En effet, pour w = (wll,...,wlqi) eQCili ei(w) = vrai & Yi(w)e Vi & {y}(wﬁ)}eVE

YV {j=1,..,9i}<>h(w) = vrai. Il en résulte qu'un objet de synthése peut s'écrire sous
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forme d'un objet horde noté s = [Y1(Uj) = Vila .. A [YK(UK)=Vk] od
1 G | 4 |
IJ’1=(111 ,-.-..,‘u(ih)e qul .

Posons Y = (Y1,...,YK), V.= (V1,...,Vk), U = (Uy,...,Ug) l'objet de synthese s est le
prédicat défini par la fonction Syv Q= Q%l x...XQ%k — {vrai,faux} telle quev

syv(U)=vrai signifie que Yi(U DeViet plus précisément que y}(u})e VJ1
Il en résulte que l'extension d'un objet de synthése s est : |

sl = S;i, (Vrai‘)={w=(wi,. . .,w1

k i i
qr’ .,qu)E Q/Yj(WJ)E V_]}

Exemple :

En reprenant l'exemple ci-dessus, I'objet de synthése obtenu est 1a fonction :

Mmyvy :‘Q% X Qz-x Qé — {vrai, faux} tel que si-W = (wi,@%,w%,w,%,w?l’) alors
myy(W) = vrai <>{forme fenétre (wi) = ronde, type vitre (wé),: chéne, numéro porte

(w%) = 12, type toit (w:;) = ardoise, surface toit (w?) = trés grande}.

1.2.6. Les objets regle |

L'objet régle le plus général est défini par un objet de synthése appelé prémisse et une
disjonction d'objets de synthese appelée conclusion. Une clause de Horn est le cas
particulier oll la prémisse est un objet assertion et ol la conclusion est un objet assertion
réduit & un seul événement comme par exemple : o " '

r = [ couleur pied = bleu ] A [région = parisienne] = [ champignon = comestible ].
En reprenant l'objet de synthése m défini dans I'exemple de 1.2.5 on obtient un objet

-1égle plus compliqué avec par exemple : r = [m = [classe = luxe] A [prix = [200, 300]].

La fonction associée 4 une régle est définie sur le produit des espaces sur lesquels la
prémisse et la conclusion est définie. Par exemple, considérons la régle :

r = [position fenétre (v) = basse]A[blindage porte (u) = acier] = [matiére (volet) =
acier] . [épaisseur (volet) = grand].

La fonction associée a r est définie sur l'ensemble Q= Qf x Qp x Qy qui croise

'ensemble des fenétres des portes et des volets qui satisfont aux propriétés indiquées
dans r. : -

L'extension d'une régle est le complémentaire de 1'ensemble des objets élémentaires de Q.
pour lesquels elle est fausse. Elle n'est donc pas identique 2 l'extension de la conjonction
de la prémisse et de la conclusion de la régle puisqu'elle contient tous les objets
élémentaires qui ne le contredisent pas et qui ne sont pas dans cette extension.
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Exemple :

Reprenons. I'exemple de la figure 1.1. La régle

r= [[y1=1ly2=2] = [y3 = 1,65]] et l'assertion _
= [y1 = 1]~ [y2=2] ~ [y3 = 1,65] n'ont pas la méme extension puisque :

Ir|(3 = 2 alors que |alQ = w1.

Remarquons qu'en utilisant des opérateurs autres que le A etle v, par exemple le non qui
se note |, un objet assertion peut se mettre sous forme de régle fausse car on a
AAB =-|(A=>-|B) sur £2 si AAB a une extension non vide dans Q.

1.3. Objets symboliques munis de méthodes et propriétés.

On peut généraliser les différents objets que nous avons définis 4 des objets munis de
méthodes et propriétés. Il suffit pour cela d'ajouter par conjonction des événements
définissant par exemple des méthodes pour calculer une variable ou une fonction (des
variables ou des objets élémentaires) ou des propriétés exprimant des liens entre les
variables ou entre les objets élémentaires ou entre les variables et les objets élémentaires.
Ces liens dépendent du type d'objets et seront de plus en plus complexes en allant des
objets assertion jusqu'aux objets régles. Ils peuvent tous s'exprimer sous forme de
fonctions de plusieurs €léments qui peuvent étre des variables et des objets.

1.3.1. Objets assertion munis de méthodes et de propriétés.

Dans ce cas les propri€té€s ne peuvent concerner que les méthodes de calcul de chaque
variable ou des propriétés qui les relient. Si 1'on note Meth(y¢,...,yk) la méthode de
calcul de la variable yj qui dépend des variables yi,...,yk (par exemple, si yj est une
surface, la méthode consiste & multiplier la largeur par la longueur) et si Meth(yk,...,y¢)
est une information donnant par exemple une fagon de procéder pour atteindre un objectif
(par exemple pour cuisiner, calculer une taxe, etc...) et si enfin [y; Rx ¥;] exprime une

relation devant lier y; et yj (par exemple y; > ¥j), alors la forme la plus générale d'un objet
assertion muni de méthodes et propriétés de ce type est :

!

ap = [y1 =Vila..... A[yp = Vp]/\[y-i = Meth (y¢,...,YK)IA....A[Meth’ (yk,...y'l)]
Alyi R yjla...Aly1 R ynl-

L'extension Iaplg de ap dans ) est I'ensemble des objets élémentaires qui satisfont
yi(w) € Vjet pour lesquels les méthodes et relations indiquées sont satisfaites.

Exemple :

ap = [couleur chapeau = {blanc, jaune}] A [taille pied = [0,10]] A [taille chapeau = [0,15]

A [taille chapeau = Meth (c)]a[méthode Calclong = f(1,¢)] A [taille chapeau > taille pied]
ol méthode (c) signifie que Ie calcul de la taille du chapeau se fera en prenant la taille de la
plus grande lamelle et f(l,c) est une méthode permettant le calcul de la longueur du
champignon (qui n'est pas une des variables) 2 partir de celle du pied-et du chapeau.’

Une propriété peut aussi s'exprimer sous forme de regle, par exemple si l'on veut
exprimer qu'une anémone ne pousse qu'a partir du mois de mars ([y] = mars]) au nord
(ly2 = Nord)) et dans le midi ([y2 = Sud]) qu'a partir d'avril ([y1 = avril]) on pourra

décrire cela sous la forme d'une assertion a = [y] = {mars,avril} A [y2 = {nord,midi}] A
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[si [y2 = Nord] alors [y1 = mars]]A[si [y2 = sud] 'aldrs' [y1 = avril]]. Remarquons que
dans ce cas simple une disjonction d'assertion aurait pu exprimer la méme idée. °

1.3.2. f)bjets horde munis de broprjétésc

En plus des méthodes et propriétés définies pour les objets assertion, on peut avoir ici des
méthoaes qui peuvent dépendre de plusieurs variables et objets élémentaires ; on peut
avoir aussi des propriétés qui relient les objets élémentaires ou qui relient la valeur prise
entre les variables sur ces objets. La forme générale prise entre les variables munies de _
ces propriétés sera donc : -

hp =Wap A [yl (W1) = V1] A ... A [yq (ug) = V] A [y (i5) = F(@j..oui)] A ... A
[meth (¢, yi ,...,uj, ul)] A [y] (W) Rk yn (D] Ae A [ym(W) Ry vk (0]

L'extension de hp dans chéi l'ensemble des p-uples (ug,...,up)e QP tels qué
yi(uj)e V; pour lesquels les méthodes et propriétés indiquées sont satisfaites.

Exemple

hp = [couleur (u1) = {gris, noir}]A [F(u, up)] A [taille (u1) < taille (u3)] A [vitesse a 2h
(u2) > vitesse & 3h (u4)] ou F(uy,uy) = [gauche(uz)=u1] A [devant(uz)=u;] signifie que
u] se situe a gauche et en avant de u). Une instanciation de wp, est par exemple :

hp(Auroch 3, Auroch 2, Auroch 6, Mamouth 4) = [couleur (auroch 3= {g'ﬁs,noir}] ~
(auroch 3, auroch 2)]. [taille (auroch 3) < taille (auroch 6)] [vitesse & 2h (Auroch 2)>
vitesse & 3h (Mamouth 4)] '

1.3.3. Objets de synthése munis de méthodes et propriétés.

Etant donnés k ensembles Q7,....Qy associés respectivement a k ensembles de variables

J15e. k. On obtient un objet de synthése en faisant la conjonction de k objets hordes h;

définis sur (Q;, J;) et munis de méthodes et de propriétés. On péut de plus ajouter des
.méthodes et propriétés reliant les h; entre eux, donc la forme la plus générale d'objets de
synth&se peut s'écrire :

hep= by A . A hlgA[Meth(h;,..., N DA [hf)Rk .

En reprenant l'exemple ci-dessus, une méthode peut étre par exemple une fagon de situer
les fenétres par rapport aux portes et une propriété peut étre par exemple : "la taille d'une
fenétre est inférieure 2 celle d'une porte".

1.3.4. Objets réegles munis de méthodes et propriétés.

Dans leur forme la plus générale ce sont les objets régles dont la prémisse et la conclusion
sont des objets de synthé¢se munis de méthodes et propriétés. On peut aussi ajouter des
méthodes et propriétés sur des objets et (ou) des variables concernés par la regle. Par
exemple une méthode permettant de calculer sa qualité en fonction de la fréquence des
événements qui la constituent.
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1.4. La connaissance supplémentaire.
1.4.1. Objets de la connaissance et connaissance sur- les objets.

1l faut bien distinguer les objets (que l'on va étudier de fagon analogue aux lignes d'un
tableau de données usuelles) des connaissances supplémentaires que 1'on se donne sur
ces objets comme par exemple des mesures de ressemblance, des dénominations
regroupant des modalités ou des contraintes exprimées sous forme de regles. Cette
remarque qui est évidente en analyse des données l'est beaucoup moins dans l'approche
symbolique car les mesures de ressemblance (ou leur extension sous forme 'd'affinités’
dont nous allons parler maintenant) et les contraintes peuvent s'exprimer par des objets
assertion, hordes ou régles. Pour bien distinguer les objets de la connaissance (i.e le
tableau de données) de la connaissance (supplémentaire) sur les objets, on n'utilisera plus
dans le second cas le mot "objet" en disant simplement "assertion", "horde", "synthese",
et "regle". Ainsi, par exemple, une assertion représentant une classe obtenue par
classification d'objets €lémentaires. Les taxonomies que nous introduisons a présent
expriment une connaissance supplémentaire qui servira par la suite pour généraliser et
simplifier les différents types ou classes d'objets.

1.4.2. Les taxonomies.

1.4.2.1. Taxonomie sur les objets élémentaires.

Une variable y; telle qu'elle a été définie en 1.1 est une fonction de Q , 'ensemble des
objets élémentaires , dans Oj un ensemble d'observation. Comme c'est une application

sur une partie de Q, chaque yi'1 définit une partition sur cette partie. Si I'on désire que y;I

ne scit pas une partition mais un recouvrement, y; n'est plus une application, on dira que
c'est une variable taxonomique. On note Oj un ensemble dit des "dénominations".

Définition d'une variable taxonomique :
Une variable taxonomique t; est une correspondance (certains disent "multivoque")
Q — Oj qui associe a des éléments de Q une ou plusieurs dénominations (i.e. éléments

de Oj). La variable taxonomique inverse til' est une correspondance Oj — Q qui associe a

chaque €lément de Oj I'ensemble des éléments de Q dont 1'image par t; contient cette
dénomination.

On peut définir des variables taxonomiques particulidres comme les variables
hi€rarchiques ou pyramidales. Une variable hiérarchique est une correspondance t}, de

Q — O I'ensemble des parties de Q associant 3 tout élément de Q l'ensemble des paliers
de la hiérarchie auxquels il appartient. Par définition t'hl(cs) est I'ensemble des

we Q:cetyw)onaVo,ceO:

¢

‘1-11 ©) Nt (0) = . t-hl @< t-hl )
h 0= ,

' ou thl (o) C t'h1 (o)
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Une variable tp est pyramidale' si Vo,0'e O t lp (YXa t'lp (c") est vide ou il existe
c" tel que t‘lp (o) t'lp (o =»t‘1p (6").0n peut associer une dénomination,(-i.e un .

libell€) 2 chaque code ¢ € O d'une variable taxonomique. Par la suite o identifiera les
€léments de O au nom des paliers (i.e. les dénominations) qui leur sont associés.

Exemple :

Reprenons l'exemple de la figure 1 en 1. 1. On peut indiquer une connaissance
supplémentaire sur la variable classe d'dge 2 I'aide de ia hiérarchie H de la figure 2 et sur
la variable taille 2 1'aide de la pyramide P de la méme figure.

5
a4
3
3
1 :
2
1 2
wiw4 w3 LT W3 w4 owg w5 w2
Hierarchie H . , : Pyramide P s
Figure 2

Aux paliers 1,2,3, de la hiérarchie, on peut associer les dénominations jeune, adulte,
quelconque. De méme aux paliers 1,2,3,4,5, de la pyramide on peut’ associer
respectivement petit, moyen, moyen petit, grand, queiconque. On a H(wy) =th(wo) =
th(w3) = {jeune,quelconque},-tp(W3) = tp(wy) = {petit,moyen-petit,quelconque}. On a

donc til (eune) = {wy,wg,w3} et t‘lp (petit) = {w3,w4}.

On peut démontrer (voir. Diday 86 Far exemple) qu'il existe toujours un ordre sur Q
compatible avec toutes les parties t-1 (s) définies par une hiérarchie. Autrement dit, tel
que toute partie t-! (s) définisse un intervalle de O. Cette condition peut ne pas étre
satisfaite par les parties induites par une variable pyramidale, elle est alors difficilement

' représentable graphiquement. Remarquons aussi que I'ensemble des parties de Q définies
par une variable hiérarchique ou pyramidale munie de 1'ordre des inclusions forme un
treillis si I'on ajoute la partie vide. ,

Pour adopter deux points de vue différents sur la connaissance supplémentaire associée &
une variable on peut étre amené 3 construire deux hiérarchies. Si elles sont compatibles
avec le méme ordre, elles induisent une variable pyramidale en considérant que le code
associé & un groupement d'objet est celui du plus bas palier (des deux hiérarchies) quile
contient. Pour avoir une pyramide il suffit de créer les paliers associés aux intersections
non vides des paliers pris dans chacune des deux hiérarchies et de leur associer le code le -
plus bas de ces deux paliers. ’

En procédant comme indiqué ci-dessus sur les paliers hy, hp, h3 de la hiérarchie Hy et
"1, b2, h'3 de la hiérarchie H'q de la figure 3 on construit les paliers hy M h'p =hy, hy
vh'3=hj, h3 n h'y =h';, b3 h'p =h'p, h3 N h'3 = h'3 de la pyramide P (voir
igure 3).
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h3
S—d
h'3
4= 4=
h2
3— — : 3
: h'2
2— hi 1 ‘ 2 —
1— ' 1— h'1
1
8 b c d a b ¢ d 8 b c d
H; Hy P
Figure 3

1.4.2.2. Taxonomie associée aux variables.

Une taxonomie sur des variables permet des regroupements de variables qui peuvent étre
utiles. Les nouvelles variables ainsi créées ont un espace de définition plus compliqué.

Ainsi si l'on regroupe des variables yj et yp de Q@ — Op et Q — Oj en une variable

nouvelle Y1, c'est nécessairement une application de Q — O1 x Op. Afin de ne pas

démultiplier le nombre de valeurs possible on peut étre conduit 3 utiliser une taxonomie
définissant des parties de O1 x O».

Exemple :

En reprenant l'exemple de la figure 1, on peut regronper par exemple les variables Age et

P Wty AL 0L ~a vas

"nA

taille en une nouvelle variable appelée "agetaille” de Q — N x R+ qui est fonction des
valeurs prises par chaque objet élémentaire sur les variables 4ge et taille. On peut utiliser
une combinaison des taxonomies que nous avons défini figure 2 pour simplifier le
domaine des valeurs prises par la variable "agetaille" et pour avoir une taxonomie sur ces
valeurs. On peut par exemple définir un palier avec les "adultes petits" que l'on appelera
"nain" les "grands jeunes" que l'on appellera géants etc... :

1.4.3. Indicage et affinités.
1.4.3.1. Indigage d'une taxonomie.

Afin de définir une hiérarchie H ou une pyramide il suffit de connaitre les parties de Q qui
les forment. Pour les représenter graphiquement et pour avoir une mesure de la cohérence
de ces parties (appelées aussi "paliers"), on est conduit A leur associer une valeur
numérique. Cette valeur permet d'associer une hauteur 2 chaque palier de la
‘Teprésentation graphique et s'appelle "indigage". Plus précisément, on définit une
application f de H ou P dans R+ telle que f(w) =0 V w e Q et qui doit satisfaire 2 1a

condition suivante : f(h) < f(h) sih < h'. Cette condition évite d'avoir des inversions, 3

N

savoir qu'un palier se trouve a un niveau plus bas qu'un palier qu'il contient. Une
hiérarchie munie d'un indigage est appelée "hiérarchie indicée".

Exemple :
Soit Q = {wy, wp, w3,wy} et les hiérarchies indicées Hy et Hy de la figure 4: les deux
hiérarchies sont identiques et notées H, elles different par leur indigage. L'indigage de la

hi€rarchie Hy est définie par l'application f 1:H->R*tellequef; wW)=0V we Qet
f1 (h1) = 1, f1(hg) = 2, f] (h3) = 3. La hiérarchie Hy est définie par l'application
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fp:H—R* telleque fp (W) =0 V we Qetfy (hy) =1, f2 (hp) =4 etfrh3)=2.0n
voit que 2 donne lieu & une inversion car la condition f2(h) < fa(h') si h C h' n'est pas
satisfaite si h = hp eth' = h3. :

& .
h,,
4
3 hy
3 h _
3
2 h 27
2 i h,
1
h,
wil w3 w4 w2 w1 w3 w2 wa
H H
1 2

Figure 4
1.4.3.2. Les affinités. ‘

L'indigage d'une taxonomie exprime un degré de cohérence entre les modalités associées
a un palier. Les affinités permettent de généraliser cette notion 4 tout groupe d'objets non
nécessairement liés & une taxonomie. Une affinité est une application qui associe 2 tout
ensemble de valeurs prises par des objets élémentaires, sur des variables qui les
concernent, une valeur numérique positive négative ou nulle. '

Exemple :

aff(manteau(Jeanne), chapeau(Julie), pantalon(Josette)) = -10, si l'affinité entre le
manteau de Jeanne, le chapeau de Julie (qui sont par exemple en vison) et le pantalon de
Josette (un jean !) est considéré comme faible.

L'affinité entre deux objets peut se mesurer comme la somme des affinités des valeurs
prises par ces objets sur les variables qui les concernent.

Exemple :

Reprenons l'exemple des champignons. Si I'on considére que les champignons jeunes
ont un pied petit et le chapeau marron et que les champignons plus 4gés ont un grand pied
et un chapeau de couleur claire, on peut définir les affinités suivantes (supposées
symétriques) :

aff(TP = 3, CP = marron) = -1;aff(TP > 3, CP = claire) = +1;aff(TP < 3, CP= marron) =
+1;aff(TP < 3, CP = claire) = -L;aff(TP = x, TP = y) = |x-y| et aff(CP=x,CP =y) = 0
six=zy et six=y ' .

d'ot l'affinité entre les objets wy : [TP = 3]. [CP = claire] et w2 = [TP = 2]J.[CP =
marron] :aff(wy, wp) = aff(TP = 3, TP = 2) + aff(TP = 3, CP = marron) + aff(CP =
claire, TP = 2) + aff(CP = claire, CP = marron) d'ou '

aff(wp, wg)=1+(-1)+(-1) +0=-1.

La connaissance supplémentaire fournie par l'utilisateur concernant les affinités peut
s'exprimer sous différentes formes. Il peut donner une liste non exhaustive d'affinités
entre variables, entre modalités de variables qualitatives ou entre objets. Dans le cas de
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variables ou de modalités (transformées en variables) on peut exprimer ces affinités en
terme d'assertion contenant une méthode de calcul de 1'affinité, par exemple

wy = [affinité (yj, ¥j,...yD] ~ a.

dont I'extension est l'ensemble des objets élémentaires pour lesquels l'affinité entre
variables est définie par affinité (y;,...,y}) et qui satisfont 1'assertion a. '

La méthode "affinité" peut €tre soit une simple valeur, soit une facon de calculer l'affinité
a partir des données. Dans le cas de deux variables on pourra s'inspirer de toutes les
mesures de ressemblances classiques en analyse des données utilisant par exemple les
corrélations dans le cas de variables quantitatives ou les contingences pour les variables
qualitatives.

L'affinité entre objets peut s'exprimer sous forme de horde par exemple :
wh = [affinité (ui, u2,...up)] A h(ug, u2,...,Up)

ou I'extension de wh est l'ensemble des p-uples d'objets (u1,...,up) dont l'affinité se
calcule par affinité (ug, u2 »---Up) et qui satisfont l'objet horde h(uj, u2,...up) ,

Ici aussi cette affinité peut étre une simple valeur fournie par l'utilisateur ou une méthode
de calcul. Dans le cas de deux objets on pourra aussi utiliser dans la mesure du possible,
les indices de ressemblance classiques en analyse des données, comme la distance
euclidienne. L'utilisation des affinités et surtout le calcul des distances au sens usuel est
toujours possible (voir le paragraphe suivant) avec les nouveaux objets que nous avons
introduit mais pour utiliser toutes la puissance du symbolique on sera amené 2 utiliser
aussi d'autres notions pour effectuer les comparaisons commge par exemple celle

d’héritage (voir 4.3).

1.4.3.3. Utilisation des taxonomies pour constuire une dissimilarité entre objets
assertion :

On suppose disposer d'un tableau de données a n lignes et p colonnes (voir figure 5) ol

chaque case contient VJi c OJ'. Suivant le choix des O;, VJi peut €tre aussi bien un

intervalle ou une union d'intervalle (cas d'une variable quantitative) qu'un ensemble de
valeurs discrétes (cas d'une variable qualitative).

Y1 : Ip -
X1 V]I_ VII’
Xn Vl‘ll Vg

Figure 5
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a b
Figure 6

A chaque ligne xj on peut associer 1'objet assertion aj = [y1= Vil Inocoalyp = Vli) ]. Nous

supposons disposer d'une taxonomie sur les valeurs prises par les variables. Si ce n'est
pas le cas on peut la calculer 2 partir des exemples Xi,...,Xp. Par exemple, dans le cas de
variables quantitatives, la taxonomie se déduit d'une hiérarchie Hj dont les racines sont

des singletons associés aux extrémités des intervalles V{ (ordonnées par ordre de valeurs

_ croissantes) et les paliers sont obtenus en utilisant un algorithme de classification
hiérarchique ou pyramidale muni d'un indice d'agrégation classique. On associe ensuite 3

J . . . . s x 7 _ _
chaque Vi le plus bas palier qui le contient. Par exemple (voir fig.6), si Vi=V=[ab]la

hauteur de h(V) est b-a si I'indice d'agrégation utilisé est celui de la distance maximum
entre les singletons pris dans chaque palier. Dans le cas de variables qualitatives, si la
taxonomie sur les modalités n'est pas fournie, on peut la calculer en considérant, par
exemple, que deux modalités sont d'autant plus proches que les exemples qui les
concernent prennent des valeurs proches sur les autres variables. Si les deux modalités
que l'on veut comparer appartiennent 2 des variables différentes il faut tenir compte de
plus de leur nombre d'sccurences communes sur chaque exempie de I'ensembie
d'apprentissage. A l'aide de cet indice de proximité on peut comme dans le cas des
variables quantitatives construire une taxonomie sur les valeurs prises (ici, les modalités).
La distance entre objets assertion peut alors se calculer, par exemple, de la facon suivante
ou hj(V) est la hauteur du plus bas palier de la taxonomie Hj qui contient V:

o S .
Deet, 510~ 5.0 (V, V1) od of (Vi Vi) = (Vy U V- hi(Vy) +
(hj (Vy U Vi) - hivdy) = 2n, (Vy U V- vy y+hi(V1))

Remarquons que les taxonomies peuvent étre aussi utilisées en segmentation pour trouver
les endroits ou couper chaque variable explicative en utilisant les paliers stables vis-a-vis
des exemples et contre-exemples.

1.4.4. Les regles

Les regles de la connaissance supplémentaire, n'interviennent pas au niveau de la
construction des classes puisqu'elles ne font pas partie des objets 2 classifier, car dans ce
cas ce serait des "objets régles". Elles interviennent pour tenir compte de certaines
contraintes provenant (de fagon fréquente dans la pratique) de la multiplicité des valeurs
dans chaque case du tableau ou comme conséquence de classes d'objets proposés par
lutilisateur ou obtenus par un algorithme de classification.
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Par exemple, 'objet assertion a=[couleur chapeau = {marron, clair}] A [longueur pied =

[0,15]] peut nécessiter la régle : si [couleur chapeau=clair] alors [longueur pied < 7].
Autre exemple,considérons les trois régles suivantes

Aj AA2=>A,B1 ABy=>B,A AB=>C. Siles objets symboliques a = Aj A Aj

d'une partet b = B A B) représentent deux classes différentes, la conjonction de ces

représentations permettra d'appliquer la régle A~ B => C ol Cpeut €tre par exemple une
méthode de fabrication, un positionnement, une alerte etc...

Dans I'exemple des maisons, une régle pourra par exemple s'exprimer sous la forme : "si
porte blindée et fenétres sans volets alors mettre les fenétres hautes”. Si une classe de
maisons est définie par la propriété d'avoir une porte blindée et des fenétres sans volets
on lui imposera d'avoir les fenétres hautes.

2. DES DONNEES NUMERIQUES DE L'ANALYSE DES DONNEES
AUX DONNEES LOGIQUES DE L'APPROCHE SYMBOLIQUE-

2.1. Les données numériques.

Les données classiques de 'analyse des données se présentent généralement sous forme
d'un ensemble d'objets élémentaires 2 caractérisé par un nombre fini p de variables
qualitatives ou quantitatives. Si l'on considére ces objets comme des points de l'espace
RP en transformant les variables qualitatives en variables binaires. En conséquence, nous
dirons que de telles données sont numériques.

I1 peut se produire que l'on privilégie une ou plusieurs variables (qualitatives ou
quantitatives) particulieres dans le tableau de données. Dans ce cas chaque objet peut étre
considéré comme un "objet régle élémentaire” dont la conclusion est définie par la valeur
des variables priviligiées et 1a prémisse est la valeur des autres variables.

En analyse des données la connaissance supplémentaire est définie par le choix d'une
mesure de dissimilarité entre les objets. Cette mesure est généralement utilisée pour
réaliser une classification des objets ou une représentation plane par analyse factorielle.

2.2. Les données logiques de l'approche symbolique.

Comme nous venons de le voir en 1.2, 1.3, 1.4 les objets symboliques se présentent
sous forme de conjonction d'événements. Ils sont de différentes sortes et peuvent se
présenter sous forme d'objets élémentaires, d'objets assertion, d'objets hordes, d'objets
de synthése, d'objets régle (avec ou sans méthodes et propriétés). La connaisance

supplémentaire est définie (voir 1.4) par les taxonormnies, les affinités et les régles.

La représentation de la connaissance peut nécessiter uniquement des objets d'un seul
type, par exemple, que des objets assertion ou que des objets hordes (dans ce cas le
tableau des objets élémentaires est "fictif"). Elle peut aussi nécessiter des combinaisons
beaucoup plus complexes. Par exemple (voir figure 7) des objets de synthése (munis
d'affinit€s et de régles) obtenus 2 partir d'espaces Q71,....Q) eux-mémes formés d'objets
élémentaires, assertions, hordes, eux-mémes définis comme objets de synthése munis de
connaissances supplémentaires etc... Par exemple, des types de maisons peuvent étre
considérés comme des objets de synthése de portes, fenétres, toits, murs, eux-mémes
considérés comme objets de synthése etc...... '

20 -



' objéts { . objets Q'l

v . élémentaires “y de
le_> . assertion synthése Y-

. hordes + 1 Q1

. régles ~ CS :
. objets de synthése ‘( Q9 — -
+ _ . -
affinités . -

CS ¢ regles k
taxonomies '
figure 7

2.3. Comparaison des données de I'analyse des données et des
données de I'approche symbolique.

Il y a une relation biunivoque entre les objets élémentaires de I'analyse des données et
ceux de l'approche symbolique. En effet, l'application qui associe un élément de RP &'la
conjonction des événements associés aux valeurs prises par ses coordonnées est une
bijection. Les objets régles de l'analyse des données peuvent donc s'exprimer sous
forme d'une implication de deux objets élémentaires et constituent ainsi un cas particulier

d'objets régles symboliques (voir 1.2.6).

En ce qui concerne la connaissance supplémientaire les indices de dissimilarité constituent
des cas particuliers d'affinité, les taxonomies sont trés rarement utilisées en analyse des
données (pour exprimer une connaissance supplémentaire). La notion de régle telle
qu'elle a ét€ introduite en 1.2.6 n'apparait pas-en analyse des données. Par exemple, les
conséquences déduites des classes d'une classification ne sont pas prévues dans les
programmes classiques'd'analyse des données. Toute cette comparaison est résumée en
figure 8. '
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Les objets de 1'Approche numérique | Les objets de I'approche
symbolique :

Objets élémentaires (éléments de O1x...xOp)[ . Objets Elémentaires

avecO; € R (conjonction d'événements)

. Objets assertion

: ‘ : (horde, de synthese)

Objets regles . Objets regles _ .
(implication entre éléments de O1 X...x Op) (implication entre objets symboliques)

La connaissance supplémentaire

Sémantique des nombres . Sémantique du domaine
Indice de dissimilarités Affinités
Taxonomies
Régles
Figure 8

3. LE TRAITEMENT DES DONNEKES SYMBOLIQUES.

3.1. Le probleme général et les quatre principes

Comme pour l'analyse des données numériques il s'agit de résumer et synthétiser
l'information contenue dans les données symboliques pour servir de base 2 un processus
de décision, de reconnaissance ou plus généralement pour appréhender la nature des
phénomenes sous-jacent aux données.

Afin de répondre 2 ce probléme, on peut adopter deux points de vue. Le premier plus
‘numérique” consiste dans la mesure du possible ! & adapter les méthodes classiques de
I'analyse des données aux nouveaux objets qui ont été définis en 1.2 et 1.3. On adaptera
par exemple l'analyse factorielle au traitement des objets assertion : comment, par
exemple en entrée, faire une analyse factorielle ou une classification automatique d'un
tableau ol dans chaque case apparait un intervalle différent ?

Le second point de vue plus "symbolique" qui sera adopté dans toute la suite de ce texte

consiste a appliquer les quatre principes suivants :

a)  principe de fidélité : les données doivent étre fideles 2 la réalité multidimensionnelle
en évitant le plus possible 'artéfact des codages réducteurs.
On acceptera ainsi les valeurs multiples dans les cases d'un tableau de données, en
ne les réduisant surtout pas A leur valeur moyenne. On traitera les variables
hi€rarchiques (par exemple la variable "existence du chapeau" précéde la variable
"couleur du chapeau"). On associera aux objets des méthodes et des connaissances
supplémentaires correspondant & la sémantique la plus adéquate 2 leur domaine.

b) principe de la prédominance de la connaissance : la connaissance dirige les
algorithmes par la sémantique du domaine (les taxonomies, affinités, régles,
nouvelles données, questions posées etc...)

Autrement dit, la connaissance supplémentaire qu'elle soit fournie par interactivité
homme-machine (question posées) ou machine-machine (mesure de la qualité des
résultats obtenus), guide les algorithmes.

-22 .



c)

d)

Il existe de nombreuses méthodes d'analyse des données classique ou les -

-algorithmes sont dirigés par les questions posées citons par exemple : 1a regression

par boule, ot I'on fait une régression associée 2 la boule correspondant 4 1a question -
posée, il en est de méme pour la discrimination par les k plus proches voisins,’
citons enfin la segmentation dirigée par les données o 4 chaque réponse le systéme-
propose une série de questions par ordre de pouvoir discriminant (voir J. Lebbe
(1984), par exemple). : ‘ ' '

L'approche symbolique est particuliérement propice au dialogue homme-machine
car les résultats sont d'interprétation aisée comme les différentes étapes des
algorithmes _

principe de cohérence : les résultats des analyses devront s'exprimer selon les
mémes termes ou en termes plus gériéraux que les objets fournis au départ.

Ce principe est utilisé de fagon naturelle en analyse des données puisque les objets
de départ sont des vecteurs numériques comme les résultats (combinaisons linéaires
des variables en régression ou en analyse factorielle, centre de gravité des classes en
classification par exemple.) : ' :

L'application de ce principe aux données symboliques signifie que les résultats
devront s'exprimer en terme d'objets assertion, hordes, de synthése ou régles.
Réciproquement si 1'on cherche des résultats s'exprimant sous forme d'objets
symboliques (dans un probleme de regression, discrimination ou classification
automatique, par exemple) on pourra avoir en entrée des données numériques ou
symboliques. Dire qu'en sortie on peut avoir des termes plus généraux que ceux de
l'entrée, signifie par exemple, que 'on peut chercher 4 obtenir des résultats d'une
analyse factorielle ou d'une classification de données classiques par des objets
symboliques facilitant ainsi l'explicabilité des résultats.

L'incohérence se produit quand on fournit des résultats purement numériques a
partir de données symboliques. Il nous parait incohérent , par exemple, de calculer
une distance numérique entre objets symboliques pour obtenir des classes par un
algorithmes classique d'AD ne garantissant aucune "qualité” (voir §.5)-a la
représentation symbolique de ces classes. Modérons toutefois notre propos en
rappelant que "incohérent" ne veut pas nécessairement dire "inutile" ! : ‘

. &
principe d'explicabilité : il faut fournir des résultats explicables et d'utilisation aisée

. pour définir une base de connaissance dans le domaine d'ol sont issues les données

3.2.

méme si c'est au détriment de I'efficacité. -

Ce principe est dans l'ordre de préocupations des recherches en Intelligence
artificielle (voir Kodratoff (1986) p. 21) puisqu'il s'agit d'obtenir des résultats qui
s'expriment dans les termes que manipulent I'mtelligence humaine. 11 va de soi
qu'un expert exprimera plus facilement des faits observés sous forme. d'objets
assertion que de combinaison linéaire méme si cette combinaison donne des
résultats sensiblement meilleurs. De facon générale, on voit que les principes de
cohérence et d'explicabilité se rejoignent pour les données de I'approche
symbolique puisque les deux conduisent & utiliser en sorties les objets symboliques.
En effet, d'une part ce sont ceux qui sont utilisés en départ et d'autre part ils
fournissent des résultats d'interprétation immédiate et d'utilisation aisée pour
construire une base de connaissance d'un systéme expert par exemple.

L'apprentissage de connaissances

Il s'agit de partir d'un ensemble d'objets. A (ciui peut aller en s'agrandissaﬁt) et d'obtenir
un ensemble d'objets B plus simple (qui peut aller en s'améliorant). Dans le cas ot A et B
sont formés chacun d'un méme type d'objets (assertions, par exemple) on peut
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schématiser un ensemble de problémes d'apprentissage par les cheminements indiqués
figure 9 ol chaque fleche indique I'espace A d'ol I'on part et I'espace d'arrn_rée"B des
connaissances apprises. L'un des premiers algorithmes de "conceptual clustering” (voir
Michalski Stepp Diday 1982) entre dans le cadre de 1a fleche 1, voir aussi plus récemment
Vignes et Lebbe (1987). Le travail de Ganashia (1987),Ralambondrainy (1987),
correspond 2 la troisitme fléche ;Quinqueton et Sallantin (19_86) et Ho Tu Bao,
Diday,Summa (1987),Vigne et Lebbe (1987) ont mis au point des algorithmes
d'apprentissage correspond 2 la fieche 4. :

1 ' 2

objets

assertion

objets de

synthese

Figure 9

4. QUELQUES PROPRIETES DES OBJETS SYMBOLIQUES

4.1. Une expression générale des objets symboliques

Bien que sémantiquement différents, les objets. élémentaires, assertion, horde et de -
synthése peuvent se mettre sous une forme équivalente d'un point de vue algébrique.
Cela résulte de la proposition suivante.

Proposition 1

1) SiE, A, H, S sont respectivement l'ensemble des objets élémentaires, assertion,
horde et de synthése alorsonaEC ACHCS.

2) 11 est toujours possible de trouver un ensemble d'objets élémentaires Q*, un

ensemble d'observation O* et une variable Y : Q* — O telle que tout objet

symbolique de E, A, H et S soit considéré comme un événement élémentaire e =
[Y=V].

Démonstration
La premiére propriété a été démontrée au paragraphe 1, elle résulte facilement des
définitions des différents types d'objets symboliques.

La seconde propriété peut se démontrer en considérant successivement chaque type
d'objet symbolique : un événement élémentaire quelconque ej=[y;=Vj] peut bien sir se
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mettre sous la forme générale e = [Y=V] en choissisant Y = yjet V = Vj. Considérons un

objet assertion ai= [y] = VilA...Alyg=Vg;]. On peut choisir ¥ = (7},.-..y)

i

application de €2 dans O = Ollx...qu

i telle qué Y(w) = (yll (w),...,yili(w)). En posant
V= (Vll,...,thi), on voit que e = [Y=V] et aj sont équivalents car e(w) = vrai

S{Y(W)eV} & {Vi, yi(w)e Vji-}<:>ai(w) = vrai.

On peut faire une démonstration analogue dans le cas des objets hordes en considérant
queY = (yll""’ytli) est une variable de Q91 dans Ol = Ollx.. .inn (voir §1.2.5). De

méme pour les objets de synthése en posant ydi = (yll,,...,qui) -etenconsidérant que Y =

(y21 ,...,y9K) est une variable définie sur Q?lx...x ng et prenant ses valeurs dans
O(lux...x ng etque V=(V1.. ,VK)avec Vi= (Vll,...,thi) c O?i. -
Conséquences

a) D'apres cette proposition un objet de synthése, par exemple, peut étre considéré
comme un évenement élémentaire et il est alors possible de définir de nouveaux
objets assertion, horde, de synthése avec ce type d'événements élémentaires. Ces
objets symboliques peuvent étre considérés 2 leur tour comme des événements

€lémentaires définis sur de nouveaux espaces Q* et O* et ainsi de suite. Ainsi la
représentation symbolique peut étre compliquée 2 I'infini pour représenter la réalité
multidimensionnelle.

b) Il résulte aussi de cette proposition que toute définition ou propriété algébrique
satisfaite par un type d'objet symbolique et non spécifique 2 son type sera satisfaite
par les autres. En effet, si I'on donne par exemple une défintition ou une propriété

. qui concerne les objets assertion, elle est vrai pour les objets élémentaires (cas
particulier d'objets assertions) et elle est aussi vraie pour les objets horde ou de
synthése (méme ceux qui ne sont pas des objets assertion) car ils peuvent également
se mettre sous forme d'événements élémentaires.

4.2. Ensemble des objets symboliques et "extension
symbolique".

Afin de simplifier les notations nous supposerons dans toute la suite que l'on dispose
d'un ensemble d'objets symboliques noté S défini sur un ensemble Q caractérisé par des
variables yj : Q — Oj. D'aprés la proposition 1 en choisissant bien yj, Q, et Oj, S peut
aussi bien €tre un ensemble d'éveénements €lémentaires, d'objets assertion, horde ou de
synthese. Dans la suite nous supposerons que S est I'ensemble des objets assertion car

ces objets sont plus explicites que les événements élémentaires tout en étant d'expression .
plus simple que les objets horde ou de synthése. '

La bijection y entre Q et S.
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Soit y (voir figure 10) l'application Q— S qui associe 2 tout élément de Q 'assertion
p(w) = [y1 = Y1(W)IA...Alyp=yp(W)]. .

Figure 10

On suppose que deux €léments différents de Q ne peuvent prendre de valeurs identiques
sur toutes les variables. II résulte de cette condition que y est une bijection de Q dans
 (£2). On notera pour simplifier wS 1'objet symbolique de S associé A I'objet élémentaire
we £ par l'application y (i.e. w8 = p(W)).

Extension symbolique

Par la suite I'extension "symbolique" d'un objet symbolique se S sera notée s' et sera
formée de I'ensemble des objets symboliques élémentaires p(w)e S tels que we Q

appartienne 2 l'extension de s dans Q. Autrement dit : s' = {y(w)e S/we|s|Q}. On peut
maintenant définir un ordre sur les objets symboliques:

4.3. Ordre, héritage et treillis des objets symboliques

Définition de l'ordre symbolique
Vs1, s2 € S on dit que s] <52 si et seulement si s'; C s72.

L'inclusion étant en ordre sur les parties de Q, I'inégalité Q que nous venons d'introduire
est donc‘un ordre sur les objets symboliques donc le terme "ordre symbolique” est
justifié. '

Définition de I'héritage et de la généralisation

Vs, 52 € § on dit que s hérite de sy et que sy est plus général que sy si et
seulement si s'; C 52,

L'ensemble des objets symboliques s tels que s > s1 (resp < s1) sont les ascendants
(resp. les descendants) de s. ‘
Définition de 1'union et de l'intersection

s] U s2 (resp. s] N s52) est la conjonction de tous les objets symboliques de S dont
Pextension symbolique contient I'ensemble des objets symboliques de s'] et s'2 (resp.

les objets symboliques communs & 5] et s'3).

Nous allons introduire des conventions de notation qui vont nous permettre de faire deux
remarques concernant cette définition.
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Dans toute la suite, on adoptera les conventions de simplification suivantes :

i) sA[yi=0i] = s et [y]=0]]A...A[yp=0p] =8 o 5 est I'objet 'symbolique dit

. "plein” ' " o v

i) [yi=vil A [yi=Vil = [yi=vi] sivi C Vi, = [yi=¢] sivi N Vi=¢ e
[Y1=0IA. . Alyp=08] = ¢S ot ¢S est I'objer symbolique dit "vide"

Avec la convention ii), on voit que la définition de 'union et de 1'interse¢tion peut

s'exprimer de fagon équivalente en remplagant partout "objets symboliques” par
"événements élémentaires de plus petite éxtension”. '

D'autre part, on voit que s'1MNs2 =0 [s1QN 2|0 =0 & s1MN 52 estla
conjonction de tous les événements élémentaires dont 1'extension est vide dans Q. Parmi
ces évenements se trouvent en particulier les '[yi=¢] pour i=1,...,p. Il en résulte que
sS1N 82 = [y1=¢]A...[yp=¢] et'que 81 M s2 est donc l'objet vide ¢5. De méme
$'1 U s2=9pQ)= [s11QU [s21Q = Q < {s1 U s3 est la conjonction de tous les
évenements €lémentaires dont l'extension est Q} & s1 U 52 =[y1=01]A.. Alyp=Op] si

l'on suppose que les yj : Q— Oj sont surjectives, ce que 1'on supposera dans toute la
suite, en attribuant une valeur particuliére aux données manquantes et 2 celles qui
n'existent pas (par exemple, couleur du chapeau d'un champignon qui n'a pas de
chapeau) a ne pas confondre avec la valeur vide. Il en résulte que s1 U s?2 est l'objet
symbolique plein. On peut résumer toutes ces remarques dans la proposition suivante qui
sera utile par la suite : _

Proposition 2 :

1) L'union (resp. l'intersection) de deux objets symboliques si et s2 est la
conjonction de tous les événements élémentaires de plus petite extension dont
I'extension symbolique contient s'1 U s'2 (resp s'1 M §'2).

2) I'union. (résp. I'intersection) de deux objets symboliques s} et s2 est 'objet
symbolique plein : QS (resp. vide : ¢5) si et seulement si s'] U §'9 = () (resp.
s'1Ms2=9). '

Exemple :

Considérons le tableau de données de la figure 11. Les variables yj sont des applications

de Q = {w1, w2, w3, w4, w5} dans Oj = {0,1}.

s : ‘ _
Ona ¢(wi)=wj=[y1=1]Aly2 = 0]Aly3 = 0]A[y4 = OL
S
p(W2) =Wy = [y1 = 1]Aly2 = 0]Aly3 = 1]A[y4 = 0].
S\ . s
(W))'U (wy) = {w},w3} donc s1U s2 = [y1=1]A [y2=0]A [y4=0l.

[y1=1]'U [y2=1I'= () donc [y1=1]U [y2=1]= QS
[y2=01'N [y4=1]'=¢- donc [y2=0] A [y4=1]=¢S
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Y11 y2-1 ¥3 y4
w1 1 0 0 0
w2 1 0 |} 1.1 O
) 1 1 0 1
w4 1 1 -1 1
w5 0 1 0 0
Figure 11

On a aussi les propriétés suivantes qui caractérisent l'union et l'intersection d'objets
symboliques.

Proposition 3

1) L'union et l'intersection dob;ets symboliques est commutatxve associative et
existe toujours. '

2) Si s=81Us2 (respsiMs2)onasns'tUs2 (resp. s'=s'1Ms"2).
Démonstration |

1) La commutativité est évidente. L'associativité vient du fait que (s1 U s2)U s3 =
{1a conjonction des événements élémentaires dont la conjonction contient s'1 et s'2
U 3} =51 U (s2U s3). On a une démonstration analogue pour montrer
I'associativité de l'intersection. L'union et l'intersection de deux objets
symboliques s1 et s2 existent toujours puisque au moins l'extension de [yj = Oj]
contient s'{ U s'2 et s'1 M s'2.

2) Sis = s1U s2, on a forcément s'2s'1 U 8'2 puisque par définition s est la
conjonction de tous les objets symboliques dont l'extension contient s'1 U s'2. I
peut se produire que I'objet s = s1 U s7 soit tel que s'>s't U s§'2 strictement.
En effet ,en reprenant l'exemple ci-dessus de la figure 11 et en posant sj = [yj=1]

' . . . I
ona:s3zU s4 =s] avec §'] = {w§/1=1 4} D s'3 U s'4 = {W2,W3,WZ}
L'extension de 1'i mtersectmn de s=s1M 82 contlent par définition s'1 M s'9, elle est -
aussi contenue dans s' 1N s' 2 car tous les évenements €lémentaires qu1 deﬂmssent

$1 et s ont une extension qui ne peut étre plus grande que celle de s'1 M s'y (car il
y aurait un élément satisfaisant sq et sp et hors de s'y M s'9).

Proposition 4

Muni de l'ordre symbolique l'ensemble des objets symboliques S est un treillis et la
borne supérieure de tout couple est leur union, la borne inférieure est leur intersection.

Démonstration

Rappelons qu'un treillis est un ensemble muni d'une relation d'ordre pour laquelle tout
couple d'éléments admet une borne supérieure et une borne inférieure.

Pour montrer que S est un treillis, il suffit de vérifier que tout couple de S a une borne
supérieur et une borne inférieure. Montrons que s=s] U s est la borne supérieure de s

et 82 Vs1, s2€ S. Pour cela il faut prouver que si s32s1 et s3=s2 alors s32s1 U s2. Or
on sait que s32s1 et s32s2 signifie que §'3 D s'1 et $'32s'2 donc que s'32s'] Us'2 .
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D'oi il résulte que s'3 fait partie de l'ensemble des objets symboliques dont l'extension
contient s’ U s'2 et dont la conjonction définit s7 U s2 . Ainsi s U §2=53... d'olt il
résulte que '3 D (s1 U s2)' et donc que s32s1 U s2. On peut faire une démonstration
analogue pour montrer que ld borne inférieure de deux objets symboliques est leur

intersection. m
Définition de la I-extension

Dans le cas ol I'on ne dispose pas de Q mais seulement d'un ensemble S1- € Sd'objets
symboliques, on peut définir la I-extension d'un objet symbolique s dans S1 comme étant

'ensemble des s € Sy tels que [sylq I sl oI exprime un "degré d'intersection" fixé
a l'avance de |s1|q’ avec [s|g’. Deux choix extrémes, consistent par exemple, 2
considérer que s; fait partie de la I-extension de s dans S ssi Is1lqr < Islg (cas I= )
oussi[silQ’ M [sloy # ¢ (cas I=M ). Pratiquement si on a par exemple, une assertion s
=A [yi=Vi] on dira que s1 = A [yg=Vi1] fait partie de la C -extension (resp. de la N -
extension) de s dans Sy ssi Vi V} C Vj (resp. Vi1 N Vi#o.

Assertions taxonomiques :

Etant donné un ensemble de variables taxonomiques (voir 1.4.2.1) notées t; de Q — O;,
une assertion taxonomique est une application de Q — {vrai,faux} notée a= A [t=Vi] ol

VicOjtelleque a(w) = vraissidve Vi:we tgl(v).

1i résulie de cette définition que I'extension de a dans Q est :
ala=n U {£'w)/ve V¥

Exemple :

Reprenons l'exemple de la figure 2 donné en 1.4.2.1 et soit
a = [tp=jeune] A [tp=petit,moyen-petit]
ona |ajg = t#(,jeune) N {t;(petit) ) t;(moyen-petit)}

= {w,wa,w3} N {{w3,wa} U {wy,ws}} = {wi,w3,wa}
qui sont les seuls 4 étre A la fois "jeune" et "petit" ou "rrioyen-petit".
Soit aj = A [ti = Vji]. On peut définir un ordre "taxonomique”" noté t entre assertions
taxonomiques en disant que aj tas ssi Vve Vil Ive Vi2 tel que til(v) c t}l(v').

L'ordre symbolique entre assertions taxonomiques est défini comme en 43 paraj <ap
ssi |ajlo < laglg. On a alors Ia proposition suivante . v

Proposition § :

. L'ordre taxonomique implique l'ordre symbolique.
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Démonstration :

I faﬁt démontrer que siajtap etw e lailq alors w € |azlq. En effet, si w € [ailq, Vi,
Jvic< Vil tel que w € ti'l(vi) etsiajtag, Vi dvie Vi2 tel que t}l(vi) c t}l(v'i) donc

Vi3ditlquewe til(v'i) douawe r;\ U {til(v) /v e‘ViZ} etdonc w € [22|0. -

La I-extension d'assertions taxonomiques.

Comme conséquence de cette proposition, on voit que la C -extension de aj dans un
ensemble d'assertions taxonomiques T est I'ensemble des ap € Tj tels que ap t ajg.

La M -extension de aj dans T est I'ensembie des ay € Ty telsque Vi I vy e Vil et

vy € V? avec t'll(vl) N t'll(vz) #0.

Exemple :

Reprenons l'exemple de la figure 2 donné en 1.4.2.1 et considérons l'ensemble des
assertions taxonomiques T1= {aj,a3,a3}

a1 = [ty=quelconque] A [tp=moyen-petit]
ap = [ty=jeune] A [to=petit,moyen]
a3 = [tj=adulte] A [tp=grand]

La C -extension de aj dans Tp estap et la M -extension de a; dans T est a3.

5.  QUALITE DES OBJETS SYMBOLIQUES

5.1. Complétude d'un objet symbolique \
Si je vois dans ma rue des chiens quji sont tous blancs et que j'énonce : "je vois des
chiens" mon assertion ne décrit pas de fagon "complete" 'observation des chiens de ma
rue puisque j'omets de dire qu'ils sont blancs. C'est cette idée qu'il s'agit de traduire par
la notion de complétude d'un objet symbolique. Plus formellement cela revient & mesurer
I'€cart entre l'ensemble des événements élémentaires dont la conjonction définit un objet

symbolique s et l'ensemble de tous les événements élémentaires dont l'extension
symbolique contient s'. )

5.1.1. Notations d(s), c(s) et s€
Dans la suite nous noterons d(s) (d comme. "définition"). I'ensemble des événements
€lémentaires dont la conjonction définit s, e(s) (¢ comme "complet") I'ensemble de tous

les événements élémentaires de plus petite extension symbolique qui contiennent s' et
enfin s€ I'objet symbolique défini par la conjonction de tous les éléments de c(s).
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Exemple :

Reprenoné les données de la figure 11, et considérons I'objet symboliciue
$ =[yi=1]Aly4=1]on a :

d(s) = {[y1=11,ly4=11}, c(s) = {fy1=11,[y2=11[y4=1]}
et s€=[y1=1]aly2=1]Alys=1]. ' '

5.1.2. Calcul de la complétude et objet "complet"

La complétude d'un objet symbolique péut se calculer de différentes manieres. Donnons
deux exemples de critéres de complétude : )

c1(s) = card (c(s) - d(s))

c2(s) = card ({(A &j)/eie (c(s) - d(s)})

Ainsi en reprenant l'exemple précédent ol s : [y2=1]A [y4=1] on a : ¢(5) - d(s) =
{[y4=1]} et donc ef = [y1=1]. Il en résulte que c1(s) = 1 et c2(s) = 2.

Par la suite nous retiendrons le premier critére et nous dirons d'un objet symbolique qu'il
est complet si et seulement si c(s) = d(s) autrement dit si ¢1(s) = 0.

5.1.3. Propriétés des objets complets

Etant donné un objet symbolique quelconque se S nous avons d'abord la proposition
suivante :

Proposition 6 :

1) d(sC) = c(s) et (s€)' ="

2) s€ est complet (i.e. d(s€) = c(s°)).
3)  sC={U p(wi)/ wiclsiQ}

4) sC={N ei/ejec(s)}

Démonstration

1) d(s®) = c(s) puisque d(s®) contient par définition tous les événements élémentaires
qui décrivent s€ qui est lui-méme décrit par tous les éléments de c(s). Pour montrer
que (s€)' = s' il suffit de montrer que |s€|Q = |s|. Or on a d'une part,
IslQ C IsC|Q puisque sC n'est défini que par des événements dont 1'extension
dans {2 contient [s|(). D'autre part |sC|) C [s|Q car s'il existait un élément de [s€|Q)
qui n'était pas dans |s|Q) cela signifierait que tous les événements élémentaires dé

s€ auraient une extension qui le contiendrait, ils seraient tous d'extension plus
grande qu'au moins un des événements élémentaire de d(s) qui eux ne le

contiennent pas tous tout en contenant |s|Q, ce qui est contradictoire avec la
définition de s¢ puisque cet événement devrait étre aussi dans c(s).
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2) s€ est complet car d(s®) = c¢(s€) puisque d(s€) est l'ensemble de tous:les -
¢venements €lémentaires qui décrivent s€ et c(gc) est l'ensemble de tous les
éveénements €lémentaires de plus petite extension dont l'extension contient -

(SC)|=SI..

35 s€ = {U y(wi)/ wie[s|Q}. Cette propriété résulte immédiatement de la définition
des objets symboliques complets et de la propriété 1) de la proposition 2.

4) s€ = { M ej/ejec(s)}. En effet, par définition de l'intersection symbolique M ej
est la conjonction des éveénements €lémentaires dont I'extension symbolique est
commune 2 celle des ej qui par définition de c(s) est celle de s€ et donc celle de s
(d'aprés 1). Cette conjonction est donc par définition celle qui donne sC.

De cette propriété on déduit facilement la proposition suivante qui fournit 1a possibilité de

constuire de proche en proche un treillis représentant graphiquement l'ensemble des

. objets symboliques complets. ms

Proposition 7

1) Si un objet symbolique s est l'union ou l'intersection d'autres objets symboliques,
alors s est complet.

2) L'ensemble des obJets symboliques complets muni de lordre symbolique est un

treillis.
Démonstration
D Supposons que s = s1 U s2 avec s], s2€ S. Par définition s est la conjonction de

tous les événements €lémentaires de plus petite extension a contenir s'1 U s'2 et a

frociori §'2s'1 U §'2 donc s = s€. On peut faire une démonstration analogue pour
- . p
l'mtersectmn

2) L'ensemble des objets symboliques complets muni de lordre symbolique est un
treillis puisque tout couple est borné supeneurement (resp. inférieurement) par
I'union (resp. l'intersection) symbolique d'aprés la proposition 4 et que de plus
ces bornes sont des objets symboliques complets d'apres 1).

5.2. Affinement d'un objet symbolique

On dira qu'un objet symbolique est d'autant plus affiné que les événements €lémentaires
qui ledéfinissent ont une extension proche de celle de s.

Pour expnrner le degré d' affmement d'un objet symbohque on peut par cxemple
utiliser un critére du type :

A(s) = \f(I,card d(s)) card (U e€'i(s) - N e'i(s)) ol les ej(s) sont les événements
€lémentaires de s. On divise par card d(s) car un affinement est d'autant plus 'méritoire”
que card d(s) est grand.

Exemple :
1

s = [y1=1]A[y2=1] en reprenant les _données de la'figure 11 donne : A(s) = 5 card (Q-
3
{W3,W4}) = "2' .

Un objet sera dit "affiné" si A(s) = 0.
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5.3. Simplicité d'un objet symbolique

On dira qu'un objet symbolique s est d'autant plus simple que le nombre d'éveénements
élémentaires qui le décrit est proche d'un ensemble d'événements-élémentaires de cardinal
minimum dont la conjonction notée sp a la méme extension. :

Il n'y a bien str, paé unicité de sp et la simplicité peut se mesurer par exemple 2 I'aide
d'un critére de type suivant : _ S .

S(s) = card d(s) - card (d(sP)).

En reprenant I'exemple précédent avec s = [y1=1]A[y2=1] on a sp = [y4=1] d'ot S(s) =

d(s)-d(sp)=2-1=1. ' : ' U

On peut combiner la simplicité et la complétude d'un objet symbolique en définissant sa -
"redondance" par 1'écart entre le cardinal de sp et celui de ¢(s). Un objet symbolique peut

€tre a la fois simple et complet (comme par exemple un objet élémentaire w;) sa
redondance est alors nulle.

6. QUALITE DES CLASSES D'OBJETS SYMBOLIQUES

Comme nous I'avons fait pour les objets symboliques, pour étudier les qualités d'une
classe, il faudrait d'abord définir ce que l'on entend par extension, ordre, union et
intersection de classes. Une facon simple de procéder consiste 3 associer 2 chaque classe
un objet symbolique (en prenant par exemple I'union ou l'intersection des objets de la -
classe) puis a utiliser sur ces objets les différentes notions, propriétés et qualités des
objets symboliques. On pourra dire qu'une classe est compléte affinée ou simple si T'objet
symbolique que 1'on a décidé de Iui associer satisfait ces qualités.

On peut aussi plus directement considérer que 1'extension d'une classe est 1'union ou
l'intersection de l'extension des objets de la classe. Pour l'ordre on peut dire qu'une
classe est inférieure 4 une autre si son extension est contenue dans celle de l'autre ou si.
son plus grand élément (au sens de l'ordre symbolique) est inférieure au plus petit
¢lément de l'autre etc. .. ' '

On peut attribuer aux classes les propriétés des objets qui leur sont associées mais on péut
aussi leur attribuer des propriétés caractéristiques de la notion de "classe". Décrivons en

deux : la stabilité et l'effritement.

Stabilité d'une classe : c'est la capacité d'une classe 2 étre représentée par I'objet
symbolique de plus petite extension qui contient 'union des extensions des éléments de la
classe .On peut donc exprimer la stabilité d'une classe C dont les éléments sont notés c;,
par exemple, a I'aide du critére suivant :
st(c) = card (U ¢ilQ - U eilQ) o

Ce critére a toujours un sens puisque l'on sait par définition que I'union symbolique de
deux objets symboliques doit contenir I'union de leur extension. En utilisant la propriété
d'associativité de I'union symbolique on peut généraliser cette propriété a plusieurs objets
et on a donc toujours U |ci|Q C U cilQ.

On dira qu'une classe C est stable si st(C) = 0. Cela est équivalent 3 dire que
(U ¢cilQ)=9( U | cilQ ) puisque ¢ est une bijection et donc que

(U ep)'=U ¢(lcilQ)=1 c¢i' (remarquer que dans (Y Ci)' I'union est symbolique alors
que dans U ¢i' elle est ensembliste).
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Exemple :

Reprenons les données de la figure 11, et considérons la classe C = {wsz,

[y1=11Aly3=1], [y4=1]} ona :U cj = [y1=1] puisque U [cj|Q = {w2, w3, w4} d'od
st(C) = card ({w1,w2, w3, w4} - {w2, w3, w4} ) = 1. Donc ¢ n'est pas stable. Par

contre C] = {w3, w 4} oulaclasse Cg = {w2, w4} est stable.

Soit Ct l'ensemble des classes stables formées d'éléments de () et telles que pour tout
wS e CeCt onait (w8)'C C. On a alors la proposition suivante:

Proposition 8

II existe une bijection entre l'ensemble des classes stables C; et I'ensemble des objets
complets.

Démonstration

Notons O¢ l'ensemble des objets ,f l'application O¢ — Ct qui associe 2 tout objet

complet, la classe formée des éléments de son extension et g l'application Ct — Ot qui
associe 2 toute classe de Ct 'union symbolique de ses éléments.Montrons que C=f(s)=s'
est une classe stable. Puisque s est complet on a s=sc et donc d' aprés la troisiéme
propriété de la proposition5 I'union symbolique des éléments de C=s' est s et son
extension symbohque est 8'=C donc C est une classe stable.

Of" ot

(c)estcomplet ¥ Ce Ct puisque gar définition c'est une union d obJets symboliques.
Il reste & montrer que f et g sont des applications inverses l'une de l'autre.Pour cela,

montrons que fog (C)=C et que gof(s)=s.0n a fog (C)=f({ U wS/wSeCH=(U wS)
par définition de f et g donc fog(C)=U (wS)'=C puisque C d'une part C est une classe
stable et d'autre part (w$)' C C par hypothése .On a aussi gof(s)=g(s)={ U wS$/
wSes'}=s puisque s est complet. =

iy

Effritement d'une classe : c'est le plus petit nombre d'objets symboliques ae A cS
dont la réunion des extensions est contenu dans 1'extension des éléments d'une classe C
tout en s'en écartant le moins possible.

Etant données une classe C C S d'éléments générique ci et une classe A C S d'élément
générique aj, on peut ,par exemple ,utiliser le critére suivant pour mesurer l'effritement :

E1(C) = Min {(1+card(U |ci|Q- U lajlQ)) card AJA C S : |aj|O C |V cilQ}. Silon
impose a s d'étre tel que U |cil() =U |aj]Q) on obtient le critére

E2 (C) = Min {card A/U JajlQ = U Icjlo}

E1 et E2 sont minimum s'il existe un objet symboli(iue Atelque A= U cj. A estalors
complet et E1=E2=1.E? est maximum quand A = C et vaut card C.
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Exemple :
On prend les données de la figure 11. Soit C = {w3,w}, [y2=1]Aly3=1]}. L'effritement

minimum est donné par A={[y4=1], wg} on a donc card A=2, U [ajlQ = {w2, W3,
w4} U leilQ = {w2, w3, w4} d'od E1(C) = E2(C) = 2. En choisissant A = {w3} on a
(1+card (U |cilQ -U lailQ)) card A = (1+2).1 = 3. La meilleure solution h‘est pas unique

car on aurait pu prendre aussi A = {[y3=1], wg} qui donnerait aussi E1(C) = E2(C) = 2.

Remarquons qu'il serait possible aussi de définir un effritement "supérieur” qui serait le
plus petit nombre d'objets symboliques dont la réunion des extensions contiendrait (au
lieu d'étre contenue dans) I'extension des éléments de la classe.

7. QUALITE DES CLASSIFICATIONS

Une classification d'une classe d'objets symboliques C < S est un ensemble de classes
qui recouvrent C. Une partition, une hiérarchie, une pyramide constituent des exemples
de recouvrement possibles. Une classification peut étre complete, affinée, simple, avoir

une bonne stabilit€ et un bon effritement suivant que ses classes ou leurs représentants

ont ces qualités. Comme nous l'avons fait pour les classes, on peut ajouter  ces qualités
des qualités caractéristiques des classifications.:

Le "degré de recouvrement" des extensions des classes de la classification.

La "qualité de 1'héritage" des classes entre elles. Elle peut par exemple é&tre mesurée
en tenant compte du nombre de classes gui héritent d'une antre classe, de la quantité de
propriétés qui sont héritées et de leur "valeur".

8. LES QUATRE TYPES D'ANALYSE DES DONNEES

On peut grossi¢rement définir quatre types d'analyse de données dont les frontidres ne
sont pas nécessairement clairement séparées. :

(@) L'analyse des données" classique : on traite des données quantitatives ou
qualitatives avec des méthodes numériques utiliant I'algébre linéaire et les outils de
la statistique. _ :

(b)  "L'analyse numérique des données symboliques" : on introduit une mesure sur les
valeurs prises par les variables et on utilise la théorie de la mesure et des
probabilités ;mais comment tenir compte alors des connaissances supplémentaires?

(c)  "L'analyse symbolique des données classiques". Il s'agit de traiter des tableaux de
données classiques (objets caractérisés par des variables quantitatives et (ou)
qualitatives) par l'approche symbolique (en utilisant : extensions, ordre
symbolique, généralisation, héritage, qualité des objets etc...) soit dés le départ
sur les données soit aprés avoir utilisé une méthode de 1'analyse des données
classique (afin d'automatiser l'interprétation ,par exemple). :

Exemple d'analyse symbolique de données classiques :
Extraire les variables les plus "explicatives” d'un axe factoriel et les 2 classes

d'individus les plus contributifs de chaque extrémité de l'axe. Considérer
I'ensembles des objets symboliques associés a ces variables. Trouver dans cet
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 ensemble des objets symboliques complets et d'effritement minimum -~ -

caractéristique de chacune des classes. Trouver les objets de meilleurs stabilit€ qui
minimisent le recouvrement de la partition associée 2 ces classes.

(d) "L'analyse symbolique des données" on utilise I'approche symbolique pour traiter
des données qui sont aussi symboliques.

Exemple de probleme d'analyse symbolique de données

Etant donné S un ensemble d'objets symboliques et S; C S. Trouver une
partition de s1 qui maximise la stabilité et minimise le recouvrement. Trouver une
hiérarchie de classes stables et de meilleurs héritance. Trouver des assertions
d'effritement minimum pour chaque classe. ;

Le tableau suivant (figure 12) schématise les quatre approches.

Données
. : Classiques - symboliques’
Analyse :
Numérnique () (b)
Symbolique- (©) (d)
Figure 12
CONCLUSION

Nous avons introduit des objets qui étendent le champ des données habituellement traitées
par l'analyse des données classique. Ces objets dits "symboliques" s'avérent
particuliérement aptes 4 extraire ou A exprimer une connaissance évoluée, sous une forme
explicative. La connaissance mise sous forme d'objets symboliques fait apparaitre
généralement la nécessité de définir une connaissance supplémentaire qui permet -
d'approcher d'encore plus pres la réalité multidimensionnelle. Pour traiter de telles
données, l'utilité d'introduire des outils souvent issus de la logique classique apparait
naturelle et commode. Ces outils et des principes de traitement que nous avons énoncés
constituent ensemble un fond commun d'idées de base que 1'on peut appeler "l'analyse
symbolique des données". Cette approche s'avére 2 son tour utile pour fraiter des
données classiques afin d'en extraire des objets symboliques facilitant, par exemple, une
interprétation automatisée ou la construction d'une base de connaissance d'un sytéme
expert.

Dans le cadre de I'analyse symbolique des données sous quelle forme nouvelle s'exprime
le problématique, les méthodes et les algorithmes de 1'analyse des données classiques ?
Quels algorithmes pour passer d'un type d'objets symboliques 2 un autre ? Comment
saffranchir du-point de vue volontairement déterministe (car déja suffisamment riche et
compliqué) que nous avons gardé jusque 13, afin de traiter des données munies de
connaissances supplémentaires imprécises par exemple ? Autant de questions parmi
beaucoup d'autres qui restent trés ouvertes.
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