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0. Introduction.

Etant donné une triangulation 5 du plan euclidien IR2 par des
triangles K, fermés, équilatéraux et égaux, on considére l'espace :

Vo (R2)={vy € CL(R2); VK € Vh,thKEPU-

Le parametre h représente la X
longueur des cétés des triangles de
9 h ; sans perte de généralité, on
supposera que ces triangles ont un
c6té horizontal.

On considére maintenant un

ouvert polygonal borné Q tel que Q

soit une réunion de triangles de 4,
et on considere 1l'espace '

Figure 0.1

Vi(Q)={vn € V4 (IR2) ; vp=0dansQc),
Q¢ désignant le complémentaire de Q dans IR2. On suppose que I'ouvert Q est
simplement connexe et situé localement d'un méme c6té par rapport a sa fron-
tiere I'. Dans les paragraphes 1, 2, 3 et 4, nous explicitons une base de V;(Q)
formée de fonctions ayant un support minimum ; nous obtenons des résultats
plus précis que ceux donnés dans [1], mais nous avons une triangulation trés

particuliere. Ensuite nous montrons que toute fonction u € Hg(Q) assez

régulidre peut étre approchée en 0(h4), en norme L™(Q2), par une fonction ryu

e Vp(Q) ; nous montrons que cet ordre d'approximation est optimal ; cela
entraine l'impossibilité de définir une interpolation de type local, car sinon I'on
aurait une approximation en 0(hS). Dans cette partie, nous nous sommes
restreint a étudier le cas oi  est un parallélogramme afin d'éviter une
considération pénible de trop nombreux cas particuliers, mais le résultat reste
valable dans un cadre beaucoup plus général ; notons en particulier que, quitte
a utiliser une partition de 1'unité, il n'est pas nécessaire de supposer Q
simplement connexe pour obtenir l'estimation d'erreur.

Remarquons enfin que nous travaillons avec des triangles équilatéraux,
mais que, quitte & appliquer au plan une transformation affine, nos résultats
restent valables dans le cas ol la triangulation est engendrée par trois familles
de droites paralleles et équidistantes.



Notations. Nous noterons par e_f le
vecteur unitaire horizontal, 7 le
vecteur unitaire vertical, e_z) et é?

les vecteurs unitaires faisant un

2
angle de £ -§7£ avec Ei) .

Figure 0.2

1. Fonctions de Vj ayant un support formé de six triangles.

Soit £g la réunion des six C, By

triangles de 95 ayant en commun
le sommet S ; avec les notations de
la figure 1.1, dans chaque triangle
K contenu dans Xg, on note A1(x),
A2(x), Az(x) les coordonnées

barycentriques de x par rapport
aux sommets
S= 81,X9,YsdeK, :
(ouX=A,CouE;Y=B,Douk). Figure 1.1
Lemme 1.1. La fonction ¢g définie par

ps@=0 si xeZg, @g@)=AZ(A] +6AgAg+4A; Ao + 441 Ag) six e g,

appartient a V;,(IR2) et vérifie
—
ps®)=1 , gradeg(S)=0.

Démonstration. Il est clair que pg € CO(R2) ; dans chaque triangle K de Zg,
grad ¢s =6[241 (A1 A2+ A2 A3 + A1 A3) _V-)ll+ 212 A3 V72 + },1212 V73];

0
la dérivée normale % est nulle sur chaque c6té de K, ce qui assure le raccord
des dérivées premieres de Pg - .
|



Lemme 1.2. On considére les fonctions 6g,1 et 0s,2 définies par

0s;i(x)=0si xeXsg , i=12;

63, (x) = ’2-5 2,12(211 A2 + A1 A3 + 342 A3) dans les triangles {((21)):((36)) -:il il:zl :

0s;; (x) = —-}23 }.12(211 A3 + A1 A2 + 342 A3) dans les triangles {((53))”((3)) ss: ilf L,

_2;

0s,i (x) = % 2,13 (A3 - 42) dans les triangles { ((12 ))”((45)) ssil : :; ’

Ces fonctions appartiennent ¢ Vi(R2) et _vériﬁent
05, (S)=0 , gradog; (S)=7¢ , i=1,2.

Démonstration. Il suffit de la faire pour i = 1. La continuité de 65,1 est
immédiate. |

Sur S; A2, on a grad 0s,1 = g /11 ( V_)L)z - Vh) - 2 11 A2 (ij - le) ; on en
déduit % 05,1 = 0 sur S1 Ag, ce qui assure la continuité deEr—z;?i 6s,1.

Sur S1B3, on a, dans le triangle (1) _g—f';()i 0s,1. S’1_A)2 =h Af et dans le triangle
@ |

m 6s,1 . @3 =h /Lf , d'ot1 la continuité de g—rgc)l 65,1 sur S1B3.

Compte tenu de la symétrie (paire) par‘rapport a AgD3 et (impaire) par rapport

a la médiatrice de A2D3 , on en déduit que 6 51 € CH(R?).
[

Lemme 1.3. La fonction ng dé fznze par
Ng®)=0si xeZg et g @) =3 3p2 (1)1 }{1 A2 Az dans le trzangle @),

appartient a Vy, (IR2). Elle vérifie |
ng(S)=0 gradng (S)=0 ,
et, dans le triangle (5), D2nS &G, =1.



Démonstration. Il est clair que ng C1(IR2). Dans le triangle (5), on a
D?ng(8) (7. 7) =82 (V3. 7) (VA3.7)
- 1 ST+ ST, dod

et J = “W3 (S1E2 + 81F3), d'ou le résultat..

Remarque. Dans le théoréeme 3.3, on montrera que les fonctions 95, Mg 65,1

et 65,2 engendrent l'espace des fonctions de V(IR2)dont le support est contenu
dans Xg.

2. Fonctions de V; ayant un support formé de quatre triangles.

Soit 7 la réunion des triangles de 9, ayant au moins un c6té commun

avec 7.
B, 4, . B, B
T3 T, L
m
3 2 m A
T Ag R 2
A, M, JAs |
21 T
T m, 3 7;3
B2 B3
B 4
Figure 2.1
Lemme 2.1. La fonction Y1 définie par
Yr@)=0 si xeZp, Yr@=16A222A2/A] si xeT;,
YT @) =16 Ay A3 +45 22 +A222+222043] si zeT,
appartient a Vi, (R2) et vérifie
Y7(S) =0 , grad Y7(S)=0 ,V S sommet de triangle de 5y, ;

Yrmy)=1 |, i=1,2,3.

Démonstration. Il est clair que ¥ est continue. Dans le triangle T et sur
— —
AgAg3, on a grad Wy . AA] = 321, Ag(1-Ag) = 324 A4 tandis que dans le triangle
— — s — —
Ty et sur AyAz on a grad Wy . AzA; = grad ¥y . BiAj = 3242 A5 . Les dérivées



premiéres sont donc continues sur AgAg4. Par symétrie, il en est de méme sur

les autres cotés.
[ |

3. Base de V3 (Q). ‘
On considére maintenant l'ensemble des fonctions ?s, 65,1, 08,2, ng
lorsque S parcourt l'ensemble ¥ ; des sommets des triangles de 94 et
I'ensemble des fonctions ¥7, ou T parcourt 5.

Lemme 3.1. Les fonctions {pg, 6s,1, 68,2, "S}Se.)’h et {‘PT}TEyh sont
linéairement indépendantes. '

Démonstration. Supposons que l'on ait

A(x) = z {(XS (pS(x) + ﬁS,l Hs,l(x) + 'BS,Z Os’z(x) + 'yS Tls(x)} + Z 6T‘I’T(x)= 0 ’
Seflp Tegp
avec au plus un nombre fini de coefficients non nuls. En regardant les valeurs
de A et de grad A aux sommets S € 5, on obtient immédiatement VS e A
as=pBs,1 =Bs,2=0; il reste donc
A= Y ygns@)+ Y Sr¥r@x)=0.

Se¥p Teg h .
Avec les notations de la figure 2.1, en notant par Ty, Ty, Ty les triangles

adjacents a T et en comparant les coefficients de /1? lj2 dans 7 on obtient

op, = ép, = o, =-98T
on en déduit que |54 | est indépendant de 7 ; compte tenu qu'il n'y a qu'un
nombre fini de §; non nuls, ce n'est possible que si V 7, 67 =0. En comparant
les termes en Aiz Aj Ar dans chaque triangle T', on obtient ensuite que V S,
7g=0.
|

Remarque. Il existe une combinaison linéaire infinie, mais localement finie,
(unique a un facteur multiplicatif prés) telle que V x € IR2, A(x) = 0 ; elle s'écrit

Ax) = 3n2 Z ep¥r(x) + 64 Z ng(x) , avec ep=+1.
TeT p SeXp



Lemme 3.2. On utilise les notations 3 2
de la figure 3.1.
a) Soit vy une fonction de 2 T
Vi, (IR2) qui est nulle ainsi que son
gradient au point Aj et sur les cotés A1 Ag
AoAg et A2Bs3 ; alors les restrictions vg)
et vﬁlz) devy, @ Ty et Ty sontdela
Sforme
o= a2l dpds+BA2A; 5 vP=—aafisdz+yaZad .

Figure 3.1

b) Si de plus vy, est nulle ainsi que son gradient sur le coté A1Agz (resp.

A1Bs3), alors ug) =0 , (resp. v;lz) =0).

Démonstration. a) En écrivant que vj, est nulle ainsi que son gradient

au point Aj et sur les cotés AgA3 et A9B3, on obtient

2 2 2.2
v = a AL Aa A3 + BAZAS+ Y AL AS

de méme v22)=a2,121213+b3121§+c}'12z22

Sur A1A2, grad v;tl) . m3 =q J{f A2 -2y A1 322
N —_— —_—
et grad vﬁf) .AjA3 = grad U;Lz) .B3Ag = (2c-a) /11212 .

e e Ve e _— e s
La continuité de vy sur AjAg s'écrit y =c, celle de grad vy, s'écrit y = 0 et
a=2c—a , d'ou le résultat.
b) En effet vgl) doit étre de la forme y 112 kg

Théoréme 3.3. On suppose que l'ouvert Q est simplement connexe et qu'il est situé
localement d'un méme cété par rapport & sa frontiére I'. On note

LR Q)={Sery; TgcQ) et =T esh;Zrc).

Alors l'ensemble des fonctions {9pg,0g;,0g3, 1slsern() ¥ ¥rlreg Q)
forme une base de Vi(Q).



Démonstration.

Soit W (Q) = {vh € V4 (Q); VS € #4(Q), v,(S) =0 et grad v,(S) = 0)

et Xj (Q) le sous-espace de V3 (Q2) engendré par {pg,6s,1,0s 2lgcy H(Q) - Il est

clair que Vj, (Q) = X (Q) ® W}, (Q) ; pour montrer le théoréme, il suffit donc de
montrer que les fonctions (nslgesy () et {(¥rlp, 7 H(Q) forment une base de
Wh(€). Compte tenu du lemme 3.1, il suffit de montrer la propriété : -

(2Q) "Les fonctions {nS}Se 2 h(Q) et {‘I’T}Tey Q) engendrent Wp(Q)".

Nous allons démontrer (2q) par récurrence sur le nombre de triangles
constituant Q. Si Q est réduit a un triangle, Wy (Q2) = {0} et la propriété (2q) est
vérifiée. _

Soit (N+1), (N 2 1) le nombre de triangles constituant Q ; supposons la
propriété (& 91) démontrée pour tous les polygones Qi (satisfaisant aux
hypotheses du théoréme) constitués d'au plus N triangles de 5 .

ler cas. Il existe un triangle T c Q ayant deux cotés situés sur la Sfrontiére T.
Soit T, le triangle adjacent a T qui

est contenu dans Q et T1, T2 les
autres triangles adjacents a T, . On
note Q1 l'ouvert polygonal T T
Q1=Q\ (T'Nn Q) obtenu en retirant 0
T a Q. (Q; vérifie encore les
hypotheéses du théoréme). Soit Ty

vp € Wh (Q); si ZTO cQ,il existe 0

tel que vy - o ¥r,=0sur T, ona

alors vy - ag ‘I’To e Wi (Q)) et (2q) Figure 3.2
se déduit de (2 Q)

si Xr) @ Q , alors un des cotés de Ty est frontiere et le lemme 3.2.b) montre
que Vp| =0, donc vy, € Wy () et (Pq) se déduit encore de @q,)

28me cas. Les triangles T < Q ont au plus un coté frontiére.

Admettons provisoirement
"Il existe deux triangles adjacents Ty, Ty ayant un sommet commun
(H) S exp (Q)et les cotés opposés a S sur la frontiére".
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On note alors Q; = Q\(Th UT2) N Q).
Etant donné une fonction vy € V3(Q),
il existe d'aprés le lemme 3.2.a) ,a, B
et y € R tel que,sur Ty U Ty,
vp—ang-B¥ry—v¥r, =0,

(avec B =0 siZT3 z Qet y=0 si

Ir, @ Q). On a donc

Figure 3.3

Vhp— O ns—ﬁ \PT3—Y\PT4 € Wh(Ql) ,
et (2q) se déduit de (2q;).
|

Démonstration de (H). On suppose que les sommets successifs sur la

frontiére I' sont numérotés Cy, Cy, Cy, ..., Cy = Cq de sorte que, ;L-: désignant le

ey . . . ' P — T
vecteur unitaire normal extérieur a C; C;,q, l'on ait (n; , C;C;,q) = 5

Remarquons que, puisqu'un triangle a au plus un coté frontiére, les angles

7l'

—_— 2
(C;-1C;, CiCiy1) ne peuvent prendre que les valeurs - -§7£ » £ 3et0. Comme de

> > > > —_— 7
plus (Cgcl,cldz )+(C]_C2,Czc{3)+ ........... + (CN_lCN,CO 1) =2r , il existe (au
—
moins) six indices I tels que (Ci_lz’i yCiCiy1) = -375 Nous raisonnons maintenant

par I'absurde en supposant la négation de la propriété (H) ; ce qui s'écrit

. —
(nH) Vi avec (Ci—lai ,CiCiy1) = 53—, il existe Cp sommet sur la frontiére
n

tel que ClCi = CiCi—l) +CiCi:,1 .

Cisa G
Ty
1
C.
C b i-1
Figure 3.4

Pour de tels indices nous posons
l; =min(jk—i | , N-|k-i |) ;
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(l; représente le nombre minimal de c6tés a parcourir pour aller de C; a Cp, sur
la frontieére). Choisissons un indice i tel que /; soit minimal ; quitte a
renuméroter les points et & opérer une symétrie, on peut supposer i<ketl;=
ki . L'ouvert délimité par C;, C;,, Ci,a,...,Cy, C; est toujours simplement
connexe et vérifie la propriété (nH). ’
De la relation

(CCis1 CiraCire) + (Ci+1Ci;2'»Ci+2Cii3) + o
+(Cp_1Cy, C4C; )+ (CC; ,CiCiuy) = 2,

~on déduit
(CiCi+1,Ci41Civ2) + (Ci41Ci12,Ci42Ci13) + . +(Cp-2Cp-1,C-1Cp) >0,
ce qui montre qu'il existe j etl aveci < j <keti<l<k vérifiant
(Cj_lc CC+1)—3 et C; Cl =(C CJ_l + CCJ+1 ).On aalors Jj < |l-j| <l;et l'on

est en contradiction avec la minimalité de [; .

Remarque. Lorsque l'ouvert Q n'est pas simplement connexe, les fonctions
données ne sont plus suffisantes pour former une base de V4(€) ; on peut
montrer qu'il suffit de rajouter autour de chaque frontiere intérieure I'; de Q,
une fonction n; dont le support Zr; est la couronne réunion des triangles ayant
un ou deux sommets appartenant a I'; ; (une telle fonction est unique a un
coefficient multiplicatif pres).
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4. Approximation : minoration.

INN/NNNINNNNLY/
NANNNNNNNNLY
é?iter une consid.érat:,ion oiseuse des A#X#X#X%X#X#X#X#X#XQY
différents cas particuliers, nous suppo- /NN VN \/\/\ '\ \/
sons dans ce qui suit que Q est un /\/VV V'V VVV\/\/
parallélogramme ayant deux cotés/ N NV VN NNV NNN\/

horizontaux.

Pour fixer les idées et surtout

Figure 4.1

—_—
Soit u une fonction € CH(R2) telle que u=0etgrad u =0 sur la frontiére

I' de Q ; la quantité
ep(w)= min Ju-v];
v, eVR(Q) Lo

mesure la meilleure approximation possible de u par une fonction de V;(Q) ;

nous introduisons aussi
epw)= min  Ju-vpl;eq
thWh(u,Q) Ly

ou
Wh(u,Q) = {vy, € Via(Q) VS € #1(Q) , vp(S) = u(S)‘etEﬁ)il vp(S) = Er;c)l u (S)).

En utilisant 1'inégalité inverse, on a

> > 4, C :
lgrad u - grad vy, IILoo(Q) < Ch*+ 7 lu - vh"Loo(Q) ;
compte tenu du fait que
vS , "(pS"Lw(]R2) <1let que IIGS’IIILN(]Rz) = "es,anw(RZ) <Ch ’
on obtient &x(u) < e (1) + Ch® ; on a donc

(4.1) en(w) < gp(u) <ep(u) +ChS .

Nous allons montrer que l'on a, en général, e(u) = O(h*), et pas mieux ;
l'inégalité précédente montre donc qu'il en est de méme pour ep(w).

Soit  Tp)= Y, {u(S) pgx) + uy 1(S) 85 1) +u; o(S) 65 o(x)},

ot u; 1(S) et u; o(S) sont définies par
— —
u11(S) = gradu (S).¢ & +3 &), u o(S) =grad u .G & +5 &),
de sorte que

—
u11(8) &7+ ug o(S) é3 = grad u (S) .
La fonction #(x) appartient & V,(Q) et coincide avec u , ainsi que son gradient,

aux sommets S € Q. On a donc
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(4.2) (W)= min  Ju -y - vl e -
v eW(Q) HLT)

Nous commencerons par étudier l'erreur aux points milieux ; pour cela
nous utiliserons le lemme technique suivant, de démonstration classique, dans
lequel A € R*"1, x € R™et b e R™*! sont la matrice et les vecteurs ci-dessous.

10 0 x by
110 . .
A = 0 1 1 O , x = ’ b = .
011, b,
0 01 X, b,
n+l .
Lemme 4.1. a) Soit 6= (), (-1Yb;)/(n+1);;
p=|

ona:
min |Ax -b| = |a| ;
xeR®

ce minimum est réalisé lorsque
- i 13
=1 (Q (1Vbj-io).
J=1 ' '
b) Si on choisit x tel que, pouri=1,....,n , (Ax - b); =0, alors
A% - b oo = (n+1) | o] .

On considére maintenant une bande horizontale dans Q ; avec les nota-
tions de la figure 4.2 les cdtés ag by et ap,; by, sont sur la frontiere I' de Q, et
les points ay,...,ay, by,..., by sont supposés intérieurs a Q.

e by by

Figure 4.2
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Soit v, € Wi(Q) , vpl0) = > ap¥r@+ Y, Bs ng(x) .
Tes (D Ser,(Q)

Aux points milieux m; dea; b; et m;,;/0 deb;a;,1,0na
(e ~ T, ~ vp)emy) = = TpXimyyg) - iy
(u — iy, = vp)m;) = - p)my) - ag, ., —ar;, , pourl <i<N,
(u — @p — Va) My ) = W — Up)(myyyp) — o, — g, e bour 1<i<N-1,

(u - ﬁh - Uh)(mN+1/2) =(u - ﬁh)(mN+1/2) - aTN .

Posons
2N+1 )

(4.3) p=( X (1Y (u~pdmjpp)) / (2N41) ;
j=1

il résulte du lemme 4.1 a) que l'on a

max | @ - iy - vpXmyp) | 2 |p] ;
1<i<2N+1

I'égalité est réalisée si 1'on choisit

i
(4.4) ap,, =1 [( > 1Y - upmjp)»-ipl , 1<i<2N.
A
On déduit de (4.2), 1a minoration
(4.5) g(w) =2|p].

Lemme 4.2. a) Si la fonction u € CXQ) s'annule ainsi que son gradient sur
les cotés de Q, et si A désigne la longueur du cété horizontal de Q, on a

1
lp| <CLR D% |0, (avee C) =5z5).
b) Si de plus u € C°(Q),ona

p= 76hS_A_ (D3u(mg) - Du(mp,y Ne3-e3 &1, & )+ Ohd) .

Démonstration. Dans ce qui suit nous noterons 9;u(m) = Du(m)(e}),

@

9, u(m) = D*u(m)@,e) , ete...

a)Pouri=1,.., N, posons
i

(4.6) o;= 2 [u — ap)Xm)) - (u — upXmj_y/9)] ;
J=1
puisque (u —izg)(mp,1) =0, 0n a
p = GN+1 /(2-N+1) .
On peut écrire aussi
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i-1
i=gum)+ Y, 5 [uim) -2ulmjy )+ umj,)] + Z(u,,(mj_l,z) ap(m))).
= =

Remarquons que
up(mj_y/2) = u(@)) Pajmj_y/9) + u(bj1) 9oy (mj_1/9)
+u1,1(@)) 8g;,(mj_1/9) + U1 2(a;) 8a;o(m;j 1/9)
+u1,1(0j_1) 06y 1(mj1/0) + Uy 2(bj 1) 06 4 (M 1/0) ;

donc _
@.7) iLp(mj_1/9) = 5 (u(a)) + u(bj 1)) + 15 Boula;) - dpu(bsy)).
De méme ' :
48)  @pmp = 75 wlay) + uld) + 15 Pgu(b;) - dyula)).
On en déduit '
i-1
ci=zum)+y, = um) 2u(mj+1/2)+u(m 4] - 15 u(b)
1—0
S @uulap - yub) + L apuey),
j"l
u(mt) 16 ud) + 15 16 dou(b; )+ 2 32 (0, u(b;) - alu(a,))
i-1 i
£ Y 3 um) - 2um),yp) + wimjy)]
=0
’; i . .
- 16 2, (5 Bua)+9ou@j] -3 [3,ub) + 0y u(b;pl).
J=0

En utilisant les formules

5 (u0m)) = 2ump1 ) + ulmpy)] = & @uutmyyy) - dyu(m)) - ey a“*’ u(p;)
et |
2 [B1u(a) + 3,14(ju1) - 3y b)) - dyulbis))] = wlajug) - ula)) - ulbjyy) + u(b))
+ ’1% 93 0Pun;),

ou les points p; et n; appartiennent respectivement au segment [m [ m; +1], et au
parallélogramme aj, Qji1, bJ+1, b;, on obtient

4.9 o; = u(m,) u(b) u(a,)
+ i azu(b )+ 2 (alu(b,-) - dyu(ay) +2 dum) +R;,

. 4
avec |Ri| <i ;22 24 ID*u] g -

b) En utilisant de méme les formules
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> [ulm)) - 2ulmjy 1) + ulmis)] = & @yulmyyy) - alu(mj))

3
~ i @Putmyp) - 3 utm) + OGRS,

2
b [3yute) +9yulaj) = u(ajg) - ulep + = @Pulajy) - 3 ula) + OKS),

et
2
L @yu(b)) +dyuibii)] = ubj) - b+ &= @Pubj) -0 ue)) + 0HS),

on obtient (4.9) avec

3
R; = i—g’—47 (8(13)u(m0)— 3(13)U(mi )

2 0Pube) - Pulag) - 3Pub) + 8Puap) + Oht),

~16.12
d'our 3
(4.10) R; = 3 6 w57 (D%ulmg) - Ddu(my)Xe3-e3 , &1 , &1 ) + Oh*) .
_A 2
Le lemme s'en déduit en remarquant que oy, ; = Ry, et que N —+ Oh*°).

]
Corollaire 4.3. Il existe des fonctions u € C*(Q), vérifiant u =0 et

gradu=0 sur T, telles que
epw)2C h* avec C#0.

Démonstration. Il suffit de prendre une fonction u telle que
(D3u(m0) - D3u(mN+1)) (e_3) - e_z), é_l) , e_f ) # 0 ; on conclut en utilisant (4.1) et (4.5).
|

5. Approximation - Majoration.
Nous venons de montrer que, dans le cas général, nous ne pouvons
espérer une approximation meilleure que O(h4); nous allons maintenant

montrer que cet ordre d'approximation peut étre atteint. Pour cela on choisit

(5.1) @) =up@)+ Y, ap¥r) + Y, Bgng®),
Tes h(Q) Sexp(Q)

ou les coefficients ap sont définis de la maniére suivante (voir figure 4.2).

(a) Si les points ay,...,an, b1,...bx sont intérieurs a Q
ary/e est défini par (4.4) pour 1 <i <2N;
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(b) Si les points by, by,..., by, sont sur la frontiére (supérieure) de Q:

1 ~ - .
(56.2) ap, =5 @lm;) - Gp(my) + ulmy,1/9) — Up(miye)), 1<i<N;

(c) Si les points ay,..., a1 sont sur la frontiere (inférieure) de Q :

1 - - .
(5.3) aTi—1/2 = E [u(mi_l/z) - uh(mi_l/z) + u(ml) - uh(mi)] , 1<i<N.

On choisit ensuite les coefficients Bg de : ' A

telle sorte que l'on ait dans le triangle
Kg , (avec les notations de la figure 5.1),

D2uy(®) (7, )= D2u(S) (T, T),

AY ﬁ rd A . -
(ou j désigne le vecteur unitaire

~{

vertical orienté vers le haut).

Figure 5.1
5.1. Estimation de l'erreur aux milieux des cotés.
= —
Lemme 5.1. On suppose que u € C3(Q) et vérifieu =0et grad u =0 sur I'. Alors
on a

max u(m) - up(m)| < C At (|D*u, 0 + 1Dy e0rss )
me,(Q) I h I L¥() LP(Q)

ou
M (Q) est l'ensemble des milieux de cotés m e Q, des triangles Ke 5, .

Démonstration. D'apres le choix des coefficients or; et le lemme 4.2, on a

max  |ulmye) - uptmy)| = |p| <€y h* DY)y,
1<i<2N+1

lorsque l'on est dans la situation de la figure 4.1 avec aq,..., ay, by,..., by
intérieurs a Q.
Dans le cas ou les points bg,by,...,bx,bn41 sont sur la frontiere de Q, on a :
pouri=1,.., N,
)= uom))| = |utms )~ pmie) =5 1) =stomss o) + Bomzar)
en utilisant (4.8) et la formule de Taylor en b;, on obtient
(5.4 ulm) ~iip(m)) = ulmy) - £ u@)+ £ dqutap = Lo Db, 23) + OKY;
de méme, en utilisant (4.7), »
55 wlmisyg) - sy =L D2ulby) (3, 23)+ O ;
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et donc, puisque D2u(b;) (e3, e3) - D2u(by) (€3, 23) = @Pu(b;) — 3 Pgu(®y) = 0,

ona |umy)-upm)| = |ultmip) - uptmie | = 0k ;

pour I =-‘1;T ,
2
u(myp) — up(mye) = ulmy ) ~ip(mye) = gg D u(by) (e3, 3) + O(h*) = O(h*) .

On a ainsi montré
max | u(mysg) - up(myg) |< Co b ID* ] gy
1<i<2N+1
dans le cas ou les sommets by,...,bp,1 sont sur la frontiere ; le cas ou les
sommets a,...,ap41 sont frontiéres se traite de la méme maniére.

Il reste a regarder le cas des milieux de c6tés horizontaux.

- - -

bo : bi : bN+1

Figure 5.2

Les points a;,1/2 , m;, u;j;1 désignent respectivement les milieux des cotés
@; @i41,a;b;, ciyg a4y 5 T; estle triangle de sommets a; , a;,q , b; , et Kj,1/9 celui
de sommets a;, a;,; et ¢j4q -

ler cas. Regardons tout d’abord le cas ou les points bi1,....bN, €1,...,Cy sONL
intérieurs a Q.
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Ona
(5.6) ulajrie) — Un(@ir1/2) = Ul ) — Uplajie) — oy — Oxgayse -

D'apres (4.4) et (4.6) or, =0;-2p.

Y
De méme, en posant
i

o; = 2 [(u—ﬁh(ﬂj) - (u—ﬁh(ﬂj_l/z)]

-1
et /
2N+1 X
F=l Y 1Y w-yuye) 1/ @N41),
=t '
on a

D'aprés le lemme 4.2,b) p-p= O(h5 et p = OG?);onadonc
@D ulaz )~ ur @ p) =ty )~ Wlltz) — O+ Gig ~ @z )+l ) + OR).
D'apres (4.9) et (4.10)
0= 81 =5 ulmy) - u(b) - ula
+ & dyulm) + L 3,ub) + L @yub) - 3,ul,)
- ;—u(#m) +%u(ai+1) +Ilg uleiyy)
— & u) ~ L 5u(ai51) ~ 25 @yu(as1) - Byulesg)) + ORY).
De maniére similaire a (4.7) et (4.8), on a
B(@is10) = T (@) + u(@j1) + 1 Byu(a) - 3yulazsy))
et
Byi) =15 @@ip) + ulein) + {5 Ogul@zg) - dguleip)).
Ainsi
u@iap) ~ up@inm) = u@ip) ~5 w0m) —5uluyg)
+3 (b)) + ulciyy) - ulay) - ulag,y))
+ g— (0 u(iyy) — oy ulmy)) + -3’—12- (0, ula;yy) — o ulay)
+ & [(@g-09)ulc;sy) - Bg-dgu(By)] + O(hY).
On en déduit '
(5.8) w(@jsy/e) — up(@y0) = OGRY
en utilisant

2
u(my) + i) = 2 u@sp) =4 Dulazp) @3, 3)+ O,

2
ules) + ulb) ~2 @) =4 Doulazp) @3 23,65 — 23)+ ORY),
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2
Uag1) + @) —2 8@p) = Dulazin) @, o) + O,
h@®y i) - 3 ulm) = - k2 D2ula;,p) (e, e9) + ORY)
h@uas) -0,u(a) = K2 D2u(ayyp) (@, ) + OY),

h [(9g-93)ulc;y) — Bg—03)u(d;) 1= — h2 D2ua;,1/0) (ep —e3, 65 — €3) + OhY.

2&me cas. Les points bg,by,...,by,1 sont frontiéres.
La formule (5.6) est encore valable, mais il faut remplacer
. 1 ~ -~
or; =0;—2ip par oy, =% (w(my) —up (my) + ulmjqp) — up (Myq0)).
On aura donc, compte tenu des calculs effectués dans le premier cas,
(5.9) waji1/9) ~ Uh(@isae) =0k
si I'on montre que
(5.10) n; d——é-f o;— 2ip —?1): (u(m,) - ﬁh(mi) + u(mi+1/2) - ﬁh(mi+1/2)) = O(h4).
D'apres le lemme 4.2 b),onap= O(%5), donc ip= O(h%) ; en utilisant (4.9), (5.4)
et (5.5), u(b;) = 0, Du(b;) = 0, on en déduit
2
m = Sulm)— L ula)+ % dyum) - B dyuto) - o (DPutb) (e3,5)+ DPusb) ez, 30 + O™,
En utilisant la formule de Taylor au point b; , on obtient,
2
n; = & { DPutby)(e3,e3)+ DPutb) @y e3)- 5 [DPutb))(egnep)+ DPutb)(ez, e3))} + O,

- . e
d'ou, puisque eg =-e1-e3,

2
n;= -4 D2uby) @, ) + Ohh) = ORY),

ce qui montre (5.10) et par suite (5.9).
Le cas ou les sommets ag, a;,..., an,1 sont frontieres se traite de la méme

manieére.

5.2. Estimation globale.

» . i . —,
Théoréme 5.2. On suppose que u € C(Q) et vérifie u =0 et grad u =0 sur T.
Alors
lu—uplpeoqy < C2* (ID*u] o, + 1D L2@)

3 4 5

Démonstration. On va faire I'estimation triangle par triangle en considérant
les différents cas possibles.



Y

2

1°° cas. Figure ci-dessous avec ay, ag et ag e ¥ p(Q); (triangle intérieur).

~4

Figure 5.3
Lemme 5.3. a) 1l existe une unique fonction ryu € Py telle que
Vi=1,23, ryula;) =ula;), rpuim;) = ulm;),

(6.11) — —.
grad (rpu Xe;) = grad u(a;) et Dzrhu(aiX?,?) = Dzu(ai)(—.?,?) :
b) De plus
_— |
lu=rhl ooy + b | grad w-rpu ey, <Ch* | DAu o0,
avec 2=TouT1uTouUTs.

Démonstration. (classique ; cf. Ciarlet-Raviart ou Ciarlet par exemple).
]
Lemme 5.4. Soit v; €V} (R?) une fonction telle que

(5.12) vpla) =0, Zgr—at)i vpla;)=0, pouri=1,23,

5.13) {Dzvh(al)(?,?ho dans Ty, D% (as) ?,7)=Odans Ts,
Dzvh(a3)(7,?) =0dans T},

alors, dans le triangle T1 de sommets a1, as ,az,ona

4
(5.14) [oplpeoz, ) <C {Z( lon(my) |+|va®) | + b |grad va®y|) + > |vpny|}
=1

ol C est une constante zndépendante de h.

Démonstration. Par une homothétie, on se raméne aisément au cas o A =1.
11 suffit de montrer que, si (5.12) est vérifié et si

(5.15) Vi=1,2,3, vp(m;)=0 Uh(b) 0, grad va(B) =0,
et Vi=1,2,34, vpn)=0

=0.
alors vh!Tl
Des conditions (5.12) et (5.15), on déduit
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—ay A2 254 A A2 A+ 0 AqAe A2
Uh|r, = @1 A A2 A3+ 02 A A Ag+ a3 e Ay
2 2 2

Uh|1y=B1 A A2 A3+ B2 AL Ay Ag+ B3 MiAg A

2 2 2 .2 ,2
Vhlry, =714 A2 A3+ Y2 M Az + v3hdo g+ v A Ag
2,2

2 2 2
Up|p, =814y Az A3 +82 Ay Mg Ag+ 3 Mdg Ag + 84y Ay

La condition (5.13) implique a; =0, 75=0,83=0;

on obtient, en utilisant la continuité de grad vy, ,
entre T1 etTo, [32+a2=0et B3+a3=0,
entre TO et T2 y PBat+ye=0,

entre Toget T3, P3z+383=0;
on en déduit o; =ag=ag3=0, donc Uh|T1=0-

En utilisant 1'inégalité triangulaire
||u"uh"L°°(T1) s "u"rhu"L”(Tl)“' "rhu‘uh"LW(Tl) ’

et en appliquant le lemme 5.3 et l'inégalité (5.14) avec vy = rpu-uy , on obtient

3 4
lu—upg| L)) < C h* D% o+ C (z Iu(mi)—uh(mi) | + Z |u(n,~)—uh(n,~) I ).
=1

=1

La premiére majoration du théorgme 5.2 se déduit alors du lemme 5.1 ; la

deuxiéme inégalité s'obtient en utilisant 1'inégalité inverse.

La démonstration reste essentiellement la méme dans les autres cas de

figure ; seuls sont modifiés les choix de =, (5.13) et (5.14).
2éme

de Q) .

cas. Figure 5.4. avec aj et by e I' ,ay et age P,(Q); (frontiére supérieure
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On choisit ici £ = Ty U Ty... U Ty, et on remplace (5.13) et (5.14) par
(5.13), Dzvh(az)(?,7) =0 dans Ty, Dzvh(a3)(?,7) =0 dans T,

4
G19;  Walpee) < C U X (vamp| + |vamp|+ |va®)])

i=1

4 N —_
+h'Y | grad vaby | +h | gradvymy| +h | grad va®)|),

i=1
ou m4 est le point milieu de @, b, , et p celuide a; m, .

3%me (s, ajetag €' ,a3 € x(Q) ; (frontiére gauche de Q).
2
mg
R
b
ayd 1 a3
T
0 /no N\
)
by by
Figure 5.5

On choisitici £=Tyu T} U Ty, et on remplace (5.13) et (5.14) par
(513);  D2p(as)7,7)=0dans Ty,

3 2
(5.14); loalzeop < C (Y loam) |+ (opnp |+ |va®)])
=1 =1

2 , ,
+h Y| graa vp®)| +h | gradvp(mg)| +h | grad v |},

i=1
ou p est le point milieu de ay m4.

4me cas. ay, ag et az € I ; (triangle inférieur gauche de Q).

1 , Ici il est plus agréable de définir rpu par
—
rpu =0 et gradrpu =0 surajagetagas ,
m,
T 2 rpu(ms) = u(my),
a a et de remarquer que
2 3 lin = rae Iyorr,y < [y = rpuma)| = |y — wiimy)|.
Figure 5.6

5¢me cas. a; € #4(Q), ag et ag € T; (frontiere inférieure de Q).
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On choisit ici X =T , et on remplace (5.13) et (5.14) par

(11 2 2?7 = T
(513 D*vp(a1)X(Jj,j)=0dans Ty,
mg 7 m,, vy =0et grad vy =0 sur agag,
a, ag (5105 lowlzg,)<C (vamg)]| + |vama)]).
Figure 5.7

6eme cas. a; et ag € F;(Q), az et by € T (frontiére droite de Q).

Figure 5.8
On choisit ici Z = Ty U T U Ty, et on remplace (5.13) et (5.14) par

613y  D%y@X7,7)=0dans Ty, D2uh(ag)(7,7) = 0 dans Ty,
3
(5.14)g lvalzooer,y <C (S (optmp |+ op@p) )+ |vp®dD |+ |vad3)]
i=1
— — — —
+h | grad vy(by)| +h | grad vs(b) |+ & | grad vs(ny) | + & | grad vp®) |},
oup estle point milieu de ag n; .
7¢me cas, ag € FR(Q) ay et az e T; (partie supérieure droite de Q).

Figure 5.9
Remarquons d'abord que le cas du triangle T = a; agz cgy se traiterait

comme le quatriéme cas ; on a donc
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lu—upl oo + R | grad (u—up) | 12y < C B ID%u] o0 g, + C |utmao)-up(ms)| ;
cette majoration est en particulier valable au point m, et au point p milieu de
a,my.
On choisit maintenant X = Ty U T} U T, et on remplace (5.13) et (5.14) par
(513},  D%ag)7,7)=0dans Ty,

] .~
(5.14) LA < C{ Y (vamp|+lopmp ) + [op®) |+ |vpba)|
' i=1 - : '

+h | gradvy(y)| +h | grad vy(by)|+ h | grad vy(my)| + b | grad va®) ).

88me cas, Nous avons traité le cas des
triangles dont le c6té horizontal était
situé au-dessous du sommet opposé ;
pour les autres triangles, on a déja les
estimations sur les c6tés ; il suffit alors

de remarquer que, sous l'hypotheése
(5.12), les fonctions vy, € V}, vérifient

Figure 5.10

3
loalzoocry SC Y(lvamp|+h | grad vymp]). u
i=1
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