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Résumé . Un graphe & motifs est un graphe produit & partir d'un graphe fini en itérant l'adjonction
paraliéle et déterministe d'une famille finie de graphes finis (les motifs). On établit la version effective
de la caractérisation de Muller et Schupp [Mu-Sc 85] . les graphes des transitions des automates a
pile sont les graphes & motifs & une racine et localement finis, et & partir d'un automate & pile, on peut

extraire effectivement un systéme de motifs du graphe des transitions de I'automate.

Pattern graphs

Abstract . A pattern graph is a graph produced from a finite graph by iterating the addition of a
finite family of finite graphs (the patterns). We show the effective version of the characterisation of
Muller and Schupp [Mu-Sc 85] : the transition graphs of pushdown automata are the locally finite
pattern graphs with a root, and from a pushdown automaton, we can effectively extraét a system of

paiterns generating the transition graph of the automaton.
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introduction

Notre but est de définir une stratégie paralléle et optimale pour le calcul des fonctions (du
premier ordre) définies par les schémas de programmes récursifs, en abrégé SPR, introduits par
Nivat [Ni 75]. Un exemple de SPR est le systéme 2 la seule équation suivante

F(n) = f(p(n), g( F(h(n)) , F(h(h(®))))) |
(ou f,g,p,h sont des symboles de fonctions de base d'arités respectives 2,2,1,1)
dont une interprétation est la fonction de Fibonacci
F(n) = si n<1alors 1 sinon F(n-1) + F(n-2) fsi.
A chaque fonction définie, on peut associer 1'arbre des appels (par nom) des fonctions de base,
obtenu par dépliage itéré des membres droits du SPR, & partir de la fonction définie. Cet arbre
syntaxique pour F(n) est représentable comme suit

Cet arbre syntaxique donne l'ensemble de tous les chemins de calcul possibles de la fonction définie.
Une stratégie optimale de développement de l'arbre syntaxique a été envisagée par Berry et Levy
[Be-Le 79]. D'autres améliorations dans cette direction peuvent étre accomplies en considérant le
graphe canonique [Ca 88 b] de l'arbre syntaxique, défini par identification des nceuds ayant des
sous-arbres identiques. En continuant I'exemple, on obtient le graphe canonique suivant :




Pour une stratégie optimale d'évaluation des SPR et dans un contexte ol les calculs correspondent &
des développements de graphes, on considére deux sous-buts.

Tout d'abord, on désire montrer que le graphe canonique d'un (d'une fonction définie par)
SPR est un graphe & motifs, c'est 2 dire un graphe pouvant étre produit a partir d'un graphe fini en
itérant I'adjonction parall¢le et déterministe d'une famille finie de graphes finis. Cette adjonction
itérative est réalisée par dérivations paralléles selon une grammaire d'hypergraphes [Ba-Co 87]
[Ha-Kr 87] associant un unique hypergraphe par symbole inconnu. Le graphe canonique de
I'exemple est engendré selon la grammaire 2 la seule régle suivante :

F f g F
(a) @ 3 2 >
, . 1 2 1 © 2
1 2 > P :
1 1 .
®) © ) h

ou plutdt
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et A partir de l'hypergraphe / Y 3
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n

Ensuite, on désire obtenir une construction effective d'un systéme de motifs du graphe
canonique d'un SPR. Notons que 1'arbre solution d'un SPR se réduit [Ca 88 b] & I'hypergraphe 2
motifs du systéme obtenu en remplagant le membre droit de chaque régle du SPR par son graphe
canonique. En continuant I'exemple, on a le systéme a la seule régle suivante :

@ e - -
f
) .
) e P Fl/
v
(b) ® ¢ [ ]




et dont le graphe a motifs a partir de ® ——> .n est représentable par

Ces motivations justifient d'introduire les hypergraphes a motifs. Aprés de brefs préliminaires
(en 1.) et des propriétés de base des hypergraphes (en 2.), on définit (en 3.) un hypergraphe a motifs
par récriture paralléle itérée d'un hypergraphe fini selon un systéme de motifs. On caractérise (en 4.)
les hypergraphes & motifs connexes et localement finis comme plus petits points fixes de leurs
systémes de motifs, pour la relation de plongement composante & composante. On établit (en 5.)
l'existence de systémes de motifs uniformes pour générer les hypergraphes connexes et localement
finis. On définit (en 6.) les graphes des transitions des systemes de récriture suffixe de mots pour
établir (en 7.) la version effective du théoréme de Muller et Schupp [Mu-Sc 85], 4 savoir : les
graphes des transitions des automates 2 pile sont les graphes & motifs 2 une racine et localement finis,
et on peut extraire de fagon effective un systeéme de motifs du graphe des transitions d'un automate
pile, et ce a partir des régles de l'automate. On définit (en 8.) un langage a motifs comme le langage
des étiquettes de chemins d'un graphe & motifs, et on montre que la classe des langages a motifs est

exactement celle des langages algébriques.



1. Préliminaires

Etant donné un ensemble E, on note 2F l'ensemble des parties de E, et #E le cardinal de
E . Etant donné une partie A de ZF, onnote UA={xe B | Be A} lapartiede F réunion de
A . Etant donn€ une relation R ¢ ExF, onpourranoter x Ry aulieude (x,y) € R, et linverse
de R est R' = { (y;x) xRy} . Parabus de notation, on pourra écrire x 2 la place de {x} .
L'image R(A) d'un ensemble A par R est {y|]3xe A,xRy]} etlarestricionde R 3 A est
R[, ={(xy)e R|xe A}. Onnote Dom(R) = R'l(F) le domaine de R et Im(R) = R(E) l'image
de R. Larelation identité sur E est notée idg = { (x,x) |x € E }. La composée d'une relation R
de ExF par une relation S de FxG estlarelation RoS = {(xy) | 3ze F, xRz et zSy}.
Le noyau d'une relation R est défini par la relation Ker(R) = Ro R! = {(xy) | R®x)NR(y) =
& }. Une relation R est fonctionnelle (ou est une fonction) si Ker(R‘l) C idg, c'est-a-dire
I'image R(x) d'un élément x de Dom(R) a un seul élément; on pourranoter R:E — F. Une
fonction R de E dans F est totale si Dom(R) =E. Une relation R est une bijectionsi R et R
sont des fonctions totales. Une relation R est injective si Ker(R) idg, ie. R est une fonction.

On dit que R est localement fini si pour tout x de E, R(x) est fini. Un ensemble E est

dénombrable s'il existe une bijection de E sur l'ensemble [N des entiers naturels.

Considérons le monoide (2EXE

, o ) des relations binaires sur E , d'élément neutre idg .
Une relation R est un préordre si elle est réflexive (idg < R ) et transitive (RoR R ) ; une
équivalence est un préordre symétrique ( R’ ¢ R). Lafermeture réflexive et transitive de R pour
laloi o estlarelation R"=U{R'|i20} avec R®=id_ et R* =R'R.

Soit (X*,.) le monoide libre engendré par un ensemble X de symboles, dits lettres. Son
élément neutre est noté €. Unmot sur X estun élémentde X etun langage sur X est une partie

de X' . Etant donné un mot u sur X, onnote lul lalongueur de u, c'est a dire le nombre

d'occurrences de lettres de u, etlai®™®lettre de u est désignée par u(i) .



2. Hypergraphes

Dorénavant F est un ensemble fini de symboles, gradué par une fonction totale p de F dans

N-{0} . Etant donné un ensemble S quelconque, on définit le langage F(S) sur FU S comme
suit :
F(S) ={ fs;... So(h) | fe Fets,,... » So() € S}.
On considere les hypergraphes a hyperarcs bien étiquetés, au sens ou l'arité de 1'étiquette d'un

hyperarc est égale au nombre d'occurrences de ses sommets.

Définition. Un hypergraphe sur F est une partie de F(S) pour S quelconque .

Soient S I'ensemble des entiers naturels et F= (f,g.a} avec p(f)=4 ,p()=2 , p(a):l .
Soit G = { f{HERI+DRi+1HRi+2)1 120} U {gRi+3)Ri+1)1i20} U {al}

G est un hypergraphe sur F de représentation

Fig 2.1. Hypergraphe .

Dorénavant S est un ensemble dénombrable et tout hypergraphe G est une partie de F(S). Les
hyperarcs de G sont les éléments de G . L'ensemble Sy des sommets de G est 'ensemble des
¢léments de S dans G, c'est-d-dire Sg = {u@) | ue G et 2<i<Ml}. Un hyperarc fs,...s,
est d'étiquerte f et de degré n=p(f) . Un hyperarc fs de degré 1 correspond 2 étiqueter le
sommet s par f. Un graphe sur F estun hypergraphe sur F dont les hyperarcs sont de degré 1
ou 2. Larelation successeur de G est définie par

Succg = { (u(i)uG) lue Get 2<i<j<iul}.
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Un hypergraphe G est connexe si SgxSg = (Succé U (SuccG)'l)* , est localement fini si la
relation Succg U (Succg)-! est localement finie, et est @ une racine et de racine r e Sg si
(SuccG)*(r) =8g. Limagede G par une relation R binaire sur S est I'hypergraphe

R[G] = { fty.. toy | 3 1.5 € G: Ry, 1<i<p)}.

Lemme 2.1 . Etant donné une relation R binaire sur S et une suite (Gn)n

d'hypergraphes,ona R[U, G ] = U R[G ].

La restrictionde G 2 une partie A de S est I'hypergraphe G|, = id,[G] = GNF(A). Un
hypergraphe G est plongé dans un hypergraphe H si & un renommage des sommets prés (2

isomorphisme pres), G estinclus dans H.

Définition. Un plongement d'un hypergraphe G dans un hypergraphe H est une

fonction h :Sg — Sy totale et injective telle que h[G] cH ; G est dit plongé (resp.

selon h)dans H etonnott G H (resp. G EhH ). Sienplus h[G] =H alors

G estdit isomorphe 3 H (resp. selon h)etonnote G« H (resp. G5, H ).

On remarquera que G ¢ H si et seulement si G =5 ds H . La relation de plongement est un
G

préordre sur l'ensemble des hypergraphes sur F.

Lemme22. a)GeyH ssi GE,Het HE, 1 G.

b)si GE;Het HE K alors G £, K.

La preuve ne présente pas de difficult€. La figure 2.2 donne un exemple de deux graphes (infinis)

L3

plongés I'un dans l'autre mais non isomorphes.



Fig 2.2. Non antisymétrie du plongement .

A tout hypergraphe G, on associe I'application dg: SgxSg — INU {ec} définie par
dg(s,) = inf ({n | (s,t) € (Suceg U Suceg™)" } L {e0} ) . |
Si G est connexe alors dg est une distance sur Sg . Le lemme suivant indique le caractere

contractant d'un plongement.

Lemme23. Si G E g H alors dy(g(s).gt) < dg(s.t) .

Donnons une condition générale pour que deux hypergraphes plongés l'un dans l'autre soient

isomorphes.

Lemme 2.4. Soient G et H des hypergraphessur F telsque HE, G e, H.
Ona G ©y H si un des deux cas suivants est satisfait :

a) Sg est fini

b) G est connexe et localement fini, et goh admet un point fixe.

Preuve.

i) Casol Sg est fini. D'aprés le lemme 2.2b, ona G & gth . Comme Sg est fini, goh est

surjective. Aussi goh est une bijection de Sg sur Sy . Par conséquent, il existe un entier n non

nul tel que  (goh)™ = idg . Comme h est injective et totale, Ker(h) = hoh'l = idg,, , donc
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(hog)" = (hog)" o (hoh™) = ho(goh )"eh! = hoh? = idg,, .
D'oti H = (hog)"'[H] < £g[G] < H ; ainsi g[G]=H, don Ge H.

i) Supposuns H &£, GE, H , G connexe et localement fini, et goh admet un point fixe s .

Par le lemme 2.3, on obtient pour toutentier n, H, £, G, £, H, avec G,=Cl, dsoisn) o
Ho =Hi; ldys.8sohsn ) » 8= gISGn et hy = hlsHn . Comme G est localement fini, SGn est fini et
par i), G, ¢3¢ H,. Parconséquent Sy estfinietpari), H, <n Gj.

Parlelemme 2.2b, G, g G, eten particulier (g,0h)[G,]=G,.

Aussi Gn = hlgalGill < hy[H] < h[H],

et par connexit¢ de G, G=U G, ch[H]. Comme HE,; G, ona H&p G. Aussi H est

connexe et localement fini et comme hog a pour point fixe g(sy), on a de fagon symétrique ,

G(—)gH. 0
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3. Définition des hypergraphes a motifs

Un systéme de motifs est une grammaire fonctionnelle d'hypergraphes.

Définition. Un syszéme 8 sur F est une relation binaire sur 27 telle que
i) VGe Dom@), tG=1
Gi) V (X} e Dom(8), #Sy = IXI-1
(i) 48 =#I8) avec I@)={X(1) | {X} € Dom(S) ).

Un systéme de motifs 8 sur F est un systéme sur F tel que

I8 <o et VGe Im®), G <eo.

Aussi un systéme sur F est une relation binaire sur I'ensemble des hypergraphes sur F telle que tout
hypergraphe du domaine est réduit A un flyperarc (i) dont les sommets sont distincts (ii). La condition
(iii) impose une unique régle par élément de 'ensemble I(8) des inconnues de 8 . Pour toute régle
X,G) de 8, Sy estlentrée de G selon X(1), et Sy pour Ye G et Y(1) € I(S) est une sortie
de G selon Y(1). Onremarquera que l'entrée Sy de G selon X(1) peut étre non incluse dans Sg-

La figure 3.1 donne un exemple d'un systéme de motifs. Un sommet s pourra étre représenté par (s) .

Soit le systtme de deux motifs suivant :
8 = {(Ast, {1st,1vt2su,Buv,fshv}) , (Bxy, {1xy,2xz,Azy,gx} )}
ILes éléments de I8) sont A et B d'arités 2.

8 est représenté comme suit :

®), @ > w ) g ®
f
A i — I 1 B l : Bl . llx
'™ * @..L_. h ° e @
® ® ™ 7 4] A @

Fig. 3.1. Systtme de motifs .
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Deux systémes sont équivalents s'ils ont le méme ensemble d'inconnues et leurs régles associées a une

méme inconnue sont isomorphes.

Définition. Deux systémes S8 et T sont des systémes équivalents,etonnote S =T
s'ils vérifient les deux conditions suivantes :
®» I8)=XKT)
(ii) Pourtout (X,G) de § et pour tout (Y,H) de T telque X(1)=Y(1), il
existe une bijection f de SxuSg sur SyuSy telle que f[X]=Y et f{G]=H.

Par exemple, le systtme 8 = { (¢st,{as,au}) } n'est pas équivalent au systtme T = {(¢xy,{ax,ay})} .
Pour toute régle (X,G) de 8 telle que Sy estinclus dans Sg, la condition (ii) de la définition
devient VYHeT: X()=YQ1) ,3f: GosHet f[X]=Y.
La relation = est une relation d'équivalence sur I'ensemble des systemes sur F.

Dorénavant 8 est un systéme sur F . La récriture d’hypergraphes est une succession de

remplacements d'un hyperarc d'étiquette inconnue par son hypergraphe associ€ dans § .

Définition. Un hypergraphe M se récrit immédiatement en un hypergraphe N
selon un hyperarc X de M, etonnote M — N si
N = M-{X})ug[G] avec
YG)e 8 et Y(1)=X(1)
g estune fonction totale de S5 U Sy, dans S telle que

=X et est injective et dimage disjointe de S, .
glY] gl oSy j ge disj M
La récriture immédiate est étendue aux ensembles d'hyperarcs.

Définition. Un hypergraphe M se récrit immédiatement en un hypergraphe N
selon une partie H de MNIS)(S), etonnote M —; N, s'il existe une famille
(NX)XGH d'hypergraphes telle que

N =(MH) UU(Ny | Xe H}
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(X} > Ny o Ong S0 NSM=0 » (SnySx) NSN, =D si X=Y

En particulier —¢ est la relation d'identité. On écrira Hs si le systtme 8 doit étre précisé.

Donnons quatre propriétés de base de la récriture immédiate.

Lemme 3.1. On a les propriétés suivantes :
a) 9y = Sx3°H.(x) pour Xe H .
b) si M>yO , MeN, Nogy P alas 3g: O, P et s, =
¢) si Moy NeO alors fIM] g4 O .

d) si $=T alors —pg=—yy -

La preuve de ce lemme est une simple conséquence des définitions précédentes. La récriture paralléle

immédiate est la récriture immédiate selon tous les hyperarcs inconnus.

Définition. La récriture paralléle immédiate selon un systtme 8§ sur F, notée — ou
—g , est larelation binaire sur 'ensemble des hypergraphes sur F, définie par

M—N ssi M—>yN avec H=MNIES)S) .

Les récritures paralltles immédiates successives A partir de I'hypergraphe { Aab, Bbc, vc }

et selon le systtme de la figure 3.1 sont représentées ci-dessous :

® f.——Lﬁo fo-—n g
A 1 1 1 ll\
¢ —» g;"_1_°h g h‘————o — ..
1RO TR
"y v — = v.o——I
|

h“——"o

Fig. 3.2 . Récritures paralleles immédiates .
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Un hypergraphe 2 motif's est obtenu 2 partir d'un systtme 8 de motifs en itérant les récritures

paralieles immédiates a partir d'un hyperarc du domaine de S .

Définition. Un itéré 8* dun systtme 8 est un syst®me vérifiant les deux conditions
suivantes :
@ I8H=18)
() VG eS", 3Ny, : Ng=X, Ny g Nyyy , G=U(N,-I8))) .
Un hypergraphe G est un hypergraphe @ motifs s'il existe un it€ré 8" d'un systtme 8 |
de motifs tel que G e Im(S™) .

Considérons le systtme 8 delafig.3.1 et le systme T =8 U { (Cxy{AxyvyD}.

Soit (Cxy,H) une régle d'un itéré de T . Le graphe & motifs H a comme représentation

Fig. 3.3 . Graphe a motifs .

Tout systéme admet un itéré. L'ensemble des itérés d'un systéme est une classe pour 1'équivalence des
systemes. Deux systémes équivalents ont un méme ensemble d'itérés. La récriture paralléle immédiate

selon un itéré d'un systtme 8 est invariante par composition avec la récriture paralléle immédiate

selon § .
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Lemme 3.2. Soient E(8) l'ensemble des itérés d'un systéme S et S* unitéréde S .

a) ES) = =8 et E@Q)=E([T) pour S=7T.
b) —gx = —¥g o ;)8.
Preuve.
Par le lemme 3.1 b et le lemme 2.1, les systémes de E(8) sont équivalents. Par le lemme 2.1 et le
lemme 3.1 ¢, E(8) est fermé pour =. Par conséquent et par le lemme 3.1 d, on en déduit que E(8) est

égala E(T) pour S =T . Lapreuve du lemme 3.2 b ne présente pas de difficulté. ¢
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4. Caractérisation équationnelle des hypergraphes & motifs
On montre que les itérés d'un systtme 8 sont des plus petits points fixes de 8 pour les
relations de plongement composante & composante, respectant et ne respectant pas les entrées. L'unicité

(a équivalence pres) est établie pour les systémes dont les itérés sont connexes et localement finis.

Définition. Un point fixe T d'unsystéme 8 est un systeme tel que

IT)=IS8) et Tc—ogo0o—g

Soit le systtme de motifs 8 = [ (Ax,{ayx,bxz,Az})} de représentation

Ae —> ‘__.___.__’__‘a b A

x) )

Le systtme { (Al, {a(2n)2n+1) | n20} U {(b(2n+1)(2n+3) | n>0} )} de représentation

® —ip- l l l
A (1) a a a oece
o b

b

est point fixe de § .

Le systtme {(AO, {a@n)(2n+1)1n20} u {b2n+1)(2n+2)I n20} )} de représentation

a b a b
A® — D e T S XX
©) ©
n'est pas point fixe de 8 .
Fig. 4.1 . Point fixe de systéme .

Les systemes a un seul (a équivalence prés) point fixe sont les systémes ncethériens : un systéme 8 est

ncethérien si —g l'est.
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Définition. Un systéme 8 est naethérien s'il existe un entier n tel que
(—5) (Dom(8) NISXS) = B.
Exemple : .Considérdnsllebsystéme non ncethérien 8 = { ({Ax},{axy,Ay}) } etunitéré T = {(X,QG)}
de 8 . Soit un ensemble dénombrable {s;e€ S}i21} disjoint de S . Lessysttmes T = {
(X,Gu{bsi |1<i<n}) } sont des systeémes non équivalents deux a deux, et sont des points fixes du

systeme 8 .

Proposition 4.1 . Tout itéré d'un systéme est un point fixe du systéme .

Les points fixes d'un systéme ncethérien sont les itérés de ce systéme .

Un systéme non nceethérien admet une infinité de points fixes non équivalents.
Preuve.
Par le lemme 3.2 b, tout itéré d'uﬁ systérﬁc est un point fixe de ce systéme.
Soit un point fixe T d'un systtme 8 ncethérien. Comme T & —g o =7, On a par itérations,
T < (—g)" o = pour un entier n tel que (—)8)n(Dom(S)) NISXS) = @. Aussi T < (—g)" et
méme T < (—5)" o =g+ pourunitéré 8* de 8. Parlelemme 32b, T < —g+ ie. T est un itéré
de § . .
Soit un systtme 8 non ncethérien. Il existe @ € I(8) etun entier n telsque G =g K et {0}(S)N
K#@ avec {X}S8G et X(1) =¢. Pour tout hypergraphe H telque Sq NSy = @, on définitle
systtme Sy = ($-{({X},G)}) U {({X},GUH)} et on considére un itéré Ty de 8y . On vérifiera
que l'on peut extraire une famille infinie de systtmes T, qui soient non équivalents deux a deux, et
que —g, 0y = —go g . Comme T, est un point fixe de 8, et de la derniére égalité, on

obtient que T} estun pointfixede § . *

Pour caractériser les itérés de 8 en tant que points fixes de 8 , on se restreint aux plus petits points
fixesde 8 pour les préordres suivants : les relations de plongement et de plongement faible sont les

relations de plongement composante 2 composante, respectant et ne respectant pas les entrées.
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Définition. Un systtme 8 est plongé [resp. plongé faiblemenit] dans un systéme T ,

etonnote 8 & T [resp. 8 <T], siles conditions (i) et (ii) [resp. (i) et (iii)] suivantes

sont vérifiées :
@ I@)=XIT)
(ii) Pour tout ¢(X,G) de 8 etpourtout (Y,H) de T tel que X(1) = Y(1), il

existe une injection totale f de SyuSg dans SyuSH telleque fIX] =Y et fiG]cH.

(i) VXGeS,VIHeT: : X)=Y1),GEH.

Pour les préordres £ et <, les itérés d'un systéme sont des plus petits points fixes du systeéme.

Théoreme 4.1. Tout itéré d'un systéme est un plus petit point fixe du systéme pour
les relations de plongement et de plongement faible.
Preuve.

Considérons un itéré 8* d'un systtme 8 . D'apres la proposition 4.1 (ou par le lemme 3.2 b), 8* est
un point fixede 8. Soit T un pointfixede 8 etmontronsque 8" £ T . Ona I(T)=I8) et T
—go =y . Aussi =y C —g o —¢ . Par itérations et pour tout (X,G) de T , il existe une suite
(Nx ), telleque Nxo=X , Nx; =Ny ., , Ny =5 G. Dou

Nx,-I8)S)cG et Nx = U(Nx,-18)S) < G.
Posons U={XNx)IXe Dom(T)}. Ona UE T et U estunitéréde 8 . Par le lemme 3.2 a

etpar = ¢ £, onendéduitque 8" E T . Deplus £ < < donc 8*<7T. PN

Il existe des systeémes 2 plusieurs plus petits points fixes (figures 4.2 et 4.3). Pour caractériser en terme
de plus petit point fixe les itérés, et en particulier les hypergraphes a motifs, on se restreint 2 une classe

de systémes a unique plus petit point fixe.

Définition. Un systtme 8 est connexe [resp. localement fini] si tout hypergraphe

de Im(S) estconnexe [resp. localement fini] .
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Soit le systtme 8 = { (AO, (A0,a01,B1}), (BO, (B0,B1,201,a02} ) } de représentation

A A a B B a B a B
° —— [[ N —- ¥ s e e [ S e > o
© © : © o

Soit 8* un itéré de S et de méme domaine .

Considérons un syskme 7T = { (A0,G), (B0O,G) } pour un élément (BO,G) de S* .
8* et un itéré de T sont des points fixes de S ,non équivalents, connexes et non localement

finis , plongés mutuellement I'un dans l'autre.

Fig. 42 . Systtme 2 plusieurs plus petits points fixes connexes et non localement finis .

Soit le systtme 8 = { (A0, {a01,A1,A2,b0} ) } de représentation suivante :

A b . A A
- — ———e @ *
©) ©

Soit le systtme T = { (A0, {a01,A1,A2,b3,b0}) } de représentation suivante :

A b a A A b
) . L e e ) ®
© ©

Un itéré de 8 et un itéré de T sont des points fixes de 8 , non équivalents , localement finis et

non connexes, et plongés mutuellement I'un dans l'autre .

Fig. 4.3. Systtme a plusieurs plus petits points fixes localement finis et non connexes .

Les systémes 2 itérés connexes et localement finis admettent pour la relation de plongement un unique (2

€quivalence pres) plus petit point fixe.

Théoréme 4.2 . Pour la relation de plongement, I'ensemble des plus petits points fixes

d'un systéme Q itérés connexes et localement finis est I'ensemble des itérés du systéme .
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Preuve.

Considérons un itéré 8* connexe et localement fini d'un systéme 8 . Soit T un plus petit point fixe

de 8 pour I . Parlethéoréme4.1, T = 8" £ T. Considérons les systtmes U ={ X,G)e 8" |
SxnSg2@) et V={(X,G)e T|SxnSg#D}. Comme TES", { X(1)|Xe DomU) } est
égala { X(1)| X € Dom(V) }. Parconséquent ¥ = U =V etparle b)dulemme 24, U=V .
Comme 8" est connexe et pour toute régle (X,G) de $"-U, ona { Y(1) e I(8)|Ye G} estinclus
dans { Y(1)| Y € Dom(W) } . De plus T estunpointfixede 8 , donc T-U ¢ —=go—5 C —50
—p . Par le b) dulemme 3.1 etle b) dulemme 3.2, onen déduitque T-U < —g- . En
définitive T < —g et (T)=I8)=18") dou T=8". ' Py

* Pour établir l'analogue du théoréme 4.2 pour la relation de plongement faible, on étudie les systémes
sous forme standard (ou sous forme de Greibach), c'est a dire les systémes tels que pour toute régle,

I'entrée est disjointe des sorties.

Définitions. Un systtme S est sous forme standard si

VXG)eS,SynSx=0 avec H = GNIS)S) .
Un systtme 8 est standardisable s'il existe un entier n non nul et un systtme U sous
forme standard tel que

IW=K8) et Uc(—g)".

Tout syst¢me localement fini et standardisable est 2 itérés localement finis. La réciproque n'est pas vraie
: le systtme { ({As},{As,as}) } esta itérés localement finis (et connexes), et est non standardisable.

Cependant, on a le résultat ci-dessous.

Proposition 4.2 . Tout systéme a itérés connexes et localement finis est transformable
en un systéme standardisable de méme ensemble d'itérés .
Preuve.

Soit un itré 8* connexe et localement fini d'un systtme 8 tel que Dom(8*) = Dom(S) . On pose
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I={X|X8"G et #Sg< }
et U={XG)eS"'|Xel)u{XGB)eS|Xel}.
On vérifiera que 8" estunitéré de U etque U est standardisable. Py

La proposition 4.2 n'est plus valable si les itérés ne sont pas connexes : le systéme
{({As},{As,as,bxy})} est 2 itérés localement finis et non connexes, et n'admet pas de systéme
standardisable de méme ensemble d'itérés. Les points fixes connexes d'un systéme 8 standardisable

sont les itérés connexes de § .

Proposition 4.3 . Tout point fixe connexe d'un systéme 8 standardisable est un
itéréde §.
Preuve.
Considérons un point fixe T connexe d'un systtme 8 standardisable. Ona I(T) =IS8) et
T € —g0—7. Aussi =3 C g0 —5 . Parrécurrence sur n, on déduit que
VXGe T, 3(Ngy), : Nxo=X, Nx,—=sNxy , Nxnao7 G .
Pour tout X de Dom(T), on pose Nx =U, (Nx,-I(S)S)). Aussi le systtme .
U={XNx)IXe Dom(T) } estun itéré de 8 et pour tout (X,G) de T, ona Ny cG.
Montrons que tout hyperarc Y de G est un hyperarc de Ny . Par connexité de G, considérons
'entier p=1+max{dg(st)ise Sy,te Sx }.
Comme 8 est standardisable, il existe un entier q et un systtme 1 sous forme standard tels que I(V)
=18) et V c(—g)?. Posons r=pq. Comme Ny, —>; G et G est connexe,ona Y e Nx;:»
donc Y ¢ I(S)(S). Ainsi Y € Ny . Par conséquent et pour tout (X,G) de T, Ny estégala G,
ie. T=U. ¢

La proposition 4.3 ne s'étend pas a tout systéme 2 itérés connexes et localement finis : les points fixes
connexes du systtme {(As,{As,as})} estl'ensemble des systtmes { (Ax,G)laxe G et G est
connexe } . Maintenant, on peut €tablir I'analogue du théoréme 4.2 2 la relation de plongement faible
les systemes 2 ité€rés connexes et localement finis admettent pour la relation de plongement faible un

unique (4 isomorphisme pres) plus petit point fixe connexe.
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Théoréme 4.3 . Pour la relation de plongement faible, I'ensemble des plus petits

points fixes connexes d'un systéme a itérés connexes et localement finis est l'ensemble

des itérés du systéme .
Preuve.
Considérons un itéré 8" connexe et localement fini d'un syst2me S tel que Dom(8 *) =Dom(8) . Soit
T un plus petit point fixe connexe de 8 pour < avec Dom(7) =Dom(8) . Reprenons le systeme U de
la preuve de la proposition 4.2 :

I={X|XS8"G et #Sg<oo}
et U={XGes8|Xel}U{XC)eS|Xel}.

Montrons que T est un point fixede U. Comme 8" £ T <8" et d'aprés le lemme 2.4 a, pour
tout X de I, il existe un isomorphisme f tel que G <>¢H avec X8" G , XTH , flsgrsx =
idsGmsx- Aussi pour tout (X,H) de T telque Xe I, ona X —g» H, donc HNIES)S) =9,
d'ott X,H)e —g» o >y etpardéfinitionde U, (X,H) € - o =5 . De méme pour tout (X,H)
de T telque X ¢ I etcomme T estunpointfixede 8, ona (X,H) € —g 0 — et par définition
de U, X,H)e —y o =1 . Endéfinitive T < —3y 0 =, donc T est un point fixe de U . Par

les propositions 4.2 et 4.3, on en déduitque T estunitér€éde U etdoncde § . 'S
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5. Génération uniforme»d'hypergraﬁpes_ & motifs

On établit que tout hypergraphe a motifs connexe et localement fini est engendrable & 1'aide
d'un systéme de motifs par distance de un é. partir d'un ensemble fini quelconque de sommets.

Pour caractériser la classe des transitions des automates a pile, Muller et Schupp [Mu-Sc 85]
ont introduit la classe des graphes finiment décomposables, c'est & dire qui se décomposent en un
nombre fini de composantes connexes (a4 isomorphisme prés et respectant les sommets de
décomposition) par suppression itérative des sommets dans le sens direct et inverse des arcs, et ce &
partir de n'importe quel ensemble fini de sommets. Avant d'en donner une définition formelle, on étend
I'i'somorphisme des hypergraphes aux paires (G,D) ot G est un hypergraphe et D est une partie de
Sg : (G,D) estisomorphe 2 (H,E) etonnote (G,D) <> (H,E), sl existe un isomorphisme f de G
sur H tel que f(D) =E. On rappelle qu'une composante connexe d'un hypergraphe G est une partie

connexe maximale (pour l'inclusion) de G.

Définition. Etant donné un hypergraphe G et une partie D de Sg, la paire (G,D)
se décompose immédiatement en (H,E) 'et on note (G,D) = (H,E), si
H est une composante connexe de Glg D
E = (Succg U (Succg) D)D) N Sy .
Un hypergraphe G connexe et localement fini a une décomposition finie [resp. est de
7 /décomposition finiel si D(G,D) = {&HE) | (G,)D) (=)* (HE) } est fini pour une

[resp. pour toute] partie D finie et non vide de Sg .

La notion de décomposition finie n'est définie que pour les hypergraphes connexes et localement finis
de sorte que la décomposition porte sur tout 'hypergraphe et que tout ensemble de sommets atteints par
[ ]

décomposition reste fini.
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Soit un graphe G de représentation (les fleches et les étiquettes des arcs ne sont

pas indiquées ) suivante :

L'ensemble D(G,{r}) est de cardinalité 4 .

Fig. 5.1. Un graphe ayant une décomposition finie .

A toute décomposition finie d'un hypergraphe, on peut associer biunivoquement un systéme de motifs,

dit uniforme, qui I'engendre.

Définition. Un systtme 8 est uniforme si pour tout (X,G) de 8 et pour
H = GNIES)S), les conditions suivantes sont satisfaites :
A VYe GNA(F-IS))S), SxnSy=?
@) SxNSy=9
(i) VYZe H, SynS;=0 si Y#Z.
Un hypergraphe G est engendrable uniformément 2 partir d'une partie finie D de Sa

s'il existe un itéré 8" d'un systtme de motifs uniforme tel que (X,G) e 8* et Sy =D.

Aussi un systéme est uniforme si pour tout hypergraphe membre droit d'une régle, tout hyperarc
gtiqueté par un symbole terminal posséde au moins un sommet d'entrée (i), l'entrée est disjointe des
sorties (ii), deux sorties sont disjointes (iii). Comme un systéme uniforme est sous forme standard, tout
hypergraphe engendrable uniforméiment est localement fini. Montrons que les propriétés des

hypergraphes d'avoir une décomposition finie et d'étre engendrable uniformément sont identiques.

Proposition 5.1 . Pour tour hypergraphe G connexe et localement fini et pour toute
partie D finie et non vide de S, G a une décomposition finie a partir de D si et

seulement si G est engendrable uniformément a partir de D .
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Preuve.
a) Sbientunhypergraphe G connexe et localement fini et une partie D finie dé.-«.SVG tels que D(G)D)
soit fini. Montrons que G est engendrable uniformément 2 partir de D . On note
{H(HI,EI),...,H(HP,EP)} =D(GD) avec (H,E;)=(G)D) et E,NE;=@ si i#j. Pourtout i
de {1,...,p}, on note H; 1, Hig, les g; composantes connexes de HiISHi‘Ei' Comme (H,E; se

décompose en (H;;E;;) avec E;; = (Succy, U (SuccHi)'l)(Ei) hSHij , il existe un entier m;; de

iy
{1,...,p} et un isomorphisme h;; de H;; sur Hmi,j tel que h;;(E;;) = Emi'j . On choisit p
symboles @,,...,¢, dans F- (f1 (IS NG#D ) ettel quelarité de @, soit égale & #E;. Pour
tout i de {1,...,p} , on définit I'hypergraphe G; = {@;s;;...5;4g;} avec {si,l,...,si‘#Ei} =E; eton
définit I'hypergraphe K;={X e H; | Sx nE;#@ ) . Ce qui est décomposé est alors généré par le
systeme de motifs suivant :

8 = {(G;, KiuU{(h )Gy, ) | 15§q;}) | 1€i<p ).
On vérifie que S est uniforme et qu'il existe un itéré 8* de 8 tel que Dom(8*) = Dom(8) et tel que

G,S*G.

b) Considérons un itéré 8§* éonnexe et localement fini d'un systéme de motifs 8 uniforme. Pour toute
paire (X,G) de 8*, ona

DGSy c {&HSy) | YS*H ).
Aussi fout hypergraphe connexe, localement fini, et engendrable uniformément & partirde D, a une

décomposition finie & partirde D . ®

Tout hypergraphe 4 motifs connexe et localement fini est membre droit d'un itéré d'un systeme

uniforme, et ce indépendamment de I'entrée.

Théoreme 5.1. Tout hypergraphe @ motifs connexe et localement fini est engendrable
uniformément Q partir de n'importe quel ensemble fini de ses sommelts.
Preuve.
Soit un hypergraphe 2 motifs G connexe et localement fini et soit une partie D finie de Sg . On désire
montrer que G est engendrable uniformément 2 partir de D . Par la proposition 5.1, il revient au

méme d'établir que la décomposition de G 2 partirde D est finie. Par définition d'un hypergraphe &
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motifs, il existe un itéré 8* = { (Gi,Ki) | 1<i<p } d'un systeme de motifs 8§ = { (G;,H,) | 1<i<p )
telsque G=K; et H;-I8)(S) ¢ K;. On va établir que la décomposition de G 2 partir de D est
finie parce qu'elle s'obtient a partir des K| par suppression de sommets 3 une distance bornée des
sommets des G; .
On peut supposer que D < Sy, . En effet, il existe une suite d'hypergraphes (N, telleque G=U,
(N, I8)S)) ,Ng=G; et N, =g N,,;. Comme D est fini, il existe n tel que D < SN, etil suffit
alors de remplacer H; par N, dans 8 . De plus, on peut supposer que 8 est réduit, c'est a dire que
pour tout i de {1,...p} , létiquette inconnue X;(1) pour {X;} = G; est nécessaire au
développementde G, i.e.ilexiste n tel que {X{(D}S)NN, =D .
Par connexité de G et par réduction de 8§ , I'ensemble des composantes connexes de K, estfini et est
noté {Ki,l,...,Ki,qi} . On pose m = max{ dKi'j(s,t) | site Sy, SKi.j , 1<i<p , 1<j<q; } eton
définit 'ensemble suivant :
C={eHE) |3ie {1,...p},3je (1,...,q;) ,IUC SKi,j
( VseU,3te S, N SKi,j : dKi,j(S,t) <m
H est une composante connexe de Ki'j'SK;,j‘U
E = (Suchi’j U (SuchiJ.)'l)(U) NSy ).
L'ensemble C est fini et on va établir que D(G,D) est une partiede C .
Soit (H,E) obtenu par décomposition de (G,D), i.e. (G,D) (=>)* (H,E) . Par connexité de H, ils
existent i de {1,...p}, j de {I,...,q;} et unhypergraphe K tels que Hc K < K;; et tel qu'il
existe un sommet s de H pour lequel f(s) € H;. Soit te E. Comme G est connexe, il existe un
chemin de longueur minimale de D 3 t, ie. 3 so€ D : dg(sg,t) =min{ dg(s',t) | sse D}. Ce
chemin passe par un sommet u de K tel que f(u) € H;. Comme la décomposition de (G,D) en
(H,E) n'a pas encore supprimé s, ona
di; ;E@LE®) < dy; (f@)f) < m.
Dot <>(H,E) e C . En définitive D(G,D) est fini. ®

De la proposition 5.1 et du théoréme 5.1 , on déduit le corollaire 2.7 de [Mu-Sc 85], a savoir tout
hypergraphe ayant une décomposition finie est de décomposition finie. Autrement dit, la finitude de la

décomposition est indépendante du choix des sommets de départ de la décomposition. De plus, on



- 25 .

déduit que la classe des hypergraphes a décomposition finie est la classe des hypergraphes & motifs

(connexes et localement finis).

Corollaire 5.1 . Soit un hypergraphe G connexe et localement fini. Les propriétés
suivantes sont équivalentes :

(i) G estun hypergrabhe a motifs

(ii) G est de décomposition finie

(iii) G a une décomposition finie.

Le corollaire 5.1 permet de tester si un hypergraphe connexe et localement fini est ou non a motifs. La

figure 5.2 donne des exemples de graphes qui ne sont pas & motifs.

Indépendamment de I orientation et de I'étiquetage des arcs, les graphes de

représentation ci-dessous ne sont pas a motifs .

Fig. 5.2. Graphes qui ne sont pas a motifs .
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6. Graphes des récritures suffixes de mots

Afin de caractériser les graphes & motifs sur F 2 une racine et localement finis, on définit la
classe des graphes des systémes de récritures suffixes de mots a reégles étiquetées par F. Cette classe
est une généralisation de la classe des graphes des transitions des automates a pile et contient strictement
la classe des graphes des transitions gailches (ou droites) des grammaires algébriques.

Etant donn€ un alphabet X et un ensemble E quelconque, un syst¢me de récriture sur (X,E)

est un systéme de récriture de mots sur X, arégles étiquetées par E .

Définition. Soient X un alphabet et E un ensemble.
Un systéme de récriture R sur (X,E) est une partie finie de X"xExX" .
Le systtme R est dit normalisé si V (ufv)e R, hl<2.

Le systtme R est dit unizairesi V (u,f,v)e R, =1,

Pour toute relation R binaire sur X*, on pose

— = { ux,uy) | ue X* A xRy} unpasde récriture suffixe selon R

;Rg = (_Rq)(*) la récriture suffixe selon R, c'est-a-dire le plus petit préordre

contenant R et compatible a gauche .

Exemple :  Soient X = {a,b,c} et R={ (bbc,bc), {abc,ca), (a,ba) } .

Ona —y (ab%) = {abl | 1<i<n}ucha.
Dorénavant, on suppose que tout systeme de réciture sur (X,F) est tel que pour toute régle (u,f,v) de
R, larit€¢ de f est 2. Le graphe des récritures suffixes d'un systtme R sur (X,F) 2 partir d'un mot
up de X" estle graphe G sur F(X") tel que u est un sommetde G si et seulement si u s'obtient 2
partir de u, par récriture suffixe selon <R>={ (u,v) | 3f, (uf,v)e R} ettel que fuv estun arc
de G sietseulementsi u serécriten v en un pas de récriture suffixe selon une régle de R étiquetée

par f.
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Définition. Un graphe G sur F est un graphe des récritures suffixes s'il existe
un alphabet X, un systéme de récriture R sur (X,F), etunmot uy de X*

tels que G soit isomorphe &

D(R’uo) = { fuv l uo _t;x u , u= u'u" R v =u'v|, " (u"’f’vn) € R } .
<

Considérons le systtme R normalisé sur ( {A,pq}, {abc,d}) suivant:

R = { (pva’q) ’ (P,bfAP) ’ (AP:C,p) ’ (Aq,d,q_) } .

Le graphe D(R,p) admet la représentation suivante :

®) b (Ap) b AAp) b - b

Fig 6.1. Graphe des récritures suffixes d'un systéme .

Considérons un automate a pile A = (P,Q,8,qy) ou P est l'alphabet de pile, Q est 'alphabet
des états, & est la relation de transition, c'est A dire une partie finie de (Pu{€}).Q x (Zu{e}) x P*.Q ,
et qpe Q l'état initial. Le graphe des transitions [Mu-Sc 85] de A est le graphe des récritures
suffixes D(J,qp) sur Zufe} . Ceci nous amene a définir un graphe algébrique sur F comme étant un

graphe des récritures suffixes d'un systtme normalis€ a régles étiquetées par F.

Définition. Un graphe G sur F est un graphe algébrique [resp. estun graphe des
transitions d'une grammaire algébrique ] si G est un graphe des récritures suffixes d'un

systéme normalisé [resp. unitaire] .

Bien que les grammaires algébriques et les automates a pile engendrent (ou reconnaissent) la méme
classe de langages, il existe des graphes algébriques qui ne sont pas des graphes des transitions des

grammaires algébriques.
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Proposition 6.1 . L'ensemble des graphes des transitions des grammaires algébriques
est une sous-classe propre de l'ensemble des graphes algébriques.
Preuve.
Prenons le systtme R défini a la figure 6.1 et supposons qu'il existe un alphabet Y, un systéme S
sur (Y,F) unitaire et un mot uy de Y* tel que D(R,p) «>¢ D(S,ug) . Il existe un entier m tel que
IEA™ p)l > If(A™p)l = If(g)!. Posons v = f(A™p) et w=f(A™p). Comme S est unitaire, que
fwl> Ivl et cwv e D(S,up) , ilexiste Be Y telque w=vB. Comme S est unitaire et awf(Am+1q)

Am+1

€ D(S,up), ilexiste o € Y* tel que f{( @ = va . Comme il existe un unique chemin de D(S,u)

allant de f(Am“q) a f(g), que Ivl= If(q)l et S est unitaire, il existe un entier n avec 0 <n <m+l

tel que f(A"q) =v. Ainsi f(A™p) =f(A"q) est contradictoire. ®

Ainsi des propriétés satisfaites par la classe des graphes des transitions des grammaires algébriques ne
sont plus vérifiées par la classe des graphes des transitions des automates a pile (2 ce propos, la
conclusion de [Ba-Be-K1 87] sur une nouvelle preuve de 1'équivalence des automates 2 pile temps-réel
et déterministe, est erronée).

Cependant on va établir que I'ensemble des graphes des récritures suffixes est la classe des graphes
algébriques, et un tel résultat ne s'obtient pas par un codage des mots des régles. A ce propos, le lemme
2.4 de [Mu-Sc 85] est faux ; par exemple, le systtme S = { (A,a,g) , (A,b,AB), (B,a,A), (B,b,Bz)
} est une mise sous forme normalisée du systtme R = { (Aa,€), (A,b,A3) }, et D(S,A) n'est pas

isomorphe & D(R,A) .
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7. Théoréme principai

On caractérise la classe des graphes A motifs sur F 2 une racine et localement finis comme étant
celle des graphes des récritures suffixes a régles étiquetées sur F, ou bien celle des graphes
algébriques sur F . De plus, 2 partir de tout syst2éme R de récriture et d'un mot ug (et en particulier 3
partir de tout automate 2 pile), on peut extraire de fagon effective un systéme de motifs du graphe
D(R,uq) des récritures suffixes de R 2 partir de uy . Ce résultat est donc la version effective du

théoréme 2.6 de Muller et Schupp [Mu-Sc 85].

Théoréme 7.1. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) G est un graphe a motifs @ une racine et localement fini
(ii) QG est un graphe des récritures suffixes
(iii) QG est un graphe algébrique .
De plus, le passage de ( n ) a (i) est effectif.
Preuve.
(iii) = (ii) : Par définitions .
(i) = (iii) : Soitun graphe G 2 motifs, 2 une racine r et localement fini. Par le corollaire 5.1, G est
de décomposition finie, donc finiment décomposable a partir de la racine r . On note
{&HEp,....oHLED) =D(G,{r}) avec (H,.E))=(G,{r}) et E,NE;=0 si i#j. Apartirde
cette décomposition finie de G, on construit un automate 2 pile dont le graphe des transitions est G .
Les états de I'automate sont les éléments des E;. Le passage de laiieme composante 2 la j ieme sous-
composante se fait par empilement de (i,j) , et le passage inverse par dépilement de (i,j) . Comme
pour le a) de la preuve de la proposition 5.1 et pour tout i de {1,...,p}, on note Hi .. Hig, les
q; composantes connexes de HiISHi'Ei . Comme (H,,E;) se décompose en (Hi.j,Ei'j) avec E;; =
(SuccHi V) (SuccHi)-l)(Ei) N SHi.j , il existe un entier m;; de (1,...,p} etunisomorphisme h;; de
H;. sur HrniJ tels que h;;(E; ) = Emi’j . On pose
X = {Gj) ] 1sisp Aal<jsq) v U(E | 1<i<p]

ij

et en considérant que X est un alphabet, on définit le systéme de récriture normalis¢é R sur (X,F)

suivant :
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R = {(sft) | fste H; , ste E;, 1<i<p}
U {(s,f,(i,j)hi‘j(t)) | fste H; , se E; , te E;; , 1<i<p, 1<
v {(@Dh().fs) | fise H; , se E; , te Ej;,l<i<p,1<j<q}.

On vérifie que G est isomorphe 3 D(Rr).

(ii) = (i) : Considérons un systtme de récriture R sur (X,;F) etunmot r de X*. Le graphe G =
D(R,r) a pour racine r et est localement fini. Montrons que G est un graphe 4 motifs sur F en
décomposant G par sommets de longueurs croissantes.

On pose K = max{ lul |ue Dom(<R>) } et pour toute partic E de X*, onnote D(E) = U{
D(R,u) | ue E}. A tout graphe HcF(X") et & tout sommet u de H, onnote H, la composante
connexe de H|(y >y €t contenant u. A tout sommet u de G, on définit

I, = ({r} USuccg({viv<hl })) N Sa,
P. le préfixe de u de longueur max(0,lul-K)
sy le suffixe de u de longueur min(lul,K), ie. p,s,=u
et on va€ubliren a) que G, estla composante connexe de D(I,) restreinte aux sommets de longueur

2 lul etcontenant u, eten b) que p, estun préfixe commun aux sommetsde G, .

a) Montrons V ue Sg, ue Spq,) et Ddy), = G,.

Soit se Sg, donc r ?t* s et Isl=lul.
>

Aussi il existe une suite (v, telleque yy=r, y; -2 W1 W =S,
Onpose m = max({0}u{i|lyl <kl })+1. Donc m<n et u, € I,, doi se Spay) -
Ainsi Sg, < SD(IU) et en particulier u € SD(Iu)' Par conséquent D(I,), existe et G, < D(l), .

Deplus I, = Sg,, d'ott D), < Gy etle a) est établi.

Etant donnés un mot u sur X, une partie I de X" etun graphe G de F(X*), onnote
ull = {viuve I} et uG = {fux)(uy)|fxye G}.
b) Montrons V ue Sg, D{,), = pu.D((pu)-IIu)Su.

Comme u est sommet de D), , il suffit d'établir que tous les sommets de D(I,), ont un méme
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préfixe commun de longueur max(0,lul-K) et, par définition de K, on est assuré que ce préfixe
n'intervient pas dans une récriture suffixe. Par définition de D(I,),, , il suffit d'établir que tous les
éléments de I, ontun méme préfixe commun de longueur max(0,lul-K) . On pose H = D(Ivu)u eton
considére Ia relation L binaire sur I, définie par |
vipw ssi (Succy)*(v) N (Succy)*(w) =@ .
Comme les sommets de H sont de longueur supérieure ou égale a lul, si vy w alors v et w
ont un méme préfixe de longueur max(0,ll-K) . 1l nous reste alors & établir la propriété (1)
suivante :
(1) VP(PcL, A@#P#I),3velP,IweP:vigw
Considérons une partie P propre de I, etposons K = Hjg,. '@ On a les deux cas suivants :
Casl: Syn(I-P)#@ donc Ive I;-P: ve Sg.
Ainsi 3we P: ve (Succy)'(w), dobt viyw.
Cas2: Syn(I,-P)=@. Comme H= D(I,), estconnexe, Jve I-P telque
(Succp)*(v) NSk # @ . Ainsi 3 weP: (Succp) (W) N (Sucey)' V) # @, dob viyw.

Dans les deux cas, (1) est établi etle b) par la méme occasion.

c¢) La décomposition est effectuée par sommets de longueurs croissantes, donc ne tenant pas compte de
* T'orientation des arcs. Pour cela et pour tout sommet u de G, on définit 'ensemble J, dés sommets
de G, suivant: |

I, = ({1} U (Succg U (Succa) H({v Vi<l })) N Sg, .
L'ensemble J, - {r} estl'ensemble de sommets de G reliés par une aréte dans G 2 un sommet de
longueur <lul. Aussi I, cJ, SGu , donc D), €DJy, < G, = D(,), » d'ou DI, =D({,), -
De plus J, < S, = p“‘SD((Pu)'lIu)su , donc (p)LJ, < SD((Pu)'IIu)su . Par conséquent
D((p) ™My, S D((pu)'IIu)Su etcomme I, < J,, onen déduit que D((pu)‘llu)sll = D((pu)'IJu)su
En définitive et pour tout sommet u de G, on al'égalité (2) suivante :

) G, = P D@ ), -

d) Extraction des motifs de G.
A isomorphisme prés, on associe un motif par composante G, dentrée J,. D'aprés (2), le

couple (J,,lul) définit entitrement G, . Aussi, on considere la relation ~ binaire sur Sg définie
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comme suit :
u~v ssi ((p)lJy=@E)1I) A (lsyl=1Is1).

Par conséquent, si u~ v alors il existe un isomorphisme de G, sﬁr le respectant les entrées. La
relation ~ est une équivalence d'indice fini. On note {~(uy),...,~(up)} l'ensemble des p classes
d'équivalence de Sg pour ~ avec u;=r. Onchoisit p symboles ¢y,...,¢, de F, distincts des
étiquettes de R (ie. pour @ = {@,...,¢p} , #®=p et DN (f|(fv)e R} =) et tels que
pour 1<i<p, p(¢)=#J,. Pourtout i de {1,....p}, on note

{ti,l,...,ti,,i} les r; = p(¢;) €lémentsde J,
E={ul]ue SGui Al =l },

H,..., H%Qi les q; composantes connexes de G“iISGui'Ei‘

Pour tout i de {1,...,p} etpourtout j de {1,...,q;} , on considere un sommet v;; de H;;. Il
existe m;; € {1,...,p} tel que Vij ™~ U - On définit le systéme
8 = {1 tirpH) | 1<isp} avec
H; = {fuve Gui | {uv}NE;20}
U @y (P Puy )7ty )+ Py Py, ) Mg 1 ) | 1S5S0

A partir de 1'égalité (2) , on vérifie que G est unitéré de 8 apartirde G,, ce qui termine d) et la

preuve de (i) = (i) .

Passage effectif de (ii) & (i) : On rappelle [Ca 88 a] que 2%;)' est une relation rationnelle dont un
transducteur est effectivement constructible 4 partir de <R>. En particulier, pour toute partie I finie de
Sg » .;n;;u (I) estun langage rationnel sur X dont un automate fini est effectivement constructible 2
partirde <R> etde I.

Pour rendre effectif le passage de (ii) a (i), il suffit & partir de tout couple (lul,(p,)'J,) associéa G,
de déterminer les couples associ€s aux composantes connexes de G, restreinte 2 S(;,u-]:?u .

Pour tout graphe H ¢ F(X") et pour toutentier n, onnote H_ = Hl(u|mizn} - A partir dun entier
m etd'un ensemble I fini de sommetsde G tel que D(I),, soit connexe et tels que min {Ivl|v e I}

soit égal & m, on peut déterminer
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E(m,I) = {ullul=met ue é))'(l)},

le préfixe pe,y commun aux €léments de Emp etde longueur max(0,m-K),

] = (P(m,n)'l((IU(—gc U(Z;l)‘l)(E(m,x))) N {ueSg|i>m}),

la partition J),....J; de J telle que D(J;) D( sont les q

m-lpgy T+l > Jq)m-‘lp(m_I)Hl

composantes connexes de D(J)m_lp( P (en effet, on sait décider pour deux
o, !
éléments s et t de J, si <_R.>;|(s) N = (t) estvide), |
imK) = min{lul2m Jue -¢%>)|(K)} pour toute partie K de SG’

et I'ensemble => (m,]) = { (i(m-Ipg, LI | 1<j<q}.

On peut donc calculer I'ensemble fini D = (=)* (i(0,{r}),{r}) , associer & chaque (m,J) de D un
nouveau symbole @,y de F d'arit€ #I et un hyperarc X, 1y = Qm,1S1---S41 aveC {Sy,...,54) =1.
Ensuite, & tout (m,I) de D, on construit I'nypergraphe G(m,I) suivant :
Gmp = (fuv | (e EmpvVve Eqp) A ul2m A viZ2m A
J@Lv)e R, Iw(u=wu' A v=wv) }

VU { P Xy | mD = (@) }.

D'apres ), le systeme recherchéest 8 = { ({Xmp)).Gmy) | D e D} etle graphe G estun

ittréde 8 apartirde X, (r)),(r)) - L€ théoréme 7.1 est entierement démontré. ¢

La figure 7.1 illustre la construction du théoréme d'un systémé de motifs a partir d'une grammaire

algébrique.
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Soit le systtme de récriture R unitaire sur ( (A}, (a,b} ) suivant :
R = { (A.avs )v (A’brAAA)} -

La construction du théortme 7.1 d'un systtme de motifs du graphe des

récritares de R 2 partir de A donne le sysitme 3 de représentation suivante :

.X a Y
A ) A)
b
Y e e
® —
(A) A & (AA) Z (AAA)
b
yA
>~—>—e —
(AA) (AAA) (AA) 2 (AAA) Z (AAAA)

Le graphe D(R,A) et les itérés de 8 & partir de X ont pour représentation :

Fig.7.1 . Syst®me de motifs d'un graphe des récritures suffixes.

Le théoréme 2.6 de [Mu-Sc 85] est un corollaire du théoréme 7.1 et du corollaire 5.1.

Corollaire 7.1 . Un graphe est algébrique si et seulement si il est @ une racine, localement

fini et de (ou @) décomposition finie.
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8. Les langages a motifs

On considére les graphes 2 motifs en relation avec les langages formels. On définit un langage 2
motifs comme I'ensemble des mots étiquetant des chemins d'un graphe 4 motifs, et on montre que la
classe des langages a motifs est celle des langages algébriques.

Pour particulariser des chemins d'un graphe G sur F, on distingue deux symboles d et f
de F d'arités un, et on définit le langage de G comme l'enscinble des étiquettes des chemins partant

d'un sommet étiqueté par d et arrivant & un sommet étiqueté par f .

Définitions. Soient d et f des éléments dev F darités 1. Le langage d'un graphe G
sur F selon (d,f) est défini par

LG.df) = {ue F |3 sg.,spy (Vi(1 i<l Aui)s s;e G) A dsgfsy e G) ).
Un langage L sur un alphabet X est un langage a motifs s'il existe un graphe 2 motifs

G sur Xu{df) tel que L =L(G,d,f) et toute lettre de X est d'arité 2.
Montrons qu'un langage est & motifs si et seulement si il est algébrique.

Théoréme 8.1 . La classe des langages a motifs est égale a la classe des langages
algébriques.
Preuve.
& : Soit L un langage algébrique sur un alphabet X . Il existe une grammaire algébrique G en
forme de Greibach engendrant L 2 partir de son axiome S . Soit N l'ensemble vdes lettres non-
- terminales de G . On associe 3 G le systéme de récriture R = { (A,a,0) | (A,ag) € G} sur (X,N)
avec @ le mot miroirde a (lgl =lal et a@i) = a(lol-i+1)). Soit F=X U {d,f} avec p(d) =p(f)=
1 et Vxe X, p(xX) =2 . Parle théoreme 7.1 , le graphe H = D(R,S) U {dS,fe} sur F esta
motifs. Comme L =L(H,d,f), L est un langage & motifs.
= : Soient G un.graphe 2 motifs sur F et L =L(G,d,f) . Il existe un systéme de motifs § =
{(XI,GI),...,(XP,GP)} etun itéré 8* de S tels que Dom(8*) =Dom(8) et (X;,G) e 8§*. On peut

supposer que Sg; N SGj =@ sii#j, etonnote q; un élément disjoint des Sg; - Pourtout i de
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{1,...,p}, on note {Yi_l,...,Yi,qi} les q; élémentsde G; N IS)(S) . On construit 'automate 2 pile
A = (P,Q,qp) avec
P={(@G)) ]| 1<ispAl<gj<q}ul{l,...,p} lalphabetde pile,
Q = U{Sg, | 1<i<p}u{qgy} I'ensemble des états,
et 8 =08, uLduUd < (PU(e})QxFufe} xP'Q lafonction de transition définie ci-dessous.
La transition &; permet le positionnement sur les sommets de départ :
8 = { (iqee.(ika) |1<i<p,1<j<q, YD =X(1)) U {(ques)|1<i<p,dse G;}.
La transition 8, permet le collage et le décollage d'un motif :
8 = RUR! avec R={(G,5Gj))|Tijk,3u, Yijm=s A Xp (D) =Y;;(1) A X(w)=t}.
La transition &3 permet le déplacement par ar€te :
& = {(s.gnlTi, gste Gy }.
Soit {s | 3i, fse G;} l'ensemble des états finaux de A . On vérifie que L est le langage reconnu

par A apartirde 1qq et sur état final. ’ ¢

La preuve du théoréme 8.1 est effective au sens ol & partir d'un systéme de motifs, on peut construire
de facon effective un automate a pile reconnaissant le langage d'un graphe a motifs engendré par le

systeme. D'apres le théoréme 7.1, le passage inverse est aussi effectif.
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9. Représentation des hypergraphes a motifs

Pour représenter un (hyper)graphe 2 motifs sur une feuille de papier de sorte qu'il n'y ait pas de
recouvrement, ni de débordement de la feuille, on est obligé de diminuer les tailles des sorties des

motifs par rapport aux entrées. Les graphes obtenus sont alors fractals.

Exemple 1 : On considére la grammaire algébrique 2 la seule équation suivante :
A = a + bAcAd ,
ou bien le systéme de récriture unitaire R = { (Aagt), (Ab,dAcA) } . Le graphe des transitions
D(R,A) de la grammaire A partirde A est engendré par le syst¢me de motifs suivant :
{ ({ost} , {ast,bsu,puv,cvw,pwx,dxt} ) } .

On en déduit a ]a figure 9.1 une représentation de ce graphe.

Exemple 2 : Pour toutentier n> 2, on considére la grammaire algébrique G, définie par :
A = a + bA".
Le graphe des transitions de G, 2 partirde A est engendré par le syst¢tme de motifs suivant :
{ ({@sy...55} , {@sy81,bsyt,0s,...5,t} ) } ..

La figure 9.2 donne une représentation du graphe des transitions de G,.

La figure 9.3 est une représentation du graphe des transitions de la grammaire algébrique 2 la seule

équation suivante ;

A = a + bAAAc + dAe .
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(A) b b

v
L

Fig. 9.1 . Graphe des transitions de la grammaire algébrique { (A.a), (AbAcAd) }.
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v

Fig. 9.2. Graphe des transitions de la grammaire algébrique { (A,a), '(A,bAAAA) }.
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Fig.9.3. Graphe des transitions de la grammaire {'(A,a) , (A,bAAAc), (A,dAe) }.
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Conclusions

On a vu [Ca 88 b] que l'on peut transformer effectivement toute grammaire algébrique G
réduite en une autre grammaire algébrique H réduite de sorte que le graphe canonique des transitions
(gauches) de G soit isomorphe a un graphe des transitions de H. D'aprés le théoréme 7.1, on peut
donc extraire effectivement un systtme de motifs du graphe canonique des transitions d'une
grammaire algébrique réduite. Pour répondre aux motivations de l'introduction, ce résultat reste a €tre
généralis€ aux SPR .

On termine cet article par trois questions. Comme un graphe des transitions d'une grammaire
algébrique est un graphe ‘é motifs et que son graphe canonique (si la grammaire est réduite) reste un
graphe des transitions d'une grammaire algébrique, on soumet la conjecture suivante :

le graphe canonique d'un graphe a motifs est un graphe @ motifs.
La deuxieme question résulte de la proposition 6.1 . Le théoréme 7.1 caractérise les graphes
algébriques en tant que graphes 4 motifs, qu'en est-il des graphes des transitions des grammaires
algébriques ?
La troisi¢me question concerne le théoréme 7.1 . Quelle est la complexité de la procédure d'extraction
de motifs du graphe des transitions d'une récriture suffixe ? Pour cela, il faut évaluer le nombre de

motifs extraits en fonction de la longueur de description de la récriture.
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