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ETUDE LIMITE DE L'INSERTION D’'UNE PLAQUE MINCE
DANS UN MASSIF TRIDIMENSIONNEL

Martial AUFRANC
INRTA, Rocquencourt

Résumé :

CIARLET, LE DRET & NZENGWA [3] considérent une famille de
prdblémes constitués d'une plaque rectangulaire d’'épaisseur 2¢, insérée
dans un parallélépipéde rectangle avec une profondeur constante . Ils
démontrent que cette famille admet, en un certain sens, un probléme |
limite lorsque ¢ tend vers 0. Notre but est de prouver que ce résultat
tombe en défaut si le paramétre B est supposé variable, proportionnel a

une puissance de €.

LIMIT STUDY OF A THIN PLATE INSERTED
INTO A THREE-DIMENSIONAL STRUCTURE

Abstract :

CIARLET, LE DRET & NZENGWA [3] consider a family of problems
consisting of a rectangular plate with thickness 2¢, inserted into a
rectangular parallelepiped with a constant depth B. They prove that, as e
approaches zero, this family converges, in a certain way, towards a limit
problem. We show that this result cannot be established if the parameter

B is assumed to vary as a power of e.
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1. PRESENTATION DE LA METHODE

1.1. Rappels des données du probléme

Les données du proi)léme @e consistent en deux matériaux
linéairement élastiques : un paratllélogramme.@e de constantes de Lamé
(:{,;) et une plaque 0° de constantes de Lamé (Ae,pe), qui s’enfiche dans
la partie tridimensionnelle sur une longueur B(e), comme le suggérent les

figures 1 4 5. On pose donc :
€ =€ \
2., = G\Q2,, olt :
G5 - O\,

@

3.
{(xl,xz,x3) eR ; -a1<x1<0, |x2| <a2, -a3<x3<a3),

Q = w(e)X]-€,¢[

avec w(e) = {(xl’XZ) GflR2 ; -ﬂ(e)<x1<b1, |x2|< 32},
Qf = w, (e)x]-¢€,€f
8" “p )

avec wﬁ(e) = {(xl,xz) €eR ; -ﬁ(e)<xl<0 ; |x2| <a2),

2 ) -
Yo = ((bl’XZ) eR", Iles a2); I‘S = 'yOX]-e,e[, Qj‘ = 1nt(@)ﬂ€) ),

ou a;, a,, ay, bl sont des constantes strictement positives. Enfin, 1la
plaque est encastrée sur 1‘8.

CIARLET, LE DRET & NZENGWA [2] [3] étudient le cas : B(¢) =8> 0,
ol B est une constante, et établissent, sous certaines hypothéses sur les
forces appliquées et les constantes de Lamé fonction de e, Aet pe, en
faisant tendre e vers 0, un probléme limite posé sur un ouvert 5,
translaté de @, et l'ouvert w — w(e¢) ne dépendant de € que par
1l’intermédiaire de B(e), et ici B(e) = B.

Notre propos est de considérer les cas ol f(e) = B ea, B et a
étant deux constantes strictement positives telles que les données
géométriques gardent un sens. Sans perte de généralité, il est clair que

l’on peut poser : 8 = 1.
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1.2. Construction d’un contre-exemple

L'énergie élastique du systéme s'écrit, de fagon classique

W 38,69 =5 ] ety et vhaxt + 1 odet vy et (v yant
Q
7B
avec : v¢ e V¢ = {v€ € Hl( ge) ; v¢ = 0 sur I‘Z) ,

.. €, € _1l e ¢ e € .
et ou : (e (v ))i,j 2(8]._VJ.+{*JJ.vi) est le tenseur des déformations,
7 € € A v € € ~ € €
2 ..o =de_ (v )6.,. + 2ue.. (v
(2) (et (v s = Ref (v)8,; + Ziief, (v)

€ €, € € € € € € €
( e (v ))ij = A epp(v )613' + 2u eij(v )

La convention de sommation usuelle est utilisée.

Les coefficients de Lamé du massif, X et ;, seront supposés
indépendants de e, sans perte de généralité puisque l’on s'est placé dans
le cadre de 1’'élasticité 1linéarisée. Les contre-exemples présentés
s'appliqueront en particulier dans le cas des hypothéses faites par
CIARLET, LE DRET & NZENGWA [3].

. s € .
La mesure superficielle de I‘o etant strictement positive, un
systéme de forces appliquées étant donné, il existe un et un seul
. € o s € e e s s . .
déplacement u défini sur g qui minimise 1’énergie totale du systéme,

solution du probléme posé.

Notre but est de construire un champ de déplacement sur &,’e, de
norme minorée par une constante strictement positive indépendante de ¢
dans Hl( (9,06), mais impliquant une énergie élastique tendant vers 0 avec
€ : ainsi sera mise en défaut une éventuelle coercivité uniforme par
rapport a ¢ de 1l'énergie totale, premiére étape du raisonnement de
CIARLET, LE DRET & NZENGWA [3] (lemme 1).

. € .
Pour cela, nous allons "raccorder" dans une partie R du massif
entourant la jonction, un champ de déplacement nul dans la plaque avec un

-
champ de déplacement correspondant a une rotation autour de o, dans

wE € 2
Q°\R®.



c s . € . €
L’énergie élastique Je£ du systéme se concentre donc sur R ;

d’autre part, si u(e) désigne le déplacement comstruit sur
& i ol > |l A0kl |
H(SLS 2 HI@ORS

Notre probléme consiste donc a déterminer R® et u(e) de telle

fagon que : lim J:z(u(e)) =0

=0
et : "é}Aﬁ%" 1 e ¢ Z C > 0 ou C est une constante indépendante de €.
H7(@"\R")
Remarque 1.2.1 : Intuitivement, on imagine qu’a la limite, la plaque

"d’épaisseur nulle" ne pourra "supporter" le massif, la jonction se

faisant sur un segment,

2. ETUDE PRATIQUE

2.1. Hypothéses géométriques

Utilisons la symétrie géométrique du probléme pour construire le
contre-exemple sur une section suivant un plan (xl,x3), par exémple

(0,x Le résultat en découlera.

1,x3).

Supposons donc que le raccordement des deux champs de déplacement:
puisse se faire sur un domaine entourant la fissure, de demi-hauteur
€ + ep, de longueur e? + eq, comme le suggére la figure 6. Pour des
raisons de symétries, 1l’étude sur le domaine des Xy Z 0 suffira.
L'existence de la constante C sera alors claire.

Désormais, nous noterons : X = x Y=2x

1 3
!
{
P1AB A
B
M
Co--- 4P ’ _
El F EF=€a
DE = ¢
B’ A FA = ¢
D = ¢

Figure 6



Imposons donc les déplacements V sur les segments [A,B], [B,C],
[D,E] et [E,F]

— pour M, un point parcourant [D,E] U [E,F], posons

V(M) = 0 ;

— pour M, un point parcourant [A,B], posons

0 X e+el a
VM) =|1]A}JO}=] O , avec -e€ -e9<x=<o0 ;
0 Y -X

— pour M, un point parcourant [B,C], posons

0 X Y
V(M) =]J1{A|O]=] O , avec 0 =Y < e+eP
0 Y ea+eq

Nous allons interpoler linéairement les valeurs de ces déplacements sur

des droites appropriées.

2.2. Raccordement des déplacements, calcul des tenseurs de déformations

L'application : MEF € [E,F} F—-MAB € [A,B]

q, a
€ +e
X X = X
MEF MAB €a MEF
= €+ep

Y = € Y B

e u

est une bijection de [E,F] sur [A,B].
Tout point M(X,Y) de [MEF,MAB] peut s'écrire :

M(X,Y) = MK, OM & (1ax, v))uEF

avec : A(X,Y) = Xéf

€
Nous choisirons donc le déplacement au point M(X,Y), M appartenant

au trapéze (ABEF), de la forme :

el-P+1

(3) v = A, VVEE) - (v-e) 0 ,
_ X!l+ea-q2

Y-e+€p-q+a
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- a : p; 'a—q:
puisque : X = Y- XAB + (1- X“'e') : a xAB , donc : xhB _ Xe Lie +a °
: eP ep eq+e Y-€+€p,q

Calculons maintenant le tenseur des déformations relatif a ce champ de

déplacement :
-q+a a-
3V, (M) = - [1+e279 . £ T a9 ]
X3 p-g+a
Y-ete
_ .1l
ale(M) = € +1
p-q+a a-q
. € X(1l+e¢ )
3yV5 D) = - 2

(Y-e+ep-q+a)
-En résumé, V désignant le déplacement en un point M(X,Y)
appartenant a (ABEF)
ell(V) = e12(V) = e22(V) = e32(V) =0

a-q

ca. P a-q
[l-eq a-p+l e (1l+e¢ ) ]

2 Y_€+€p-q+a
P 14279y

) €
(4) e13(v) = -

e,,(V)
33 (Y_€+€p-q+a)2

On opére de la méme fagon pour un point M appartenant au trapéze
(BCDE) ; son déplacement sera :

Ygl+e1'Pg ‘
X+ea-eq-p+1

(5) V(M) = (X+e?) 0

-1-¢274

De méme, on calcule le tenseur des déformations, V désignant le

déplacement en un point M(X,Y) appartenant a (BCDE)

e33(V) = e22(V) = e12(V) = e32(V) =0

l-p 1-p, q
_ £ __a-gq+p-1 (1+e ) €
(6) 613(V) 2 [1 € + X+€a-6q_p+1

¥ed Py, 1-P)
(X+ea-eq-p+1)2

e (V) = -
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2.3. Majoration de la norme du tenseur des déformations dans Lz(éZ%l

Revenons tout d’abord au trapéze (ABEF). Calculons les normes

quadratiques des composantes non nulles du tenseur des déformations,

explicité en (4) ; Y varie de ¢-a e+eP ,» X de (Y_€+€p-q+a)/(_€p-q) ao.
I1 vient :
e, (0, :
12 ((ABEF))
p - -
|f€+€ (Y-e+ep q+a) ¢2a-2a (1-c37a P+l P1+e? 12 ay
¢ P 4 Y- e+ep q+a
22 2q e+el g oy Prare 2q-2a-2p+2
([J. ——— Y] (1+¢ ) +
P4
P
€+e
w e 2P [ Ty
Y-e+e
soit :
ey, 012, <
L™ ((ABEF))
2a+p-q ol i ) a-q
€ - ((14e29728-2P42y 9 8Gy 50, 3792 |Ln(1+—;_q—)| .
€
Finalement :
ey 01
135012 aBER)) =
(7)
2a+p-q 1274
€ - (1+6a q) [l+ 2q-2a- 2p+2+(1+ a- q) |Log( = )I]
De méme :
e+ep (o] p q+a(1+€a q)
less 0l - d e | a0 el
L™ ((ABEF)) Y-e+e (Y-e+e
.eP 4
- - P
_ 4 p+2a(1+€a q)2 J.e+es 1 -
3 ¢ Y-e+ep_q+a
et finalement :
q-p+2a -q.2 147 q%2
@ Nyl DT et 2 | og (BT
L2((ABEF)) A
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De la méme fagon s'’opérent les calculs sur le trapéze (BCDE) ; X varie
alors de -¢2 a -ea-eq, Y variant de 0 a -¢P 9x + e-ep-q+a.

On obtient alors

2
I| e I =
13yl 2
L BCDE
(9) ((BCDE))
2-p+q ) . ) i 1-p
o (el P [1ePPT2RL (1 1)) 1o 1+i_p I
€
p-q+2 -p+l
2 1-p.2 1+
1) |le,; W%, = — 5 (e P) | Log (1|
L°((BCDE)) ¢’ P

3. ETUDE DES PARAMETRES p,q

Nous voulons que les majorants des expressions (7) (8) (9) et (10)

s s . € . R
tendent vers 0 avec ¢ — et ainsi en sera-t-il de Je Par conséquent, il

1
faut étudier les puissances de ¢ qui y interviennent.

Notons que le résultat n’est pas immédiat : si par exemple nous
avions pris q = a et p = 1, (8) et (10) auraient entratné

respectivement :
q-p + 2a =2 0, soit a = %;
P-9q+ 220, soit a < 3,

ce qui ne donne pas de renseignement, ni pour les petites, ni pour les

grandes valeurs de a.

Remarquons déja que (7) et (9) comportent chacune des termes ou a

n'intervient pas, ce qui impose sur p et q
(11) q > p-2,
(12) q > 2p-3.

Les 1inégalités (9) et (10) faisant intervenir la wvaleur P=1,

procédons comme suit,
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3.1. Etude des cas ou p<l

D’'aprés (10), il vient :
(13)  q<p+2 ,
soit gq<3 en particulier.

Supposons alors a>q ; en particulier, si l’'on veut atteindre des

petites valeurs de a, il faudra prendre q fonction de a.
D'autre part, (8) implique :

(14) p<q+2a ,
d’'ou : p<3a ,

donc, de méme, on devra prendre p fonction de a. On vérifie que (7)-(10)

n'’impliquent pas de conditions supplémentaires.
Posons donc

q=§-, ot k € |1, 4w,

P = %?, ou k' ¢€]l, + «[.

Etudions ce qu’impliquent les différentes inégalités

(11) entraine : k' ;fg; , cette condition étant vérifiée en
. . : 1 3a

particulier si k' = -

(12) entraine de méme : k' > Zigk’ condition vérifiéde si l’on prend :
k' = 2a ;

(13) sera de méme vérifiéde si k = % ;

(14) sera enfin vérifide si k' = %—.
En résumé, on prendra : k € ] Sup(1l, %), + o [ ; enfin, puisque

3a

P = 5, <1, nous prenons : k' € ] Sup(%» 3a), + = [.



Selon les valeurs de a, il suffit de considérer, par exemple,

les deux cas de figures suivants

Si a < 1, nous choisissons : p =

SEE
il
)

et q =

(ce qui respecte bien p < 1 et q < a)

Si a =2 1, nous choisissons : p = %g ='%
a 1
et q =2 =3

(ce qui respecte bien p < 1 et q < a)

Par cette méthode, notre but est atteint : pour toute valeur

a
a>0, donc pour toute longueur d'encastrement B(e) = €  acceptable, nous
pouvons construire un champ de déplacement de norme constante non nulle

dans H1Q§Z‘), tel que 1l’énergie élastique associée J:E(V) tende vers zéro

avec e€.

Examinons rapidement s’il existe d'autre possibilités.
Si on suppose a < g, on obtient de (13) : p > q-2 = a-2, ce qui
conduit & : a < 3. On ne peut donc espérer obtenir un contre exemple pour

toutes les valeurs de a dans ce cas.

3.2. Etude des cas oup > 1

Si 1'on suppose dans un premier temps q < a, (14) peut s'écrire

% > %3 ce qui empéche de fabriquer un contre exemple pour les petites

\%

a

valeurs de a.

Si enfin a < q, de (10) on obtient : -p+4-q > 0, d'ou
l1=p<éb-q < 4-a, ce qui donne : a < 3. Ici, on ne peut espérer

fabriquer de contre-exemple pour les grandes valeurs de a.

4. CONCLUSION

Nous avons donné une famille d’exemples pour lesquels 1l’'énergie
. . N a <
élastique du systéme, ou fB(¢) = ¢ avec a > 0, n'’est pas coercive

uniformément par rapport a e
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si 0 < a < 1, en raccordant une rotation d’une partie du massif A un
déplacement nul de la plaque comme indiqué en 1.2, avec p = a et q = % .

1
si a= 1, en faisant de méme avec p = - et q = -

Mw

Notons que ces exemples ne prennent pas en compte d'éventuelles
hypothéses sur les forces appliquées ol les coefficients de Lamé A et
pe. Quelles qu’elles soient, la coercivité uniforme par rapport a ¢ de
1l’énergie élastique du systéme associé au probléme é@e est mise en
défaut, et ne peut donc étre utilisée directement, comme c’est le cas
dans CIARLET, LE DRET & NZENGWA [3], pour établir l’existence et la forme

d'un probléme limite.
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