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RESUME

Nous étudions, dans ce rapport, 1’homogénéisation d’une équation
hyperbolique linéaire du premier ordre du type

€ € €
(3, w)(t,x,y) + a (t,y)(@ u)(t,x,y) =0
Nous montrons que la limite faible u de (ue) satisfait une équation du type
8tu + a(t,y) axu + Mu = 0,
ot a est la limite faible de (ae) et M un opérateur de diffusion a mémoire.
Nous utilisons un théoréme de représentation des fonctions holomorphes du
type Herglotz pour caractériser les mesures paramétrées de Young associées

a (a) Nous appliquons le résultat 4 un probléme 1lié a un écoulement
miscible en milieu poreux.

MOTS CLES

Equatio_n hyperbolique - Homogénéisation - Oscillations - Milieu poreux.

ABSTRACT

This paper is concerned with homogenization of a first order linear
hyperbolic equation of the form

(3,05 (£,%,7) + a“(£,7) (3, u°)(t,x,y) = 0.
We show that the weak limit u of (ue) satisfies an equation of the form

atu + a(t,y) axu + Mu = 0,
where a is the weak limit of (ée) and M a diffusion operator with memory
effects. A representation theorem for holomorphic functions of Herglotz
type is used to characterize the Young measures associated with (a).

apply the result to a problem related to miscible displacements in porous
media.
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I. INTRODUCTION

Nous nous intéressons ici & 1l'homogénéisation d’une équation hyperbo-
lique linéaire du premier ordre, a coefficients oscillants. Ce travail, qui
fait suite & [3], eét principalement motivé par la recherche du comporte-
ment global de la concentration de fluides miscibles en milieu poreux
hétéfogéne. Si Q est un ouvert borné de]dN, représentant le milieux poreux,
€ un paramétre associé a la microstructure, les équations du déplacement de
deux fluides miscibles sont, dans le cas incompressible et sans dispersion,

données dans Ox]0,T[, T>0, par (voir [8])

¢€(x)atue + qe(t,x) grad uf = 0,
(1.1) .
div q (t) = 0,

€

(1.2) q€(t,x) = - %ﬁ grad p° |

auquelles on adjoint des conditions aux limites et initiales. Dans
(1.1)-(1.2), les inconnues sont ut (concentration) et p€ (pression) et les
données (oscillantes) ¢e (porosité) et K¢ (perméabilité); u est la visco-
sité du mélange (fonction de u® en général). Un deuxiéme exemple de
probléme d'homogénéisation du méme type est donné par 1l'équation de Liou-

ville associée a un Hamiltonien He(t,p,q) oscillant :

(1.3) 8 £ + {He(t,.) ; fe} -0,
ou {. ; . ) désigne le crochet de Poisson :
a 8H  af dH  of
(1.4) {H;f}== T« ] y.
j-1 993 9y 9Py 9qy

L'équation suivante, étudiée par DiPerna et Majda [10], rentre dans la
classe d’équations que nous considérons. Il s'agit de :
€

€ 5 b4
(1.5 3, v+ vy, o) 8V

. =0, 0, (x,y) € R,

ol v(y,z) est une fonction donnée périodique en la variable z. Cet exemple
est considéré dans [1l0] pour mettre en évidence la présence d'un phénoméne

oscillatoire dans 1l'équation d’Euler.
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Nous renvoyons aux ouvrages généraux de Bensoussan-Lions-Papanicolaou [4]
et de Sanchez-Palencia [20] pour 1les fondements de 1la méthode
d'homogénéisation et 1’étude de  nombreux  exemples. Concernant
1'homogénéisation  d’équations modélisant 1'écoulement d'un  fluide
diphasique en milieu poreux (cas immiscible avec pression capillaire, cas

miscible avec dispersion) voir Bourgeat [7] et Amaziane [2].
Les exemples que nous donnons sous-tendent deux questions

i) Dans quelles classes de fonctions peut-on résoudre des équations

hyperboliques linéaires & coefficients irréguliers ?

ii) Dans 1le cas ou les coefficients sont réguliers mals oscillants,
peut-on décrire les oscillations de 1la solution par des équations

effectives ?

Nous nous bornons ici & répondre & la question ii) sur quelques

exemples. La question i) est a4 1'étude et fera l’objet d’un autre travail.

Dans un travall récent, Shvidler [23], [24] a étudié 1le systéme
(1.1)-(1.2) et a donné, par une analyse des fluctuations, des équations
effectives associées a (1.1)-(1.2). Des termes de mémoire apparaissent,

traduisant un phénoméne de dispersion.

Récemment [3], nous avons montré que les oscillations pour le probléme
(1.1)-(1.2) dans le cas 1-D sont décrites par des équations simples ; de
plus, 1l'homogénéisation de 1’équation elliptique de p€ s'obtient de fagon

classique, cf. [18], [19], [25] par exemple.

En intégrant le long des caractéristiques 1’équation (1.5), on voit

qu’il s'agit d’étudier une équation différentielle du type :
(1.6) atu‘ + ﬁe(t:,x)u.‘E = 0 ,t>0 , X € O ouvert de ]RN
Cette équation a été étudiée par Tartar [29] dans le cas BE(t,x) = B5(x) et

par Mascarenhas [17] dans le cas périodique ﬂe(t,x) = ﬂ(t,f) ou B(t,z) est

périodique en z,
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Si u désigne la limite dans Lm(Eﬁ'x Q) faible * de ue, quand ¢ tend O,
alors 1l'équation effective obtenue, dans le cas ou ﬂe(t,x) est indépendant

de t, est la suivante
t

(1.7) 8.5 + BT+ [ k(t-s,x) T(s)ds = 0,
0

ou le noyau K(t,x) est entiérement caractérisé par les limites faibles,
quand ¢ tend vers 0, des suites (ﬂe)n, n > 1, cf. Tartar [29]. On obtient
une équation du méme type que (1.7) dans le cas plus complexe étudié par
Mascarenhas [17]. L’équation (1.?) montre que l'on a : '

t

(1.8) Bu=-5.u + ] K(t-s,.) G (s) ds.
0

Dans ce travail nous nous intéressons a 1l’équation suivante
€ € ' -
(1.9) Btue + a (t,y)axu =0, t>0, x elR et y € Q' ouvert de'.fRN 1,

qui est un cas particulier de (1.3) et qui contient 1'exemple (1.5)
considéré par DiPerna et Majda [10]. Ces auteurs montrent que, lorsque
ae(t,y) = b(y,y/¢), b(y,z) périodique en z, la limite faible u de ut
satisfait 1l'’équation :

(1.10) Bt u + ax b.u= 0,

sans toutefois exprimer la dépendance de b.u en fonction de B et U comme
dans (1.8). En fait, lorsque a€ dépend de t,x,y, il n’est probablement pas
possible d’exprimer cette dépendance 4 1'aide d'une relation simple.
D’'autres phénoménes peuvent entrer en jeu comme, par exemple, le phénoméne
de concentration décrit et étudié pér P.L Lions [13], [1l4] et mis en
évidence pour 1l'équation d'Euler par DiPerna et Majda [11}.
Considérons les courbes caractéristiques associées a (1.9)

t
(1.11) Xe(O;t,x,y) = x + I ae(s,y)ds , t>0, xeR et yeq'.

0

I1 est clair que pour a® = a dans Lm(]]R'F x @'), la fonction (t,x,y) -~

xe(O;t,x,y) appartient & un borné de L?(Q',W%é: (]10,T[xIR)) mais n'est pas
1l

dans un borné de wléc (]O0,T[xXIR x Q') car a® est seulement bornée dans
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Lm(]o,T[ x €1'). Cette absence de compacité de X fait, qu’en général :

(1.12) au # a.4J.
Considérons a présent l’équation suivante :

(1.13) atue + a‘(y) 6xu€ +b ayu‘ -0, t>0, x€R, yeaqa’,

avec a® = a dans Lw(ﬂ') faible * et b une constante : 1les courbes

caractéristiques associées sont données par :

t y+tb
‘ Xe(O;t,x,y) = X + I ac(y+sb)ds - X + %- I ae(s)ds
(1.14) 0 Y

Yé(0;t,x,y) = y + tb.

Alors dans ce cas on voit (puisque a® intervient par sa moyenne) que x¢

vérifie :
y+tb

(1.15) Xe(O;t,x,y)-*X(O,t,x,y) = X + %- I a(s)ds p.p. en t,x,y.
y

I1 est clair que cette propriété de compacité permet de déduire que :

(1.16) a.u = a.u.

Notons que 1l'équation (1.9) s'’obtient comme cas limite de (1.13), quand
b-0.

Soit enfin l'’exemple suivant :

€

”~
[
|~
~
-

a.uf + ae(x)axu + b‘(y)ayu‘ -0, t0, x€8,, yE€n,,

2, 0 ouverts de IR, avec a® = a dans Lw(ﬂl) faible * et b® = b dans Lw(ﬂz)

faible * et 0 < a =< ae(x), be(y) < B. Alors les courbes caractéristiques
vérifient :

(1.18) Xf(e) = a®(x%), ¥t) =bx®), X°(0) = x, Y(0) =y,
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et elles sont données, de facon analogue au cas 1-D, cf. [3], par les

relations suivantes :

X6 03e,%) = WM, G + t], Y (0;t,y) = 67118, + €], od

(1.19) z z
ds ds

\If(z)=f ,¢(2)='I
€ 0 af(s) € 0 bé(s)

On vérifie alors que x¢ (resp. Ye) est dans un borné de Wl’m(]O,T[ X f1.)
1

(resp. Wl’w(]O,T[ X Q13)) et par suite

X€(0,€,%) - X(0,€,x) = ¥ T[¥(x)+ t] p.p. dans ]0,T[ x 0y,
(1.20)
Y6(0,t,y) » Y(0,t,y) = ¢'1[¢(y)+ t] p.p. dans ]0,T[ X Qg,
ou :
Z zZ
(1.21) Wa) = [ 4 - [ =
0a_ (s) 0 b_,(s)

et 1/a® = 1/a_ dans L°(0,) faible *, 1/b® = 1/b_ dans 1L”(q,) faible *. En
conséquence, u solution de (1.17) converge presque partout vers u solution

de 1'équation :

(1.22) atu + a_l(x) axu + b_l(y) ayu =0;

1’exemple non conservatif (1.17) montre que l'on a :

(1.23) aaxu + bayu = aaxu + bayu + (a_l-a) 6Xu + (b_l-'b),ay u.

Les exemples que nous venons de voir iilustrent la diversité des phénoménes

intervenant, méme si la propriété de compacité a lieu.

Depuis les premiers travaux -de Tartar sur l’'étude des oscillations
dans les E.D.P non linéaires, cf. [26], [27], [28] (voir également
Mc Laughlin - Papanicolaou - Tartur [16]) quelques progreés ont été réalisés
dans ce sens, cf. DiPerna [9], DiPerna - Majda [10] et particulieérement les

travaux de Serre [21], [22], Bonnefille [6] et Lions - Papanicolaou -
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Varadhan [15], ou sont établies les équations effectives satisfaites par
les oscillations. Dans (6], [21], [22], les auteurs utilisent, suivant une
idée de Tartar, les représentations de mesures par des fonctions de
répartition. Dans notre travail, mettant & profit une suggestion de Tartar,
nous utilisons le théoréme de représentation des fonctions holomorphes du
type Herglotz, cf. Akhiezer-Kr2In [1] et 1’annexe a ce travail, pour
décrire les oscillations de certcinzs fonctions. Cette méthode a déja été
appliquée par Tartar [29], et cans les problémes d'homogénéisation "bornes

optimales" par Bergman [5], Golcen-Papanicolaou [12] entre autres.

Le plan de ce travail est le suivant. Dans le paragraphe II nous
étudions une équation hyperbolique rmodéle. Nous considérons le probléme de
Cauchy et le probléme aux limitcs zssociés. Dans le paragraphe III nous

do.nons une application en milieu poreux. Le paragraphe IV est une annexe.

.
Remanniomenes

Les auteurs remercient Thierry Lehner, Frangois Murat et Luc Tartar
pour 1’intérét qu’ils ont porté & ce travail et les discussions fructueuses

qu’ils ont eues avec eux.

ITI. L'EQUATION HYPERBOLIQUZ WC™FLE

IT.1 - LE PROBLEME DE CAUCHY

Soit le probleéme

78 ut =0, t >0, x €eR, yelRN'l,
(2.1)

ou ae(t,y) est une fonction de L“(nf'x:mp'l) vérifiant

IA

(2.2) |a€(-,-) l M, a® = a dans Lm(]f-x]RN_l) faible * (e-0).

[+o]
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On suppose u, € Ll(]RN)an(]RN) pour simplifier. La solution de (2.1) est

0
donnée par : ¢
t
(2.3) uG(t,x,y) = ug (x - fae(s,y)ds, y) P.-P. dans]R+x]RN.
o

A . :
En notant par = la transformation de Fourier par rapport a4 x €R, on a :

(2.4) 8 e,y = 8y A e ky), o

t
exp (-2ink | a(s,y) ds)
0

CAe
(2.5) h™(t,k,y)

Pour caractériser la limite faible de u nous allons caractériser

A
celle de h®. Pour cela on remarque que

A A
3, h¢ + 2ir AS(t,y) W€ = 0,

2.7)
AE
=1
t
. A€ €
ou A (t,y) = f a (s,y)ds.
0

Cette équation est du méme type que (1.6); en appliquant la transformation

de Laplace en la variable k on trouve :
Ne . L€ -1
(28) ‘t(h (tr':}’))(p) = (P + 2ir A (t,}’)) , P € C.

On définit la fonction :

(2.9) G @) = (2 + 2 eyt zec,
Ag 1 ¢ P
de sorte que Z(h™ (€, +,3))(P) = T G, y ey , pEC.

Pour chaque T > 0 fixé, la fonction Ae(t,-) vérifie | 2r Ae(t,y) |_<. 2n M
dans [0,T] et, pour tout t € [O,T] fixé, on a :
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AS(E, ) - A(t, ) dans L°(RL) faible *
(2.10)
& © -
N A (t,) dans L (R'"1) faible *,v nx2.

La fonction z -+ G Z y(z) est réguliére en dehors de 1l'intervalle réel
[-2nM, ZwM] qui contient ses poéles. On peut appliquer le théoréme de

représentation (cf. Annexe) et on a pour tout t > 0 :

(2.11) GE (2) = 6, (2) dans L™(R' 1) faible * , et
2xM t
W) |
(2.12) 6. (z) = (z +2nacey) + | ——)°1,
t,y oM z-A

ou dw;(-) est une mesure, & support dans [-2WM, 2ﬂM], dont les moments sont
entiérement déterminés par les fonctions A(t,y) et An(t,y). On a en

particulier :

t - 2 2 .
[awsoy = an? {42y - macey |,
(2.13)

J a dos(A) = (21)° {82y - 2ace,y) Aty + AsCey) }.

D'autre part (cf Annexe), 1l'application (t,y) - K;(z), définie par :

27M t
dw (X)

(2.14) kSzy = | ——,

y -2nM z-X
vérifie la propriété :

t l,o + © -1
(2.15) Ro(2) e W) " @R, U (IRl; ) ., VzeC z¢g[-27M, 2nM].

. Ne A

Considérons la fonction ZL(h (t,+,y))(p) ; si on note h(t,k,y) la limite

_ A
faible * dans LmGR XIEP l) de he, on a, d'aprés (2.8) - (2.9), pour tout
t>0:

, A A RS N-1 L
Z( h™(t,=,*)(p) = L(h(t,*,*)(p) dans L RAR ) faible %,
(2.16) 27aM t
A dw (X)) | _
tince, ) (p) = (pr2imace,yy - [ —2-2)°1

-2nM p-1X
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pour Im(p) ¢ [-ZwM, 2ﬂMJ.

A
En prenant la transformation de Laplace inverse on voit que h(t,k,y)

vérifie :
2nM k .
A A " t A lk(k-o)
akh(t,k,y)~+21wA(t,y)h(t,k,y) -I dw (X) I h(t,o,y)e do =0
Yy
-27M 0
(2.17) '

A
h(t,0,y) = 1.

A
Notons, en comparant & l'équation (2.7) satisfaite par he, la présence dans
(2.17) d'un terme de type mémoire.

Appliquant & (2.17) la transformation de Fourier inverse, on obtient :

. 2nM dwt(t)
2in(x-ACt,y)) h(E,x,y) - 5oz h(Exy) -] L=,
(2.18) -2aM X+ ™
| heex,yy ax = 1, :
dont la solution est donnée par :
L 2nM dwt(A)
(2.19) heexy) = sx-aceyy v+ | 55 ) x1
-2aM y

ot § est la masse de Dirac dans R.
On peut maintenant énoncer le
THEOREME 2.1
La solution u® du probléme (2.1) vérifie, V p € ]1,+=[

W€ > u  dans LP(JO,T[+R) faible * et

(2.20)
“dans  L7(]0,T[XR') faible *.

De plus u est donnée par : -
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t 2nM t
dw (X))
1 AN
(2.21) u(t,x,y) = uy(x- f a(s,y)ds + = f i 0 Y)
0 -2nM
p.p. dans K" xR xR L,
Démonstration
On sait que u® est donnée par :
t €
(2.22)  wSExY = ey * 50 - [ a%(s,y)ds) ().
0

D'autre part, écrivant :

t
he(t,x,y) = §(x- J'ae(s,y)ds) X 1y’
0

A A
on a vu que he(t,k,y) = h(t,k,y) solution de (2.17) et par suite h(t,x,y)

est donnée par (2.19), d’'olt l'expression (2.21).

Corollaire 2.1

Soit u la limite faible de u®. On pose :

2rM dwt(A)
(2.23) R(t,x,y) = == | =X~ p.p. dans K" xR xR L.
2n SonM 2R+

Alors, formellement, u est solution de l'équation de conservation sui-

vante
8t ((l+6XR)u} + ax {(a - atR)u } =0
(2.24)

ul u

t=0 = “0°

. s . A . € s
Considérons & présent le cas ou le coefficient a° est indépendant de

A
t. La fonction he, définie par (2.5), s'écrit alors :
Ne . €
(2.25) h™(t,k,y) = exp(-2inkt a y».

Les variables t et k jouant le méme réle dans (2.17), alors, en procédant

comme précédemment on obtient :
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27M t )
A A 3 -
3 h voink ag) b - K2 [ a0 [ h(e)e?¥ ()45 — o,
omM Y 0

(2.26)

A
hl o _o=1

et en dérivant par rapport & k on trouve :

2nM k
A A A i -
ah + 2int a(y) h - t? ) av (3) | Royetr ko) 45 o,
(2.27) -2xM 0
A
hI = 1.
k=0
A A€ A A
Puisque U, est indépendant de t et u (t,k,y) = uo(k,y)h(t,k,y), la limite
A
faible de Ge est donnée par u(t,k,y) = uo(k,y) h(t,k,y) et par suite (2.26)
montre que { est solution de :
27M c
atG + 2ink a(d - k2 [ av () [ s, k,y) oK) 45 2o,
(2.29) -2nM 0
& =2
£=0 °

En prenant la transformation de Fourier inverse, on déduit que la limite

faible u vérifie formellement :

t 27M
1
atu + a(y)axu + i I a2 { f dv (A) u(s, x-k-— (t-s), y)) ds =0,
(2.30) 0 -27M
u =u
t=0
Remarque 2.1
Utilisant (2.27) et le semi-groupe associé & (2.30) on a :
27M
dv_ (X))
1
@3 uexy w6 Eoam e [ =} )

X
-2nM Znt~+A

Notons qu’il s’agit de la méme mesure duy(-) dans (2.30) et (2.31)

IX.2 - LE PROBLEME AUX LIMITES

Considérons A présent le probléme aux limites :



(2.

ou

12
atue + ae(y)axue =0 pour t > 0, (x,y) € 8 =]0,1[ xQ’,

32)

= Up,

u
|aa-

u = Ug,
t=

Q' est un ouvert borné régulier deJRN‘l, a0 ={(x, y) € Q, ae(y)-nx <0},

n = (n n ) étant la normale unitaire extérieure a Q1, au point (x,y) € 40Q.

On

(2.

Le

(2.

ou

on

(2.

(2.

La

si

suppose que le coefficient a (y) est régulier et
33) |a¢] =nM et a® = a dans L”(Q') faible *  (e~0).

semi-groupe associé a (2.32) s’exprime & 1l'aide de la résolvante par :

t -1
) SS(E)(u) = u(e,) = [ € (p + 2% ) M (uo) dp
r
I' est un contour de € convenablement choisi. Dans le cas considéré ici,

a 0" = {(o,y),y € Q' si ae(y) >0et (1,y), y € 0" si ae(y) <O}.

Pour y € Q' fixé, on définit 1'opérateur T, de domaine D(T), par :

35) D(T) = { u € L%(0,1), 8 " € L2(0,1), u(0) = 0 si a (y) > 0 et
u(l) = 0 si a (y) <0 }
36) Tu= 4 u.
X
fonction ae(y) est indépendante de x, d'ol D(T) = (u € H!@R), u(0) =0

ae(y) >0 et u(l) = 0 si ae(y) < 0 ). L'opérateur T est maximal positif,

donc pour tout f € L2(O,l) il existe une seule we(-,y) € D(T) solution de :

(2

.37) P wo o+ aé(y)axwe = f , peC, Re p >0,

En prenant la transformation de Laplace en t de (2.32) on obtient :

(2.38)
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\ (s . €
ou v° désigne la transformée de Laplace de u . On approche u, par un

_ 0
élément Vo € D([O,l] X 01'). Pour y € Q' fixé, il existe, d'aprés (2.37),

une seule solution vé(-,y).de :

P ve(-,y) + ae(y)axve(-,y) = vo(-,y) [ L2(0,1) , Re p >0
(2.39)

€
v (,y) = 0.
(=5 x=0o0ul

Cette solution est donnée par :
€ € -1
(2.40) v, y) = (p+a(y).T) (vyle,¥)).

En utilisant la formule de représentation par 1'intégrale de Dunford de la

résolvante (p + ae(y). T)-1 donnée dans 1'annexe on trouve, pour Re p > 0 :

2.4 Ve =g e ot erz DT (ol
r
%

ou Fp est le contour de € défini par la frontiére du domaine :
- 2
= . - _ B |2
D, {zeC ; Rez g [-M,M], |z 2c|57|fp_cl’"

ol C > 0 est une constante fixée.

mz T
v

p/2c

0 Re(p/2c) Re(p/c) Re z

- Figure 1
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Notons que (p + z T)-l(vo(-,y) vérifie, pour tout y, la majoration

(2.42) |+ 2D oo 1201y =g Ve liago

pour tout z € € tel que Re(p/z) = C.
Considérons maintenant la fonction définie sur € par :
€ € -1 ,
(2.43) ¢y (z) = (z-a (¥)) p.p. eny € Q'.

C'est une fonction réguliére en dehors de 1'’intervalle réel [-M, M] ol
Iae(y) Is M, VyeQ'. Comme a® = a dans L*®(Q') faible *, les résultats de

1’annexe montrent que :

$5(z) = ¢ (z) dans L7(Q') faible * , z ¢ [-M,M],
(2.44) Q&

b(2) = (z - ay) + [ L5

ou dyy(o) est une mesure A support dans 1l’intervalle [-M,MJ dont tous les

. e - . en
moments sont déterminés par les limites faibles de (-a ) , n=1 :

I Ak duy(A) = rk(y) p.p.enyeft! , YVk=20 , avec
(2.45)

ro(y) = a(y)-ax(y), 71(y) = -(as(y) -2a(y) a,(y)+a%(y)), etc..

En outre, on a :

f A-l duy(A) =a_, -a avec (ae)-n - a:i dans Lw(ﬂ') faible *,

(2.46)
( J a2 dv (A) =1 - (a? -1/a_,).

En passant a la limite (¢ - 0) dans la formule de représentation (2.41), il

vient :
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vé = v dans Lz(ﬂ) faible et v(e,y) € D(T)' pP.p. en y € Q',

(2.47) dv (A)

[ e o] S5 e ™ g amen
P

En vue d'utiliser les propriétés de 1l'intégrale de Dunford, nous faisons

vie,y) = 211

dans (2.47) le changement de variable ¢ = 1/z. On définit le contour

*
Pp=(§ € € tel que 1/¢ € FP). On a alors la représentation suivante :

(2.48)  v(e,y) = - [ a-capy +¢2 [ @yt duy(x))'l(vo+ % 7)1
*

r
%

1
2inp

(vy(+,y) &
P.P. eny € Q'.

Si on définit p(¢) = (L-ayye+c2f(1-ag) 7t duy(x))'l alors, le membre de
droite de (2.48) définit, a 1l'aide de 1'intégrale de Dunford, la fonction

d’'opérateurs P(- % T), de -sorte que l’'on a :

(2.49) v(e,y) = % ¥ (;}- T) = (pra@)+r2[(pa1) "t duym]‘l (vo(ey))

p.p. en y € Q'. Notons que l'’opérateur (p+/\T)_1 n’agit pas sur la variable

y.

Lemme 2.1

Soit v° la solution de (2.38) alors
(2.50) v¢ = v dans L?(Q) faible, v(e,y) € D(T) p.p. eny € ' et on a :

pv(e,y)+a(Tv(e,y) +[1? [t dr, (0] VC.3)) = uale,y)
(2.51)

v -0
aq-

pour tout p € €, Re p > 0 et p.p. eny € Q'.

Démonstration

La représentation (2.49) est vraie pour tout v, € D([0,1]xQ'), par
densité elle est vraie pour tout uy € L2((0,1)xQ’). Notons que, puisque T

et (p+)‘T)’1 commuttent :
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du
du

(2.
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(2.
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(2.
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52) (12 fpaamyt av, () (veey) = J T2<p+m'1 V() dv () =

= f p(+AT) Tzv(-,y) duy(A),

Soit u € L2((0,T)xQ) la limite faible dans LZ((0,T)xQ) de u® solution
probléme (2.32). La transformée de Laplace en t de u est la fonction v
lemme 2.1 car v° est la transformée de Laplace de u®.

Considérons le probleme suivant :

(pHAT)E = v(-,y) , 0<x<1 , A e [-MM],
53)
£l =0
!
o, = {0 si A=0, 1 si A<0}. On note F la transformée de Laplace inverse
f, alors F est solution de :

atF + AaxF = u(t,=,y),
F =0,
54) |t=0
F = 0.
I[O,T]X01

solution de (2.54) est donnée par :
t

55) F(t,x+At,y) = f u(,x+As,y)ds pour 0<x+As<l et o<s<t.
0

prenant la transformation de Laplace inverse de (2.51), et en utilisant

.55), il vient :

t
Btu + a(y)axu + { ds Iduy(k)aiu(s,x-(t-s)k,y) = 0,

56)

u
( I[o,T]xan'
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Remarque 2.2

Considérons 1’opérateur P défini, pour u fonction réguliére de t,x,y,
par :
t
(2.57) Pu(t,x,y) = J [fdyy(x)a;u(s,x-(c-s)x,y)] ds
o

alors, par la transformation de Fourier en X, on a :

t
A =73 -
(2.58) PuCt,k,y) = | (fdyy(A)e 2imk(t-8)X (950192 Q(s,k,y)ds.
0
On introduit le noyau :
‘ A -2irz)
(2.59) R(z,y) = | v () e ,
alors on a :
t
A .
(2.60) e,y = [oas K, y)@ink) O¢s k)
(¢]

de sorte que l'opérateur P s'écrit :

t
(2.61) PuCt,x,y) = J ds [ K(z,y) wi(s,x-(t-8)z,y) dz.
o R

A
Remarquons que, puisqug dyy(A) = u&(k)dx, K(z,y) = 9&(2) et par suite
K(z,y) = v&(z).

Nous avons établi le :

' THEOREME 2.2

Soit u® la solution du probleéme (2.32). Alors u®=u dans Lw(O,T,Lz(Q))

faible % ou u est solution du probléme (2.56).

III - APPLICATION

Nous considérons un écoulement miscible dans un milieu poreux,
. . € . € .
incompressible. La concentration u et la pression p satisfont aux

équations (1.1) et (1.2).
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Nous allons considérer le cas ol O=]0,1[xQ’' avec Q'ny'l un ouvert
borné et régulier. On suppose que ¢€(X)El et la matrice Ke(x) = (k;j(x))
vérifie k;jEO i#l, j»1 de sorte que la loi de Darcy s'eécrit :

K )
(3.1) St x,y) = - —“lfid-)- a.p°, qg(t,x,y) -0, j=2,...,n.
L’incompressibilité montre que qf(t,x,y) = Ae(t,y), YVyef, Vxe]0,1],

. € : ps s P
V t>0. On suppose que la pression p vérifie les conditions aux limites

suivantes :

(3.2) p(t,0,¥) = Poly), P (t,1,¥) = p1(¥), V y € Q',Vt>0,

de sorte que l'on a (en notant kfl(x,y) = ke(x,y))

¢ B(y)
(3.3) q(t,x,y) =3 » BY) = (po(¥)-P1(¥)/p.
dx
: 0 k(x,y)
on suppose également
(3.4) 0<B:=<B(y)=B: P.p. eny € Q',

de sorte que la saturation u® vérifie le probléme
€ € €
at u + a (y)-axu = 0,

(3.5) u = Ug,
e

ou l’on a posé

(]
(<))
~os
m
™
~
NS
N

7~

’
a (y) = —————— p.penye€fQ.
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Nous supposons que la perméabilité vérifie :

(3.7) 0<m < ke(x,y) < my p.p. dans Q.
ainsi,
(3.8) Br my =< a‘(y) < B, m,,

on a, pour des suites extraites, af=a et 1/a6 - 1/a_1 dans Lm(Q') faible *.

on a l/ae - 1/0_1 dans LQ(Q') faible * et par suite on peut écrire :

1
-1 . -1 - dx
(3.10) ay) = B(y) o1 () i al; (3 = AW g_—_—k-ﬁx:y)
1 1
ou J k;l (x,y)dx = f k:} (x,y)dx dans Lm(O’) faible *.
0 0

Le théoréme 2.2 assure que la limite faible u de u® vérifie le

probléme suivant :

t
_B) 2 -(t- -
atu + U_I(Y) axu + g ds f duy(x) ax u(s,x-(t-s),y) 0,
(3.11) u| o = Uo,
u = 0,
|x=0

ou duy(-) est une mesure & support dans [ﬂlml, ﬂ2m2] dont tous les moments
fs oz - . . n
sont caractérisés par les limites faibles des suites (1/a€(y)) , n=1.

Considérons maintenant 1'équation elliptique satisfaite par p6 :

-ax(ke(x,y) axp‘) =0 x € 10,1[,y € Q'
(3.12)
Ply—o = Po). Pl o = pi(y). /
On a :
(3.13) K,y) o, pt = - £ . £QY dans L7(0') faible *.

ae(y) o,
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En outre, p6 est dans un borné de L?(Q}) alors, en notant p la limite faible

dans L?(Q) de pe, on a :

0.p¢ = 3.p dans L"(0) faible * et
(3.14)
€ B(Y) 1 B(y) 1 Nl .
ap = - . - . . dans L (Q) faible *
1

ou K(x,y) est définie par K(x,y) = a_l(y) M(x,y) et = M(x,y)

o o€ () K (x,y)
dans L () faible * de sorte que p vérifie : y Y

- . By
(3.15) K(x,y) ax P U_I(Y)

et on a la relation :

1
dx
(3.16) o (¥ =£ oSy

Finalement p est solution du probléme :

-ax(K(x,y) axp) =0 dans ]0,1[xa’
(3.17)

Plgmo = Po), p| . = P1(y) pour y €’ ;

ou, rappelons le, le coefficient K(x,y) est défini par

1 1 1 1

3.18 L] - .
ey b KGy) T o Gy

0 ke(x,y)

dans L°(Q) faiblex.

(sps
ct vérifie (3.18).

Le probléme homogénéisé est donc donné par (3.11) et (3.17).

IV -~ ANNEXE : THEOREMES DE REPRESENTATION

IV.1 = LIMITE L™ FAIBLE * DE ¢;(Q

Soit (ae)€>0 une suite de fonctions de L”(n), Q ouvert de]RN, supposée

2 s ’ w -
uniformément bornée et convergente dans L (Q) faible * :



21

a < ae(x) <B . ' P.p. dans O
(4.1
a = a dans Lm(ﬂ) faible %, quand ¢-0.

On désigne par ¢;(z) la fonction définie par :
€ € -1
(4.2) ¢.(2) = (z+a (x))

P.P. en X € 0 et pour z € € tel que le second membre de (4.2) ait un sens.

I1 résulte de (4.1) que, pour z fixé dans C :
(4.3) $5(z) = ¢ (2) = < Vs (z+2) L > dans L”(Q). faible *

ou (ux) est la famille de mesures paramétrées de Young, associée & (ae),
vérifiant supp(ux) C [a,B8) pour presque tout x € 1. Il s’agit ici d'obtenir
des informations supplémentaires sur la fonction ¢x(z) définie par (4.3).
Nous allons faire appel pour cela & un théoréme de représentation des

fonctions holomorphes de type Herglotz.
Définition ([1], p.53)

Soit F(z) une fonction de la variable complexe z. On dit que F est une
fonction de Névanlinna ou N-fonction si elle est holomorphe dans le

demi-plan Im(z) > 0 et vérifie la propriété Im(F(z)) < 0 si Im(z) > O.

THEOREME A ([1], p. 58-59)

Une condition nécéssaire et suffisante pour qu’une fonction F(z) de la

variable complexe z admette 1la représenﬁation suivante :
: b
(4.4) F(z) = J 222,
a

ou ¢ est une constante et w()) une fonction croissante bornée, est que 1l'on

ait :
(i) F(z) est réguliére a 1'extérieur du segment [a,b],
(ii) F(z)-F(«) est réel pour z=x<a, z=x>b,

(iii) F(z)-F(«) est une N-fonction.
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Lorsque F(z) satisfait la propriété supplémentaire (4.5) ci-aprés, on

peut déduire des informations sur les moments de dw(e)

THEOREME B ([l}], p.p. 54-55)

Si une N-fonction F(z) vérifie la propriété suivante :

2p+1 ’
(4.5) lim (iy)2p+l{F(iy) -y } -0 , peN
. y+to k=1 (iy)
ot 7g,..., 7oy '€ R ,alors F(z) admet la représentation (4.4) avec c=0,

2N
a=-, b=+o., De plus dw(e) vérifie :

(4.6) | akawery = e pour k = 0,.., 2p.

Nous appliquons ces théorémes a la fonction ¢x(z) donnée par (4.3). On
note
(4.7) (aHy" - a; dans L"(0) faible * pour n = 2.
Pour z ¢ [-B8,-a], la fonction z = ¢;(z) ést holomorphe et admet le dévelop-

pement asymptotique suivant :

1 € € 2 €
4.8) ¢S -2{1 -2, LGN oqyn L : n+l)}

Z

en passant 4 la limite faible quand ¢ + 0 on voit que :

N
~
0
N
.

. a
(zy =+f 2,22, + D™ Py o)
z U z 4 20 L)

pour tout z € €, z ¢ [-8,-a). Des calculs simples montrent alors que 1l'on

peut écrire :

(4.10) 3;%;; = a(x)+z4K (2) , 2z # [-B,-al, P.p. en x € O

ou Kx(z) vérifie ;



23

2 Tk 1
Kx(z) =k§1 zk + O(Zn+1) Vnzl
(4.11)
To = a’-a, , ry = (a3-2aa2+a3), etc ......

Tous les coefficients T sont déterminés explicitement en fonction des a et
a, pour 2<k=n.

La fonction z - Kx(z), définie par (4.10), est réguliére en dehors de
1l'intervalle [-8,-a], elle est réelle si z e R\ [-§,-a] et Kx(w) = 0. Elle
satisfait (i) et (ii) du théoréme A et grace a (4.11) elle vérifie la
condition (4.5) du théoreme B. Montrons que Kx(z) est une N-foriction. On a,

d'aprés (4.3) et (4.10).

-2
<v_, lz+Al >
X

4.12 I K (z = -1 1 -
(4.12) m (K (2) = -In 2 { PR }

L'inégalité de Jensen montre alors que Im(KX(z))<O dés que Im z>0. Les
théorémes A et B s’appliquent alors a z*Kx(z). Il existe une fonction wX(A)

croissante et bornée pour X € [-8,-a] telle que

C dw (0
(4.13) K (z) = f . R P.pP. en X € Q,
X iy, Z-A
- k .
(4.14) [ 2% o) = p.p. enx €, Vk=0.
-B

Nous avons donc établi la

Proposition 4.1

La limite Lm(ﬂ) faible * ¢X(z) de_¢;(z) est donnée par

-

dw_(y)
(4.15) $.(2) = (z+a(x) + f —Z"—X-)l P.P. en X € Q.
-8

Remarque 4.1
. € ’ " .
Si a —a fortement alors KX(Z)EO YV z et p.p. en x € . En effet, on
montre par récurrence que Ty =0 V k= 0 et, par suite, tous les moments

de dwx(-) sont nuls, d’ou le résultat.
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Remarque 4.2

On peut calculer les expressions suivantes :

(4.16) _£ 2K dw (A) = -1H)¥ k1 kik)(O), k=0,

on voit alors que :

-a
£ AT do (V) = a0~ (v, 147 = ax) - a_ (%)

(4.17)
-
¢! (0)
-2 X 2
AT de A =1 —ee—— _, _ _a%(x)
_£ % |¢X(O)|2 1 a_z(x) P-P. en x € Q.

ou 1/a® = 1/a_ et (1/a%)? = 1/a_,  dans L°(Q) faible *.

Remarque 4.3

Soit (ae)€>0 une suite de Lm(ngQ), 1 ouvert deimy, vérifiant :

a =< ae(t,y) < B P-P. dansIR+ X 0,

af = a dans Lm(EfXO) faible *.

On désigne par GZ y(z) la fonction définie par :

t
Gz y(z) = (z + Ae(t,y))-1 avec Ae(t,y) = f ae(s,y) ds,
! 0

p.p- en (t,y) eR x 0 et par z € € tel que z + Ae(t,y) # 0.

D’aprés 1'étude précédente, on a (pour une suite extraite) pour tout
t>0:

(GZ .(z) - Gt .(z) dans Lw(ﬂ) faibie *
Gt,y(z) = (z+A(t,y) + K)t,(z))-1 avec
t tp t
d by
A(t,y) = I a(s,y) ds Kt(z) = I 2y
’ H} ’ y Z-A ’

0 ta
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ou w;(-) est une mesure a support dans [ta, tB] dont on sait caractériser
les moments. De plus, (t,y) - K;(z) est dans W1620R+; Lw(ﬂ)). Cela résulte

des relations

3 MOX -af(t,y) [cz’y(z)]z,

€
t Gt,

t -1
l(y(z) = [Gt,y(z)] -z - A.

IV.2 - INTEGRALE DE DUNFORD POUR UNE RESOLVANTE

Soit uy € L2(0,1), on considére pour p et z dans €, le probléme :

pw+zaxw=uo, x € ]0,1¢[,
(4.18)

w =
<=0 0.

En posant { = p/z € € on a le probleme :

1
g‘w+6xw-=zuo , x € ]0,1[,
(4.19)

qui admet une unique solution w € H = {ue H'(0,1), u(0) = 0} dés que

Re(¢)>0 ; en outre, la solution w vérifie la majoration :

1 P
(4.20) IWILZ(O,l) < EI-Z—-I— Iuole(O,l) pour Re(;) >c > 0.

2
La condition Re(p/z) = c s'exprime par z € Dp = {z eC, Iz- ?2% |_<. J[‘-E-l—}
Soit a présent af (y) € Loo(Q'), Q' un ouvert de R telle que

a < aE(y) < B p.p.eny € , a,8 €l

(4.21)

at = a dans Lw(ﬂ’) faible *.
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' *
Soit p € € tel que Re p = ¢ max(0,$) ; on définit D = {zEDp s Rez ¢ [a,ﬂ]}

* *
et on note I‘p la frontiere de Dp.

Imz

o

>
0 Re(p/2c) L~ Re(plc) Rez
Max(0,8)
Figure 2
Nous pouvons définii‘ la fonction suivante :
(4.22) F;(p) = 5—1—1; y (z-ae(y))-lw(z,x)dz P.-P. en x € ]0,1[

r
ou w(z,*) est la solution de (4.18). La fonction F;(p) est bien définie
puisque le pole de (z-ae(y))-1 est le point ae(y) et w(z;+) € H dés que
z € Dp' Comme 1'’intégration porte pmjlr z € 1‘: on voit que 1’'intégrale
définie par le second membre de (4.22) a un sens. La fonction z = w(z,*)

étant holomorphe de Dp dans L?(0,1), le théoréme de Cauchy classique montre

que
(4.23) Fi(p) = w(a“(y),*).

Nous avons donc la
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Proposition 4.2

Soit v¢ € H la solution du probléme :

pvt + af (y)axve = ug € L2(0,1),

(4.24)

v
x=0 0,

pour a® vérifiant (4.21) et Re p = ¢ max(o,B), alors :

4.25) v =5 | (2“5 7 D T wo)
*
T

P
ou T est 1'opérateur défini par D(T) = H et Tu = axu.

dz
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