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Résumé

Prenons comme point de départ une axiomatisation de la sémantique opérationnells de pro-
grammes réactifs utilisant le formalisme Introduit par G. Plotkin 3 il lul correspond de fagon
implicite un modale de ce langage. En effet ces rdgles permettent d’ Interpréter les agents
(termes clos du langage) comme des systmes de transitions et les opérateurs de P'algdbre des
termes comme des mécanismes réalisant la coopération de tels systdmes de transitions.

Dans une premidre &tape nous allons, pour toute une classe d’algdbre de termes et de sémantiques
opérationnelles de ces termes, expliciter ce modale initial. Un calcul y sera représents parla
sulte des arbres de preuve de ses transitions et un processus par I'ensemble de ses calculs max-
imaux . Nous montrons qu'il est possible de déduire Pinterprétation d'un tel langage dans ce
modale & partir de ses définitions opérationnelles (compte tenu de certaines hypothdses faites

sur ces définitions).

De ce modsle initial on en dérive un modale observationnel en remplacant les arbres de preuve
Par les actions qu’ils induisent tout en conservant la structure arborescente des Processus. On

on pourra donc songer A en dériver d’autres modales par emploj systématique de morphismes
de modales (correspondant & diverses notions d’observables).

A systematic construction of models from structural

operational specifications

———

Let us take as

Abstract
a starting point the axiomatic formalism introduced by G. Plotkin for

defining the operational semantics of programming languages for reactive systems. We claim

model for it. As a matter of fact, the closed terms (Le. programs) of a term algebra may
be interpreted as transition systems and the operators on the algebra may be interpreted as
operators on transition systems, realising the cooperation between their arguments as it Is
specified in the operational rules.

We first explicit that initial model for a whole class of term algebras and operational definj-
tions . A computation is there s sequence of proof trees, each of them proving an elementary
transition, and a process is the set of all its maximal computations. We show how this model
can be derived from the operational definitions.

From that Initial model we derived an observational model through an erasing morphism H
this second model is also derived from ‘the structural operational specifications.
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1 INTRODUCTION

Le but du travail entrepris ici est de systématiser la démarche qui va de la définition opérationnelle
d’un langage de programmation & un modtle pleinement abstrait de ce langage. Ce rapport lié au
travail de Philippe Darondeau et Boubakar Gamatié ([DG87a] et [DG87b]) présente une méthode
systématique permettant de dériver un modele initial puis un modele observationnel 3 partir des
spécifications opérationnelles structurelles d’un langage de programmation.

Suivant la voie ouverte par Scott et Strachey nous définissons des domaines sémantiques par le
biais de constructions standards telles les constructions de produits cartésiens, d’espaces de fonc-
tions et d’ensembles de parties ; puis nous spécifions la signification d’un terme par induction sur
sa structure. Il nous reste alors 3 établir que le modele dénotationnel ainsi construit correspond
aux définitions opérationnelles qui procurent le critére d’adéquation.

On trouve ainsi de nombreuses références dans lesquelles les auteurs s’attachent 4 établir un lien en-
tre le comportement d’un programme et sa dénotation dans un modele donné. Certains 2 la fagon de
Plotkin dans [Plo77] considérent que la sémantique opérationnelle peut, dans une certaine mesure,
étre déterminée par la sémantique dénotationnelle. De telles approches mettent ’accent sur la cal-
culabilité en considérant, par exemple, des domaines effectifs. A opposé Papproche préconisée par
Milner [Mil80] consiste a fonder une notion de processus & partir de la sémantique opérationnelle.
Suivant cette dernitre approche nous prenons comme point de départ une axiomatisation de la
sémantique opérationnelle de programmes réactifs utilisant le formalisme introduit par G. Plotkin
[Plo81]. Ce formalisme consiste en spécifications opérationnelles structurelles qui définissent un lan-
gage constitué de transitions ¢ ¢ ayant la signification suivante : le programme t peut effectuer
Paction a et se reconfigurer en t A la suite de cette action. Nous affirmons qu’il correspond 4 la
définition axiomatique d’un langage un modéle dénotationnel équivalent. En effet les programmes
(termes clos du langage) s’interprétent comme des systémes de transitions et les opérateurs du
langage comme des opérateurs qui réalisent la coopération entre des systémes de transitions argu-
ments tel que cela est spécifié par les régles opérationnelles.

Dans une premidre étape nous allons, pour toute une classe d’algtbre de termes et de sémantiques
opérationnelles de ces termes, expliciter ce modéle initial. Un calcul y sera représenté par la suite
des arbres de preuve de ses transitions et un processus par I’ensemble de ses calculs maximaux
. Nous montrons qu’il est possible de déduire ce modtle des spécifications opérationnelles struc-
turelles. Dans la mesure ol notre construction repose entitrement sur la topologie métrique et fait
appel au théoréme de point fixe de Banach, nous sommes, 4 la fagon de de Bakker et al ([dBZ82],
[dBMO85], [dBK85)) conduits & poser des hypothéses analogues aux hypothéses de Greibach sur
les grammaires algébriques afin d’assurer que les opérateurs servant 3 notre construction soient
contractants. Par exemple, nous utilisons un symbole d’action spécifique o pour représenter le
dépliage d’une définition récursive.

D’un point de vue observationnel le sens d’un programme se réduit 4 son comportement tel qu’il
puisse &tre pergu par un observateur extérieur. Une telle perception correspond i une image mor-
phique du modele initial précédemment défini. Un morphisme d’observation doit étre indifférent an
pourquot et au comment des transitions et actions ; en d’autres mots, il doit pouvoir se factoriser par
le morphisme d’observation fondamental qui remplace les arbres de preuves par les actions qu’ils
induisent tout en conservant la structure arborescente des processus. Nous construisons ce modele
fondamental de la manitre suivante : on définit d’abord une application £;; allant du domaine
opérationnel P correspondant au modéle initial vers un domaine observationnel P ; nous dérivons
des spécifications opérationnelles structurelles un modéle ayant P comme domaine et montrons que
s+ est un morphisme de modeéles.

Afin de répondre aux deux objectifs que nous nous sommes fixés :

o dériver un modele initial 3 partir des spécifications opérationnelles structurelles

o dériver de ce modele initial un modele observationnel par le biais d’un morphisme d’effacement




nous introduisons deux catégories. La catégorie C va nous permettre de définir Pensemble des
processus comme solution d’une équation de domaine. Un foncteur 7 de cette catégorie peut étre
considéré comme une définition stérative des processus. L’ensemble noté Y 7 est obtenu par une
construction de point fixe en itérant ¥ & partir d’un domaine indéfini ; cette construction procure,
ce faisant, une suite d’approximations du domaine construit. La seconde catégorie notée K va
nous permettre de manipuler une classe de morphismes de modéles que nous pouvons qualifier de
morphismes stératifs. En effet, dans cette catégorie nous pouvons associer des définitions itératives
de processus (i.e. des foncteurs de C) par paires ; de fagon plus précise, une transformation naturelle
r: % = 7 dans C va donner naissance 4 un foncteur de K et apparait comme une définition
stérative d’un morphisme entre les domaines limites Y7 et Y%, celui-ci étant obtenu comme
limite de ses restrictions successives sur la suite croissante des paires d’approximations de Y7; et

Y7.

2 Notions de processus

2.1 Calculs et processus
2.1.1 Calculs

Nous verrons que I’ensemble des définitions opérationnelles structurelles équivaut  la donnée d’un
ensemble AR_P d’arbres de preuve et d’une fonction partielle trans définie sur cet ensemble et qui
précise pour chaque arbre de preuve la transition qu’il prouve. Nous allons, ici, définir les calculs
non comme des suites de transitions valides mais plutdt comme les suites d’arbres de preuve qui
leur correspondent.

définition : L’ensemble des calculs est Cal = Cal, U Cal,.L UCal, ol :

o l'ensemble Cal, des calculs finis est défini par :
Cal. = {c =< t,(An)1<n<i(c) >; An € ARP tel que trans(4,) = t, 2 tppr €t by = t}
I(c) s’appelle la longueur du calcul c, les calculs vides (de longueur 0) sont notés < t,e > ou
encore €;

e Cal,.L1 est 'ensemble des calculs non finis ; L est un caractire spécial et . désigne la
concaténation sur le monoide (AR_P U {L})* ; ¢;.L sera noté L,. La longueur d’un tel calcul
est définie par : {(c..L) = {(c) en particulier I(1) = 0.

e Pensemble des calculs infinis Cal,, est défini par :
Cal, = {¢c=<1t,(4n),cN- > 4n € AR_P tel que trans(4,) =t¢, 2 o1 et 8 =t}

t, est appelé origine du calcul ¢; et si n < {(c) on note c(n) = A,.

On définit un ordre partiel sur Pensemble des calculs appelé ordre préfiziel par :

c1<prcz 88i c; =<t,m >, cz=<t,my> et Img€ (ARPU{L})* tel que my.ms=m,
note : les seuls calculs non maximaux pour cet ordre sont les calculs finis

On définit la racine d’un calcul par :

rac(c) = ¢ si c=c.L
¢ 81 ce€Cal.UCal,
on peut alors munir Cal de I’ordre suivant :

8i ¢y est finiouinfini : ¢y =e¢z

c1 Zcg 88i .. .
1 =02 { sic; est non fini : rac(c;) <pc2

on définit la section d’ordre n d’un calcul ¢ par:

ln] = c si llc)<n
T L.l s lc)>navece <prceti(c)=n




On munit Cal de la distance suivante :

0 s8icy=c2
dfci,c2) = ¢ 1 s§c1 =€, ebcy =€, avec t; # iy
z_mm{”/c!(”)¢°2(")} sinon

la propriété suivante est immédiate :
Propriété : Toute chaine de (Cal,<) admet une borne supérieure et (Cal,d) est un espace
métriqgue complet.

Un ca.lcul c est dxt maximal s8’il est maximal pour Pordre préfixiel c’est & dire :
¢c<prc = c=c ainsique pour lordre < ce qui revient i dire : ¢ € Cal, U Cal,. On note Cal,,
Pensemble des calculs maximaux.

Si t € d-Termes on définit sa valeur opérationnelle par :
[ltllop = < ¢, {c € Caly, / origine(c) =t} >

2.1.2 ensemble des processus

Définition : L’ensemble P, des processus est 'ensemble des parties non vides p de Cal vérifiant :
e pestplat : Vey,c0€p ¢y <cza=>c¢1=¢2
e Vei,c2€p ¢y Sprea=>cy=cy

e pest fermé:Vec € Cal, {(Vne€N 3¢, €p.c[n] <cn) = c€p
(en dehors des calculs infinis tous les calculs sont des points isolés de cet espace métrique
la condition précédente exprime donc que p est un fermé pour la topologie métrique et cela
signifie également que Pref(p) = {c € Cal / 3¢’ € p.c < c'} est un fermé pour la topologie
de Scott)

e tous les calculs de p ont la mé&me origine : Ve, c2 € p origine(c,) = origine(c,)
remarques :

e on a choisit de définir un processus comme I'ensemble des calculs mazimauz qui lui corre-
spondent, en particulier si L, € p alors p= {1} on note £3; ce processus.

e si ¢ est un calcul fini de p :c € pn Cal, il ne doit se trouver aucun calcul dans p qui le
prolonge ; en particulier si €; € p alors p = {¢} .

SiA€ARPetp € P, le résidu de p par A noté Aop est défini comme suit :
Aop={cc Cma/ L' ea op tel que ”r\—"r \ let¥n.1<n Sl(c) c(n) =c (n+ 1) }
oll Aop est I’ensemble des calculs de p qui commencent par A c’est & dire :
Aop={cep/c) 21etc(l)=A}

e exemple : si p={AD; AEA ; B; CL } alors ?
Aop={D; EA }; Bop={e;} avec t=résultat(B) ; Cop={L, } avect = résultat(C); Dop=0
e remarques :

— 8i p={¢e} alors VA€ ARP Aop=§

1Les applications partielles suivantes sont définies pour les mémes valeurs que trans par :
si trans(A)=t; = t, alors sujet(A)=t1, compt(A)=a et résultat(A)=t;



— 8i Aop # @ alors Aop € P, et origine(A o p) = résultat(A).

Chaque processus peut se représenter sous la forme d’un arbre déterministe tel que 3 chaque
élément A de AR_P tel que Aop# @ corresponde une branche étiquettée par A et le sous arbre issu
de cette branche est celui qui représente Aop.

L’opération de préfixage est définie par :
<A,p>={c€Cal/3c;€p.lc)=Nc;)+1 et c(1)=A et ¥V n . 2 < n <I(c) c(n)=c1(n-1) }
remarque : si origine(p) # résultat(A) alors < 4, p >= @ sinon < 4, p >€ 5,.

2.1.3 ordre sur 5,

Intuitivement on souhaite que p; < pz si on peut obtenir p; 4 partir de p; en remplagant cer-
taines occurrences des éléments {1; dans p; par des éléments de P, d’origine t. Cela correspond &
Pextension de Egli-Milner de Pordre défini sur les calculs :

pr<p2 88 Ve €EpyIea€ps.c1Lea
Vea€pzdci €p1 . c1 < ez

Proposition 1 : Toute chaine de (P, <) admet une borne supérieure .

Lemme : Toute chaine (i.c. tout ensemble totalement ordonné) contient une partie dense qus sost
bien ordonnée.

On rappelle qu’une partie E dense (ou cofinale) d’'un ensemble ordonné F est une partie de F
vérifiant : Vf € F Je € F tel que f <e.

Preuve du lemme :

D’apres le théoréme de Zermelo tout ensemble peut 2tre muni d’un bon ordre on peut donc écrire :
C={A* [ a€ I} ol est un ensemble bien ordonné. On note < Pordre sur I . On définit la partie
C' de C qui répond aux conditions du lemme de la fagon suivante :

A*e( ssi VBeI(B<ia = AP < A”)

o C' est dense dans C
Supposons qu’il existe un élément A*° de C qui ne posséde pas de majorant dans C' et donc
en particulier il n’est pas élément de C' ce qui entraine : Jda; <1 ap tel que A* < A%,
A°! ne doit pas &tre élément de C' on peut réitérer ce procédé et obtenir ainsi une suite
(xn,n € N) strictement décroissante dans I ce qui contredit le fait que I soit bien ordonné.

o C' est bien ordonné
Si A® et A® sont deux eléments de C' tels que B <r a nécessairement A®? <, A® car sinon A
ne pourrait &tre élément de C'. Ainsi ¢’ muni de Pordre induit de celui de C est isomorphe 3
une partie d’un ensemble bien ordonné et est donc bien ordonnée elle méme

Le résultat suivant prouve, par conséquent, la proposition :

I étant un ordinal au moins égal d 1 ; toute suste croissante (pi)1<i<r d’éléments de P, admet dans
Pr une borne supérieure qui est : p = { sup;(c;) / (ci)ier € Sr }

tel que pour tout ordinal a inférieur & I

So = U S avec SP= {(ci)p<i<a ; croissante telle que Vi € [B, a] ¢ € pi}
pLa

1°"¢ partie: p € P



p est non vide

En effet on peut construire par récurrence transfinie un élément de S A partir d’un élément
de po (celui-ci étant non vide).

Pour cela posons H(a) 'hypothese suivante : "toute chaine de Sg pour B < o peut se pro-
longer en une chaine de S,” et montrons H(a) pour tout a dans [1,I] . Soient par conséquent
a€[1,]] tel que Vy < a H(q) et ¢ = (c;)p,<i<p € Sp pour f < a.

— 1°r¢ étape : on peut prolonger c en (¢;)g,<i<a telle que Vi € [Bo, af ¢; € p;.
En effet d’apres I'axiome de la chaine il existe une chaine maximale (au sens de Pordre :
¢1 C c; signifie que ¢; se prolonge en c3) prolongeant ¢ ; puisqu’elle est maximale son
ensemble d’indices doit d’apres les hyothses contenir chacun des intervalles [, 7] pour
v < a et donc leur réunion c’est  dire B, af.

— 2°™€ étape on prolonge alors cette chaine en un élément de S, .

* 1°" cas : cette chaine est stationnaire
c’est & dire J4Vi > 1o ¢; = ¢, ; mais puisque p;, < p, celui-ci contient un élément
cq supérieur 3 ¢;,.

* 2°™€ cas : ceite chaine n’est pas stationnaire
elle converge alors vers un élément co, € Cal, et ¥Yn € N 34, tel que Cin 2 Cooln)
or p;, < pa donc Elc; € pa tel que ¢;, < c,, et donc coo [n] < c;. Pa étant fermé on
en déduit coo € pq.

Soient c¢; et c; deux éléments de p tels que c¢; < c3
On a ¢; = sup;(c;,;) et ¢z = sup;(cz,;) olt (c1,5); et (cz,5); sont deux éléments de S;.

{1,558 € I} U {cai;: € I} © Pref(cs) ©f {c € Calg/c < ¢3}

Pref(cs) est un ensemble totalement ordonné. Ainsi Vi € I €1,; et ca,¢ sont comparables et
donc égaux (car p; est plat). Et donc ¢; = ¢c3

Soient ¢, et ¢c; deux éléments de p tels que ¢; <p, ¢co
On a ¢; = sup;(cy,;) et c; = sup;(cz,:) od (cy,5); et (c2,4); sont deux éléments de Sy.
N\
— Sicy & Cal, alors nécessairement ¢; = ca.
— Sic,; € Cal. la suite (c1,); est donc stationnaire & partir d’un rang %;.

* Silasuite (cz,); est stationnaire A partir d’un rang 15 alors si i=max(s1,13) c1,i = ¢;
et cz; = ca. Puisque p; est un processus ¢; ; <p, ¢z entraine c;; = ¢ca,¢ et donc
C1 = Ca.

+ Sila suite (c34); n’est pas stationnaire alors ¢ € Cal,, et il existe un rang j qu’on
peut supposer supérieur a i tel que ¢; <p, ¢z, < ¢z et donc ¢; = ¢1,5 <prca; .
Puisque p; est élément de P, on a €1, = €1 = cg,; et donc ¢; < ¢z ce qui est
impossible car ¢; € Cal, et ¢; € Cal,,.

Il est clair que tous les calculs de p ont la méme origine.

p est fermé

Soit ¢ un élément de Cal, tel que ¥n € N e, € p tel que ¢[n] < ¢c,. Ainsi cp, = supg(cn i)
olt (¢p,k)k est un élément de Sy . remarquons que p contieni tous les calculs finis €t infnis
des py donc #'il existe un indice k tel que ¢ € p;, alors ¢ € p. Puisque Cnk S cp et cin] <e,
ces deux éléments cp i et c[n] sont comparables, deux cas sont donc possibles :

—oubien FpeN* k€I Vn>pcn]<cps
alors puisque pi est fermé ¢ € pj et donc ¢ € p.



~oubienVpeEN* VE€I 3In>p ¢ p < ¢[n]

On utilise Phypothése avec p; = 0 et donc Vk € I 3n; > 0 ¢ny,k < ¢[ny] en particulier
n11 < cfny) .

On utilise alors I'hypothése avec p; = n; et donc Vk € I Ing, > N1 Cnyk < c[na)
en particulier c,,, 2 < ¢[n;] mais puisque p; < p; il existe un élément ¢, de p1 tel que
€1 < Cn,,2; €1 €6 ¢p, 1 sont deux éléments de p; inférieurs A c[ny] ils sont, par conséquent,
comparables et donc égaux (car p; est plat). Ainsi tny,1 < Cny,2. On réiteére ce procédé
pour construire une suite croissante (cn,,x)x telle que ¢,k € pi et gk < cfni] od
(nk)k est une suite strictement croissante d’entiers. Et donc ¢ = supy(cn, &) € p.

2°™m¢ partie : p est la borne supérieure des p; ot € I
e p est un majorant des p;

— Soient un indice 1y et ¢ un élément de Pio- On construit une suite (c;);,<i<s de Sy telle
que ¢;, = ¢ par récurrence transfinie ,de la m&me fagon que précédemment. Et ainsi
¢ =ci, < c=sup;(c;) € p. Et donc Ve € p; Ic € p tel que ¢; < c.

— Soit ¢ € p alors il existe une suite (c;); de Sy telle que ¢ = sup;(c;) et donc ¢ > ¢;.
Ainsi Ve € p 3c; € p; tel que ¢; < e.

e soit q un autre majorant des p;

—~ goitc € gq
Vi € I 3¢c; € p; tel que ¢; < c. Soient j et k deux indices de I tels que 7 < k puisque
p; < pi on en déduit 3¢’ € p; tel que ¢ < ek c; et ¢’ sont tous les deux inférieurs
& ¢ donc comparables. p; étant plat c; = ¢’ et donc ¢; < cx. Ainsi (¢;); € Sy et par
conséquent ¢ > sup;(c;) € p.
Donc Ve € ¢ 3¢, € p tel que ¢ < c.

—soitcep :
¢ = sup;(c;) okt (c;); est un élément de S;. p; < q et donc Hc:- € g tel que ¢; < c: .

* SiceCal, ,
VYn € N 3k, tel que ¢[n] < ¢k, < Ck, 5 q étant fermé c € q.

* Sic¢gCal,
La suite (c;); est stationnaire A partir d’un certain rang j et donc c=c; < c;-.

Dans les deux cas: 3¢ € gtelquec<c.
Donc p est bien le plus petit des majorants de (9é)s-
remarque : L’hypothése de fermeture des processus est indispensable pour assurer Pexistence
d’un plus petit majorant comme Pillustre Pexemple suivant :
Soit la suite (p;); définie comme suit : p, = {cp4.L/0< k < n} avec co0 = € et
e VneN Cntlntl = cn.n-An+l,n+1

e VneNVEO<k<n Cntl,k = Cnk-Ant1,k

On définit successivement ceo,n = 8UPL(C,n) ; Coo,00 = supy(ck,k) ; ¢ = {coo,n/n € N} et
P = qU{ceo,00} ; P et q sont alors deux majorants non comparables des p; (mais q n’est pas fermé).
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2.1.4 Distance sur 5,

On définit une distance ultramétrique sur P, par :

d(p,p2) = O ® p1=p
o-min{n/ pinl#paln]} gn o

ol p[n]={c[n] / c€p }.

On dit qu’une suite (u,) est une suste de sections si :

in,meN n<m=>u, = ty[n]

ce qui équivaut de fagon claire 3 la condition : Yn € N u,, = up41[n] ou encore 4 :

Vn € N d(up, tn+1) <27".

La propriété qui suit justifie cette appelation :

Propriété : si (u,) est une suite de sections alors elle admet une borne supérieure u et ;

* u, = u/n/
e lim, ., u, = u

On voit ainsi que pour de telles suites la limite pour la convergence métrique coincide avec

la borne supérieure de ses éléments. Le cas d’une suite de Cauchy peut s’y ramener grice 4 la
définition suivante :
Définition : Sia = (a”)nEN est une suite de Cauchy d’éléments de P, on appelle régulateur de
convergence de cette suite Papplication ¢ de N dans N définie par : (n) est le plus petit entier
tel que Vp 2 ¢(n) Vg > (n) d(ap, a) < 27" et la suite Dir(a) = (bn)eN telle que by, = ay(n)[n]
constitue la direction de la suite .

Propriété : sia = (a,) neN est une suite de Cauchy de P, sa direction est une suite de sections
et a converge vers la limite de sa direction
Preuve :

e Il découle de sa définition que ¢ est croissante et que tous les éléments a, correspondant
des indices supérieurs & y(n) ont la méme section d’ordre n. En particulier si n<m :
bn = aynjln] = 2gim)ln] = (ayiu;lml)in] = baln]
La direction de a est donc bien une suite de sections.

e Soit b = sup,(b,) sa borne supérieure. On a d’une part Vp > ¥(n) b, =ap|n] et donc
d(bn, ap) < 27" et d’autre part by, = b[n] et donc d(bn, b) < 27" la distance é&tant ultramétrique
on en déduit que d(ay,, b)) <max{d(a,, bn), d(bn,b)} < 2"



Et ainsi :
Proposition 2 : P, est un espace métrigue complet

remarques : A toute suite de Cauchy on peut donc associer une suite croissante et qui a la
méme limite qu’elle. Par exemple si p, = { A”.B } on a Dir(p,) = ({A".L}) et limp, = A¥
.Par contre il existe des suites croissantes et qui ne convergent pas pour la topologie métrique vers
la borne supérieure de leurs éléments . Par exemple la suite (p,) définie par p, = {Ax.B/k <
n}U{Ak.L/k > n} ot { Ak ; k € N } est une partie dénombrable de AR_P est une suite croissante
dont la borne supérieure est p, = { Ax.B; k € N } pour laquelle on a d(pn, pu) = %

La propriété suivante montre le lien existant entre I’ordre et la distance sur P :
Propriété :5: on définit AR_P(p)={ A€ AR_P; Aop+#® } dlors :

e p < ¢ ssi origine(p)=origine(q) et p =0, ou bien AR_P(p)=AR_P(g) et
VA€ ARP(p) Aop< Aog

o de plus si on définit les préordres <,, par :

- p <o ¢ ssi origine(p)=origine(q)
— p <n4+1 88i origine(p)=origine(q) et p = 0, ou bien AR_P(p)=AR_P(q) et
VA€ ARP(p) Aop<n Aog
alors
dipyg) = 0 ssVneN p=,¢q
27% o4 k = min; (p %, q) sinon

]

ot p,q <> p<pqetg<n,p

preuve :
e Le premier point se vérifie sans difficulté .

e Pour le second notons que la relation p 24 g est toujours vérifiée et que :
P=nr1988i p=g=1; oubien p etg# 0 et VA€ ARP Aop=, Aogq. Cela revient
donc 3 établir p =, ¢ ssi p[n] = g[n]. ce qui est immédiat une fois que I'on a remarqué que
sip#Quet {e} pln+1] = Uycarp <4 (4dop)n] >

2.2 Caractérisation équationnelle des processus
2.2.1 un cadre catégorique

Afin de pouvoir dériver les opérateurs sur les processus & partir des régles opérationnelles, nous
avons besoin d’identifier, de facon récursive, les processus avec des fonctions qui associent 2
chaque arbre de preuve un multi-ensemble de processus. Ceci nous conduit 4 choisir le domaine de
Pinterprétation comme solution d’une équation de domaine. Pour cette raison nous allons utiliser
des méthodes empruntées 3 la théorie des catégories ce qui fournit un cadre général dans lequel de
telles équations peuvent &tre résolues de fagon systématique ( voir Smyth-Plotkin [SP82] et Wand
[Wan79]). Nous procédons de la fagon suivante ; nous nous donnons une catégorie de domaines
C avec wP-limites et contenant un objet terminal et un foncteur continu' 7 sur € qui décrit la
propriété requise , on résout alors dans C I'équation X = 7(X) en utilisant la construction de
point-fixe suivante. Nous noterons Y ¥ la limite projective de la w°P-chaine

. .
Op =012 07...0, <> Opyy...

dans laquelle :



e 0o est objet terminal et €N Opy1 = F O,
e 7o est Punique morphisme de O; dans Op et Vn € N 7,4y = F(m,)

¥ étant continu 8 = Y ¥ est solution de 'équation précédente ; c’est 3 dire : S = Y 7.
De plus si on définit la catégorie F-alg des F-algébres par :

e ses objets sont les couples (0, @) tel que O soit un objet de la catégorie C et que a soit un
morphisme de 0 dans ¥0

e Ses morphismes (0, a;) 2, (O2,az) sont en correspondance bijective avec les morphismes

O kA 02 de C tels que le diagramme suivant commute :

0, —2 .70,

¢l [w
02 _32_‘; 02

Si ¢ désigne I'isomorphisme entre S et 7 S du fait que Op est un objet terminal de la catégorie C
on sait que (S, ¢) est un objet terminal de la catégorie 7-alg.
2.2.2 La catégorie
On définit la catégorie C par :
e ses objets sont des quadruplets (X,<,d,r) tels que

- r& NU {+o0}

= d est une distance ultramétrique prenant ses valeurs dans {0} U {2-";0< n < r} faisant
de (X,d) un espace métrique complet.

— < est une relation d’ordre sur X telle que toute chaine d’éléments de X admet dans X
une borne supérieure

¢ ses morphismes sont les applications (X;, <;,d;,r,) 2, (X2, <2, da, rg) vérifiant :
—r2r
~ ¢ est continue pour l'ordre : z = sup,z, = ¢(z) = sup, ¢(z,)
= 4(2) # ¢(y) = di(=z,y) = d2((2), 4(y))
= 8iz # y alors (¢(z) = ¢(y) <=>dy(z,y) <277)

Propriété : Cette catégorie est compléte par limite projective d’w°P-chaines

e e s T _ w. ) B def . R
En effet soit A = Py = Py & V... Fy < FPp4,... unetelle chaine soit alors P = (S,<,d,r)
tel que :

o r=limys.iorn € NU {+0c0}

® S est Pensemble des suites (sn) telles que s, € P, et YneN s, = Tn(Sn+1)
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e < est définipar: S, < S; ssi Vn € N S;(n) <, Sa(n)
e d est défini par : -

d(S1,8) = du(51(n),S2(n)) ob n=min{n €N/ Si(n) # S2(n)}

= 0 siVneN Sl(n) <n Sg(n)

P est la limite projective des P, (on notera P =1lim._ P, ) :

e On montre que P est un élément de la catégorie C ; ce qui nécessite, en particulier, de vérifier
que (P,d) est un espace métrique complet et que toute chaine de (P,<) y admet une borne
supérieure (voir le paragraphe 2.2.6 pour ces preuves).

e on définit A, : P — P, par : A,(s) = s(n) on vérifie qu’il s’agit d’'un morphisme , de plus
du fait que s(n) = mp(s(n + 1)) on déduit : A, = 7, 0 Ap41 . On obtient donc ainsi un cdne
A: P — A pour cette chaine.

e Sip: Q — A est un cone pour cette chaine il existe un unique morphisme Q —— P tel que
An o = y, il est défini par :
Vg € Q@ a(g) = s est 'élément de P tel que : Vn € N s(n) = ua(q)

De plus cette catégorie posséde un élément terminal qui est ({0 },<o,do, 0) ot <o et do sont définis
de la seule fagon possible :

l <o Netdo(0,0)=0

En effet si 0 = (X, <,d,r,0) est un élément quelconque de C il existe un unique morphisme de 0
dans ({Q},<o,do,0) définipar: Vz € X ¢(z) =0

2.2.3 foncteurs de C

0 = (X, <,d,r) désignant un élément courant de cette catégorie C on peut définir les foncteurs
suivants qui s’avéreront suffisant pour décrire la structure des processus :

® My[.] correspond au choix non déterministe et est défini par :

- M;s(0) = (My(X),<.,d.,r) olr:
* My(X) désigne ensemble des multi-parties finies constituées d’éléments de X
* £ <, 7 ssi il existe une bijection ¢ de £ dans 7 telle que : Vz € £ z < ()
* d, est définie par:

d.(€,7) 1 si Card(&) # Card(7)

minOGPn max;<i<n d(Ah Ba.-) si £ = {Al’ ceey An}
et F= {Bl,...,Bn}

(Prn désigne Pensemble des permutations de {1,...,n})
- 8i X %4 Y est un morphisme on définit le morphisme My (X) M) 1Y)

par:
Ms(ENW) = > &)

z€¢~{y}

note : si & est un élément de M;(X) et x un élément de X on note &(x) le degré de
multiplicité de x dans €.

e A x|[.| correspond au produit & gauche par les termes élémentaires définissant les processus :
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- Ax 0 =(AxX,<4,d4,r)olr:
* <3, 2> 2<by><>a=betz<y
* dj est définie par :

1 si a#b
dA(< az>,< b)y >) = { d(zi y) Binon#

— Si X % Y est un morphisme, on définit le morphisme A x X 4% A x ¥ par:
AXd=14%x¢

e [.]E correspond au choix déterministe gardé et est défini par :

- 0F = (E— X, C, dyyp,r +1) avec:
* E — X désigne 'ensemble des applications de E dans X
+ ¢ C ¢ ssi Vac E ¢(a) < ¢(a)
* dyup($)¥) = 38UP.eg d(4(a), ¥())

B
-SiX2Y estun morphisme , on définit le morphisme XZ ¢, YE par:

¢F = M. goy
e [.]Jn correspond A Pajout d’un processus indéfini :

- 0a = (Xa,<a,dqa,r) avec :
* Né€Xet Xg = XU{Q}
* <q est défini par :

z<gy ssioubien z = N
oubien z#0N, z#£Qetz<y

* dq est défini par :

da(A,B) = 0 si A=B=0}
1/2 siA=N1#Boud#0=38B
d(A,B) sinon

-SiX2Y estun morphisme , on définit le morphisme Xg b Yq par:
$a() = Netsiz# 0 ¢q(z) = ¢(z)

On vérifie , pour chaque foncteur 7 précédent, que les structures 7O ainsi définies sont effective-
ment des objets de C et que 74 est bien un morphisme de C chaque fois que ¢ P'est. Ces vérifications
ne présentent pas, en général, de difficulté seul le cas de M; nécessite quelques attentions (voir le
paragraphe 2.2.6).

On montre, de plus, que chacun de ces foncteurs est continu.

2.2.4 Une caractérisation équationnelle des processus

Nous allons maintenant donner une caractérisation équationnelle des processus, pour cela on in-
troduit le foncteur 7, = d — Termes X [} o [.]q o []42-F o M, (dans C) ; en particulier, % (X) =
d— Termes x ({1} U (ARP — My(X))) (dans Ens) 2

3Si V est un ensemble d’ensembles, Ensy est la catégorie ayant pour objets les ensembles X € V et pour fldches
les fonctions :X — Y avec la composition usuelle des fonctions. Par Ens on désigne une de ces catégories (cf.
[Lan71]). Alors pour tout foncteur 7 de C on notera également ¥ le foncteur de la catégorie Ens qui est défini de
la méme fagon que lui (en oubliant les parties qui, dans sa définition, concerne I'ordre ou la distance).
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et on définit le domaine P par P &f Y#H.
Il reste A établir le lien entre ce domaine P et le domaine P, plus intuitif que nous avons introduit
plus haut.

Proposition : l’application ¢ de P, dans #,(P,) définie de la fagon suivante est un morphisme
de C

o St p=Q; alors ¥1(p) =< t,0Q >

e Sinon ¥,(p) =< origine(p), A .si Aop # § alors {A op} sinon @ >
Preuve

o P, et #i(P:) sont de rang +oo

e on a de fagon immédiate : p <nt1 ¢ <= ¥1(p)(F1 <n)¥1(g) ot <, sont les préordres définis
en 2.1.4.0n établit alors le lemme suivant :
lemme : (%1(p)) (% <)(¥1(9)) =>VreN (¥1(p)) (% <n)(¥1(p))
preuve :
Si1 C est une relation d’ordre on a :

(¥1(p))(7 E)(¥1(q)) <= origine(p) = origine(g) =¢ et
ou bien p=1(,

ou bien AR_P(p) = AR_P(q) ¢t VA€ ARP(p) AopC Aog

de [p<g<=VneN p<, g on déduit immédiatement que :
($1(2))(F1 S)(¥1(q)) <= Vn €N ($1(p))( <a)(¥1(9))

Du fait que quels que soient p et q on a p < g le lemme précédent donne :
p < g <= (¥1(p)) (%1 <)(¥1(q))
* On a d(¢1(p), ¥1(q)) = d(p, )

La vérification est immédiate dans les cas particuliers ol p et q n’ont pas la m&me origine ou
bien #’il 'un des deux au moins est de la forme f2; ou {e:} et dans les autres cas on rappelle
(2.1.4) :

pn+1= |J <A (Aop)n >
AEAR_P

et donc si uy, . P(n) désigne le plus petit entier vérifiant P(n) ou +oco s’il n’y en a pas, on a :

po - [pln] # gln]l = 1+ min (pm . [(Aop)[m] # (40 p)[m]])

Et donc si AR_P(p)# AR_P(q) ; d(¥1(p), ¥1(q)) = d(p,g) = 1/2 sinon :

d(¥1(p), ¥1(q) = d(p,q) = 1/2 x pc % d(Aop,Aoq)

Et ainsi (P, 1) est un élément de 7-alg ; par conséquent il existe un unique morphisme a tel que
le diagramme suivant commute :
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On peut identifier P, avec son image par a dans P en effet P, et P ayant pour rang +00 , o est
une injection et ,en restreignant son image i o] , il ’agit d’une isométrie et d’un isomorphisme
pour Pordre.

2.2.5 opérations sur P

somme sur P

En utilisant Pisomorphisme existant entre P et d-Termes X ({1} U (AR_P — M/(P))) on peut
définir la somme d’une famille finie {P;;s € I} d’é1éments de P A condition qu’ils aient tous la
méme origine t et soient tous différents de {3, par :

D P =<t,)A.) Pi(4)>

i€l i€l
(ot le second symbole }_ désigne la réunion de multi-ensembles).

Propriété : la somme est non ezpansive ce qui signifie :
Si€ ={P;1<i<n}et? ={Q,;1< j < m} sont des éléments sommables (au sens précédent)
de My(P) alors :

d ) P Y Q)<d({Ps1<5i<n}{Q51<5<n})

1<i<n 1<5<m

preuve
Sin # m alors d.(€, 7) = 1 et Pinégalité est donc nécessairement vérifiée. Supposons donc n=m
alors : " " " n

AP D Q) =1/2x  max di(3° Pi(4), 3 Qs(4)

i=1 =1 =1 =1

Or d.(¢, 7) = minyep, max; <i<nd(Pi, Qoi) on peut supposer que la permutation qui fournit ce
minimum soit I’identité et alors :

4(6,7) = max d(P, Q) = 1/2 max max d.(Pi(4), @:(4)

Nous sommes donc ainsi amener 3 établir :
n n
d‘(; F(4), Z; Qi(4)) < max d.(Pi(4), Qi(4))
= = .

§'il existe un indice i pour lequel P;(A) et Qi(A) n’aient pas le méme cardinal alors, dans ce
cas, d.(P;(A), Q:(A)) = 1 et linégalité est nécessairement vérifide . Supposons don¢ maintenant
Vi 3n; € N Card(F;(4)j = Card(Q:(4)) = ni et posons Pi(4) = {P,; /1< j < ni) et Qi{A) =
{Q:;/1<5<n}alors:

d (X1 Pi(4), 7, Q:(4))

i

d. (E:;l ;;1{R.j}a 2?:1 ;"=1{Qu})
= mfnaePerm maxcgi, s> d(Pi.j: Qi,j)
S Milyep,,, Maxe,, ;> d(F,j, Qi ;)

AL T PR 1) 11 b [ Y YR . [ S 11 & 20 o e oab 1

Uu rerin esy 1 ensempie ae ouves 1es peruiuvavioins ae 1S g -~ [/ + > > 718 Cv
' . 3

Perm’ est le sous ensemble de Perm constitué de celles qui sont de la forme

0 <#4,5 >=<1, pi(j) > ol p; est une permutation de {1,... yni} (pi € P;) ainsi :

IA
IA

an at
v

N 1
JS g€

ocPerm S35 AP0 ) = 2 i s Pos Qi) = e (P(4), Qu(4)
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préfixage

En abrégant I’écriture A A . 8icond alors { X} sinon®” én "AA . Cond X” Popération de préfixage
telle qu’elle a été définie sur P, s’étend aux éléments de P en une opération partielle de la fagon
suivante : si B€ ARP et P € P < B, P > est définie lorsque résultat(B)=origine(P) et vaut
alors < sujet(B),AA.(A=B) : P >.

Et si < B, Py > et < B, P; > sont définies d(< B, P,),< B, P, >) = 1/2 x d(Py, P,).

2.2.6 Preuves

’complétude’ de la limite projective Pour prouver que la catégorie C est compléte par limites
projectives il nous reste A établir les deux propositions qui suivent :

Proposition (P,d) est un espace métrigue complet

Remarquons que si r < +00 alors P est trivialement complet puisque toutes les suites de Cauchy
sont stationnaires ; supposons donc que r = +o0 et notons sy, le plus petit indice tel que r,, > n.
Ainsir, >2mé&&m>yu, .

On remarque : S;(n) = S2(n) <= d(S1,52) <2~ ™

soit encore : Sy (pm) = Sa(pm) <= d(S1,82) < 2™ ™

Soit (Sp),cN une suite de Cauchy d’éléments de P ; sa n‘“™® composante (Sp(n)) N est une
suite de cauchy de P, (car d,(Sp(n), S¢(n)) est soit nulle soit égale & d(Sy, S;) ) et donc converge
dans P, vers un élément S(n). Les morphismes =, étant continus pour la distance on en déduit
que S(n) = mn(S(n + 1)) et que, par conséquent, la suite S=(S(n)), . N est un élément de P.
(Sp) e N étant une suite de Cauchy : ¥m € N3p,, . Vp, ¢ > pm d(Sp, Sg) < 2™™ . et donc toutes les
suites d’indice supérieur & p,, coincident au moins jusqu’au terme de rang g, et donc coincident
aussi jusqu’a ce rang avec la suite S. Par conséquent, Ym-€ N 3p,, . d(S,Sp) < 2™™. Ce qui
montre que S est la limite dans P de la suite (Sp) ¢ N-

Proposition : Toute chaine de (P, <) y admet une borne supérieure.

Si (Sp)p est une chaine de P alors pour tout entier n (S,(n)), est une chaine de P, qui admet
donc dans P, une borne supérieure S(n) ; les morphismes ,, étant continus pour P’ordre on en
déduit que S(n)=x, S(n+1) et que, par conséquent, la suite s=(S(n)) neN st un élément de P. Il
est immédiat de vérifier que s est la borne supérieure de (S,),, dans P.

quelques vérifications concernant le foncteur M,
Proposition : Si (X,d) est un espace métrique complet alors (M;(X), d.) Vest aussi

Soit (Ak),eN une suite de Cauchy de M;(X). On peut en extraire une sous suite (By) xeN telle
que : Vj,k € N d.(B;, Bx) < 277 (en particulier tous les éléments de B; ont le méme cardinal p
dés que 5 > 1) Soit 0,, pour n € N* définie comme étant une bijection de B, dans B, telle que:

du(Bn, Bny1) = max{d(z,0n(z))/z € Bn}

Si By = {a1,...,a,} on peut alors définir p suites dans X de la manidre suivante : o; = (a¥) ke N-
aveca} =a; et aFt! = ok(a¥) ainsi af € By et d(a¥,af*') <d. (B, By+1) < 27k, La distance sur

X étant ultramétrique il est immédiat que :
Vi.1<i<n VjeN* VkeN d(af,al**) < 2-7

Les p suites a; sont donc des suites de Cauchy, elles convergent donc dans X vers une limite al®
.Tous les éléments de la suite (af-‘) ke N+ & partir du rang j appartiennent 3 la boule fermée de centre

a{ et de rayon 277 leur limite a° se trouve donc aussi dans cette boule, c’est i dire d(a{ ,al) <277
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si on définit By, = {a{°,...,a5°} on a alors d(Bk, Boo) < 27*. Ainsi (Ax)reN est une suite de
Cauchy qui admet une sous suite convergente elle est donc elle méme convergente. '

Proposition : St toute chaine d’éléments de (X,<) y admet une borne supérieure alors toute
chaine de (My(X), <.) admet dans M;(X) une borne supérieure

Remarquons que si C est une chaine d’éléments de M;(X) chacun de ses éléments doit avoir la
méme cardinalité k ; notons Mx(X) ’ensemble des multiparties de X contenant k éléments. On va
essayer de construire k chaines d’éléments de X 2 partir d’une chaine d’éléments de M(X).

SiC = {A%*/a € I} est une chaine de My(X) on dira que C admet une décomposition en fibres
{C1,y...,Ck) lorsque Vi € {1,...,k} C; = {A? / a € I} est une chaine de X et :

e A° <, AP = (Vie{y,...,k} AF < AP)
o A = {A? /1<i<k}pourtouta€l

Et la proposition est obtenue grice au lemme :
Lemme 1 : SiC admet une décomposition en fibres (Cy,...,Ck) et ss C®est la borne supérieure
de C; dans X alors C° = {C® /1 <1< k} est la borne supérieure de C dans My(X)

Le probléme se ram&ne alors & décomposer la chaine C en k fibres. L’idée est de faire cette construc-
tion par récurrence transfinie mais Pordre <, n’est pas un bon ordre. Le lemme montré en 2.1.3
indiquait que toute chaine contient une partie dense bien ordonnée. Nous sommes donc ramenés 3
établir :

Lemme 2 : Toute partie bien ordonnée de My(X)admet une décomposition en fibres

Preuve du Lemme 1

On a besoin du lemme supplémentaire :

Lemme 8 : SiC = {A® / a € I}est une chaine de Mx(X)et si P = {Ckx /1 < k < N}est une
partition de C ayant un nombre fins N de classes alors sl eziste au moins une classe de P dense
dans C

Preuve supposons qu’aucune des classes Cj ne soit dense dans C . Puisque C; n’est pas dense dans
C il existe au moins un élément A** de C \ C; qui n’est majoré par aucun élément de C]1 mais
comme l'ordre est total (il s’agit d’une chaine) on en déduit que A%* est un majorant de Cj.
Sans perte de généralité on peut supposer que A** € C;. On fait le méme raisonnement avec C; et
on obtient ainsi un élément A*? de C\C; et qui majore strictement Cy. A% ne peut pas appartenir
4 C; car sinon on aurait A la fois :

e A™ > A" car a; majore strictement C; et A% € C,
e A% > A“* car A”? majore strictement Cy et A% € C,

On peut supposer que A®? € C; . En réitérant ce procédé on trouve N-1 éléments : A%* pour
1 < k < N tels que A** € Cyyy et A** majore strictement Cy. Par transitivité de la relation
d’ordre : A°¥-1 € Cy et majore UkN;ll Cr = CyouCy estle complémentaire de Cy dans C.
On voit alors que Cv est dense dans C : en effet soit A € C il existe B € Ci tel que A < B car :

e ou bien A€ Cy et on prend B = A%¥-1
® ou bien A € Cy et on prend B=A

d’ou la contradiction .
Prouvons maintenant le lemme 1

16



e Par hypoth'éses onadonc C;={A? fa€l} ; C={A*, a€ I} avec:

- A*={A? /1<i<k}pourtoutael
- Va,fe] A* <. AP = (Vil<i<k A? < AP)

e Soit A* un élément de la chaine C Vi.1 <3s < n A¥ < AP et doncA* <, C*® ainsi C™ est
bien un majorant de C.

e Soit B={B,, ..., Bx} un majorant de €

— Notons ) I'ensemble des permutations o de {1,...,k} ; Y a un nombre fini d’éléments:
Card(}])=k!

— Puisque A* <, B il existe au moins un élément o, de Y (s’il y en a plusieurs on en
choisit arbitrairement un) tel que : Vi.1 <i <k A < B,,a(.-)

— A chaque élément o de Y on associe ¢, = {A* [/ 04 = 0} . On obtient ainsi une partition
de C en au plus N classes ; le lemme précédent nous assure qu’il existe au moins une
classe ¢, de cette partition qui soit dense dans

— EtdoncVa el Vi.1<i<k A7 < B,(;) (car A est majoré par au moins un élément
AP de c, et alors A? < A? < B,(;))
— B,(;) majore C; et donc C° < B,y et donc C* <. B

~ Preuve du lemme 2 :

Soit C = {A% & < I} une partie bien ordonnée de My (X) c’est i dire I est un ordinal tel que

[1,1] soit un ensemble ordonné isomorphe & C. On construit les k fibres par récurrence transfinie de
la manitre suivante :
Pour a € [1,I] on pose H{a) I’hypothese suivante : * Toute décomposition en fibres de CP =
{A7;y < B} pour B tel que B < a se prolonge en une décomposition en fibres de C*». On montre
alors H(a) pour tout a dans [LI] . Pour cela, soit a € [1,]] tel que ¥y < a on ait H(y) et
soit C‘-ﬁ = {A};4 <1 B} pour 1 < i < k une décomposition en fibres de C? pour un certain
B < a. On peut, comme en 2.1.3, utiliser Paxiome de la chaine pour en déduire Pexistence de
C#={A];y<ra} pour 1<i<ktels que:

eVy<ja A"={A];1<i<k}
em<im<ra=> (Vi 1<i<k A" < A7)

et il faut construire C¢ = {A]; v <1 a} pour 1 < 1 < k et prolongeant les propriétés précédentes. Pour
cela :

¢ si a posséde un antécédent S
AP <, A et donc il existe une bijection ¢ de AP dans A® telle que :
Va € AP a < ¢(a) on définit alors AZ par A? = (A7)

e 8i o est un point limite
Sion note C;° la borne supérieure de la chaine c? le lemme 1 indique que C*° = {CF;1<i<n}
est alors la borne supérieure de C* = {A7;y <; a}. A® majore C* et donc C*® <, A® . il
existe donc une bijection ¢ de C*® dans A® telle que : Ya € C® a < #(a) on définit alors
AF par AF = 6(CF)
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Dans les deux cas il est clair que les C sont des chaines et que les conditions précisées plus haut
sont vérifiées.

Proposition : Le foncteur My est continy.

Soit A = Py« P, & .. P, &P,,.H L une w’-chainede C et A : X — A sa limite
projective . Il lui correspond par M; la chaine :

My(8) = My(Po) “E= My (P) ™) | My (Pa) ML) My (Poyy) omms)

Soit 4 : Y — My(P,) sa limite projective ; il faut donc montrer qu’il existe un isomorphisme
entre X et Y autrement dit une paire < , § > de morphismes de C entre X et Y réciproques I'un
de l'autre .

définition de o

On définit un cdne M;(A) : M;(X) — M;(A) sur la chaine A par : ¥n € N Ms(Xn)
Ms(X) — M(Pn). 1l existe donc un unique morphisme a : X — Y tel que Vn : Mys(2n) =
Hn oa c’est & dire : a({S1,...,5,}) =S avec S(n) = {Sy(n),..., Sx(n)}.

définition de g

Soit S un élément de Y on construit par récurrence des suites S; € X (1< j <k = Card(S)) telles
que: §(n) = {Sy(n),..., Sk(n)} tout en montrant ’unicité du multi-ensemble B(S) = {S1,..., 5}
ainsi construit . Nous dirons que 5(S) est la décomposition en fibres de S.

Supposons donc construit jusqu’au rang n la décomposition en fibre de S , notons la :

B(S)[n] = {S1[n], ..., Sk[n]} . Pour prolonger cette décomposition au rang n+1 on utilise le fait
que S(n) = n,(S(n+ 1)) et donc qu’il existe une numérotation {Spt1,..., 8%} des éléments de
S(n + 1) telle que Sj[n](n) = Ta(S7*1) . On obtient ainsi une décomposition en fibre prolongée
B(S)in+1] = {Si[n+1],..., Se[n + 1]} ob Sj[n+ 1] = Syln].S7*t 3

Soit o une permutation de {1,...,n} telle que S;[n|(n) = Tn(Sq; ') . On obtient A priori, grace
4 0, une autre prolongation de S(S)[n] en A(S)[n + 1]° = {Si[n).S3F ; 1 < j < k} ce qui peut
encore s’écrire f(S)[n + 1] = {So-1;[n].87* ; 1< j < k} mais on remarque que les suites finies
S;j[n] sont caractérisées par leur dernier élément Sj[n](n) puisqu’on obtient alors tous les autres
grice aux morphismes 7, (1 < 5 < n) ; et donc puisque Sj[n](n) = S,-1,[n)(n) = mn(S;(n + 1))
on en déduit S;[n] = S,-1,[n] et, par conséquent, B(S)[n + 1)° = B(S)[n] ce qui établit Punicité
de la décomposition en fibre ainsi construite.

Il est immédiat que o f = 1y et foa = 1 x. Vérifions maintenant que l’application B est un
morphisme de la catégorie C.

e Notons tout d’abord que rang(X) = rang(Y) = lim, rang(P,) =r

e Montronsque: S < §" = BS < BS’

Soit B(S) = {$y,..., Sy} et donc LIS‘(n‘) = {.S:l(n),...,gk(n)}

et B(S') = {S},..., 5} ¢t donc S'(n) = {8:(n)y ..., 8,{(n)}
onaS<S <= 8(n<8'(n)

Pour cela, 'désignons par I,, 'ensemble des permutations o de {1,...,k} tellesque V5 1 < 7 < k
Sj(n) < S,,(n) notons :

! . »
— S(n) < S (n) signifie que E,, # @
— le fait que les morphismes r,, soient croissants eniraine que Zp41 C 2,

— Enfin on remarque que ces ensembles sont finis car Card(Z,) < n!

"’Si 8 = (8(i))1<ign st une suite finie et x un &lément la notation ' = S.z désigne la suite finie 8’ =
(& (H1<ignsr telle que si 1 < i <n §'(3) = S(i) et §'(n+1) = 2
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donc il existe un élément o dans (], Z,, . Par conséquent V5 1< 5 <k S; £ Sgj cest A
dire 8(S) < A(S")

o Montrons que si A(S) # B(S’) alors d(8,S’) = d(8S,8S")

B(S) # B(s’ ) = aBS# aﬂS' car a est injectif
= d(8S,88")= d(aﬂS’ aBS') car o est un morphisme
— d(ﬂSﬂS)—d(SS) car aof =1y '

o Puisque X et Y ont méme rang la condition restant 3 vérifiée équivaut & l'injectivité de S et
est donc, de ce fait, vérifiée.

2.3 Morphismes de modeéles

Pour décrire une classe de morphismes de modéles nous sommes conduits A nous intéresser i la
catégorie K dont les objets sont des tnplets <e¢,m,c >olcetc sontdeux objets de la catégorie
Cetm une application de ¢ da.ns ¢ croissante et non expansive , et tel que les morphismes de
< c1,1r1,c1 > dans < e¢g, 1r3,c2 > soient les paires < h,k > de morphismes de C tels que le
diagramme suivant commute (dans la catégorie Ens):

€] ———————— C

m] k tfz

¥ 1
31 7

K posséde un objet terminal qui est : < o, 1p,, Po > et est compléte par limite projective d’w’-
chaine .

Eneffet si A = Xp <> X;... X, &= Xn+1... est une telle chaine avec X, =< cp,n, ¢, > et
¢n =< hp, kp > on en déduit les deux chaines de C :

A1=Co4h—001 Cn‘h—ncn+1..

Bz = co e c1unnCp ¢ Cpyy e

qui admettent , par conséquent des limites projectives dans C montrons que :

lim A =<lmAy, II Tn, lim A >
K nEN

Désignons par L le membre droit de I’égalité précédente.
e On définit un cdne < p, # >: L — A sur cette chaine par:
si s € lim._c &) alors pa(s) = s, et sis € lim._¢ A3 alors Bn(8) = sn . Clest A dire que

pilim_c Ay — Ayet p:lim..c Ay — Ag sont les cdnes correspondant dans la catégorie
C ; en effet :

— on vérifie que < y,,, u,, >: L — (P, 7tn, Pn) est bien un morphisme de K , c’est 4 dire
que le diagramme suivant commute :
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ce qui est clair, en effet si s € lim..¢c Ajon a:

T © pn(8) = “'n of H Tn)(8) = mn(sn)
neN

. . U [
— On vérifie ensuite que pour tout non a < pi,, g, > =< Ap,kp > 0 < Bn+1) Bpyy > Ce
. . ’ ~ .
qui résulte du fait que u et 4 sont des cdnes sur A; et A, respectivement.

o Soit maintenant < v,v’' >: (4,0,A) — A un autre cone .
Nous savons qu’il existe un morphisme a de C entre 4 et lim._¢ A; tel que Vn € Nu,, = ppoa
et de la méme fagon un morphisme B entre A et lim,.c A, tel que Vn € N u; = p’n of.
Graphiquement on peut résumer nos hypothéses en disant que les deux triangles et les deux

trapezes qui composent le diagramme suivant commutent :

lim.—¢c &,

A o
\un.‘;’.p/n

4 (3) l"n (1) aeN ™

. Py
g

e lim_¢ A,
B .

et notre but est de montrer que le carré résultant commute également, c’est A dire :

(TI mmoa=fop (1
nelN

il en découle en effet que < a, § > est un morphisme de K tel que

VneN <u,, u:, >=< Uy, p:, > o < a,B > ce qui achéve la preuve.

Notons que si e est un élément de A alors (( 1. cnamn) 0 a)(e) et (B o ©)(e) sont éléments de
lim._¢ A2 ce sont donc des suites. Montrer que ces suites sont égales revient 3 établir qn’elles
ont les mémes termes ; c’est 3 dire : ’

VneN pll(T] 7a)oa)(e)] = ual(Bop)(e)]
nEN
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Démontrer [1] revient donc & établir que :

oo (J] ma)oa=u,0B00
neN

ce qui résulte facilement des hypotheéses :

fp © fip © @ car (1) commute

pno (IpeNmn)oa =
= wpoun car (2) commute
= v,o0p car (3) commute

Unofop car (4) commute

des foncteurs de K
Considérons la catégorie C' ayant pour objets ceux de C et dont les morphismes sont les applications
croissantes et non expansives entre les ensembles sous-jacents. On peut étendre la définition des
précédents foncteurs de C (My, [.|E, [, 71 et %) en des foncteurs de C' de m&mes noms. Rappelons
qu’une transformation na.turelle r: fi = 7, entre deux foncteurs de C’ est une apphcatlon qul
associe & chaque élément de C’ (c’est 3 dire de €) un morphisme ¢ : Fi = % de C tel que si
¢ — ¢ est un morphisme quelconque de C’ (i.e.. si < ¢,, ¢ >> est un élément de K) alors le
dxagramme suivant commute :

TC
fie—— e

7u1 ’lfﬂ

[ Tc ’
Ffic —F2¢

La proposxtlon suivante nous permet de définir des foncteurs sur K.
Proposition : Si 7, et 7 sont deuz foncteurs de C' tels que, restreints & C, ce sont des foncteurs
de C * (notés aussi 7, et %) ; et si, de plus, il existe une transformation naturelle r : 7, = %
entre euz ; alors on peut définir un foncteur [71, 72| de K de la fagon susvante :

o Fl<eme >) =< File) [ 7, ) (x), Fa(c)) > avee (1, B)(7) = Bomwor, =140 .'?'lw ce qui

peut se représenter par la diagonale du diagramme commutatif susvant :

Fie—"— 7,

,I,J fi Tl },

ﬁc—_b

TC

o si< h,k > est un morphisme de 0 =< c¢;, 7, cq > vers 0' =< c1,1r c, > alora
7 < bk >=< F(h), 72(k) > est le morphisme correspondant de 7(0) vers 7(0 ).

4ouisque C et ¢’ ont les mémes objets et la méme composition des fleches cela revient & :
pour tout € Hom¢(01,03) C Hom 1 (01,03) on a Fip € Hom¢ (7101, 7103) et fap € Homc(#50,, ?’203)
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De plus, s5 7, et 73 sont deuz foncteurs continus de C alors 7, %] est un foncteur continu de K

Preuve
La preuve consiste en la vérification des deux points suivants :

1°7¢ étape : s < h,k > est un morphisme de O =< ¢y, 7,c3 > dans O' =< c'l,r',c'z > alors
F < h,k> défini par 7 < h,k >=< Fi(h), Fa(k) > est un morphisme de 7(0) dans 7(0').

Cela revient 3 démontrer que le diagramme 3 commute chaque fois que le diagramme 1 commute.

' T '
-71‘-'1 - * -7201

1"’21 fzﬂ'z
Ah =k

! !
Fie, — Facy
C.

' Fih .
€1 ———e ¢, Fir—LoFrey A L
nl tvz .‘ﬁmj ik rm Fak [71,72]1&[ tii,lelz
k Y Pk '
€2 —— ¢, 7102—%—’*7202 562—"2—’562
diag.1 diag.2 diag.3

Des hypoth2ses on déduit que chacun des diagrammes constituant les faces du parallélépipede
représenté par le diagramme 2 commute. Deux de ces faces sont les images du diagramme 1 par les
foncteurs 7, et 7; les quatre autres faces correspondent 4 chacune des flidcches de K constituant le
diagramme 1 (les fldches de C sont également des fliches de K). 11 est alors facile de montrer que
le diagramme 3 commute en remarquant qu’il s’agit d’une "coupe” du précédent parallélépipede.

2¢eme gtape : Si 7; et 72 sont des foncteurs continus de C alors [#1, %3] est un foncteur continu de

K.
Avec les mémes notations que précédement on a :

K lixﬁA =(# ElrclAn[fl.E] H ”n»ﬁl.i_nclAz)
- nelN
et
lim FA = (lim 44, I'L[?l, 72l lim F25)
ne

et nous devons établir qu’il existe un isomorphisme entre ces deux &éléments de K. Les foncteurs
71 et 7, étant continus dans ¢ on sait qu’il existe deux isomorphismes « et § dans C .

(Filim &) % (lim £iA1) et (Flim &) 2o (lim %4,)

nous allons montrer que < o, 8 > procure lisomorphisme recherché. Pour cela, on note que les
deux triangles et les deux trapezes qui constituent le diagramme suivant commutent.
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7, lim._c A, i lim.¢ H14;

%,;x/

n

1Cn
[ﬁ’ 72] Hn Tn l [71s 72]“'3 HnEN[ﬂ’ 72]70
2[‘ ?26" A
] n/' \ y
Falim, ¢ Ag P » lim, ¢ 243

Par un raisonnement analogue A ce qui a été fait plus haut on en déduit que le carré résultant
commute ; c’est 3 dire que < ,8 > est effectivement un morphisme de K. Et, par la méme
méthode 8, on montre que < a~%, f~! > est un morphisme de K qui est Pinverse du précédent.

3 Des Définitions Opérationnelles Structurelles au modele
initial
3.1 Sémantique opérationnelle

3.1.1 syntaxe

Pour décrire la syntaxe du langage on introduit les ensembles qui suivent ; on précise pour chacun
d’entre eux la notation des métavariables qui seront utilisées pour les parcourir.

e VAR A : ensemble des variables arithmétiques (métavariables :x,y,z ...)

o EXP_A : ensemble des expressions arithmétiques, cet ensemble contient I'ensemble N des
entiers naturels. (métavariable : )

e EXP_B : ensemble des expressions booléennes qui contient I'ensemble T={ vrai, faux } des
valeurs de vérité . (métavariable : b)

o A : ensemble des noms de ports au travers desquels s’effectueront les passages de valeurs.
(métavariables : a, 8,7 ...)

e x : ensemble des identificateurs utilisés pour les définitions récursives . (métavariables : X,

Y, Z..)

e REN : ensemble des applications de A dans A coincidant avec Papplication identique sauf
pour un nombre fini de valeurs. (métavariable : S )

e ENV_A : ensemble des environnements arithmétiques. Ce sont des applications de VAR_A
dans N} = NuU{l} qui n’associent une valeur autre que L qu’a un nombre fini de variables
arithmétiques. c’est une algdbre effective pour les opérateurs suivants :

— (z = n) (arité 0) procure Penvironnement ayant la valeur n en x et L ailleurs.

50n remarque que pquue B est un 1somorphxsme dans C 1'égalité entre deux éléments 1 et e3 de Falim—_¢ Az
équivaut h: Yne€ N (Tgu,,)(cl) = (Tgu,,)(eg)
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~ p{n/x} (arité 1)

(otr/sh)le) = { 26 %v7s
- p1[pa] (arité 2) (2) sipa(x)=L
| o= 81 pa2(X}=
pilea)(z) = { p2(z) sipa(z) £ L

o TERMES : Pensemble des termes (métavariables : u,t, ...) .Cet ensemble est défini par :

t u= fylt1,...,tn,) fy€F darité n,
X[p) Xeyxet pecENVA
a?x.t a€ A

Les déclarations permettront d’associer & chaque identificateur X; de X un terme ¢; la sig-
nification de X;[p] sera celle de ¢; dans lequel on aura remplacé les occurrences libres de la
variable arithmétique x par sa valeur dans p si elle y est définie (ie. p(z) # L ).

On ne souhaite pas ici se préoccuper de I’évaluation des expressions arithmétiques et booléennes
(qu’on supposera toujours se terminer). On suppose donc connues deux applications :

Vo : EXPA— (ENVA — N,)
Vs : EXPB— (ENVA — T,)

qui calculent les valeurs des expressions dans un environnement arithmétique donné . Les
opérateurs eux méme peuvent dépendre de I’environnement arithmétique ; pour la méme
raison on supposera connue I'application :

YVop : F— (ENVA — F)

qui, dans le contexte d’un environnement arithmétique, "simplifie” Popérateur ; par exemple :

Vop(siz < y)({z = 2,y = 4}) = si vrai
Vop(al(2z +y))({z =3;2=1}) = al(6+y)
Yop(a!(z =z))({y = 1}) = al(z=1z)

( les tautologies ne sont pas simplifides )
On fera les hypothses suivantes :

Yop (Vor(f:)(p1))(p2) = Vop(fy)(ezlei))
VAR(Vop () = VAR(f,) \ DEF(y)

oY VAR(f) désigne Pensemble des variables arithmétiques apparaissant dans f et DEF(p)={
X € VARA / p(z) # L } . On définit enfin le noyau de F par NOYAU = {feF / VAR()=
2} '

’

¢ DEC : ensemble des déclarations (métavariable d). C’est Pensemble des expressions de la
forme : rec(Xy,..., X,).(t1,...,tp) o n € N, Xi € x et t; € Termes tels que les seuls
identificateurs de x apparaissant dans les ¢; sont les &léments de { X1,...,X,.}. (on appelle
d-Termes I'ensemble des tels termes)
On définit Varliby : d-Termes — P (VAR_A) comme étant la plus petite solution (pour
Pordre : ¢ < ¢ ssi V¢ & d-Termes ¢{t) C {t)) de Pensemble d’4quations :

< a$ w LYua

VieF Varliby(f(Ty,...,T,))

VAR(f) U U=} Varliby(T})

=

Vili<i<n . .
Vpe ENV.A Varliba(X;[p]) = Varliby(t;) \ DEF(p)
Va € AVz € VARA Varliby(a?x.T) = Varliby(T) \ {z}
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En effet, soit E={z;,...,2,} 'ensemble des variables arithmétiques apparaissant dans les
termes ¢; (1 <1 < n) figurant dans la déclaration d. Considérons 'ensemble £ = P(E)" des
n-uplets de parties de E. Cet ensemble est fini; et I’ordre suivant : '

(Ey,...,E.)E (E},...,E,) 8si Vi.1<i<n E;CE;

fait de & un treilli complet tel que la longueur maximale d’un chemin dans ce treilli soit
N=n.m . On définit alors F, : d-Termes — £ — P(E) par:

Fa(Xilpl)(Er, ..., En) = E;\DEF(p)
Fa(f(Ty,-.., Te)) (B, ..., En) VAR(f) UUSF Fu(T3)(Eyy .- ., En)

(]

F4(a?>.T)(Ey, ..., Ep) Fy(T)(Ey, ..., E)\ {z}

La transformation T = AE;... E,.(F4(t;)(E; ... E,)i=?) est croissante dans £ et admet
donc dans € un plus petit point fixe qui peut &tre obtenu en un nombre fini d’itérations :
(S1...8s) = YT = TVN(...0) et alors Varliby définie par : V¢ € d-Termes Varliby(t) =
F4(S1...8n) est clairement la plus petite solution des équations données ci-dessus.

On peut alors définir d-Agents = { t € d-Termes / Varlib;=@3} qui est ensemble des d-
Termes arithmétiquement clos vis-a-vis de d.

e PROG : ensemble des programmes {métavariables : p,q ...) C’est ’ensemble des expressions
de la forme let d in t telles que t € d-Agents , c’est & dire : tous les identificateurs de x qui
apparaissent dans t sont définis dans d et t est arithmétiquement clos vis A vis de d.

T{n/x} désigne le terme T dans lequel on a remplacé chaque occurrence libre de x dans T par
Pentier n. On le définit de la manidre suivante :

1-8iT = fy(Ty...Ty,) T{n/x} = fy{n/x}(T1{n/x},..., Tn,{n/x})
ol fy{n/x} = Vor(f4)({z = n})

-2-8i T = X;[p| T{n/x} = Xi[(z = n)[s]]

3-8 T = alxt T{n/x} = a?x.t

-4-3i T = alyt avecy # z T{n/x} = a?y.t{n/x}

Remarque : le -2- g’explique par le fait que si on & déja, grace i p, associé la valeur n aux
occurrences libres de x dans le terme ¢; auquel X; fait référence cette opération est sans effet :
(X:le){n/x} = Xilg| sinon (X:lo){n/x} = Xilo{n/x}].

Cette définition se généralise 3 un environnement p : T[p] est défini par des régles analogues le -2-
devenant : (X;[p1]){p2] = z:[p2[p1]]. La propriété suivante se vérifie immédiatement par récurrence
sur la structure de ¢ :

Vt € d-Termes Varlibg(t{n/x}) = Varliby(?) \ {x}
et a pour conséquence :
Vn € N a?x.t € d-Agents ssi t{n/x} € d-Agents

. Enfin si on définit la hauteur d’un terme par .

haut(X[p]) = 0
haut(f,(t1,...,tn,)) = 1+ maxicicn,(baut(t;))
haut(a?x.t) = 1+ haut(t)
on peut vérifier :
Vt € d-Termes haut(t) = haut(t{n/x}) (2)
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8.1.2 Définitions opérationnelles

La sémantique opérationnelle s’attache & décrire les calculs associés aux programmes comme des
suites de transitions, chaque transition figurant une étape élémentaire de calcul. La méthode
préconisée par Plotkin [Plo81] consiste A caractériser les transitions par I'ensemble des formules
prouvables dans un systéme constitué d’axiomes et de régles d’inférences.

Soit d = rec(Xj,.. X,.) (t1,.-.,tn) une déclaration fixée pour la suite. Si ¢t € d-Agents, la tran-
sition étiquettée t —— £ sxgmﬁe que le programme let d in ¢ peut exécuter I'action élémentaire o
et se reconfigurer en let d in ¢t 3 la suite de cette action (E désignera 'ensemble des actions). La
spécification du comportement d’un programme est donné par 'ensemble des régles suivantes :

o Récursivité :
Pour tout i tel que 1< i <n et pc ENV_A on dispose de Paxiome rec;,, : X;i[p] — :[p].

o Entrées de valeurs : .
Va€A Yz € VARA et Vo € N entezn : a?x.p 2= p{n/x}

e Opérateurs du noyau :
Ce systéme repose sur la structure inductive des termes du langage ; les régles d’inférence
sont donc organisées en définitions opérationnelles des opérateurs du noyau. La définition
opérationnelle d’un opérateur f., du noyau consiste en un ensemble R, de schéma de rigles
r ayant la forme suivante :

ey 1
pi——p; €I, Si .o .
1Cond,((c;; s€1,); ¢
Jo(P1yeesPry) = Crlq1reesing | oo 7))

avee’ g = pj si j¢l,
J p; si J€EI,

Les lettres p;, p;, g; représentent des méta-variables de processus et les lettres c;,c des méta-
variables de comportement.
Un tel schéma de régle se résume en un triplet r = < I, Cond,,C, > :

- I, c {1,...,n,} explicite Pindice des composantes du systéme mis en jeux par r.

— Cond, est une condition décidable liant les comportements des composantes au com-
portement global du systéme. On supposera, pour tout comportement a, que I’ensemble

{& [ Cond.(d;,a)} est fini .

— C, est un contexte de CTU"™.
ou Pensemble CTU™ des conteztes & trous uniques dans {1,...,n} est la réunion des
CTU?% pour J C {1,...,n} tels que :

* [.]x pour 1 < k < n est un élément de CTU{"k}.
* Sif est un élément du noyau d’arité 0 c’est un élément de CTU.

*+ Sif est un opérateur d'arité m > OetsiVk . 1<k<m C,€CTU} tels que les
Ji soient disjoints deux 3 deux et aient pour réunion J alors f(C1y...,Cm) est un

&ément de CTUT.

Une instance d’un tel schéma de régles est obtenu en substituant des termes aux métavariables
de processus et des actions aux métavariables de comportement celles ci vérifiant,de plus, la
condition Cond,.

La forme choisie ici pour les régles est analogue 3 celle étudiée par Robert de Simone [dS84]
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3.1.3 Arbres de preuve

L’ensemble des arbres de preuve associé au systtme précédent est défini comme le plus petit
ensemble AR_P tel que :

e un d-terme est un arbre de preuve
e (rec;, : o) est un arbre de preuve
o (enty .,n : a7n) est un constructeur d’arbres de preuve d’arité 1.

e Sir = < I,,Cond,,C, > est un schéma de régle correspondant 1 un opérateur fy d’arité n,,
et si o est une action (r : @) est un constructeur d’arbres de preuve d’arité n..

L’évaluation d’un arbre de preuve fournit la transition dont il est la preuve c’est Papplication trans
définie comme suit :

¢ Si A est un d-terme alors trans(4) = L
(valeur indéfinie : un terme ne prouve aucune transition)

e trans((rec;, : d)) = X;[o] - t;[p]

¢ pour l’entrée de valeurs :

trans((ent, ., : a?n)(4) = =i A est un d-terme t
?
alors  a?x.t 253 t{n/x}
sinon L

e Sir =< 1I,,Cond,,C, > alors :

trans((r : a)(41,...,45,) = si Vie I, trans(A;)=t; =5 ¢t; t.q. Cond,(d;; a)
et Vi€ I, A; estun terme ¢
alors  f,(t1,...,tn,) = Crlug,...,u, ]
t; si gl

t, si jel,

avec uj =

sinon 1

Proposition : t; — t; est un formule valide ssi il eziste un arbre de preuve A tel que trans(4) =

t, Sty

La preuve est immédiate par récurrence sur la structure des arbres de preuve et sur la longueur
des déductions pour la réciproque.
Si trans(A4) = t; = ¢, on définit sujet(A) = t;, Compt{A) = o et résultat(A)=t,.

3.2 Construction du modele initial
8.2.1 Interprétation des opérateurs du noyau

On note 7, = P™ — P (muni de la distance de la convergence uniforme) et [7,] le sous-ensemble
constitué des applications non ezpansives de 7, c’est & dire telles que : d(p(5), (7)) < dmaz(P, 3)
olt dpaz (P, §) = max;<i<n d(pi, ¢;) est la distance usuelle sur 2,.

P étant complet il en est de méme de 7, et de [7,] (celui-ci étant fermé dans #») . Enfin si

NOYAU = {f, /7€ T} et si R est Pensemble des schéma de régles on note 7 = Mer [7a,] et
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r -4 Il,er [7,,] ol n, est Farité de f, et n, est celle de 'opérateur qui est sujet de la régler.
Munis de la distance du sup ces deux espaces 7 et 7 sont complets. Un élément A de 7 est une
interprétation des opérateurs du noyau et on notera Al f,| = A(7).

Notre but est de trouver une interprétation 4 = (A||f,|l; v € ) des opérateurs du noyau telle que :

A"f'r"("tl"om"-:"tn-,”op) = "f'i(tl:---:tn-,)"ov (3)

autrement dit si p; est Pensemble des calculs maximaux d’origine t;, 4| £+ ||(p1, - . ., Pn.) est Pensemble
des calculs maximaux d’origine T' = f,(¢y,...,t,,) . nous allons définir cette interprétation en deux
étapes.

premiére étape

Etant donné £ € # Un contexte C de CTU™ ¢’interpréte comme un élément de Fn. Plus précisémment
on lui associe € € #Fr — 7, dela facon suivante :

e SiC=[]p alors C(A)(F) = ="(F) = px

o SiC=f, ..d%rité0...alors C(4)(7) = A||fa|

* 8iC=fa(C1y...,C4) alors C(A)(F) = Al fall(CL(A) B, .., Ge(A) ()
On vérifie de fagon immédiate les deux propriétés suivantes :

e VA€ 7 YC € CTU™ C(A) est non expansive .

o VA, Az € fr d(C(41),C(A2)) < d(A1, A2)

Ainsi on peut définir Ty : Fr — 7 par Ty(4)(r) = C,(4) (autrement dit : T, = ,ep é’,-) et on a
donc :
Propriété : VA, Az € Fr d(T1(41), Ti(4A2)) < d(4:, A2)

Remarquons de plus que si A vérifie ’équation 3 alors nécessairement :

ICr w1y - s nyMlop = ColA)(esllopy - - l1tm llop) (4)

deuziéme étape

Si on abrége Pécriture "A4 . sicond alors {X} sinon @ ” en "AA. cond : X* ; on remarque :
ltllop =< t,AA .81 trans(4) =t ¢ : [|t'||op > (5)

A vérifie équation 3 si, et seulement si, Vyelett,..., tn, € d-Termes on a :

Alfall(eallops - - tnsllop) =< T, D AAEL5 T 2 [|Crlusy ., tn, flop > (6)
r€R,

avec T=f,(ty,..., ta,) et la condition TA% g signifie que A est I'arbre de preuve d’une transition
ayant T (qui se déduit de r et de £) comme origine c’est A dire :
3A; € ARP tels que A = (r: a)(4y,..., An,) avec trans(4;)= t; =% t; et Cond,(d;, a)
et lorsque cette condition est vérifiée le vecteur (44;1 <4< n,) est défini par :

wed b si ¢l

Tl osioiel

(ia condition précédente est paramatrée part, A et r; @ est déterminé par A lorsque cette condition
est vérifiée) L’équation 6 se réécrit : '

AL (Werllops - s Nlemy Jop) =< T, D~ AA.T25 @: 8o (A)(lusllops - -» im flop) > (7)
r€ER,




e Afin d’obtenir une formulation plus explicite de la condition 25 @ ot A = (r : a)(4s,. .., 4n,)
on définit Papplication 4 de P™ dans M;(P") par:

Ea(P) =11 P(4s) ]I (P}
i€l, ¢l
(le produit cartésien de multi-ensembles étant défini par (Il &) (€) = Mier &(es) )-
De sorte que TA% g i (lerllops - -+ Nty llop) € Eallltslops -- - s 1En, llop)
e Puis on définit Papplication T, de 7., dans lui-m&me par :

Ta@P) =24, { gEAP) ot Ay ®

sinon
La condition A:r signifiant trans(4) # L et A correspond a1, et $(€)(e) = Yo e4-1(¢) €(7)
pour ¢ : X — X et £ € My(X).
L’équation 7 s’écrit alors : »
Alfallellops - - s Nemyllop) =< Faltnsevestnr)s D2 TelColADtsllops- - litm,llop) > (9)
r€R(fy

c’est A dire :

Ao =< Termy, T 1Co(A) > (IEllop) (10)
reR{J+)

avec Term,(Py,..., Pn,) = f,(origine(P;),..., origine(P,,))

Rappelons que T; : 7 — 7 et T1(A) = C,(A). Nous allons définir une interprétation A vérifiant
3 comme le point fixe d’une transformation T = Tz o T1. La transformation T2 de #r dans 7 est
définie par T2(¢,;r € R) = (¢4;7 €T) avec

$9(Prye..s Pay) =< Termy, D To(¢.)> (P)
r€ER(f,)

On montre (voir le paragraphe 3.2.2) :
e Si chacun des ¢, est non expansif alors il en est de méme des ¢,

o T, est contractante de rapport 1/2

Ainsi T = T3 0 T} est contractante de rapport 1/2 dans [#r] qui est complet ; elle admet donc un
unique point fixe dans {7r] notons le Y 7.On définit alors Vinterprétation O, des opérateurs par :
Y T = (Opllf4ll ; ¥ €T). Cest un élément de [F] ce qui nous assure que chaque élément O] f, ||
est non ezpansif ce que nous voulions. De plus il vérifie 3 c’est 3 dire : Vy € T ; V¢, .. tn, €

d-Termes
Opll £l (Ntsllops - -« s En, llop) = Il Fy (1s -+ s tas Mlop (11)

3.2.2 preuves
Nous donnons dans ce paragraphe la preuve des deux résultats évoqués au paragraphe précédent

Proposition : Si chacun des ¢, € 7, est non ezpansif alors il en est de méme des Yy définis
par : '

$9(Pis..., Pa)) =<Termy, D To(¢/) > (Pi,..., Pa,)
r€ER,
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Intuitivement le fait d’extraire des résidus (2 la profondeur 1) dans les arbres arguments multiplie
la distance par au plus 2 (ce qu’exprime le lemme 1) coefficient qui va étre compensé par Popération
de préfixage qui elle divise les distances par 2. C’est donc ici qu’intervient le fait que pour obtenir
des opérateurs O, | f|| qui soient non expansifs il faut faire Phypothése qu’une action immédiate
d’un systdme ne puisse résulter que des actions immédiates de certaines de ses composantes

lemme 1 : S A=(r: a)(41,...,4n,) et s P, et P, sont éléments de P™
dmaz.t(gA(P;.)s €A(}3;)) S. 2 X dmaz(ﬁ.)f’;)
08 dimaz ¢st la distance de P™ : dpaz (P, P3) = max; <i<n, d(P1,i, Pa,s)

On rappelle que &4 (15;) = st:‘sm R;; (7=1,2) avecsii € I, R;; = P;;(A;) sinon R;; = {P;;}
§'il existe un indice i dans I, tel que Ry ; et Ry n’aient pas le méme cardinal alors d(P, 4, P3,;) >
1/2 la distance dpq; étant majorée par 1 I'inégalité est donc nécessairement vérifiée. Supposons
donc maintenant que pour tout i dans {1,...,n,} Ry ; et R, ; aient le méme cardinal et soit ¢; la
bijection entre ces ensembles qui réalise la distance minimale :

d.(R, ;, Ry;) = max{d(B;, ¥:(B;)) / B; € R, ;}

alors :

8it €I, du(Ry Ra) = du(Pyi(4i) P2i(Ai)) < 2% d(Pry, Pay)

sit@l, do(Ryi, Ras) =du({P1}, {Pa2s}) = d(Pr, Pay)

Dans tous les cas VB; € Ry,¢ d(Bi, ¥i(B;)) < 2 X d(Py,i, Pz,;) on définit alors une bijection entre

Ea(Py) et Ea(P) par ¢ = [licicn, ¥
dmaa.t(eA(ﬁl)s éa (132)) < max{dm“(ﬁ, '/’(E)) /E € EA(P‘I)} < maxxs"smmaxaiem.‘d(m, ¥i(By))

<2x maxlSo'Sn.,d(Pl,i) Pz,-‘) =2 X dmas(ﬁh ﬁz)
lemme 2 : Si ¢ € 7,, est non ezpansive alors T, ¢ est non ezpansive.

Rappelons que T,(¢)(P) = A4 .[si A : r alors ¢(£4(P)) sinon f] et donc en utilisant I'isométrie
existant entre P et :, P :

TGP TG)(P) < 1/2 maxaear_pinda($(Ea(BL)), $(Ea(P2)))
< 1/2maxXjear_p(r)9maz,s(Ea(P1)€a(P2)) car ¢ est non expansive
< dma:z(Pi,P;) dapres le lemme 1

preuve de la proposition

d(EreR., T;‘(¢r)(};1)) ZreR,’ T:’(¢r)(P.2))

d-({_z(lﬁr)(ﬁﬂ}, {T-(¢:)(P:)}) 1a somme est non expansive
maxi:GR-,d(T;’(¢r)(}?1), Te(¢¢)(P;)) en particularisant une bijection
dmaz(ﬁlv P‘z) d’apres le lemme 2

d(%y(P), ¥4(P3))

INIAIN

Proposition : T; est contractante de rapport 1/2 .

lemme : T, est contractante de rapport 1/2 .
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d(T, 41, T,$3) = maxp pn, d(Tr1(P), T.$2(P))

d(T.(41)(P), T.(82) (P)) 1/2 max e ar_p(r)ds ($1(E4(P)), $3(Ea (P))
1/2 MAEAR_P(r)maxQecA(?)d(¢l(Q) $2(Q))
1/2doup(¢l! ¢2)

Et donc d(T;'¢11 T;'¢2) < 1/2 doup(¢17¢2)

INIA

Preuve de la proposition
En posant ¢, (¢jrsr€R) (j=1,2) on a d(Tg(qSl) Tz(qsg)) = max,erd(¥1,y, ¥a,1) avec:

'ﬁiﬂ(ﬁ) =< Term,, Z Te(¢i) > (13) =12
r€R,

d(%1,4,¥3,) = maxp pn, d(¢1'7(P, ¥2,4(P)) et on a succesgivement :

d(¥1,+(P), ¥2,4(P)) du({Te($1,4)(P); 7 € Ry}, {Te($2,1)(P)ir € Ry})
max,er,d( T, (61,4)(P), Tr(¢2.4) (P))

1/2 daup(‘ﬁ{"nf%'r)

1/2 dmaz(¢1s ¢2)

IANINIA A

8.2.83 Interprétation

A la manitre de Hennessy et Plotkin [HP80] on décrit I'interprétation du langage & I'aide de trois
applications :

e T|.|| : Termes — ( ENV — P )
e D|.]] : DEC — ENV P
e P|.| : PROG — P

qui précisent respectivement la signification des termes, des déclarations et des programmes.
L’environnement ENV = ENV_P x ENV_A admet deux composantes :

e environnement de processus : ENV.P = x — (ENV_A — P)
e environnement arithmétique : ENV_A = VAR A — N

On notera mp la métavariable utilisée pour le parcourir.
L’élaboration de l'interprétation consiste en trois étapes qui correspondent 2 la définition des trois
applications citées plus haut :

e T|l.| est Papplication partielle définie inductivement comme suit :

= TlXlpslllxp = m(X)(ple1])
- 8i £, “ Vop(£) () € NOYAU alors :
THf (s tallwe = Opllfoll(Tltallnpr- - -5 Tlltnllnp)
= Tlla?xtllzp =< a?xt, 2 N < (entazn: a?n)(t), T"t"a,p{n/x} > ¢
étant entendu que si une partie du membre droit d’une de ces équations n’est pas définie le
membre gauche correspondant est lui-méme non défini.

Sabus de notation qui signifie :
T la?xtla,p =< a?x.t,AA.8idn € N . A = (entqa,s,a : a7n)(t) alors {T"‘"""{n/x}} sinon ¢ >
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e Et alors soit d=rec(Xy,..., X,).(t1,...,tn) une déclaration
Proposition : la transformation Ty de (ENV _A — P)" dans lus méme définie par :

Ta = AA; ... A, . [/\p . <rec, :0, T||t.||({X‘ = A.'},p) >)::?]

est contractante de rapport 1/2.
Cette proposition découle immédiatement du résultat suivant :

TN X: = A}y ), TN ({X: = Bi}, ) < dimas(4, B)

qui se prouve par récurrence sur la structure de t et utilise le fait que pour tout opérateur f
son interprétation Op|| f|| est non expansive.
Soit (S1,...,Sa) =Y Ty son point fixe . On définit alors

Dlld| ¥ {X;=8;1<i<n}

e Enfin Pllet dint|| = T||t||(2|d||,L)
ob L est Penvironnement arithmétique totalement indéfini: Yz € VAR.A L(z) = L. Clest 3
dire le sens du programme let d in ¢ est celui du terme t dans 'environnement créé par la
déclaration d.

8.2.4 preuve de pleine adéquation

La preuve de pleine adéquation du modeéle dénotationnel précédemment décrit est exprimée par
la proposition suivante qui indique que la dénotation d’un programme coincide avec sa valeur
opérationnelle.

Proposition : P|letdint|| = ||t|op =< ¢t,{c € Cal,,/ origine(c) =t} >
Indscations de preuve

Remarquons que d-Agents est le plus petit ensemble tel que :
e Sil<i<netpe€ ENVA tel que Varliby(t;) € DEF(p) alors X;|p| € d-Agents
e Sity,:..,ta, € d-Agentset f, € NOYAU alors f,(t,... stn,) € d-Agents
e Sit € d-Termes et Varliby(t) C {z} alors a?x.t € d-Agents

Posons pour i tel que 1 <1 < n et p EENV_A tel que Varliby(t;) ¢ DEF(p)

Sip = | Xulelllop =< Xil), {¢ € Cal] origine(c) = Xild) >

Disposant de ces ensembles S;, et de linterprétation Op des opérateurs du noyau on vérifie par
récurrence sur la hauteur de t (en utilisant [2]) que les équations suivantes caractérisent I ||¢|| pour
t € d-Agents :

o IX:lolll = Sip

o Iflfaltss--ostn )l = Opll H5N(TliEalls- s T litn—sll)

o Ia?xt]| =< a2 N <(entaqn:am™)(t), I|t{n/z}]| >>
On établit alors la proposition en trois étapes :

@ on mantra ana + Wi = A4 = ¢
= Va apvaut Jue i vve o G i ¢ ]

® on montre par récurrence sur la structure de t que : T [|t{n/z}|xp = T||tllr,p(n/z}
et on en déduit : V¢ € d-Agents I|[t]) = T|¢)|({X: = 8; & ap. Sip}, L)

On montre alors que (Sy,...,S,) est le point fixe de la transformation 7.
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4 Dérivation du modéle fondamental

4.1 domaine de l’interprétation

Dans cette section nous construisons une interprétation de notre algdébre de termes dans le do-
maine classique des arbres de synchronisations. Cette interprétation se dérive de la précédente par
Iintermédiaire d’un morphisme d’effacement qui remplace les arbres de preuve par les comporte-
ments qu’ils induisent tout en conservant la structure arborescente des processus. On montre que
ce moddle peut se déduire des régles de définitions opérationnelles.

On définit une transformation naturelle 7 : #; -+ 7 entre les deux foncteurs #; et 7 homonymes
dans C' des foncteurs précédemment définis, par :

e re(<t,1>)=0
o re(< t,¢ >) = ra. Mg(m)(X scc,(a) $(4))

ol C;(a) désigne 'ensemble des arbres de preuve qui établissent une transition d’origine t et
induisant le comportement « (cet ensemble est fini par hypoth2se sur la forme des régles)

Les foncteurs 7, et 7 étant continus il en résulte que le foncteur (7, 7] de K qu'ils définissent

est continu. On peut donc définir < P, &;y, P > y7 et < P, &y, P>=2 7 < P,Egy, P> dans
K pour un isomorphisme I:< P,&y, P >— 7 < P, &y, P > tel que << P, &7y, P >,I > soit
terminal dans la catégorie des F-algébres. En conséquence, P et P sont solutions respectivement
des équations X = 7 (X) et X = 7>(X) dans C. Ainsi le diagramme suivant commute :

P ——A(P)
c‘uj tﬁ, AT

P __.;..,‘7'2(P)

c’est A dire si p =< ¢,01 > alors £s7(p) = 0 et si p=<t,¢ > alors

Eplp) =2 . Erp( D 4(A)) (12)

A€Cy(a)
4.1.1 Opérations sur P
On définit comme pour P :

e la somme finie d’éléments de P par: 3°;.;p;i = Aa. 3o, pi(e) (I fini ). le symbole ) de
la partie droite représente I'union de multi-ensembles. Cette somme est non ezpansive.

o L’opération de préfixage par:sia € E et p € P alors < @, p >= Aa.si(a = a)alors{p}sinonf.
Cette opération vérifie : d(< a,p>,<a,9>) =1/2x d(p, q)

De plus &7 est un morphisme pour ces opérations :
© &1 (Cier P) = Xier €14(P)
e &7(< A, P>) = < Compt(4), & s(P) >
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4.2 L’interprétation dérivée
4.2.1 L’interprétation des opérateurs du noyau

On procide ici de fagon totalement similaire 2 ce qui a été réalisé pour le premier moddle.

On définit F, = P™ — P, muni de la distance de la convergence uniforme et [F,] le sous-ensemble
constitué des applications non ezpansives de F,, . P étant complet il en est de méme de F, et
de [Fp] (celui-ci étant fermé dans Fy,) . On note Fr = Il,er [Fn,| et Fr = M, g [Fy,,] . Munis
de la distance du sup ces deux espaces Fr et Fr sont complets Un élément A de Fr est une
interprétation des opérateurs et on notera A| f,|| pour A(n).

Fixons quelques notations utilisées dans la suite :

o Sig € 7, et p € F, Pécriture p = £74(¢) signifie :
[Vi€ {1,...,n} pi=E17(P)] == o(P) = €14(4(P))
o SiA € F et A€ Fy Pécriture A = £;/(4) signifie :
Vyel Alfyll= &1 (Allf4]))

(idem pour A € 7r et A € Fg)

o SiT € — 7r et T € Fp — Fp Pécriture T = £;,(T) signifie
A=Epp(A)=>TA=E(TA)
(dempour Te . > Fr et T€eFgR - Fretpowr TE€E fr — # et T € Fr — Fy)

La construction de I'interprétation des opérateurs du noyau est présentée en deux étapes.
premiére étape

Etant donné A € Fr Un contexte C de CTU™ s mterpréte comme un élément de F,. Plus
précisémment on lui associe C € Frr — F, définie de la méme fagon que ¢:

o SiC=[]¢ alors T(A)(F) = nP(5) =

e SiC=f, ..d%arité0...alors C(A)(7) = A||f.]

* 8iC=/a(C1,...,Ck) alors T(4)(P) = Al £al|(C1(A)(5),-., Ck(4)(P)
Par conséquent C vérifie les deux propriétés démontrées pour C :

e VA€ Fr YC € CTU™ C(A) est non expansive .

e VA, A; € Fr d(C(4:1),C(4z)) < d(A;, A3)

Ainsi on peut définir T, : Fr — Fg par Ti(A)(r) = C,(A) (autrement dit : Ty = H,er C.)
Cette transformation vérifie donc :
Propriété : VA;, A, € Fr d(T] (Al), Ty (Az)) < d(Al, Az)

Et on démontre le résultat suivant :
Ty = &4(Th) (13)

deuziéme étape
Sir € R et a € E on définit application E, , de P™ dans M ¢(P™) par:

Eo@= D II wie) I] {»:}

&;€|r,a] €I, ¢l,
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avec [r,a] = {&; / Cond,(&;, @)}
Puis on définit Papplication T, par:

T,(0)(F) = Aa- p(Era(P)) | (14)

On définit la transformation T; de Fr dans Fr par Tx(@,;r € R) = (¢4; v €T) avec

Ya(PrreeiPny) = D, Teler)(P)

r€R(f4)

le symbole Y précédent représente la somme finie d’éléments de P .
On établit T, = &£;4(T,) (voir le paragraphe 4.2.2 pour le détail de cette preuve) et donc :

T=¢£5y(T2) (15)
De plus on montre de fagon analogue A ce qui est réalisé pour la premitre interprétation :
o Si chacun des p, est non expansif alors il en est de méme des ¢,

e T est contractante de rapport 1/2

Ainsi T = T3 o T} est contractante de rapport 1/2 dans [Fr] qui est complet ; elle admet donc un
unique point fixe dans [Fr] notons le Y 7.0On définit alors Pinterprétation O, des opérateurs par :
Y T = (Op||f4ll ; ¥ €T). C’est un élément de [Fr| ce qui nous assure que chagque élément O, f,||
est non ezpansif . Les deux équations 13 et 15 nous permettent d’établir :

Oy = £74(0p) (16)

4.2.2 Preuve

Nous donnons dans ce paragraphe la preuve que T, = &;4(T,)
Pour cela on introduit :

Tald)(F) = { ;s(eA(ﬁ)) dnen (17)
et
Tr.a(9)(P) = o(Er,a(P)) )

de sorte que T,(¢)(P) = AA. Tp, 4(4)(P) et To(¢)(F) = Aa . Tr.a(v)(P)-

lemme : Sip= E1,(P) et p= €57 (¢) alors T,a(0)(F) = €1 1(X accy(a) Tnal®)(P)
avec T = f,(t1,...,tn,) dans lequelr € R, et t; = origine(P;).

Cette preuve utilise les deux propriétés suivantes portant sur la somme et le produit de multi-
ensembles :

a%(Aa x B) O A)xB (19)

a€ A
> (I] 4a.) TI(>" 4a) aveclfini 4 (20)

(asene]],, 4: €1 €l a;€4;

]

La notation A, signifie que ce multi-ensemble ne dépend que de la composante a; d’indice i. Ces
deux propriétés se vérifient sans difficulté. Vu la définition de p€ pour £ multi-ensemble et ¢
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application portant sur les éléments de £ les propriétés suivantes sont immédiates :

soz:A.- = z:soA.- | (21)
© H A; H PA; (22)

D’aprds la définition de T, 4 (équation (17)) T ,cc, () Tra(@)(P) = T 4¢ cp(a) $(Ea(P))

ot Cr(a) = {A € AR_P / Compt(A4) = a et sujet(4) = T} et Cf(a) est le sous ensemble de
Cr(c) constitué des arbres de preuves qui correspondent A r (condition A:r).

Puisque T = f,(t1,...,tn,)

Cr(a) = {(r:a)(As,..., Apn,) / Compt(A;) = a;, sujet(A;) =t; et Cond, (&, a)}

autrement dit :

Cr(@) ={(r:a)(A1,....4n,) / (Avi€ L) e |J JICula) et Vigl, A=t}

d‘.‘G[f'yﬂl i€l,

i

Et, de cette fagon :

Z ¢(€A(p)) = E ( E ¢(€(r:a)(A1 ..... A...,)(P)))

A€y (a) @i€lrel Lel], .., 4

avecsit€ I, A;i=Cy(as)etsisgl, A= {t;}or:

i€l 1¢1,

et donc en utilisant Péquation [20] il vient :

2 sEa®)= X (IIC X s@@) I s(rh]

A€CL(a) &€[r,a] €L, AiE€C(ay) sgl,

puis en utilisant ’équation [19] :

2. ¢Ea®)= 3 (IIC 3 s@@m I s(rY

A€Cr(a) d@i€[ra] €1, A€Ce,(ai) igl,

Et, par conséquent :

Es( X Ta@®)= 3 (TT &l X s(Ra TI €r06({PY)

AGCT(G) d‘;e[r,a] s€l, A.'EC:.-(G") el,

D’aprés I’équation [12] puisque p; = &;7(P;) il découle que :
pile) =&0( Y, Bi(A))
A€Ce; (o)

On en déduit successivement :

E11(Z aiec, (as) $(Pi(41)) = €11(8 Lniecs, () Pi(Ai))  dapres [21]
0E11(Laiecy,(ai) PilAi)) car o= E14(9)
epi(a;) ' car p; = E4(R)
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De méme &, ({$(P)}) = {e(pi)} car pi = &/5(P.) et p = E47(¢) ot done :

5!!(2Aec,-(a) TnA(¢)(p)) = (Ed‘ge[r:a](nie!, ¢(Pi))])(neer,{¢(}’i)})

Y seira)lLicr, ©(pi(i)) [Ligr, {o(pi)}) dapres [19]
p(E&}e[r:a] l-.[s'ef_' p‘(ai) Hie!, {pi}) d’apres [21] et[22]
T..«(e)(P) _ d’apres [18]

Proposition : T, = £;,(T;)
Sous les hypothdses o = &;7(¢) et = & 7(P) il faut donc établir que :

T () (7) = E14(T+(8)(P))
Or T;(¢)(P) = AA . T;,4(¢)(P) et d’apres le précédent lemme :

T (0)(7) = A . Tral@)(F) = e &5 D Tral#)(P))

A€Cr(a)

Et le résultat découle immédiatement de la formule [12]

4.2.3 L’interprétation dérivée des termes et programmes

L’environnement ENV = ENV_P x ENV_A admet deux composantes :
e environnement de processus : ENVP = x — (ENV_A — P)
e environnement arithmétique : ENV.A = VAR A — N,

On notera 7p la métavariable utilisée pour le parcourir.
L’élaboration de Pinterprétation consiste en trois étapes qui correspondent 3 la définition des trois
applications suivantes :

e T|.|| : Termes — ( ENV — P )
est Papplication partielle définie inductivement comme suit :

= Tl Xledlllxe = m(X)(ple1])

- 8if, « Vop(f)(p) € NOYAU alors :
Tf(tss--stallze = Opllfoll(Tlltallnps -- - Tlltnllnp)
~ Tlla?x.tllep = X,eN < a?n,T"t"mp{n/x} >7

étant entendu que si une partie du membre droit d’une de ces équations n’est pas définie le
membre gauche correspondant est lui-méme non défini.

e D|.|| : DEC — ENV_P
soit d=rec(Xi,..., Xp).(t1,...,ts) une déclaration ; 1a transformation Ty de (ENV_A — P
dans lui méme définie par :
Ta = AA1... An . [(Ap. <o, T|L||({X; = Ai}, p) >)iZT] est contractante de rapport 1/2.
Soit (S1,...,8,) =Y Ty son point fixe . Alors on définit D). par :

Dlld} % {X; = $;1< i< n}.
e P|.|| : PROG — P

définie par Plet d int| = T||¢]|(D]d||, L)
ol L est 'environnement aritmétique totalement indéfini: Vz € VAR.A L(z) = 1.

7abus de notation qui signifie :
Tfia?x.tjix,p = Aa .81 3n € IN.a = a’naiors {T!ltﬂ'm{n/x}} sinon 0
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La proposition suivante établit la pleine adéquation de I'interprétation dérivée.
Proposition : P|| letdint || = £;7(P|llet din¢||)

indication de preuve

On définit D %/ Err(Dlld]]) ce qui signifie : VX € x D(X) = &74(P]d[[(X)) . En utilisant
Péquation [16] il vient, par récurrence sur la structure de t, que T||t|[(D, L) = & (T ||L)(2||d]], 1))
. On vérifie enfin que D = {X; = S;} avec (S1,...,5,) = YT4.

5 CONCLUSION

Deux approches sont couramment utilisées pour décrire une sémantique dénotationnelle ; la premitre
basée sur les CPOs fait appel au théoréme de Tarski et la seconde utilise des espaces métriques
complets et le théoréme du point fixe de Banach . L’utilisation de la topologie métrique préconisée
par Nivat ([AN78]) et reprise largement depuis (cf. par exemple : [CD85] [dBZ82] [GR83] [Rou84])
est celle qu’on a privilégiée dans ce travail ol toutes les constructions reposent, en effet, exclusive-
ment sur la structure métrique.

Nous nous attachons 4 construire de fagon systématique des sémantiques comportementales de
langages de programmation de syst®mes réactifs. Ce travail en constitue une premitre partie et
montre qu’a partir de définitions opérationnelles on peut associer des systémes d’équations dont
on sait qu’ils admettent une solution unique dans le modele proposé. Nous essayerons, par la suite,
de construire d’autres modeles par utilisation systématique de morphismes d’abstraction. Ceux-
ci ne préservent généralement pas cette propriété d’unicité des points fixes, la caractérisation de la
solution nécessite alors 'utilisation d’une structure ordonnée plus souple que la structure métrique,
ce qui justifie son introduction dans les deux modeles construits.

Nous avons vu que la théorie des catégories nous procure un cadre bien adapté pour dériver un
modele & partir d’un autre. Cependant dans le cas étudié le morphisme de modele utilisé était
continu pour la topologie métrique ce qui conjugué avec 'unicité des points fixes résolvait notre
probléme. Si cela n’est plus le cas on peut soit tenter d’affiner la topologie afin de se retrouver

dans ce cas soit rechercher une condition plus faible que la continuité mais qui est suffisante pour
le but fixé.
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