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EVALUATION DES PARAMETRES DU p-HACHAGE DYNAMIQUE VIRTUEL

Gérard Lévy*

Les méthodes de hachage dynamique (virtuel) (HDV), ont suscité de
nombreuses études qui ont permis, dans le cas p=2, d'apprécier
leurs performances. La justification mathématique de ces résultats
a été donnée, toujours pour p=2, par [1].

L'objet du présent article est de calculer exhaustivement, pour
pP>2, les paramétres du p-HDV, et d'en étudier le comportement
asymptotique. Notre démarche s'inscrit dans le prolongement des

travaux de [3], ol l'examen du cas général est déja amorcé.
Mots ¢lés : Hachage dynamique, indexation, performances

asymptotique, transformée de Mellin.

* : Université Paris IX-Dauphine et projet SESAME-INRIA
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EVALUATION OF PARAMETERS OF DYNAMIC VIRTUAL P-HASHING

Gérard LEVY *

Dynamic (virtual) hashing methods (HDV) has led to many studies
that evaluated the performance for p = 2. Mathematical
justification of these results for p = 2 was given in [1].

In this article‘we calculate in exhaustive manner the parameters of
P-HDV for p > 2 and we study the asymptotic behavior. Our work
extends the one presented in [3], where the study of the general
case was initiated.

Key words : Dynamic, virtual hashing, index, asymptotic
performance, Mellin transform.
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Nous allons généraliser au cas des arbres p-homdgénestles résultats

qui ont &té obtenus pour le hachage dynamique dans le cas des arbres
binaires,Outre leur inté@ret mathématique,;ces résultats devraient permet
tre de juger de 1'utilité ou non de se servir d'arbres de degré supé
rieur 3 2.Les outils et méthodes que nous employerons sont pour la
plupart empruntés a,[31,[2 ], [3 ].Nous avonspréféré opter pour cetté
approche car,en dépit de 1l'arsenal mathématique qu'elle nécessite,

elle fournit un cadre d'&tude unitaire et systématique,situation assez
rare en analyse combinatoire.

Aprés quelques rappels mathématiques,nous donnerons les équations de

- récurrence desdifférents paramétres du hachage.Nous résoudrons ensuite
ces équations.Enfin nous étudierons le comportement asymptotique des
paramétres.Compte tenu de la necessaire briévetd des rappels,le lecteur
se rapportera utilement aux travaux cités en ré&férences.

I-RAPPELS

Soient p et b deux eﬁtiers positifs,p supérieur ou é&gal a 2.

Tous les arbres dont il sera question ici sont des arbres p-homogénes
aux feuilles desquels sont associées des bofites de capacité b,a 1'in
térieur desquelles oﬁ peut ranger des clé&s.Suivant le cas:ces clés
sont des mots de longueur fixe 8 ou de longueur infinie de 1'alphabet
L={0,1,...,p=1} = [0..p-1].

soit L° 1'ensemble des mots de longueur s de L,et L¢ cghﬁ.des mots

de longueur infinie.On désigne par P(S) l'ensemble des parties w de

(s)

n celui des parties w de cardinal |w |[= n ,n entier naturel.

L® et par P

(Notations similaires pour 1les mots infinis.)
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Pour tout ensemble w de.clés de L® et tout élément i de L,on appelle
w/i 1'ensemble des mots m de Ls—l tels que im soit une clé de w.

La correspondance entre w et (w/O,w/l,...,w/p-1) est une bijection

entre P(s) et P(s-l)xP(s—l)x...xP(s-l) .De plus on a les relations

w= U {i Ix(w/i) et |w|= I |w/i| .
1€L i€L

Les méthodes de hache—c;dage dynamique associent 3 tout ensemble w

de clés un p-arbre de la maniére suivante:

- 81 w contient au plus b clés il lui correspond un arbre qui n'a

qu'une seule feuille dont la boite associée renferme ces clés.

-sinon on éclate la feuille associée 8 w en P sous-grbres associés

aux différents ensembles {i }x(w/i) sur lesquels on réitére la

prbcédure d'éclatement jusqu'd n'avoir plus que des ensembles d'au

plus b clés.

Les techniques de codage précédentes font correspondre i chaque w

un certain nombre de paramétres tels que la taille de 1l'arbre,le taux

d'occupation des feuilles,le colit moyen d'une insertion ou d'une suppres

sion de clé,etc...Ces paramétres sont interessants par leurs valeurs

moyennes ,sous certaines hypoth&ses statistiques & préciser.Les hypothé

ses le plus souvent &tudiées,parce qde les plus plausibles,sont:

BF("Bernouilli—Finie;: les clés sont de longueur fiie s finie,la taille

du "fichier" w est figée 3 n,et tous les w de méme cardinal n sont

équiprobables;

BI("Bernouilli Infinie") :mémes hypothéses que ci-dessus,sauf que les

clés sont de longueur infinie;

PS("Poisson"):m@mes hypothéses que pour BI,sauf que la taille n du fi

chier w fluctue en suivant une Loi de Poisson de paramétre Vv .,
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On définit un paramétre a(sZomme une application de P(s) dans R,c-3a-d -

. " s . s
un moyen d'associer 3 tout ensemble w de mots de L° un réel a( QW)-

Pour tout entier n compris entre 0 et ps,on pose

n = somme deS’a(szw) pour w appartenant i Pés) .
La fonction génératrice a(s)est définie par
s ) pS
P
a(s)(x) = Za(s)(w) xlw I = L ( I a(s)(w) )xn = F aﬁs)xn
w n

I-1-1 Propriétés des fonctions génératrices:

1)si gs}w)=b(s}w)+c(sle ,alorsk a(s}x)ﬂb(slx) +c(stx) H

2) si a(slw)=a6(slw) alors a(’}x)= lb(slx) 3

S

3) si al®twy=m ?gs-?)(v/i) alors a‘®tx)= T b "D (x)

ieL 1€L

T-1-2 Valuations particuliéres

~

s s
1) si a(szw)=l alors aés)= |Pés)|=Cns=(g) et a(slx)=(l+x)p ;

S

2)si a(stw)= 6|w-|;q (=1 si le:q,=0 sinon),alors aés)=(g) , et
s
at*to=Byxt
s
. .S p s S_
3) si -a(s}w)=|w|,alors aés)=n(g) et a(six)=£ 0n(§)=psx(l+x)p !
- . n - - .
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4)si a(szw)Ebis-l}w/i) alors a(szw)=bis-llwli) Il }(s-lzw/j) ,q'oﬁ
' JE€L-{i}

' s-1 s s-1
Cal o= Nx) (1ex) (7P =55 ) (1ex)P 7P

5)récurrences: si a(s{w)= X a(s-lkw/i) + b(szw) , alors
i€L ‘

. - s-l -
a3 x)=p(14xy P~ 1)P a5 R}y +‘b(szx).

Or si.a(skx)=cs(x).a(s-lzx)+ds(x) , avec a(ozx)=c0(x), alors on a

( s 8
alt)= £ d.(x) T e, ().
j=0 3 k=j+1

(s s 6o ps_ j
Donc a }x) = % dj(x).p J.(l+x) L
. i=0

Un paramétre a(w) est une application de P(w)dans R.

Pour tout entier naturel n » on définit

(

anw);E{a(m)(w) |w€P£w)} » et la série génératrice associde

a(w)(xn/n!)

a®x) = 3 ¢

n=0

Bous les hypothéses d'équiprobabilité que nous avons prises ici, on a

- s
ai )< lim a§8)/(§ ) = lim aés)/((Ps)n/“!) 3

S+

Donc a(é)/n! = 1lim a(s)/(ps)n , et a(mlx)= lim a(s{x/ps)
n s D g
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Nous allons appliquer 2 1'&tude de 1'hypothése BI le méme ordre
et les mémes notations qu'a é&tude de BF,en prenant soin toutefois
de remplacer les indices supéfieurs s et s-1 par l'indice =
I-2-1 Propriétés des fonctionsgénératrices:
1),2),probriétés de lin€arité sont vérifides;

3) si a(mzw)= Il biw}w/i) alors a(wzx) = I bim}x/p),
i€L i€L
I-2-2Valuations particulidres:

1)si a(wzw)=l alors aém)=i et‘ a(wkx) = I l(xn/n!) = X :
n=0

2) si a(mzw)=6|w| q alors a(m}x) = xq/q! ’

1 si a®twy= [uf alors a(™(x) = ngon(xn/n!) = xeX

3) si a(”lw)=biwlw/i) alors a‘®x) =»"tx/p). epélx

5) récurrencesisi a("luye 3 atesi) vty |, alors
i€L

a(®tx)= p.epglx.a(“lx/p) + At S I

Or si a(m%x) = c(x).a(m}x/p) + d(x), on a pour tout k naturel

k i-1 ' K

a(m{x)= X d(x/pj). i\ c(x/pi)+ a(w}x/pk+]). I c(x/pi) .
j=0 i=0 i=0 :



Avec c(x)=p.exp(E§lx) » on obtient ,si les produits convergent ,

oo‘ . . _ j
RS PRI RR RYC WIS N

j=0
I-3 Hypothése

Les clés sont de longueur infinie et la taille du fichier est une varia

ble aléatoireN qui suit une Loi de Poisson de paramétre v .Donc

()

Prob(N=n)=e_V.(vn/n!) et la valeur moyenne a(P) du paramétre a_  ‘est

a(P)= X a(m).e-v .(Vn/n!) = e ¥ . I a(m)(vn/n!) =‘e-v.a(mzn)
n=0 ° n=0 °

II-RECURRENCES VERIFIEES PAR LES PARAMETRES DU HACHE-CODAGE.

Pour s fini ou non, nous définissons les fonctions caractéristiques ¥

4 valeurs 0 ou ! suivant qu'une proposition concernant w de P(S) est

fausse ou vraie.Ainsi

X(Jwl<=b ) = 1 si |wl< =b , et 0 sinon.

On a évidemment b

6 . = =’j = = . = had >b .
lul 3 =% wl=d )y x(Ju] <=p) Eollulg =t xddwl e

L'arbre associé 3 l'ensemble w de clés s'appelle 1l'index , et ce sont

- o 2
ses param8tres que l'on étudie.

IT-1 Nombre‘de sommets internes de 1'index.

Ce nombre est &gal 3 0 si w n' Pas plus de b clés.Sinon il est &gal 2
la somme des nombres de sommets internes des index des différents w/i
"plus . Done

Nt =z NCET Ny w1y x| vl > b ) ,eoit

i€L

I 8O iy v 1 - y(fu] <e=b)
i€L

N(SQW)
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Le nombre de feuilles de 1'index est 1ié au nombre de sommets

internes par 1'égalité déjd rencontrée

N(Slw)=<p(slw)-1)*/<p-1), aod FOtwy= 14 (p-1).8C5%u).

II-2 Cofit moyen d'insertion d'une clé dans un fichier w de n clés,

Soit I(s}w) ce cofit.I1 est est &gal & la moyenne des colts d'insertion
de la n8velle clé dans les différents w/i,si w contienf plus de b clés.
Sinon il vaut 1 si w en contient b exactement,puisqu'alors un &clatement
est nécessaire.D'old la récurrence

1) =(/p).

(s-1 . .
L /i) e 8,10y

Une autre maniére d'évaluer ce nombre consiste 3 -dire que pour chaque n
S - . .
Ii )est €gal au nombre d'éclatements résultant des insertions,donc 2

la différence Néiz - Nés) des nombres de sommets internes des index

des fichiers a n+l et a n clés,puisque chaque &clatement a pour effet

d'ajouter un sommet interne nouveau 2 1'index.D'od

(s) (s) (s)
In = Nn+1 - Nn

II~3 colit moyen de suppression .

Avec les mémes notations que ¢i-dessus,w ayant n clés,la suppression etant

l'opération inverse de l'insertion ,on peut considérer qu'en moyenne
s ! s . . . -
le nombre S( }w) ou Sg ) de suppressions dans un fichier de n clés est

égal au nombre d°' rtions dans un fichier de n-1 cl1lé&s.D'oi
g inse

(s) kS)
Sn- = In-l



II-4-pistribution des feuilles.

Soit F'q le nombre des feuilles de l'index qui contiennent exactement gq
feuilles,q entier compris entre 0 et b.

Si w a plus de b clés ce nomﬁre est &gal 3 la somme des nombres F
correspondaﬁts aux différents w/i.Sinon il vaut | si w contient q clés,
Et 0 sinon.D'oﬁ‘

(s _ L (s-1 .
P ) =( 3 Py te/i) ) .x(|w]>b) +8)y]

ieL ’ q

e Rwriy. x(|w| <=b) .

(s-1 .
= I F -
q zw/l) +6|w|’q =

i€L

Or si w a au plus b clésil en est de méme de w/i et F;s_llw/i)=0 ou 1.

Plus précisément,ce nombre vaut | ssi w/i a q clés et 1l'ensemble des

autres w/j,j#i,en contient au plus b-q.Donc
s-1 . ' |
Fé G/1).x(|w|<=b) = Slusil,qXC . _E  lw/i| <=b-q ).
4 JEL- {i}
Posons Ek= ensemble des w tels que‘ la somme des fw!j|,j#i,est égale 3 k.

Désignons par Rk l'ensemble des suites (rj) de p-1 entiers naturels rj

telles que la somme de ces rj soit &gale & k.On a les égalités

b-q b-q _
{ wl .z. |w/j|<=b-q} = U Ek = U U - '{W |(w/j)=(r.)}.
Cj#i k=0 k=0 (r.)€ R ]
i k
b-gq .
xC I |w/j| <=b-q )= g z

H dlw/ol r
idi k0 (r)E R, jhi Tty
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D'ot 1'expression de la récurrence relative aux Fq:

: b-q
(s% : (s~1 .
FS5tw)= 1 FO8Nusiy + 6 - & i . I 1 T 6, ,.q o -
q jer, 1 IWI:q i€L IW/llsq kao(rj)eRk j#i Iw/J|arj

'IT-5 Longueur du cheminement externe.

C'est la somme des longueurs des chemins conduisant de la racine aux

feuilles de 1'index.Les nombres £s}w) satisfont la relation

LOW) = 1@ iy + wri]))x(lu | 55)
i€L |

(s-1 b
= 21 Nuriy + w]- = 8 1ul s
i€L j=0 »J

II-6 Profondeur de 1'index.

sous 1l'hypothése BI,soit Pémzk) la probabilité qu'un index de taille

n soit de profondeur au plus égale 2 k.Posons
Pém}w)=l si la profondeur de w est au plus k,et 0 sinon.

Puisque Pémzn)=E{ Péwzw)l |w| =n } , on a p{*

&y = piwik) :

De plus Pérkw)= I Péw}w/i) . '
i€L

De ces relations,on déduit que la probabilité qu'un index de taille n

soit égale 3 k, vaut Pémlk)— Pémtk-l) » et que la profondeur moyenne
de 1'index est,pour un fichier de taille n,

PP(n) = = k(p‘T) - p(T-1))
' k =1 n n '
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ITT-FONCTIONS GENERATRICES DES PARAMETRES.

Nous allons nous servir des outils fournis en I pour les appliquer
aux récurrences‘de II,dans 1l'ordre oii elles ont &té obtenues,en vue
d'obtenir les fonctions génératrices des différents paramétres des in
dex.De ces fonctions nous déduiréns 1'expression‘des paramétres,puis

ultérieurement leur comportement asymptotique.

ITI-] nombre de sommets internes.

Hypothése BF:on a b(s)(w)=l-x(|w|<=b)=1- ) lel 5
ji=0 ’
(s 8 b s .
Donc b <% {x) =d_(x) =(1+x)? - 1 (P ).xd. Er
j=0
8 s_k p8 k
NElos 1 P Rex)P TP L B (PY.gd)
k=1 jab+1 J
s
s _ p n k s_ k
" L ps k [z ( I (P)(E_.p).xn] .
k=1 n=b+1 §j=b+l J J

Il en résulte que le coefficient de x" vaut

(S) S s-k n k S_ k .

N-= 1 p®TR( & P HYP TP Yy ) ,si n >=b+l,et 0 si n<=b .
k=8 j=b+1 3 P71

Hypothése BI;

- by .
b{tx) = X~ g (x3/j1)=e*- e (x) = T (x/j1).

j=0 j=b+l

() - ' K | K b k. j

N k) =z p .exp(1-1/p ).lexp(x/p™) = L (x/p)/jr 1.
k=0 j=0

Le coefficient de x"/n! est donnég par
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L) ® b 3 -—.'
N s oM - s MYamSianghed)
k=0 - j=0 !

Le taux moyen de remplissage des boftes attachées aux feuilles de

1'index est défini par

T =n/(bFn)=a/5(1+(p~1)Nn);ec T= limT .
. n-—rw

ITI-Codt moyen d'insertion.
On a les &galités suivantes

(s) . (s-1 pS b . ps"PS-l
1) = p.a1/p). 1671 ) () .x" ,soit c_(x)=(1+x) et

s s__s-1 . 8
d 0 =(®). x> . proa 1= e0P TP 1L (BT) P,

j s_pi
(3 ). (ex)P 7P7

L]
~
7]

. —~
»
~
[}

"
Moo

Ce qui permet de determiner les 1(5),em développant l'expression

n
s__j s Log (ps—k)
s h| P -p s__j p -1 P s__j
15 x)=x?. .z @ Pk ar (x By P )x*E,
j=0 k=0 - k=0 j=0 .

Log (ps-n+b) i s ]
a 1(8). P Py (P ~P

D'Ou In Z (b )(n"b ) .

j=0
Sous l'hypothése BI on a

I(w{x)=1(m}xlp),exp((l-l/p)x) + xb/b! .

Ce qui entraine que
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k © k
I(glx) - (l/bl).ex.e-(x/p ) o (xb/b!). T (l/pk)b.ex(l']/P )

0 k=0

™8

k
Le coefficient de x"/n! permet . d'obtenir
() - kyb k\n=b
00 ) -
L= () I (1/p)7-1/p9)"
k=0

Sous l'hypothése P de Poisson,la valeur moyenne du codt d'insertion est

o K
1Py = e™Vo1ty = Prbry. 3 /8 P.eV/P
k=0 :

ITI-3 Cofit moyen de suppression.

Son &tude découle immédiatement de celle du codt d’insertion,puisque
S =1

ITI-4- Distribution des feuilles.

A la différence des autres paramétres,les seconds membres des relations
de récurrence relatives 2 la repartition des feuilles ont des expres
sions assez compliquées. Il nous faudra donc en un premier lieu,calculer
leurs fonctions génératrices. Nous allons poserv,'

pour simplifier les notations gi((w/j):j#i)=x( c Z{ }Iw/j|<=b-q)
jeL-{1i .

Une expression détaillée de g; a €té déja calculée.

Hypothése BF:

On sait que dans L(s),il correspond 3 lel la fonction génératrice

» q

s ,
(z )xd.11 correspond donc 2 g;scompte tenu de son expression détaillée,
b-q s-1 b-q s-1
g T T Hx"y - 1 r xry) g ¢ .
k=0 (r.)ER, j#i j k=0 (rj)ERk i#i i
] N

Or pour toute suite (rj) de Rk’ la somme des rj est €gale 3 k.Donc

b-q : s~-1 ~ b-q _s__s~l
gi(x)= T xk X )i (S ) = z (P kp )Xk-
k=0 (r,)€R, j#i 'j k=0
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Cette &galité s'obtient aisément si on remarque que

s_ s~1 s-1 pS-p°! p®!
P -p =(p-1)p » et donc que (1+x) = n (1+x) =
JEL-{i}
pg-l s-1 p® s-1
LI S DR S S S L S Lol
j#i rj=0 T k=0 (rj)ERk jfi Y]
s=-1 -1

PS‘PB
) = (PP

Donc z I (g
(rj)ERk j#i h|

i on convient de poser pour toute fonction f qui admet le développe

ment en série

[} . . j
f(x) =z ax", (£ = & a x® ,on constate que
n i . %n
n=0 n=1
s__s-1 b-
g; ()= [Q+x)? 7P 70,

Il correspond,2 présent,a dlw/il q.gi((w/j)) la fonction
’

s-1

(g )xq.gi(x) et au second membre tout entier de la récurrence,

(s} p°,_q p? 7l g, o9 pEopEh g
N A IR P UL P

Les seconds membres relatifs aux feuillesvides et pleines sont
-1 -1

; b s s 8 s
bPto= 1 -5 2 P R e b8t (@ Hp® - ))x
k=0 )

b
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La fonction génératrice Fészx) du nombre de feuilles qui contiennent

q clés est donc

s . s s__]
F;S?x) =z béJlx).ps I (1+x)P P
j=0
8 . . .
s J j=1 s_j b-q s__s-l
UL MR CCAPES T DY C TR L Rt A AN L LS
j=0 q k=0

¢t le nombre Fé?i est le coefficient de x" de F;slx) .

Hypothése BI.

Ici encore c'est la determination de b;wzx) qui pose probléme.

. [ . )
Du fait qu'a le/jl,rj il correspond (x/p)Fj /rj! 111 correspond 2

gi((w/j)) la fonction

b-q b-q . .
g, (x) = I 5 T (x/p)Ti/e. 11 = = %/kt) 1§ (
k=0 (r)€R, j#i ] k=0 "k (r)ERy

k! )
Mmr.!
j#i 3

Z k
Or la somme des termes portant sur les (rj) de Rk est égale 3 (p-1) .

b-q p-1 - -
D'od gi(x) = I (R;lx)k/(k!) = eb_q(—;—x) = &exp(RELX)ﬂg 1,

A titre indicatif , on remarquera qu'une manié&re de calculer le coeffi

cient de xk/(k!) dans gi(x) est d'@valuer de deux fagons différentes
ce coefficient dans
x

Pl e 1 P . g L o(x/p)Ti/(r.t) =
j#i j#i r;=0 J

Pk ety

(
o P

~ ™ 8
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Au second membre tout entier de la récurrence correspond enfin

p-1

b-q (1

=~ S ' ‘ p-1 . -
b0 = (xY/qt) - /P Ve ey () =(xVqn)l1-p!"%e

) » *® 3 o 3 - j
D'od F( lx) = e*, Z,pJ.b( kx/pJ).e (x/p%)
: q j=0 q

p-1
( .

h] . -(x/pj
b_q p (X/P ))]‘e

- (1-q)j !
w e* (x%/q1). T P V- p779, e
i=0
Le calcul des coefficients de x" dans les séries génératrices conduit
aux résultats suivants:
sous des hypothéses de Bernouilli ,pour des fichiers w de n clés,le .
nombre de feuilles de 1'index qui contiennent q clés est
k-1

(s) _ S (svk)[ .py p%-pX. _p b
F = -
an =Syt I (YR )3

- k_ k=l sk
(G )(n—q—i)] ;

o) T - _ _ _, b-q __ p-l _, . K e
Fara ™ Sa,q (@) I oM apTa plma Tt ey Doy i kgas
=0 i=0 )

III-5-Longueur du cheminement externe.

Au second membre lwl- £ j lel j correspond dans le cas BF
. =0 ,

(s s S N L N RS ML .
b IX) = p x(l+x) = I J(E)xY = 3 j(Y )xY ; d'on

' j=0 3 j=b+1 3

s s__k
Lty =z p%E b (Bdxy. (14x)P P
k=0
s | s_k

_ P s . P -p s _ k .
=z TNz @bz (P TP Hxd)
k=0 i=b+1 j=0 ]
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Dans le cas BI,il correspond au second membre la fonction

b{7tx) = xeX - i3 /50 =x(e*-e, _ (x)). D'on

1 Mo
o

-] : k
L(mzx) = ¥ 1 pk.b(“Qx/pk).e-(x{p )

k=0
x -x c -(x/ k) b-1 1 xj
=2xe (l-e eb_l(x))+xex {1 -e P J1+x T )] .
k=1 j=13° épk)j

. . . n . . .
L'extraction des coefficients de x" dans ces fonctions génératrices

donne les valeurs du paramétre Ln sous les deux hypothéses BF et BI.

III-6- Profondeur de 1'index.

i

Sous 1'hypothése BI,on a vu que P (w) =
) k+1 {€EL

Pk(w/i).

De plus on a Po(w)=l si et seulement si w n'a pas plus de b cl&s.Donc
K k
P =(p_  (x/p))P=r..=(Py(x/p NP , avec

xJ/j! = eb(x) . Par conséquent
0

noo

Po(x) =
. 3

P ( kyyp

k() = (e (x/p))
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Il s'ensuit que la probabilité que 1'index d'un fichier de n clés

soit de profondeur inférieure ou égale 2 k est :

k
1 x® kyy P
Pn(k) = Pk(n) =n![x ](eb(X/P ))

Dans le cas poissonien,on obtient la probabilitsa que la profondeur

du fichier soit infé&rieure ou égale 3 k

k

k

Y - p _  =x
Py(k)= e ‘B (v)= (fb(vp )) , avec fb(x) = e .eb(x)

Quant &8 la profondeur moyenne de 1'index ,elle est donnée par

PF(n)= [

IR P (k) =B (1R (),

1 k=0
ainsi qu'on peut s'en rendre compte par transformation d'Abel.
Sous 1l'hypothése de Poisson , on a.un résultat similaire en passant

aux valeurs moyennes.
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IV- ANALYSE ASYMPTOTIQUE DES PERFORMANCES

Nous allons nous interesser au éomportement asymptotique de cértains
des paramétres du hachage d}namique virtuel sous la seule hypothése
Poissonienne , lorsgmela taille moyenne V du fichier w devient infinie.
On cons£ate comme on le verra un peu plus loin,que l'expression de
Plusieurs de ces paramétres utilise des séries infinies d'un type
particﬁlier qui ‘on déja &té &tudides pour p=2,et dont l'étude se généra

lise immédiatement pour p plus grand que 2.

Définition:

. -k
Posons Sj(§)= X pfl-J)k. e XP »P,] entiers superieurs a 1, x positif.
: k
LemmeAsymptotiquement en x,on a
. T(G-1) .  T(j-1+2i1m/Lnép) ) )
Sj(x)=xl 1, (1+ % ezlﬂLngx +o(x™ ),
» Lon(p) 140 : F(i-1) '

ol m est un réel positif quelconque.

La preuve est identique 8 celle de [ ] o2 1'on remplace 2 par p.
La somme qui apparattdans les Sj(x) est une fonction périodique de
Logpx de période l,de moyenne nulle.,notée Nj(Lngx)

IV-Nombre de sommets intermnes de 1l'index

. e z x7/j1
On a vu que le second membre,pour s infini,est b(x)=
. i=b+l
(= X % Kk k, -x/p¥ 5k, i, ki, -x/p*
Donc N Qx)= e” I p .b(x/p).e MMP = X p (L xI/(p )J)‘e P
k=0 k=0 j=b+i
i i
© X L _ _ k © X
=e® 1 ——( g pUTE o mx/pmy x T s
j=b+l j! k=0 j=b+l1 j!

Or N(Plv) = e-v. N(wzv) . Donec
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NEPloye  z wIzinLs. vy .
j=b+l J

Compte tgnu du lemme » on a ,lorsque le paramétre devient infini:

P ©© . . P L . - -
vl - (/303w EAD N (Log v+ 0wy ) .
j=b+l Ln(p) ] P

o 1
=(v/Ln(p)). I ——— (1 + N,(Log_Vv) + O(v_
j=b+1l §(j-1) 1P

) ) .

Or la sé&rie de terme 1/j(j-1), j allant de b+l a 1'infini, est conver
gente et a pour somme 1/b . Par conséquent on a le

Théoréme

Le nombre moyen de sommets internes de 1'index d'um fichier dont 1la
taille est une variable aléatoire de Poisson de paramétre V,est asympto
tiquement en V:

' AY
N(Plv) =

m

(1 + Ng(Log V) + o(v ™) ),

bLn(p)

\

ol m est un ré&el positif quelconque , et N_ ume fonetion périodique

S

de période l,de moyennne nulle de Logpv , et dont les coefficients de

Fourier sont

® b T(j-l1+2ilm/Ln(p))
¢, = I —
j=b¥1 j(j-1) rai-n

» pour 1 #0 .,
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Puisque le nombre total de feuilles de 1'index F(P)est 1ié au nombre de
sommets intefnes par F = 1 +(p-1)N, on en déduit facilement une expression
de F .De cette derniére découle le taux de remplissage asymptotique
Corollaire: |
Sous les mées hypoth&ses que précédemment, le taux de remplissage asymp
totique dés-bottesattachées aux feuilles de 1'index est

C Lap)

- p-1

Remarque fpour p=2, on retrouve la valeur connue T= Ln(2). De plus on

constate que le taux de remplissage moyen est une fonction décroissante

de p.

Statistiques sur les feuilles.

Nous allons effectuer la méme démarche pour calculer lecomportement
. &Pz _
asymptotique du nombre q v . On a

k
F(sz)= z pk.b (x/pk).e—x/p
q . Sq

_, b-q p-1 . .k
- ‘E P (1/q) . (x/p®) L [ 1- 7 (llj!)(—;—)J.(x/pk)J].e x/p

Mmoo
o

i

-, b-gq
- (xq/q!)[Sq(x)- p!™a g

LA
Bt .
J 750 sy, oo )

0

Pour q au moins égal a3 2, on peut utiliser le lemme.on obtient
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Théoréme:

asymptotiquement en v,le nombre moyen de feuilles de 1'index qui

contiennent q clés est

\Y] _ b-q p-l . ) -
F(PIV) = —— [T (q-1)-p' 79 % (l/j!)(———)JP(j+q-l)][l+Fs(Long)+0(v ™1
1 q!Ln(p) i=0 P

ol FS(Logpv) est une fonction périodique de période 1,de moyenne nulle,
p :
dont les coefficients de Fourier se calculent comme ceux de N( lv), et

ol m est un réel positif quelconque.(R&sultat vrai pour ¢>=2 )

Corollaire

Asymptotiquement ,le nombre moyen de feuilles qui contiennent q clés est

. ‘ - b-q ., - p-1 .
Féplv) Ry Y [1 -pl q _ z (J ?4 )-(";—)J ] y pour q>u2.
q(q-1)Ln(p) j=0
Preuve : elle se fonde sur le fait que T(n) = (n-1)!

En particulier si q=b, le nombre moyen de feuilles pleines est donné par

(Pz \Y 1-b

p Wy Vm———— (1 - p )

b(b-1)Ln(p)

F

Remarque:ici encore on constate que le nombre de feuilles pleines est

fonction décroissante de p.Ce qui était ,bien sfir,prévisible.

Cas des feuilles vides (q=0)

Ainsi qu'on 1' a vu,les résultats précédants ne sont valables que si
q est supérieur 3 1.Celd vient du fait que les séries Sj(x) divergent
pour q=0 ou 1.0r 1'étude du nombre de feuilles vides est. un indicateur

intéressant dans le probléme de hachage,puisqu'il est égal au nombre

de cases inoccupées.Pour déterminer ce nombre nous allons suivre la
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démarche de [1] qui consiste 3 déterminer le nombre de sommets internes
de 1'index qui ont au moins un fils qui contient q clés exactement.
Ces nombres Mém}&) sont 1iés,si le cardinal de w est supérieur 2 b,par
. £ é . x( L |w/j]>b-q)
M = :
q (%) ey MWD e lw/ilsa "5y

De plus Mq(w) = » 81 w est de cardinal inférieur 3 b+l.

lelxq

Il en résulte ,dans le cas BI, en omettant l'indice supérieur («),

- @ p-1 .
M (x) = p 8PP ) wp (/g /P Y. B (1/§1) () ]
q q j=b-q+1 P
x 2 iy xpd_x m(p=D"Y T (1w § )
M (x) = e . I p’b . (x/p’).e = pe )X (x/p) —ETT—:_T'( Zp e~Xp
q j=0 & m=b+1 LR b P

Soit ,en tenant compte du cas oll w est de cardinal non supérieur & b,

M (x)= (xq/ql) + pex ; (x/p)"™ (p-1)7"9 S (x)
q .m=b+l P 'q!%m-q)! mr7t

Sous l'hypothése P,on a Méplv)=e-V2Mq(v):ce qui donne pour q=0,

P - @ _am
Mé {V) = e-v +p. I (V/p)m LRTLL .S (V).
m=b+1 o m
F'(m-1
(F Vo T (up® DT ek (Log v r0 (o™
M(PzV)=((p\))‘/Ln(p)).U A1+ W(Log v) + 0(v ™) ] ,on U, = ; I o®
0 b P ' b m(m-1) ’

m=b+1

-1
u=£5—'._

» et W est une fonction périodique de Logpv,de moyenne nulle et

de période 1.



-23-

1 . b+] ~ b(b+l) X
De plus U _ = u " [1 + 2 ul .
B B(b+1) m=1 (P¥YE) (b¥k+1) =

- . . . : . . k
Or u est positif et strictement inférieur 3 1, et le coefficient de u

est Egalement inférieur 2 1.

Par conséquent

1 b+l . 1

—_—u < U <

b+l .
b (bel) b bpr)d (1 (1-u)).

En résumé,on a le résultat suivant:
Théoréme:asymptotiquement en V,sous l'hypothé&se P, le nombre moyen

e —r———

de feuilles de 1'index qui sont inoccupées, FéP}v) » est tel que

P}, . - _
Fé {v) 4y —22——.Ub, saver une précision de 0O(v m), m réel positif, et

Ln(p)
1~ p-1
Vb < Ub < P-Vb » en posant Vb = —( )b+l .
. b(b+l) p
p-1
)b+l sont fonctions crois-

Remarque:du fait que p/Ln(p) et que (
. P

santes de p, on constate que le nombre de feuilles inoccupées de 1l'index

"~ est lui aussi fonction croissante de P;. ce qui &tait prévisible.
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IV-3-CoQtnmoyen d'insertion ou de suppression .

, - K
Nous avons établi que I(ka) = (vb/b!) L (l/pk)b.e—v/p .
k=0
- (p b S (1-(b+1))k_-v/p®
Nous pouvons réécrire .I }v) = (v /b!) I »p .e .
k=0

soit 1%ty = WP/biys,, ().

En utilisant le lemme ,on obtient le

Théoréme :

Asymptotiquement en Vv ,le cofit moyen d'insertion ou de suppression
d'une clé dans un fichier est ,sous 1'hypothése P,

\Y

I(P}v) '[ 1 + Nb+l(Logpv) +ov ™ ]

b.Ln(p)

(Avec les mémes notations que précédemmenty .

On voit donc que ce cofit est une fonction périodique de Logpv,dé pérto

de l,et de valeur moyenne v/(b.Ln(p)).

IV-4-Longuedr du cheminement externe .

Désignons par Lé%zv) ce nombre pour des arbres dont les boftes asso
ciées aux feuilles sont de capacité b. Nous avons montré que

k

: k
- ey (x/p) ). e

..'x/p

Lyfxo= e* T pXx/p¥), (e X/P Soit
| K

\ cxspkl Pl N o ok
.x. I(1- ¢ X/P )ig I — x3.p73%) . eT*¥ Pyxe*. D0
k k=

Lb(x)-= eX
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: b-1 . K
Ly(x) = L (x) -x.e*. 1 (xd/j1), 3 p(0-9)k g-x/p
o j=1 K

b-1 .
= Ly -x.e®, .z (x1/30).8505) , avee

| PR e/ ok
Ll(x) = x.e¥, Z(l - e x/p ) =-'x.ex.T(x),avec T(x) = £(1 ~ e % p.) .
k . k

Il résulte de ces &égalités que

przv)_= v;T(v), ‘et que

b-1

LéP{V) = fftv) - V. E (vj/j!).Sjgy) , 81 b est supérieur a 1.

ij=1

Du fait que 1l'on sait calculer les Sj(V), la détermination des LéPzV)
se raméne 3 celle de T(v).

- Lemme 2:

Asymptotiquement en x, on a

- Y
T(x) = (Log x+l+.
P 2pn(p)

o1 o+ U(Logpx) +0(x ™ ) s *

ot U est une fonction périodique de Logpx yde période 1, de moyenne
nulle , et m un réel positif quelconque.

Preuve:elle est identique 2 celle de [1], en remplagant 2 par p.

L'utilisation des deux lemmes conduit au
Théoréme

Asymptotiquement en v,sous l'hypothése P,la longueur du cheminement

L]

externe <e l'index est une fonction périodique de Logpv ,de période 1,

dé‘valéur.moyenne
(Pl‘\ b-1 .
Lb v awl Lpgav + 1/2 +(y/Ln(p)) (1 + 6p>l N CVARD DY
i :, j =]
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ANNEXE

. © k
A titre d'exemple,&tudions la série T(x)= (1 - e-X/p ).
k=0

1) Sa convergence est assurée par le fait qu'asymptotiquement en k

k

k
1 - e x/p vox/p sterme général d'une série convergente .,

Z)Nous allons effectuer une transformation de Mellin sur T(x) :
posons o, = 1 B, = -k f(x) =1 - ¢ %
k s Py P ’ .

On a T(x) = I a,.f(B x).
: k=0 k k

Pour tout nombre complexe s,la transformée de Mellin Tx(s) de T(x) est

Tx(s) = 60"T(x).x$_l dx . Elle vérifie

T*(s)= £%(s).w(s) , w(s) = I a .B8-° = g ¢pF)® T, et
k*"k
k . k k
£%(s) = - I'(s) . ‘
W est convergente pour Re(s)<0 » et vaut alors w(s) = 1/(1 -ps) .

fx(s) est définie,holomorphe pour =-1< Re(s)< 0, et y vaut ~I(s).

s

On a doac Tx(s) = = T(s)/Q1 —lp ) , pour =-1< Ré(s)< 0 .

Cette fonction peut &tre prolongée analytiquement pour Re(s) >0.

3) pour tout réel c,compris entre =1 et O, on a par inversion :



~27_
c+iow _ ,
T(x) = (1/2im)./ . ™™ (s).x %ds . -
c-iw

Prenons un contour C pour &valuer cette intégrale: soit m un réel posi

.

tif, et t.= (2r+1)n/Ln(p) , n entier positif tendant vers l'infini.
Le contour est dé&limité par les droites d'abscisses ¢ et m, et les droi

tes d'ordonnées t, et -t - Il est parcouru dans le sens direct.

S

On désigne par Ic’ I, 1 et I les intégrales de T®(s).x ° sur

m sup inf
ces différentes dobés :de ce rectangle parcourus dans le sens direct, et
par B l'intérieur de ce rectangle. La fonction 3 intégrer est analyti

que 3 l'intérieur du contour,sauf en ses pdles que nous &tudierons plus

loin. On peut donc lui appl&uer le théoréme de Cauchy :
x -s
Ic + Im + Isup +_Iinf = :é Res(T (s).x ) ,
SIS

ol S est l'ensemble des poles 51 de T*(s).x S qui se trouvent dansB.

On constate que T(x) =--1im'Ic s Pour n tendant vers l'infini.
Nous allons nous employer & calculer la somme des résidus et 3 montrer

le rble négligeable des autres intégrales.

4) P3les et résidus de ’I.""‘(s).x-s dans B:

x 8 n'ayant pas de pdle dans B, les seuls pOles 3 prendre en considéra

tion sont ceux de l/(l-ps) et ceux de T (s).

" Les pdles de la premiére de ces fonctions vérifient

s.Ln(p) _ e2'1117

s 1, soit e » L entier relatif. Donc ce sont les

[ ]
L[}

2ilm/Ln(p) , lE€Z.

w
[}

]
o

A l'intérieur de B, T (s) n'a‘qu'un seul pdle , s
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La fonction T (s).x ° a donc un péle double 3 l'origine et une infinité

de pdles simpies 8,= 2iln/Ln(p) , 1€z%*
Résidu a 1'origine:

aé voisinage de s*0, on a TI(s) = I'(s+l1)/s " (1 fY.s)/s y ol Y est 1la

constante d'Euler ,([4], p.257 et suivantes).

1 - p¥=1 - es.Ln(p) v -sLn(p)(l + —Ln(p) ) ;
2

x 5 = e—s.Ln(x) vl - g.Ln(x) .

Donc Tx(s).x-s N (l/san(p)).(l - (y + —%Ln(p) + Ln(x))s ).

Le résidu en s=0 est le coéfficient de 1/s8, soit

Pg ==(L(x) + 1/2 + y/Ln(p) ) .

Résidu en chacun des autres poles S,

Tl 475y

1 s, '
/(1 - p )S=sl " Talp)

Py = = I(sy).x °

5) Etude de I et I, :
sup inf

Sur la droite d'équation s = i.tn ; on a

H

8 .ein/Ln(p) o i

1 - P a | - p°n eln/Ln(p)

I - cos(n/Ln(p))+isin(Ln(p))

Donc fl - psl = 2.s8in(n/2.Ln(p)) , qui ne peut nul pour des raisons

s
évidentes «11 existe donc un réel poitif d tel que d<= | l-pS |§= 2,
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De plus,on sait que ,quand v tend vers 1'infini,on a

I‘(u+iv) - O(lvlu-_-l/Z.e-(ﬂ/Z)IVI)

Dome T(it ) = p(lchfég(n/2)|cn| ) .

Enfin x °= x-Fn1= EttnLn(x) et e]x_s|= 1.

Par conséquent T (s).x ° est majorée en module par une fonction de t,

qui tend vers 0 quand n tend vers 1'infini, et 1'ona

lim I = lim I, = 0, quand n tend vers l'infini.
sup - 1inf

6) Etude de Im :
c'est 1'inté&grale de T®(s).x ° sur le.cbt& s= m +iy , y allant de -t
a +tn .On‘a,ici eﬁcore,

Ir(m+iy)l =O(|ylm-1/2.e-(ﬂ/2)r}'| )

ps = pm_elyLn(p) s 1 = ps = l-pm.cos(yLn(p)) - i pm sin(yLn(p)) , donc.
PT o= 1 <= |1 - pfle= p" 4 1
x ° = x~m.e"1yLn(x) s Soit lx—s{ = x_m s pour x positif .

I1 s'ensuit que
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|1 [<= "/ (™=1)) . |[/T(m+iy)| .

) . s . . o .
Or cette derniére intégrale converge vers une limite finie squand

n tend vers l'infini, compte tenu de la majoration obtenue pour

| T(m+iy) | =

Lorsque x tend vers plus l'infini, on voit donc que le module de I

‘est un O(x-m) » quelque soit le réel positif m.

' On a donc, en ré&sumé,par passage & la limite, quand n tend vers l'infini,

.

T(x) =-p_  + _5 N +0(x ™) , m réel positif quelconque, soit encore
1€2*

= /" | 2il7L

I (1 - e *Py=L (x)+1/2+y/Ln(p)+ L _(1/Ln(p))T(2ilm/Ln(p))e 2i1TLog x
k=0 - P 1€2*

+ 0(x™™) ; ou enfin

[} /k '

L (1- e */P y a Log x + 1/2 + y/Ln(p) + V(Log x) + 0(x ,

k=0

oli V est une fonction périodique de Logpx , de période | et de moyenne

nalle » et m un réel positif quelconque .
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CONCLUSION

Ainsi que nous l'avions indiqué, nous avons généralisé au cas des
arbres p-~homog&nes les résultats connus pour le hachage dynamique

dans le cas des arbres binaires.

deux constatations s'imposent:

d'une part;méthodologiquement,lés/outils crées et utilisés pour p=2

ont pu &tre généralisée sans trop de difficulté & p entier quelcanque;
d'autre part,au plan des résultats ,le fait de prendre p supérieur a 2
n'améliore pas les performances du hachage.En effet,comme on 1'a vu,
les valeurs de cértains des paramétres se dégradent quanﬁ‘p augmente.
Néanmoins,sauf 3 se résigner 4 coder en}binaire les clés écrites dans
un alphabet & p &€léments,on peut considérer que les procédés de hachage
au moyén d'arbres p-homog2nes sont trés utiles. |

Pour terminer,nous voudrions suggérer une orientation de fecherche,qui,
d notre avis,devrait apporter une amélioration des performances des
techniques de hachage dynamique : alors que les méthodes actuelles
consistent 3 séparer,de fagon aveugle,les clés qui sont rangées dans
une bofte attachée 3 une feuille de niveau k dans l'index,suivant les
valeurs de leurs k-iémes chiffres,on pourrait penser 3 les séparer sui
vant les valeurs d'un chiffre-pas nécessairement le k-iéme-qui partage

rait "le mieux possible! ,en un sens 3 préciser,cet ensemble de clés.
: P , P . |
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