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RESUME

L'analyse formelle de la plupart des coefficients de comparaison entre deux parti-
tions, montre que la contrainte résultant de la structure de la relation 'partition’,
n'intervient absolument pas. Cette contrainte doit se manifester au niveau de la
normalisation ; c'est-a-dire, du dénominateur du coefficient. Cette normalisation peut
étre de nature formelle ou statistique. Pour la premiére, on montre comment -en
remplagant la notion de formule mathématique par celle d'algorithme récursif- on
résoud un probléme d'optimisation combinatoire jusque la réputé trés difficile. Comme
le montre l'analyse formelle et asymptotique du coefficient obtenu, la normalisation
statistique -par rapport & une hypothése adéquate d'absence de liaison- tient étroi-
tement compte de la contrainte.
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ABSTRACT

The formal analysis of the most comparison coefficients between two partitions,
shows the non intervention of the relational constraint which results of the partition
structure. This constraint must appear in the standardization of the considered coeffi-
cient ; that is to say, at the level of the coefficient denominator. This standardiza-
tion has 'formal' or 'statistical' nature. For the first, we show how -by replacing
the notion of mathematical formulae by this one of recursive algorithm- we resolve
a combinatorial optimization problem which has been considered as yet as very diffi-
cult. On the other hand, we study the asymptotic formal expression of the coefficient
obtained by statistical standardization with respectan adequat hypothesis of no rela-
tion. This last coefficient takes closely into account the relational constraint.
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I. INTRODUCTION

Depuis l'origine de nos recherches, le point de vue que nous adoptons correspond
a considérer une variable qualitative descriptive d'un ensemble O d'objets, comme
définissant une relation sur l'ensemble O qu'on peut -selon sa complexité- représenter
de facon ensembliste au niveau de O, de OxO ou méme de (OxO)x(0OxO) [Lerman
(1970),(1973),(1981),(1987)]. Le cas d'une variable qualitative nominale c est un
cas particulier d'une variable relationnelle qui induit une partition m={A./1<i<I} en
I classes non vides. On peut représenter une telle partition au niveau de 1'ensemble

0{2}=P2(0) des paires d'objets distincts, par le sous ensemble R(r) des paires d'objets
qu'elle réunit, plus précisément

R(ﬂ)=‘Z{Ai{2}= P2(Ai)/1<i<1} (somme ensembliste)

Si on introduit !e sous ensemble S{m) des paires d'objets que la partition sépare:
S(m)= Z{Ai*Ai,/lsiéi'ﬂ},
ou Ai*Ai,={ {x,y /x(-JAi et y(—:Ai.}, R(n) et S(m) forment une partition en deux classes
de O 2}

La comparaison de deux partitions 1 et « peut alors s'exprimer en termes de com-
paraison de parties d'un méme ensemble qui est 1'ensemble O2} des paires d'objets
distincts. On peut en effet associer 3 «-{B./1<j<J}, les ensembles de représentation

R(x) et S(x). Un certain nombre de coefficients dont on parle dans la littérature
Anglophone, utilisent les indices bruts suivants : s=card[R(m)N R('x,)],

u=card [R(n)f\ Rc(x)|, v=card [:Rc(n A R('x,):] et t=card [Rc(n)ﬂRc('x,):] ot RE(m) [resp.

RC('x,)] désigne la partie complémentaire dans O de R(m) (resp.R(x)]. Citons par
exemple :

Rand(1971):{(s+t)/(s+usv+t)]. ' (1)

Jaccard(1908): [s/(s+u+v)]. (2)

Fowlkes and Mallows (1983):{5/\/[(s+u)(s+v)]}. (3)

Si l'indice (2) est correctement attribué & Jaccard, il n'en est pas tout a fait
de méme pour chacun des deux autres indices qui ont été considérés bien avant,
mais dans un tout autre contexte. Vers les années 50 & 60 sont apparus de nombreux
indices de similarité entre individus (taxons) décrits -dans le cadre d'une table d'in-
cidence- par des attributs logiques de présence-absence. Si C est l'ensemble des
caractéristiques, on peut représenter un méme individu x par le sous ensemble Cy
des attributs qu'il posséde. La comparaison de deux individus x et y se raméne a
celle de deux parties Cy; et C_ de C, & partir des paramétres : s=card(CXﬂC )

u=card(C4( CS), v=card(C§ﬂC )" et t=card(C§('\C§) ol Cx(resp.C§) désigne la partie
complémentaire dans C de Cx (resp.Cy).

Dans ces conditions, on voit trés vite que le coefficient de Rand n'est autre
que celui de Sokal et Michener (1958) qui se met également sous la forme
{1-[:(u+v)/c]} ou c=card(C)=s+u+v+t. D'autre part, le coefficient de Fowlkes and Mallows
n'est autre gque celui d'Ochiai(1957). De plus, un coefficient de type 'Goodman et
Kruskal'(1954) {[(s+t)—(u+v)]/(s+t+u+v)} peut s'écrire {1-[2(u+v)/c]} et correspond
exactement a l'indice de Hamann(1961). Si maintenant, on regarde l'objet x (resp.y)
comme représenté par un préordre total a4 deux classes Cg et Cx, avec C§<CX (resp.

C; et C_ avec C°<C ), le coefficient de Goodman et Kruskal n'est autre que celui de
Yule E(1911),(1912):]: >[:(st—uv)/(st+uv)\']. .

Ainsi, si on réduit la comparaison de deux partitions T et X & la comparaison de
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deux parties R(rr) et R(x) d'un méme ensemble fini 0{23, sans s'interroger plus avant
sur la nature des structures que l'on compare, on peut considérer n'importe lequel
des indices de similarité considérés par les taxinomistes pour comparer des taxons
décrits par des attributs logiques. Quitte ensuite & expliciter ce qu'on obtient par
rapport au tableau de contingence {c./1€i<I, 1<jcJ} de croisement des deux parti-
tions TC et X ; ci.=card(Ai(\ B.), lsisl,llqs.l. On posera aussi ai=card(Ai), bj=card(Bj),

KKi<I, 1<j<J. On a en effet,

card [:0{2}:]=(g), ou n est le cardinal de 1'ensemble des objets,
card(R(m]= [{Gi)/1cic1}, card(Re)]= J(0))/ 1)< }

s=card (R(r) | R(x))= 2{(§ij)/1<i<1, K<},

uscard [R(m) N S(x)]= ] {c;.c.../1¢icl, 1gj<j'<d}, (4)

ij ij
v=card [:S(n) N R(oc)]= X{cijci,j/lski'sl, 1jgd},

t=card(S(m N S(x)]= Z{cijci,j,/u ii'¢l, 1Kj<j'<I},

ol nous notons S(m) pour RE(m) et S(x) pour RC(x).

Tous les indices ainsi obtenus -par transposition de coefficients connus de simila-
rité entre parties d'un méme ensemble fini- ne tiennent pas complétement compte
de la nature particuliére des structures de partition & comparer. On peut d'ailleurs
considérer ces indices pour comparer deux relations binaires quelconques, dés lors
qu'on les aura représentés par leurs graphes respectifs au niveau de OxO. Toutefois,
I'ensemble de représentation n'est pas abstrait ; il s'agit de 1'ensemble des paires.
Les sous ensembles R(n) et R(x) sont fermés transitivement et la contrainte de TRAN-
SITIVITE n'intervient pas dans la comparaison. F. Marcotorchino DMarcotorchino
(1984):] a montré que beaucoup de coefficients d'association entre partitions qui sont
proposés dans la littérature, correspondent & la comparaison de deux codages 'linéai-
res' de l'ensemble OxO des couples. Ils ne sont donc pas spécifiques & la comparai-
son de deux partitions. Ils peuvent étre formellement considérés pour comparer deux
relations binaires quelconques, ou mé&me deux parties d'un ensemble abstrait fini.

II. SCHEMA GENERAL DE COMPARAISON ENTRE VARIABLES QUALITATIVES RELA-
TIONNELLES

Pour comparer deux variables qualitatives relationnelles, nous avons au cours de
notre recherche fait émerger le diagramme suivant :

(¢8)E AxB > [R@),R(BJ€ Qg x
————— s=s(a,8)=card [R@) N R(®)]

- Hypothése d'absence de lien (h.a.l.) (ou d'indépendance) tenant en compte de
fagon stricte ou 'floue' les caractéristiques de cardinaiité de a et de B.

—y Ses(a, 8 )=card(R(e)O R(8D)]
———3 Qla,B)=[5-%(S)] /V/[var(s)]

Dans ce schéma g et g sont les deux relations sur l'ensemble des objets, respec-
tivement déterminés par les deux variables & comparer. A(resp.B) est l'ensemble de
toutes les relations du "méme type" que g(resp.g). R(q) [';esp.R(B):] est la représenta-
tion ensembliste de qg(resp.g). R(a)[:resp.R(B)] est un sous ensemble de O, ou bien
de Ox0, ou méme de (Ox0)x(0x0). Q. (resp.Qr) est 'ensemble de tous les sous ensem-
bles possibles de représentation d'une relation de méme type que q(resp.g).
s=s(a,B) est appelé indice "brut". a* et B* sont deux variables aléatoires relation-
nelles indépendantes, respectivement associées a a et B, conformément a 1'hypothése
d'absence de liaison, qui tient compte -de facon stricte ou floue- des caractéristi-
« s cardinales de a et de B. S est 1'"indice brut aléatoire" dont l'espérance mathé-
anititue et la variance sont notées ‘fg(S) et var(S). Qla,B) cst l'indice "centr¢ ct
RRITTE



Nous avons extensivement utilisé ce schéma dans 1'élaboration de nos coefficients
d'association totale ou partielle entre variables qualitatives [Lerman(1973),(1981),
(1983a)(1983b):]. Pour le rendre plus clair, nous allons l'illustrer dans le cas qui nous
concerne ici de la comparaison de deux partitions, définies en l'occurence par deux
variables qualitatives nominales.

® et 3 sont deux partitions dont on supposera -sans restreindre la généralité-
qu'elles sont en classes étiquetées. Nous les désignerons -conformément a ci-dessus-
par T et x. t(w) [resp.t(x)] indiquera le type de la partitiont (resp.x) ; c'est-a-dire,
la suite ordonnée des cardinaux de ses classes : t(r\')=(ai/14i\(l) Eresp.t(oc)=(b./l$j@)].
Dans ces conditions A(resp.B) est 1'ensemble des partitions -en classes étiquetées
sur 0, de type t(w)[resp.t(x)]. R(W)[resp.R(x)] est l'ensemble des paires d'objets
dont les deux composantes sont réunies dans une méme classe de la partitionT (resp.x)

(cf.ci-dessus). Qﬂ (resp.Q,x') peut étre défini comme étant l'ensemble des parties de

{2
O } dont chacune correspond a la représentation d'une partition de type t(T)|resp.
t(x)]. Nous avons déja exprimé [cf.(4) ci-dessus], s=card[R(m )\ R(x)] .

Il y a trois formes fondamentales de 1'h.a.l. erman(1981) chap.2|. Nous allons
considérer ici celle stricte ot T(* (resp.x.‘ ) est une partition gléatoire dans l'ensemble
A(resp.B) muni d'une probabilité uniformément répartie., La moyenne et la variance
de l'iridice brut aléatoire S=s(r*x*) sont respectivement donnés par Derman(1973),
(1981)]:

é(S)ﬂ\u et var(S)= Au+po+6g- X u?,
ol
A= [{aja;-1)/ [2n(n-1)]/Kic1} )

p= z{ai(ai-l)(ai-2)//[n(n-l)(n-2):];1<i<1 }
0=1{ [ iZai(ai-l)jz-z g a (a;-1)(2a;-3) }/2/[n(n-1)(n-2)(n-3))

et ou les expressions de uo et ¢ ont respectivement la méme for € quei,petd ; les
a; de t(m) étant remplacés par les bj de t(o).

On remarquera que 6 peut s'exprimer en fonction de Aet de p puisque

iZai(ai-l)(Zai-S):Z g ai(ai-l)(ai-2)+2i a;(a;-1).
Nous allons a présent situer deux coefficients classiques par rapport au schéma
que nous avons présenté. Le premier -de comparaison de deux attributs logiques
a et b- est celui de K. Pearson [Pearson(lQ 28)] et le second -de comparaison
entre deux variables 'rang' r et s- est celui de M.G. Kendall [:Kendall(1970):].

Pour obtenir le coefficient de K. Pearson, on représente un méme attribut
logique a(resp.b) par le sous ensemble O(a) [resp.O(b)| de l'ensemble O des objets,
formé de ceux qui possédent a(resp.b). Par conséquent R(a)=O(a) [:resp'.R(b)=O(b)].
L'h.a.l. est stricte et associe a R(a) [)'esp.R(b) , une partie aléatoire R(a*)
gresp.(b )] dans l'ensemble -munj d'une probabilité uniforme- des parties de O

e méme cardinal n(a) Cresp.n(b):]. La v.a. S est. hypergéométrique et Q(a,b) se

met sous la forme :

Q(a,b)+/{n-1)p(a,b)2/n p(a,b). (2)

ol pP(a,b) est un coefficient pur, compris entre -1 et +1, dont la limite -pour n tendant
vers l'infini et }n(a)/n:] (resp.[n(b)/n}) vers une limite finie- est indépendante de
n. Dans ces conditions, le coefficient p(a,b) peut s'obtenir par l'une ou l'autre des
deux expressions suivantes :



(i) p(ap)= _L Qab),  (3)
/n

(i) p(a,p)= _Aa,b)  (4)
¥ Q(a,a)Q(b,b)

Considérons a présent la maniére d'obtenir -dans le cadre du schéma- le coef-
ficent T de M.G. Kendall de comparaison de deux variables 'rang' r et s. Chacune
des variables définit un ordre total et strict sur l'ensemble O des objets. R(r) [resp.
R(s):] est le graphe dans OxQ de la gelation d'ordre total définie par r (resp.s) qu'on
notera également r(resp.s) r (resp.s ) est un ordre aléatoire dans 1'ensemble -muni
d'une probabilité uniforme- des n! ordres totaux et stricts sur O. Dans ces conditions,
l'indice T de M.G. Kendall se met sous la forme

T (r,8)= {S(T,S)-'&ES(I‘*,S*) } ,
{ max s(r',s")]-§[s(r s )] }

ol max[s(r',s')j est le maximum possible de 1'indice brut de comparaison de deux
ordres totaux r' et s', il s'agit ici de n(n-1)/2.

, (5)

Certains chercheurs tels que L. Hubert et Ph. Arabie (Hubert & Arabie (1985))
considérent qu'un coefficient d'association entre deux variables qualitatives doit
nécessairement avoir la méme forme que (5), & savoir et dans le cas général

1 (a8)- {s@.,B)-Bls(a*,8%)]} . (6)
{ max[s(a',8")] “Bls¢ a*,B*):]} ‘

od max[s(a',8')] est le maximum possible de card (R(a')(\ R(B")) pour deux struc-
tures, a' de méme type que a et B' de méme type que B.

D'autre part, ces chercheurs considérent qu'une statistique telle que Q(af) doit
étre consacrée a tester l'hypothése d'indépendance entre ¢ etB . Mais nous avons
montré [‘Lerman(1984):] la non pertinence des tests statistiques d'indépendance entre
variables descriptives en analyse des données. Rien n'interdit donc de considérer
un coefficient p(a,8) directement déduit de Q(aB), de la méme fagon que le coeffi-
cient p(a,b) de K. Pearson peut étre déduit de Q(a,b) [:cf. expressions (3) et (4):].

Notre objectif dans la suite de ce papier est de présenter un apercu sur les plus
récents résultats que nous venons d'obtenir sur la possibilité et 1'analyse de formules
telles que (3),(4) ou surtout (5) en cas de comparaison de deux partitions met x.
Contrairement aux indices présentés au paragraphe 1, la normalisation de nos coeffi-
cients tiendra intimement compte des contraintes de structure dans la comparaison
de deux partitions.

III. FORME LIMITE DE Q(f;x). NORMALISATION PAR L'ECART TYPE

Nous allons en réalité donner la solution d'un probléme sensiblement plus général
pour la comparaison de deux 'codages' symétriques (resp. antisymétriques) de OxO.
SilQ (x,y)/(x,y)EXxXY et ¥ (x,y)/(x,y)EXxXJ -ou X={1,2,...,X,...,n} indexe O- désignent
:7% daux codages, on suppose avoir

(V(x,y)€XxX) [9(x,y)=ty,x) et P (x,y)=P(y,x))
ou (V(x,y)EXxX) [$(x,y)=-0(y,x) ety (x,y)=-Wy,x)],

d'autre part,
(VXEX) [qp(x,x)qp(x,x)d:] en cas de codage symétrique,
ou



(VxEX) [:q)(x,x):zp(x,x):oj en cas de codage antisymétrique.
L'indice brut ignore la diagonale de XxX et se met sous la forme
s0.0)=1 (8 ey ixg)/ex Py (1)

L'indice brut éléatoire peut prendre la forme suivante

S=stb ™ )= {0 [:O(X),O(y)J\II['c(x),T(y):]/(x,y)Gx[:ZJ} » (2)

ol 0 et T sont deux permutations aléatoires indépendantes prises dans 1'ensemble G
-muni d'une probabilité uniforme- des n! permutations sur X.

La comparaison de deux partitions m et % correspond a celle de deux codages sy-

métriques a valeurs 0 ou 1 et valant 1 sur la diagonale de XxX.

Bisr 1 [:2] X’Zyj¢ (x y)][:[Z voy)),  (3)

oll ntz:] =n(n-1) et od [x,y] est un élément courant de XEZ].

Nous allons maintenant donner de la variance de S deux expressions ; la premiére
est dde a Mantel DMantel(1967) et la seconde mise en évidence par nous- mémes
[:Lerman(1976)j tout & fait indépendamment -car nous ignorions le papler de Mantel-
mais a la suite d'une tentative de G. Lecalvé [:Lecalvé(1976)3 qui s'inspirait d'un
vieux papier de H.E. Daniels D)amels(1944):] Ces expressions seront données dans
le contexte particulier de la comparaison de deux codages symetrlques (resp. anti-
symétriques).

Pour présenter l'expression de la variance selon Mantel introduisons les paramé-
tres classiques suivants :

2 2 2

A (L ppin)? 4 I o) et ag ] oy B’
1 X[‘ZJ xCX EyCX{x 3 X[:ZJ [: ]

1,B et B3 qui ont respectivement les mémes expressions que A A2 et A3, au rem-

placement prés de ¢ pary . En notant par n ] =n{n-1)...(n-r+1), la r-iéme puissance
factorielle de n, on a :

.2 . 4 - .
var(s)= —E'Z'I AgB, —Ta7 (Ay-Ag)(B,-B,)
-n n
(A~4A,+2A,) (B, -4B,+2B,)— (4)

[43 : K E2] )

Notre expression de la variance dans la situation concernée est la suivante :

var(s)= ] ox.y)6(x,2) CZ U (X,y)¥(x,2)
_['_J' 3 3 —E—J’g J :]
c 5 Y exyman] (7 ESATERY
L. H
.1 AB

Fo =0

ol G(resp.H) ... I'cnsemble des tri-uples [x,y,z] (resp. quadruplets Ex,y,z,t]) a com-
posantes mutuetlement distinctes.



La correspondance entre notre expression (5) et celle (4) de Mantel est alors
claire a partir de l'identification qu'indique les coefficients 2 4 1 et

]
1 . nIZI n|3| nl4l
(n[2])2
On se rend en particulier compte que 1'expression de la variance dépend d'une
part de paramétres A1 et A3 (resp.Bl et B3) qui -pour la comparaison de deux rela-

tions symétriques (resp. antisymétriques)- s'expriment au niveau de 1'ensemble x(2}
des paires et d'autre part, du terme irréductible Z{cb(x,y)cb(x,z)/[x,y,z:]GG} (resp.
Y{W(x,y)¥(x,2)/ [x,y,2] 6}). Dans ces conditions on peut appeler cette quantité -qui
fait intervenir la transitivité- la "caractéristique particuliére de la structure" ¢ (resp.

¥). :

Introduisons les moments factoriels suivants :

A jﬂﬁ{w‘x’y’/‘x’y’@‘m}’

A,s 1[2] a{wz(x,y>/(x,y)ex[23}, (6)

n

[ _n__lt_ij,EJ(P(x,y)‘P(x,z)/[x,y,z] ec},

d'autre part, respectivement, HysHy et o qui sont & ¢, ce qué >‘1')‘2 et p sont a ¢.
Nous établissons ELerman(1987c)J le résultat suivant de calcul :

Théoréme 1. var(S)= ZH_E:?;]) {2n EZJ(Q-X?)(O 412)

(n-
2
(n-2)

2 2
(Az-kl)(uz-ul)

~4(p-Ag) (0-1y) Y. (7)
Introduisons & présent les moments absolus suivants :

Py _é_z{cb(x,y)/(x,y)GXxX},
n

Py 1107 (xy)/(xy)ExxX], (8)
n

t= %Z{tb(x,y)¢(x,2)/(x,y,2)€XxXxX},
n

d'autre part, respectivement, q;+95 et u qui sont a4y, ce que PPy et t sont a¢é.
Dans la référence ci-dessus mentionnée, nous établissons le résultat suivant :

Lemme. var(S)=__ir‘6% (t-p?)(U-Q?)
- (n-1)(n-2)2

+ 2n(n-1)2 22, 2 nl 2
(n-3) SLPRSY mhmz (TPD)

2 2 2
-5 2n - .
XC(UZ M -1)(n-2) b ql)J} (9)



En notant

W o By )/ (xy)EXxXd,  (10)
on a le résultat :

Théoréme 2. La forme limite de l'indice centré et réduit Q) est :

(E-—(W-D q,)
Q((?,%- 2 171

4
2 2, 2 2 2 2
(tpp g+ [(py-pp)-2(t-p7)] [lay-a7)-2(u-7)] (11)

En général (t—pz)(u-qf) est difféfent de zéro et positif. Dans ce cas, 1'expression
de Q(¢,J) devient pour n "assez grand" :

a (w-p,-q,)
Qo-Y2_ 11 (1)

7

7
(t-p2)(u-g})

On remarque avec beaucoup d'intérét que -comme dans le cas de l'obtention du
coefficient de K. Pearson- Q¢ ,) est au facteur vn prés, un coefficient pur dont
la limite ne dépend pas de n, en supposant que w, Pys Py et t (r(-:sp.ql,q2 et u) ten-
dent vers des limites finies.

Donnons a présent la forme limite de 1'expression de Q(mX), en cas de comparai-
son de deux relations partition, dans ce cas ¢ et ¢ sont symétriques et a valeurs 0
oul ;¢ (x,y)=1 Eresp.w(x,y)=1:] si x et y sont réunis par la partition n(respX) et
¢(x,y)=0 |resp.y(x,y)=0| si x et y sont séparés par la partition m(resps).

En se rappelant des notations du début du paragraphe II, posons :

a, bj C.. L
mo= _d, = -k et Y..= -1l pour tout (i,j), 1<icI, 1<j<J.
I p }J n 1] n .
On a alors

2 3
p1=p2=p= iX‘”‘is t= }l:" it

4y aya- ] %), us ] o (13)
] j

et ws z Yf
(i M

Corollaire. La forme limite de l'indice centré réduit Q(m,x) est :

/—E( -pq)
Q(m,x)- 2 W4

(14)
(tp%)(u-g%)+ L [tp"-2(-0]) (ta-a%)-20u-o%)]
n

2 2 o . - ' .
(t-p )[resp.(u-q )] est en général strictement positif et exceptionnellement nul ; la
nullité ayant lieu si tous les m, (resp.xi) sont égaux entre eux ; c'est-a-dire a (1/1)
[:resp_.(l/J):]. Dans ce cas, l'ordre de grandeur du dénominateur change et on a 1'im-
pression d'une rupture dans le comportement de 1'indice Q(mx). Mais, il ne faut pas
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oublier que l'ordre de grandeur du numérateur change également ; 1'indice brut chu-
tant brutalement lorsque 1'une des partitions est en classes de méme cardinal, par
rapport a la situation ol chacune des deux partitions est en classes de cardinaux
respectifs trés différents.

Revenons au cas plus général de Q(¢,¥). Nous avons émis la possibilité de définir
un coefficient de la forme :

RO ,¥)= APV (15)
Ao, 0w, v) "

Si n n'est pas assez grand pour que le second terme sous le signe radical
¢ ) de (14) garde une certaine influence, on a alors un indice tout a fait nouveau.
Sinon, l'indice qu'on obtient correspond & un coefficient de corrélation entre les
deux pondérations ¢ et ¥, équivalent formellement a celui de K. Pearson.

IV. NORMALISATION PAR LE MAXIMUM

L'objectif est la définition d'un coefficient conforme & la philosophie de
T(a,B) Dcf. expression (6) §IJ. Relativement a la comparfiion de deux variables rela-

tionnelles ¢ et ¢, correspondantestzi deux codages de O'™v, le probléme de la maxi-
misation[ﬂe Y {o(x,yN (x,5)/(x,y)EX LYY} sur 1'ensemble {Z{(b Co(x),o(y)]mp(x,y)/
{x,y)€X }/OGGn} -ou G n est 1'ensemble des n! permutations sur X- est reconnu com

me trés difficile, quels que soient les deux types de structure & comparer [:Hubert
(1983), Hubert & Arabie(1985), F. Marcotorchino(1984)]. Nous avons pu proposer une
solution exacte au probléme posé et cela dans deux situations. La premiére -qui nous
concerne ici- est celle de la comparaison de deux partitions et & ELerman & Peter
(1986)’\1. La deuxiéme est celle de la comparaison de deux préordres fotaux [Lerman
(1987a J C'est la premiére des deux situations qui a été la plus difficile a réduire.
Nous allons donner un bref apercu de la solution, le lecteur intéressé se reportera au
rapport détaillé que nous venons de mentionner.

Conformément aux notations introduites (cf.§I), il s'agit de résoudre, en nombres
entiers :

Maxi{cfj/lsisl, 1€j<IY (1)
sous les contraintes

Z ci.=a. pour tout i, 1<iKI,
kjeg Y
(2}
z ci.=b. pour tout j, 1€KJ.
33 )

La premiére idée trés importante est de remplacer la notion de 'formule mathé-
matique' jusque la utilisée par celle beaucoup plus générale d''algorithme récursif'.
La deuxiéme idée liée d'ailleurs a la premiére, consiste a travailler au niveau du

. \ N y
tableau de contingence (2 I lignes et J colonncs) dont on commcenccra par remplir

les marges qu'il s'agit de répartir au mieux a l'intérieur de la table. De la sorte
on aura en plus défini une configuration optimale de la table de contingence.

Sans risque d'ambiguité, notons w(resp.x) la fonction indicatrice de R(T) [resp.

R('x.)"] dans P=O{ 2} (cf. notations du paragraphe I). Nous démontrons (cf. référence
mentionnée ci-dessus) que parmi les bornes classiques majorant (1) au moyen d'une
2xiTeecion mathématique symétrique en T et &, la meilleure est fournie par une appli-
cation < * ‘nZzalité de Shwartz congcue dans un cadre logique :
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(p)- A T - T (xe-v2) (3)
pgp[:ﬂp u] (xtp)-v] {pép[‘, p uJ pép (x(p)-v)

ol .
p=) a;(a;-1)/n(n-1) et v= ) b (b;-1)/n(n-1). (4)
i j

Toutefois, comme nous le démontrons, cette meilleure borne 'analytique' qui en
résulte pour Z{ci./ Ki<I, 1€j<J} reste trop grande devant celle -dissymétrique- définie

par min( 'azi, . j). Cette derniére devient la borne exacte dés lors que l'un des par-
: i
tages (al,...,aI) ou (bl"“’bJ) est plus fin que l'autre.

La solution récursive repose sur le fait que face a une configuration optimale
du tableau, la suppression d'une ligne (resp. colonne) et le réaménagement en consé-
quence des marges, conduit également & une configuration optimale.

Relativement au tableau vide a 1'intérieur mais ayant ses marges remplies, on
sera conduit -a chaque pas- a installer le contenu d'une marge ligne que nous notons
o dans une colonne j de marge (3¢ ou bien le contenu d'une marge colonne f. dans

une ligne i de marge a.<B.. On difa qu'on résoud le couple (i,j). Une telle résolution

i .
-que suppose la configuragion optimale du tableau- diminue la dimension du probléme
en diminuant d'une unité, voire méme de deux (si les deux arguments du couple résolu
sont identiques) le cardinal défini par (nombre de lignes + nombre de colonnes).

C'est assez rapidement que nous montrons que le plus grand entier cj oo de la con-

figuration optimale T, du tableau T, correspond nécessairement a la résolution du cou-
ple (ig.jo). Nous démontrons d'autre part que si une méme part marginale se retrouve
en ligne et en colonne : ail=bjl’ la configuration optimale T, comprend nécessairement
la résolution de (il’jl)'

Une analyse expérimentale poussée nous conduit & définir sur 1'ensemble des cou-
ples {(ai,b.)/ lkicl, I<j<J} une relation de préordre partiel résultant de 1'intersection

de deux préordres totaux w , etw, ol le premier est conforme a la différencelai-b.l

décroissante et ou le second est conforme & la somme (ai+bj) croissante. Plus préci-
sément, .

N V] (1,50 1}, (ai.,bj.x(ai,bj)(pourwd)@|ai-bj|<1ai.-bj.|. (5)
V10,1 [}, (aj0bs, )6 (ay,by) (pour w )<= (ajeb)> (a,Dy)- (6)

L'algorithme que nous proposons repose sur la simple propriété suivante : "Une
configuration optimale du tableau T peut étre obtenue en commencant par la résolu-

tion d'un couple (ai,bj) extrémal par rapport & wqudﬂws .

Le résultat majeur que nous avons pu établir [:Lerman & Peter(1986):] est la
démonstration compléte de cette propriété en cas ol il y a un seul couple extrémal.
D'autre part, dans diiiérentes situations mathématiques ou il existe plus d'un seul
couple extrémal, nous avons pu nous rendre compte que la solution optimale passe
par la résolution d'un couple extrémal. Un contre exemple a cette propriété serait
tout a fait invraisemblable ; il exprimerait qu'aucun des couples résolus au niveau
'*-5o. configuration optimale ne correspond & un couple extrémal alors que d'une
part. '~ r#lution d'un couple extrémal correspond a "bien vider" une marge pour
rer). iir wu mieux 1'intérieur du tableau et qu'on sait que le plus grand entier cor-
respond a la résolution d'un couple, que celui qui suit correspond a la résolution
d'un couple du tableau résultant de la supression de la marge supportant ce plus
granu catier et réaménagement de 1'autre marge et ainsi de suite...
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La procédure de recherche récursive -qui utilise le 'back-tracking'- suppose la
détermination -aprés chaque résolution- de 1'ensemble des couples extrémaux. La pro-
priété importante suivante limite considérablement l'empilement : Si (aj ’bjo) est le
couple extrémal qui réalise la plus petite valeur de |a.-b.|, le déchargement de a,
dans j (si aigb.) [:resp. de b, dans i (si ai>b.):] présel‘ve’ le caractere extrémal dé

tout autre couple (ail’bjl) avéc ilfio et jl"jo‘

Ainsi pour obtenir le coefficient T (f %) qui serait défini par une formule analogue
a celle (6) du paragraphe I, on utilisera non une formule 'mathématique', mais 1'al-
gorithme dont nous venons de donner un rapide apergu.

V. ASPECTS STATISTIQUES

Nous avons bien souligné la non pertinence des tests d'indépendance statistique
entre variables qualitatives en analyse des données. Ce qui est plus en jeu est l'or-
ganisation mutuelle d'une famille de variables selon leurs liaisons respectives. Notre
méthode de classification hiérarchique basée sur la vraisemblance du lien maximal
[:Lerman(1970a)(1981) fournit une solution & ce probléme en profitant et en dévelop-
pant les acquis de la statistique non paramétrique. Pour rester dans le cadre de ce
papier, considérons que la donnée est une famille {m7/1<Z<L} de partitions et sup-
posons établie la matrice des indices d'association {Q(nl ,nm)/ 1¢Z<mg<L} ou bien celle

{R(m Z,1rm)/1<l<m<L} Désignons par {S(1rZ ,nm)/l<l<m<L} 1'une ou l'autre de ces deux
tables. Le passage de la table de ces indices a celle {P(Trt,nm)/ 1I<l<m<L} qui se refée-

re 4 une échelle de probabilité -de vraisemblance du lien- se fait au moyen de la for-
mule

S(m, ,nm) -Mmoye (S)

P(m, ,TTm)= ) t
Y varg(S)

ol ¢ est la f.r. de la loi normale centrée et réduite N(0,1) et ol moye(S) et varg(S)
sont la moyenne et la variance de la table des valeurs {S(nz,nm)/k l<mgill. .

, 1€ <mgL (1)

Or la référence (1) & la loi normale -bien qu'elle soit algorithmiquement toujours
possible- se justifie d'autant plus que la loi de Q(n;,n;;]) a tendance a étre normale.

Toutefois, P.W. Mielke ielke(1979)] met en évidence une tendance asymptotique
non normale dans le cas ou l'une des partitions est en classes de méme cardinal.
Cependant, les partitions en classes de méme effectif correspondent a une pure cons-
truction de 1'homme et ne se trouvent pas naturellement dans les données.
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