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PROBLEMES D'OPTIMISATION RELATIFS AUX TABLEAUX MULTIPLES
POINT DE VUE DE LA CLASSIFICATION AUTOMATIQUE

THE STUDY OF HETEROGENEOUS DATA BY THE CLUSTERING METHODS

Henri RALAMBONDRAINY

LNR.I.A. Domaine de Voluceau Rocquencourt B.P.105 78380 LE CHESNAY

Résumé:

Un tableau multiple recense les valeurs prises par plusieurs groupes de variables relativement & un
méme ensemble d'individus. Les méthodes factorielles usuelles ne sont pas adaptées a | ‘analyse de tableaux multiples
et des extensions ont été proposées par différents auteurs. Nous montrons la similitude des problémes d'optimisation
résolus par les méthodes factorielles et les méthodes de Classification Automatique maximisant l'inertie inter-classes -
dans I'étude de tels tableaux. Nous approfondissons ensuite I'étude des tableaux multiples par la méthode des Nuées
Dynamiques (variante du centre de gravité).

Abstract:

The traditionnal multivariate analysis are not fitted to treat data which contain different kind of variables
(heterogeneous data). So some authors proposed extension to factorial analysis methods. We study here the
relationship between the factorial analysis and the clustering methods generalised to heterogeneous data. We propose
new approach to treat heterogeneous data by clustering methods "Nuees Dynamiques".
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I - INTRODUCTION

Un tableau multiple recense les valeurs prises par plusieurs groupes de variables relativement 2 un méme
ensemble d'individus. Le tableau est dit "mixte” s'il comporte des variables de type quantitatif et qualitatif.
Les méthodes factorielles usuelles ne sont pas adaptées 2 I'analyse de tels tableaux et des extensions ont été
proposées par différents auteurs. Citons, entre autres :

«L'Analyse des Correspondances Multiples qui généralise I'Analyse des Correspondances Simples aux

tableaux de variables qualitatives, ces derniéres pouvant étre éventuellement pondérées pour l'analyse
[Caz80]. :

+L'Analyse de la struture intra dans la méthode STATIS proposée par Escoufier [Esc80] permet I'étude de
plusieurs groupe de variables de type quantitatif.

«L'Analyse Factorielle Multiple d'Escofier-Pages traite les tableaux mixtes [EsP84] en imposant que la
métrique relative aux individus soit diagonale.

Ces différentes méthodes sont des Analyses en Composantes Principales oll chaque groupe de variables est

pondéré par un coefficient positif qui dépend de la méthode. Elles peuvent aussi &tre considérées comme des

Analyses Canoniques Généralisées. Ainsi I'Analyse des Correspondances Multiples est une Analyse
Canonique Généralisée, recherchant des variables bien liées au sens de la corrélation multiple (liaison R2)

avec chaque groupe de variables. L'Analyse Factorielle Multiple peut étre vue comme une Analyse

Canonique Généralisée fondée sur une autre mesure de liaison, notée L2, qui tient compte de l'inertie des

différents groupes de variables.

Dans un premier temps, nous mettons en évidence les problémes d'optimisation généraux sous-jacents 2 ces
différentes méthodes en ne faisant aucune hypothse sur la nature des variables, ni sur le type de métrique
relatif aux individus. Benzécri présente les méthodes factorielles comme la recherche de la meilleure
approximation de rang K fixé d'un tenseur [Ben73]. Notre démarche [Ral86] consiste 2 reprendre, dans le
cadre des tableaux multiples, cette présentation. L'Analyse en Composantes Principales pondérée apparaitra
alors comme l'interprétation du probléme précédent du point de vue des "individus" tandis que I'Analyse
Canonique Généralisée, au sens d'une mesure de liaison L que nous proposons généralisant les liaisons
R2 et L2, sera le point de vue des "variables".

Dans un second temps, nous approfondirons I'étude des tableaux multiples par la méthode de Classification
Automatique des Nuées Dynamiques (variante du centre de gravité) [Did79]. Nous faisons le lien avec les
méthodes factorielles en remarquant qu'une partition est une variable qualitative et en montrant qu'une
méthode de Classification Automatique maximisant l'inertie inter-classes est une Analyse Canonique
Généralisée recherchant une variable qualitative bien liée, au sens de 1a mesure de laison L, aux différents
groupes de variables constituant le tableau multiple.

Le paragraphe II introduit les cadres de référence, définit 1a mesure d'information associée 2 un tableau
simple et présente les méthodes factorielles comme des techniques de réduction de cette mesure
d'information. Les résultats sont ensuite étendus 2 un tableau multiple et les paragraphes III et IV
concernent I'étude d'un tableau multiple respectivement par I'Analyse en Composantes Principales et
I'Analyse Canonique Généralisée. Le paragraphe V aborde le probleéme du point de vue de la Classification
Automatique et présente un exemple d'application de la méthode proposée.




II - LES CADRES DE REFERENCES POUR L'ETUDE D'UN TABLEAU SIMPLE
II.1 - Les notations

On note les ensembles I = {1,.... ,n}, J = {1, ..., p} et le tableau des données X = {xji |jel,ieI}.
L'ensemble des individus {x; = (xji |j €J), i e I} forme un nuage NIE dans I'espace E = RPet I'ensemble des
variables {xj= (xji |i€l),jeJ}, un nuage NJF dans I'espace F ~ R™, Les espaces E et F sont respectivement
munis d'une métrique quelconque M = {Mij' 1j.j'e] } et de la métrique diagonale des poids Dp = {pj|iel }.

Le tableau X est supposé centré. On adopte la convention d'écriture de représenter I'ensemble et son cardinal
par 1a méme lettre.

I1.2 - Opérateurs représentatifs d'un tableau

1l existe plusieurs possiblités de représentation d'un tableau ou d'une matrice rectangulaire par un vecteur
d'un espace euclidien. On considérera les opérateurs suivants :

«L'application linéaire U = XM'XDp = WDp, élément de L(F,F) isomorphe a I'espace produit tensoriel
F*®F, appelée "opérateur variable” et l'application linéaire Z = 'XDpXM = VM, élément de L(E,E)
isomorphe 2 I'espace produit tensoriel E*®E, qui est appelée "opérateur individu" (cf figure 1). Les
opérateurs U et Z, dits d'Escoufier, sont caractéristiques du triplet (X,M,Dp) et leurs éléments propres
engendrent respectivement les composantes principales et les axes principaux d'inertie du nuage des
individus [CaP76] [Esc80].

oLe tenseur Xg g, associé au tableau X, élément de I'espace produit tensoriel E®F muni du produit
scalaire M®Dp induit par les produits scalaires M et Dp.

Dans le premier cas, deux tableaux différents peuvent étre équivalents si les opérateurs associés sont égaux
c.a.d. les nuages des individus ont mémes axes d'inertie tandis que dans le deuxi2me cas, deux tableaux sont
équivalents si les tenseurs associés sont égaux c.a.d. lorsque les tableaux sont identiques.

Nous définirons ensuite une mesure d'information I(X) relatif au triplet (X,M,Dp) et étudierons la réduction
de I(X) dans les différents espaces de référence choisis.

t
X

R

X >

Figure 1 : Schéma de dualité



IL.3 - L'espace F*®F et I'opérateur U

Compte tenu de l'isomorphisme L(F,F) ~ F*®F, nous utiliserons la représentation tensorielle des
applications linéaires. Les aspects géométriques sont en effet bien mieux mis en évidence et les calculs
facilités. Rappelons que le produit tensoriel de rang 1 entre une forme linéaire o appartenant 2 F* et un
vecteur v de F est l'application linéaire a®v de L(F,F) telle que pourx e F,on a :

aev (x) = a(x)v.

Sionnote {fj|iel} labase canonique de F, {f*;|ieI} la base duale de F*, alors I'ensemble
{f*i®fi' li,i' eI} est une base de F* @ F. Soit un tenseur T ¢ F*®F qui s'exprime dans cette base de la
maniére suivante:

T =Z Tjj f*i®fi'
ii’

Par définition la trace du tenseur T notée TraceT est le nombre unique, indépendant de la représentation
tensorielle de T choisie, défini en remplagant chaque produit tensoriel f* ;®f; par la contraction :

<f*, fy> = £ (fp), ainsi Trace T= X Tjj f'i(fy)= £ Ty

i, i
On retrouve la définition de la trace relative A une matrice. On vérifie facilement que la Trace , que l'on
notera désormais <,>, est une forme linéaire sur F* ®F . L'opérateur variable U est Dp-symétrique et
semi-défini positif. On montre dans [Esc80] que la Trace du produit de composition est un produit scalaire

sur le sous-espace U des opérateurs Dp-symétriques de F* &F. Soient U, U' deux éléments de U le produit
scalaire entre ces opérateurs s'écrit;

<U,U’> = Trace(UyU') = TraceU.U'

en représentant I'application linéaire et la matrice associée par la méme lettre. Soit v un vecteur de F, on
note v*laforme linéaire de F* telle que: v* = <., v>pp -Si v, v\, w, w' sont des vecteurs de F alors,
par définition, on a :

<v* @V, w* ®w'> = Trace( v* 8V' ; w*ew') = <V,W'>Dp <V,W>pp

On note v un vecteur normé; le Dp-projecteur Ay associéd v aalors pour expression :

Ay = vvDp = v*ev.

Si Fg est un espace vectoriel de dimension K, {vk 1keK} une base Dp-orthonormée de Fy, alors notons

Afg le Dp-projecteur associé A Fk . Lexpression tensorielle de Ag est:
K K

Af = h vktkap= Zv*k®vk.
K k k




Nous allons donner quelques expressions tensorielles de 'opérateur variable U. L'opérateur U s'écrit
matriciellement:

U=XMXDp =3 {Mil' xi'txi Dp | jje T}
par suite pour x ¢ F,ona:
U =3 {MI'x'tDp x| jjel}=3 M <X x>pp ad'| jj'el }

On a donc une représentation tensorielle de U :

U= X {Mi'xi*exi'| jjel}

On note {¢, | r e R} les vecteurs propres de U associés aux valeurs propres non nulles, on les compléte par
des vecteurs du noyau de U pour former une base Dp-orthonormée de F ; {¢j1i e I}. Lafamille de vecteurs
{¢*;®¢;]i,i' eI} forme une base de F* ®F dans laquelle la matrice associée A U est diagonale. Les valeurs
propres de U, supposées classées par ordre décroissant, {7jlie I} sontles éléments diagonaux de cette
matrice. On a donc la représentation tensorielle de U suivante :

U= X Mo* 06,
r

Calculons la norme de l'opérateur U,on a:

U2 =Trace U2=3 22, .
T

II.4 - L'espace E*®E et I'opérateur Z

L'opérateur individu Z est M-symétrique et le sous-espace Z des applications M-symétriques de E*®E est

muni du produit scalaire Trace du produit de composition. Un calcul analogue au paragraphe précédent
permet d'obtenir les représentations tensorielles de Z suivantes :

Z = Y p; x* ®xj
i

Z- I A ¥* @Y,
I

ol les vecteurs M-orthonormés {¥,IreR} sont les vecteurs propres de Z relatifs aux valeurs propres
non nulles. Notons que les formes linéaires x*; et ¥ * . sont ici relatives 2 la métrique M : X¥ = <.X{>M

et *If*r = <.,\I/r >M-

Lanorme au carré de Z est égale acelle de U, en effet, ona:

N Z 12 = TraceZ2= % 2% = || U |2
r




Nous allons donner maintenant quelques expressions géométriques de I'inertie le long d'un espace vectoriel.
Soit u un vecteur de norme unité de E, Au la droite engendré par u; I'inertie par rapport A I'espace Au -
orthogonal 2 Au du nuage des individus N, s'écrit :

L., (Np) = Z Pj <xju>2pp
i

Soit Ay =u*®u le M-projecteur associé 2 u calculons :
<Z,Ay> = < Z, u*®u> = <X pj x*| ® xj, u*ou>
i
<Z,Ay> =X pj < x*®xj, u*@u > = I p; <xju>2yy  ainsi,ona :
i i
I (NIp) = <ZAp> = <Z, u*ou>
SoitEg une.v.de dimensionK, {uy |k eK} une base M-orthonormée de Eg et Ag le M-projecteur
K

associé 2 Eg qui a pour expression: Ag =X u*g ®up  (cf §1L.3).
K k

En utilisant I'égalité suivante: 1-1g Np)=X14 Au(NIE) , il vient ;
K k k

Iig (NIp)= T <z, utou>=<Z, 3 ueuy > ,dod:
K k k

14 (NIp) = <ZAg>.
K X

Si I'on choisit Eg = E,ona Ag =e le tenseur unité associé 2 I'application identité Id et alors :

IG(NIE) =<Ze>="Trace Z

IG(NTE) désignant linertie totale du nuage NIE.
IL5 - L'espace E®F et le tenseur XggF

En Analyse des Données, on s'intéresse 2 I'application linéaire X eL(E*,F) ou tXeL(F*,E) suivant que

l'on étudie I'ensemble des variables ou celui des individus. Il est préférable de considérer le tenseur relatif au
tableau X :

XgeF =2 L ¥j¢jaf;
i

car X et 'X ne sont que des expressions différentes de ce tenseur; en effet on a L(E*F)= L(F*E) = E®F.
L'espace E étant muni de la métrique M et l'espace F de la métrique Dp, l'espace E ® F est muni de la
métrique M®Dp telle que si  x®y, x'®y' sont deux éléments de E®F, ona:

<Xx®y,x®y> MeDp = <K, K>\ <y,y’>Dp




Soient les tenseurs Tgpgp=2% {Tji ej®fj | jel,iel} et Sgpgp=1X {Si'iv ej@fy | jeJ, i'el }.
Ona :

<TEF: SEeF>M ® Dp = 2{ T SIj Mil'p; | iel, jj'e] } = Trace (TM!SDp) en particulier :

Il XEgF ”2M®Dp = <XEgF: XE®F>M®Dp = Trace(XM!'XDp) et

I XEgF I°MeDp = Trace U = Trace Z = Ig(NI)

11.6 - Définition et réduction de la mesure d'information associée a2 un tableau
Définition II.6.1

La mesure d'information associée & un triplet (X,M,Dp) est:

IX) = I| XEgF | 2MeDp = <Ze> = <Uf>

ou e et f sont les tenseurs unités associés aux applications identités Idg et Idg. La mesure d'information 1(X)

s'interpréte comme l'inertie du nuage des individus IG(NI]_:) dans l'espace E.

I1.6.1 - Réduction de I(X) dans l'espace euclidien (E®F , M@Dp)

On se donne un entier K < inf (p,n); la réduction de la mesure d'information I(X) est 1a recherche d'un
tenseur TEgp de rang K "le plus proche” possible du tenseur Xggp constituant donc une bonne

approximation de XggF. Le tenseur TE o est solution du probléme suivant :

Probléme 16,0

min || XEoF - TEoF II°M eDp
rang Tggp = K

C'est 1a formulation géométrique par Benzécri du probléme d'Eckart et Young (la recherche d'un tableau dé
rang K le plus proche d'un tableau X donné). L'Analyse en Composantes Principales est présentée comme la
recherche de la meilleure approximation de rang K du tenseur XEgE- La solution est fournie par le tenseur:

TEeF = =V Aor® ¥y
K

ol ( ¢y, ¥ ) est le k-iéme couple de facteurs de I'Analyse en Composantes Principales du tableau X. La
formule de reconstitution des données en est la conséquence immédiate.

Nous allons substituer au probléme 11.6.0 un probleéme d'optimisation équivalent portant sur les espaces
vectoriels associés A un tenseur.

Soient TeL(E*F) et 'TeL(F*E) les applications linéaires associées au tenseur TEgF - Comme le rang

de TEgF est K, l'espace vectoriel Eg ='T(F*) est de dimension K. Le tenseur TEgF appartient 2

l'espace Eg®F. Soit Xgep la projection M@Dp orthogonale du tenseur Xggp surl'e.v. Eg®F.
K

~




On anécessairement Xg o = TEgF sinon le tenseur Xg g derang <K serait une meilleure
K K

approximation de rang < K de Xggp que TggE. Le probléme I1.6.0 est donc équivalent 2 1a recherche
d'un e.v. Eg de dimension K tel que la projection de XggF sur Eg®F soit de norme maximale( cf
figure 2). Le probl2me d'optimisation s'énonce comme suit :

Probléme [1.6.1
max || XE oF I’MeDp
K

EgcE dimEg =K

XE oF
M ®Dp
o] .
£ oF
E®F : EK®
K

Figure 2: Réduction de I(X)= || XEoF I?Mgpp dans EF

I1.6.2- Réduction de I(X) dans E*®F et F*oF

Le tenseur e se décompose comme suit: e = Ag +(e- Ag )etil est facile de vérifier que les
K K

projecteurs Ag et e- Ag  sont orthogonaux dans E*®E. On a donc la décomposition suivante de
K K

la mesure d'information I(X) (cf figure 3) :

IX)=<Ze>=<ZAp>+<Z, e- Ag >
K K




Il est naturel de rechercher la projecteur Ag solution du probléme :
K

Probléme I1.6.2

max <Z,Ag >
K

Ag projecteur derang K de E*QE
K

Symétriquement, on recherchera dans F*®F le projecteur Afp solution du probléme suivant.

K
Probléme 11,6.3
max <UAfg >
K
Ap projecteur derang K de F*oF
K
2 u
r
0 o]
AE AF
K K

Figure 3 : Réduction de 1a mesure d'information I(X)=<U,f>=<Z,e> dans E*3E et F*®F

11.6.3.- Lien entre les problémes de réduction de la mesure d'information I(X)
11 est donné par la proposition suivante :
Proposition 11.6.3

Soient Ex un e.v. de dimension K de E et {uy,keK} une base M-orthonormée de Ex.On note K le vecteur
de F tel que k= (cki=<xi,uk>, iel ) et ceci pour keK. La projection M®Dp orthogonale de XE®F

sur l'e.v. Eg ®F est notée Xg gF les égalités suivantes sont vérifiées

1) XEgF= 2 uk®ck
K k

2) I Xg oF I’MeDp = Z Il K I2pp= <ZAg>
K k K
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Démonstration

On sait que XggF =2 I ¥j eofy = L (X xj ej) ®f; = T x;®fj et quela
ij i j i
projection de Xggp sur Eg®F s'écrit, en utilisant les propriétés du produit tensoriel :
XE gF = AE oF (XEoF) = AE ®IdF (2 xjefj)= I Ag (xj)@ldg(f})
K K K | i K

Or Ag (%)) = X <xX},ux>MUk = % ckiuk et Idp(fp) =f; par suite:
K k k

XE oF = Zkz ckiuk®fi = i', “kQ(Z:‘ ckifi) = lE(, nk®ck
1 1

Calculons la norme de ce vecteur :

k k

IXE oFI?MeDp=<Zuk® K, X ug® cK'>\gpp = £ T<uup>p<ck,c>py
K K i kK

Comme les vecteurs {uy, k eK} sont M-orthonormés, on a le résultat :
I XE oF ”2M®Dp =X |lck "2Dp
K k
Calculons l'expression :
<Z,Ag>=<X pj X*{® x;, X ¥ euy>= ZZpi<x*i® Xjpu*g®uy>
K i k ik
<Z,Ag> =)y Pi<Xi» uk>2M
K ik

dou <ZAg>=3YX Pi(cki 2= | ckyl sz. Ce qui achéve la démonstration.

K ik k

Soit TEgF un tenseur de rang K solution du probléme I1.6.0 et Eg="T(F*) l'espace vectoriel de dimension
K associé. On a TEgR =TE gF qui appartient 2 Eg ®F. Nécessairement TEgF est 1a projection M@Dp
K

orthogonale de XggF sur Eg ®F sinon ce tenseur projection serait une meilleure approximation de
rang <K que TEgF. En vertu de I'égali¢ || T oF ”2M®Dp =<Z,Ag>, le projecteur Ag est solution du
K : K K

probléme II 6.2. Symétriquement, soit Fg = T(E*), ona Tggr = TggF qui appartient 2 E®Fk et
K
TEgF est 1a projection M@Dp orthogonale de XggF sur E&Fy et AF est solution du probléme I11.6.3
K K

pour les mémes raisons.
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L'étude de ces problémes d'optimisation revient 2 étudier les invariants de deux formes quadratiques [Ben73]
et 'e.v. Eg (resp. Fi) est unique (2 condition que les valeurs propres de Z ne soient pas multiples); il est

engendré par les K-premiers vecteurs propres de Z (resp. U). Si on désigne par {uk, keK} et {vy, keK} les
K premiers vecteurs propres de Z et U associés aux valeurs propres non nulles {Ap keK}, le tableau
suivant résume les résultats. '

Espaces de référence (E®F , MeDp) (E*®E, <,>) (F*®F » $>)
Tenseurs représentatifs XE®F Z U
Mesure d'information IXEeE I '2M ®D£) <Z,e> <U,f>
Problémes d'optimisation  min IXEsF-TEeFI’MeDp max<Z,Ag > max<U,AF.>
rang Tggp =K K K
Solutions Tegp=2 ﬁk“kQVk Ek = eAug Fg = eAvy
k k k

MEeF I PMeDp=27,  Ap =Ju*youy Ap=3v* vy
Tk K k K k

Tableau I1.6.3

Remarque :

Les propriétés consignées dans ce tableau sont vraies pour une métrique Dp quelconque et un tableau X non
centré,
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11 - ETUDE D'UN TABLEAU MULTIPLE PAR L'ANALYSE EN COMPOSANTES PRINCIPALES

III.1 - Notations

Un tableau multiple est un ensemble de groupes de variables {Xq|qeQ} centrées. On note :

Iq I'ensemble des indices relatifs aux variables du groupe q
Eq = Rla l'espace partiel des individus mesurés sur les variables du groupe q
Mgq une métrique définie sur Eq
I=UJq I'ensemble des indices relatifs 2 toutes les variables.
q

On considére l'ensemble des triplets (Xq,Mq,Dp) pour qeQ auquels on associe des coefficients de
pondération positifs {cq, qeQY}; les cadres de référence pour un triplet (Xq,Mq,Dp) sont:

(EqoF, MqeDp);  (E*q ®Eq , <>); (F*®F, <,>)

et les tenseurs représentatifs :  (Xgqepr 24, UQ)-

IIL.2 - L'espace des individus E et la métrique pondérée M

Pour représenter globalement les individus relativement 2 l'ensemble des variables, on considére l'espace
E = ®Eq somme directe des espaces Eq. Dans cet espace, un individu xj a Q composantes Xjq € Eq:
q
Xj = ©Xjq. Au vecteur x; correspond la ligne idu tableau X juxtaposition des tableaux Xq :
q

X=Xy, .- XQ)
On note Tq la projection canonique de E sur Eq :

nq:E - Eq

Xp - ch(xi) = Xiq

la projection du nuage NIE = {x;1ie I} dans Eq est NIE = {xjq lieI}
q

Définition IIl.2.1

Le produit scalaire M pondéré par les coefficients positifs {cq | q € Q} est défini sur E x E de la maniére
suivante. Soient X =® X q¢ Ey =8yqe E,ona:
q q

<KYSM = 2 Cq <XqYq> Mq
q

1 est facile de vérifier que M est un produit scalaire car les coefficients cq sont positifs et les Mq sont des
produits scalaires. Matriciellement M est une matrice diagonale par blocs. Les blocs diagonaux étant
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constitués par les matrices relatives aux métriques cqMq.

La forme bilinéaire Mq définie sur Eq x Eq se prolonge aisément sur E x E en posant pour x,y ¢ E
Mq(x,y) = Mq(nq(x), nq(y)), on peut donc écrire la forme bilinéaire M comme suit :

M= Zchq
q

Proposition III.2.1

Soit le triplet (X,M,Dp), on a les propriétés suivantes relativement aux cadres de référence :

1) (E®F=oEq®F, MeDp=13cqgMqeDp) ; Xggp=© XEqoF
q q q-

2)(E*@E =9 E:*q®Eq' y ) n*q®1tq 2) = chq
9,9

on n*q®1|:q est la projection canonique de E*®E sur E*q®Eq
HF*F,<>); U=Y chq
q

HIX)= ¥ Cq I(Xq)

q
Ces résultats s'obtiennent en appliquant les propriétés classiques relatives aux produits tensoriels d'espaces
vectoriels ou de métriques [Sch81]. Les égalités relatives aux tenseurs XgeF, Z, U se démontrent
facilement en revenant aux déﬁnitions

Par exemple, pour la propriété 3), comme l'espace des variables F est le meme Jpour tous les groupes, on
considere la représentation tensorielle de I'opérateur variable U = ¥, { Mil' x¥exi’ | jJj eJ}; M est une

matrice diagonale par blocs telle que MiJ’ -chJJ q Pourjy' € Jg, et MI'=0si j elq et 'e]q' avec q=q’; onen

déduitque U=3% {cq M-U x¥ext | jjelq, qeQ} =3 cqUq | q¢Q}; I'égalite 3) est donc démontrée. La
linéarité de la trace permet d'avoxr I'égalité 4).

Le probleme d'optimisation qui nous servira de référence est celui relatif aux variables :

Probléme 11.6.3

max<U,Ap>=max ¥ ¢q<Uq,Ap>
K q K
Ag projecteur de rang K de F*®F
K
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IV - ETUDE D'UN TABLEAU MULTIPLE PAR L'ANALYSE CANONIQUE GENERALISEE

IV.1 - Les liaisons R2 L2et L

Pour étudier un ensemble de groupes de variables Xq , Caroll propose la recherche d'un’ensemble de vecteurs
{vk | keK} Dp-orthonormés liés a chaque groupe de variables au sens du carré de la corrélation multiple R2,

La famille de vecteurs {vi | keK} est solution des K problémes suivants :

Probléme IV.1.0
max ¥, R2(v,Xq)
q
<VpVk>pp=1 sik=k',  Osinon

vk eF, keK

Escofier-Pagés font remarquer que I'Analyse Canonique Généralisée de Caroll pose des problémes
d'interprétation car les vecteurs canoniques peuvent exprimer une variance trds faible des groupes de variables
X4q. IIs proposent donc de rechercher des combinaisons linéaires de variables d'un groupe décrivant mieux ces
groupes au sens de la variance expliquée.

Pour cela, on se restreint A des métriques diagonales Mq = Aq et on définit 1a liaison entre une variable vget
un groupe Xq comme suit : '

L2(vi, Xq)=I1 , NJqF): Tnertie en projection du nuage {xJ | jeJq } des variables du groupe q sur vy.
k
On recherche donc une famille {vy | keK} Dp-orthonormés de vecteurs solutions des K problémes suivants :
Probléme IV,1,1
max E, cq LA(vipXq)

<vk,vk'>Dp=l sik=k', O sinon
vgeF,keK

Nous allons proposer une liaison L généralisant les liaisons R2 et L2, Définissons la liaison L entre une
variable v normée et un triplet (Xq,Mq,Dp) de la maniére suivante :

L(v,Xq,Mq) = <A,Uq>

ol Ay est le Dp-projecteur associé 2 la droite Av .

Proposition IV.1
Les égalités suivantes sont vraies :

L(v,Xq,V-1g0) = R%(v,Xq)
L(v.Xq,4q) =L%(v,Xq)

env-l qq 5 lamétrigue de Mahalarobis associée au groupe Xq et A.q une métrique diagonale sur Eq,
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Démonstration

Au triplet (Xq, V'qu, Dp) est associé I'opérateur variable Uq tel que Ug = Xq V'qu tXqDp = Aq
projecteur associé a I'espace Eq. Par suite :

<Ay,Aq>=Trace (Ay o Ag) = Trace (vv Dp Ag) = Trace (tv Dp Aqv)="YDp A
<AyAg> = <V, Aqv>pp = R? (vXq) car ||v||2Dp =1

Si 1a métrique Mq = Aq est diagonale par un calcul similaire 3 celui effectué au paragraphe 114, on a
<AyUg> = It AV(NJqF)= L2(v,Xq) .Ce qui acheve la démonstration. '
k

L'Analyse Canonique Généralisée au sens de L revient donc 2 rechercher une famille de vecteurs : {vkl
keK} Dp-orthonormés solutions des K problémes suivants ;

Probléme JV.1.2

max Y, cq L(vx,XqMq) =X cq<AV JUg>=<A ,U>
q q k k

<ViVk'>Dp=1 sik=k',  Osinon

vkeF, keK

Soient {vy | keK } une famille de vecteurs solution de I'Analyse Canonique Généralisée au sens de L.

L'espace engendré par la famille {vj | keK } est noté Fg=@ vy. Le projecteur associé 2 Fg a pour
e:ig)ression :

AF = Z Ay car les vecteurs {vy |keK} sont Dp-orthonormés. Comme chaque vecteur vy est solution d'un
Kk k

probleéme du type IV.1.2, le projecteur AR maximise I'expression : Y <Ay,U>=< 3 A, s U>=<Ap,Us>.
K k k k k K

Le projecteur AE est donc solution du probléme I1.6.3. On a donc démontré I'équivalence entre I' Analyse
K

en Composantes Principales et I'Analyse Canonique Généralisée aux tableaux multiples.
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IV.2 - Liaison L entre plusieurs groupes de variables

Soient les triplets (X1,My,Dp) et (X3,M5,Dp) et Uy,U; les opérateurs variables associés. On définit la
liaison L entre ces groupes de variables comme suit :

L[(X1: M), X2M2)] = <Uy, Up>

On peut normaliser cette mesure de liaison par les normes ||Uy| et [[Us]l, on a alors 'équivalent d'un
coefficient de corrélation Rv [Esc80] entre opérateurs.

L[(X1,My), (X,M2)] = <U{, Up> =Rv(U1,Uyp)
Ul WUl

Deux groupes de variables ayant une forte liaison Rv = 1 signifie que les nuages des variables ont mémes
composantes principales [CaP76). Nous utiliserons toutefois la liaison L sous la forme non normalisée.

Soit une variable v de norme unité, on lui associe le triplet (v, Id, Dp) I'opérateur variable de ce triplet est le
projecteur Ay, et 'on a bien :

L (V,Xq,MQ)— <Av9 Uq>= L [(V,Id),(XQ»MQ)]

L'Analyse Canonique Généralisée au sens de L peut donc &tre considérée comme la recherche d'une famille
de variables Xk = {vi | keK} Dp-orthonormées la plus liée au sens de L aux groupes Xq, q Q. Il suffit

de considérer les triplets (Xg,1d,Dp) et (X, M,Dp) avec X=(X{, ... ,XQ) et M={ chq | q¢Q}. La liaison
que Il'on note B s'écrit alors :

B =L[(Xg,1d), (XM)] = <AE,U> =% Cq<AF,Ug>= =X, Cq L{(Xg,1d), (Xq,Mq)]
K q K q

ol AR est le projecteur associé 2 'espace Fg=avy.
K

IV.3 - Expressions de la liaison L

En utilisant les diverses expressions de l'opérateur Uq (cf. § IL.3):

Ug=X {ij'q xtex'| jielqa} =% (A9, ¢Q*r®¢qr |reRq }

ol Rq est I'ensemble des indices relatifs aux valeurs propres >\qr non nulles de Ugq, et ¢qr le vecteur propre
normé de Uq associé 2 A. On a alors :

B=Xcq<Ap,Ug> =T cq <Zv¥ov , T MIT' x¥exd'| jj elq 3>
q K q k

B=3X {chjj'q<vk,xj>Dp<vk,xj'>Dp' | 1d'eJq, qeQ, keK }
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Ou encore :

B =X cq <X v*evy, {69 ® ¢9,|reRq}>
qQ k

B = Z{cg\ <y, ¢qr>2Dp | reRq, qeQ, keK}

soit :

B=X{ cqxqrcorrz(vk, ¢qr) | reRq, qeQ, keK}

les facteurs ¢9, sont en effet normés et centrés. La contribution d'un triplet q au critére optimisé par

I'Analyse Canonique Généralisée au sens de L dépendra donc de I'importance et du nombre des valeurs
propres non nulles de l'opérateur variable Uq.

V- ETUDE DES TABLEAUX MULTIPLES PAR LA CLASSIFICATION AUTOMATIQUE

V.1 - Notations

Soit PK Fensemble des partitions 4 K classes, P ¢ PK une partition 2 laquelle est associée la variable

qualitative Xg ={x‘k | keK} o xK est Ia variable indicatrice relative 2 Ia classe k. On note Iy I'ensemble
des indices des individus de la classe k, DpK-- { px=2{p; | icly } , keK} l'ensemble des poids des classes et

gk= (gjk | jeJ) le centre de gravité de laclasse k. On ala proposition :

Proposition V.1

Les variables indicatrices sont Dp-orthogonales et la norme au carré de Xk est le poids py de la classe k. Ce
qui peut se résumer par l'égalité :

<xk,xk'>Dp=pkakk- pour k,k'eK o} 9 est le symbole de Kronecker.
Démonstration
Calculons <xk,xk'>Dp =2 pj xkixk'i= 0 si k=k' car les classes k et k' sont disjointes,

1

sinon Z p; xk'ixki =pk . Lafamille de vecteurs : {xk/ ‘/Pk’ keK} est donc Dp-orthonormée.
i

Nous allons interpréter une méthode de Classification Automatique maximisant l'inertie inter-classes sous
les deux points de vue suivants .
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V.2 - Point de vue de I'Analyse Canonique Généralisée :

Une partition P est équivalente 2 la variable qualitative Xk de ses indicatrices 2 laquelle on associe la
métrique du chi-deux. Le triplet considéré est (Xg,D1 /1lz Dp) ol Dy /p estlinverse de Dp, . L'opérateur
K K

variable associé a ce triplet s'écrit: Ug == xk* exk/ Pk=AF le projecteur associé a I'espace FK=eBAxk.
k K k

On peut naturellement se poser le probléme de la recherche d'une variable qualitative partition la plus liée au

sens de L aux triplets (Xq, Mq,Dp) pondérés par les coefficients Cq pour qeQ.Le probléme d'optimisation

s'énonce comme suit :

Probléme V.2

max L[(XK'Dl/p) ’ {(XQqu)r qu}] =2 Cq <AF,UQ>
K q K

Xx variable qualitative a K modalités

Nous allons montrer que ce probléme revient A rechercher une partition maximisant I'inertie inter-classes,
mais énongons d'abord le deuxiéme pointde vue.

V.3 - Point de vue : approximation d'un tenseur d'ordre K
Nous savons que B = <Af ,U>= 3 ¢q<AF Uq>= || XggF |l 2M®Dp od Xg g est la projection MeDp
K q K K K
orthogonale de Xg g sur I'espace E@Fy (cf § 11.6.1). On peut donc aussi énoncer le probleéme précédent
comme la recherche d'un e.v. Fk de dimension K engendré par les variables indicatrices d'une variable

qualitative tel que la projection du tenseur XggF sur I'espace E®FK soit de norme maximale (cf figure 2,
§ IL6.1). Un e.v. Fg de dimension K est engendré par une variable qualitative s'il existe une famille de
vecteurs {xk, keK} de F formant une base Dp-orthogonale de Fk telle que : {xki ¢ {0,1 } | keK, iel}

etz {xk IkeK} =1, 0d Testle vecteur de F dont toutes les composantes valent 1.
Le probléme d'optimisation précédent s'énonce comme suit :

Brobléme V.3

max ”xE®lI=(”2M®Dp

FgcF avec dimFg =K
Fk engendré par une variable qualitative
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La proposition suivante permet de faire le lien entre I'Analyse en Composantes Principales, I'Analyse
Canonique Généralisée et les méthodes.de Classification Automatique maximisant I'inertie inter-classes.
Proposition V.3.1

Les égalités suivantes sont vraies :

1) XggE =2 groxk
K &k
2) IXEoF IPMeDp =Z pillgk 12\ = Inertie inter-classes
K k

Démonstration :

Notons {vk = xk/ \/f)k | keK} Ila famille de vecteurs Dp-orthonormés de F qui engendrent Fg et dyg le
vecteur de E dont la j-éme composante est : djk=<xj,vk>Dp et ceci pour keK. Les espaces euclidiens

(E,M) et (F,Dp), les individus et les variables jouant un réle symétrique, la proposition 11.6.3 permet
d'écrire :

XEQF =2 dk®vk=2 dk®xk/\rﬁk
K k k

Or <xj’xk>])p =X pj xjixki = pkgjk par définition de la variable indicatrice xk.
i

On a donc 1a la j-¢me composante de dy : dik= <xj,xk>Dp / \/f)"k =Vpg gjk et di/ \ff)}:gk dolle
résultat : Xpgp =3 geoxK. ‘
K &k

Calculons la norme de ce vecteur :
<XE®II:(,XE®FEM®DP=<ZI,(gk®Xk,igk'®Xk'>M@Dp=le‘fgk’gk'>M<xk’xkl>Dp

" Comme les vecteurs xK sont Dp-orthogonaux et leurs normes au carré sont égales 2 Pk, on a l'égalité
cherchée :

N

XgeF |l 2M®Dp =X pill gk ll 2M = Inertie inter-classes
K k
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Si on désigne par Eg I'espace associé au tenseur Xggp dans E, le tableau ci-dessous résume le résultats
K :

en les mettant en paralléle a ceux obtenus par une A.C.P..classique sur le triplet (X,M,Dp).

Classification Automatique Analyse en Composantes Principales
Fg = @ axk Fg = ® Ack
k k
k
Ex=24 g EK =6 Au
K . k g
k
X = T gyoxk XE @F = 2 ug®c
EK®FK . k gF =%
IXE oF I ’MeDp = Z Pill 8k I 2M IXE oF I 2MeDp=E Ay
Tableau V.3

On voit donc que le k-8me couple (gk,xk) joue le méme réle que k-2me couple de facteurs (uk,ck) ala
différence prés que les centres de gravités gk ne sont point M-orthogonaux et que les couples (uk,ck) sont

ordonnés et uniques. Chacun d'eux est solution d'un probléme d'optimisation, ce qui n'est pas le cas pour les
couples (gk,xk). On peut donc considérer une méthode de Classification Automatique, maximisant I'inertie

inter-classes, comme une A.C.P. "sous contraintes” puisque, on impose al'e.v. Fg d'étre engendré par une

variable qualitative. Ce résultat a été mis en évidence par Lerman {Ler79] et Govaert [Gov83] sur la base des
travaux de Howard [How69)] dans I'étude d'un tableau simple et pour une métrique M diagonale. Nous avons
généralisé le résultat dans le cas d'un tableau simple pour une métrique M quelconque’et pour un tableau
multiple lorsque la métrique M est diagonale par blocs .

Remarque :

On ne sait rien sur l'unicité de l'espace vectoriel Fy solution du probleme V.3 ni sur l'unicité d'une base de
vecteurs Dp-orthogonales associée 2 une variable qualitative engendrant un espace vectoriel Fg donné. En
d’autres termes, on ne sait pas si la partition optimale maximisant I'inertie inter-classes est unique ou non,

La proposition suivante résume les résultats précédents.
Proposition V.3.2

Une méthode de Classification Automatique relative a un ensemble de triplets (Xq,Mq,Dp) pondérés par les
coefficients { Cq nNeQ} maximisant l'inertie inter-classes B est équivalent d la recherche d'une variable

qualitative Xy maximisant la liaison L entre les triplets Xg,D .Dy) et (Xq,Mq,Dp) pour
K P KY1/p-Yp P) P
K

qeQ. Lineriie inter-classes B a pour expression :

B= Ll(XK)Dl/p ) ’{(Xq’Mq)r qu}] =2 Cq<AF ’Uq>= z Cq Bq
K q K q
ou Bq désigne l'inertie inter-classes de la partition calculée sur le groupe de variables q.
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V.4 - Expression de l'inertie inter-classes B

On a, dans le cadre de la classification automatique, les équivalents des expressions du critdre maximisé par
I'Analyse Canonique Généralisée donnés au paragraphe IV.3 selon les expressions de l'opérateur Uq :

B = 3 cq<Ag,Ug>= T cq <Z xk* oxk/ p , T { M’ *exd’| jj'elq 3>
q K q k
d'ou

B= 3 {cq My <xk,xi>Dp<xk,xJ">Dp/pk| ji'elq, qeQ, keK }

Or on sait que <xk,xj>Dp = pkgjk ol gjk est la moyenne de la variable xJ dans la classe k, il vient :

B = X {cq Py MU gl g1 | jj'ela, qeQ keK }.

En utilisant I'expression de I'opérateur Uq en fonction de ses éléments propres, on a par ailleurs:

B =3 cq<Afr ,Ug>= Zcg<X xK*gxk / Pk 2{A%; ¢9*. ® ¢9,1reRq }>
q K q k
B = Z{cqnd; <xK, $9. >2/py | reRq, qeQ, keK}.

Les vecteurs xK ont pour normes au carré Pk, les facteurs 9, sont normés et de moyennes nulles et I'on
a<xk, 9, >pp = Pk ¢qr Kol ¢qr k st la moyenne du facteur $9, dans la classe k, on a alors :

B=Y {cqxqr cos2(xK, ¢9.) reRq, qeQ, keK} = Z{chqrpkqaqr k2 1 1eRq, qeQ, keK}

+On considére un ensemble de variables quantitatives X muni de la métrique D /o2 (métrique diagonale de
l'inverse des variances); le triplet considéré est (X, Dy/42, Dp); l'inertie inter-classes d'une partition P
relative 2 X s'écrit :

B= Jz E <xi,xk>2Dp/ XK1 2pp I x| 2Dp - ? zk cos2(xJ,xk)

Ce résultat est a mettre en parallele a celui d'une A.C.P. normée du tableau X ol le critere B optimisé par
les K premidres composantes principales cK est B= ZkZJ corr?(xJ,cK). La différence résulte du fait que les

 variables indicatrices xK sont des variables binaires non centrées tandis que les composantes principales ck
sont des variables continues et centrées,

«Soit un ensemble de variables qualitatives {Xq, qeQ}, on note X*q la variable Xq centrée. Les triplets

considérés sont (X*q,Dl /p,Dp) et 'opérateur variable est A*q le projecteur associé a I'espace F*q
q .
orthogonal 2 la droite des constantes (cf. [CaP76]). L'inertie inter-classes B -a pour expression dans ce cas :

B=Y cq<AF,A*q>= pX °q§2Kq
q K q

ol §2Kq est le phi-deux entre la variable qualitative Xq et la variable qualitative partition XK. Si l'on




22

choisit comme coefficient de pondération pour la variable Xq, Cq= 1/ ¥ (K-T)(card Jq-1) alors I'inertie
inter-classes s'écrit :

B= 3 &%gq/V (K-Dcard Jg-1) =X T2
q q

ol Tqu est le coefficient de Tschuprow mesurant la liaison entre les variables qualitatives Xq et X.

V.5 Choix des coefficients de pondération :

Pour équilibrer le role joué par les différents groupes de variables, on considérera I'expression de la mesure
d'information I(X)=2X ch(Xq) ou le critere optimisé par les méthodes factorielles ou de Classification
q
Automatique considérées : B= X cg<Af ,Ug>
q K

1) Normalisation des inerties des groupes :

On choisit les coefficients cg tels que :  ¢1I(X)) = cpl(Xp) = ... = cQl(XQ)=1, ona: Cq = VI(Xy)
pour qe Q.Lecrittre B optimisé s'interpréte géométriquement. Considérons uniquement le groupe d
variables q,on a:

o

-L' inertie du nuage des individus :1(Xq) = IXEqeF | qugDp .
-L'inertie inter-classes : Bq = IXEqeF |l ZMq®Dp=<Uq,AF > ol XEqeF est la projection Mq®Dp
K K K.

orthogonale de  XgqeF sur Eq®F.
K
-Le pourcentage d'inertie expliquée par la partition P pour la variable q s'écrit:

Bq / 1(Xq) =l XgqeEF I 2Mq®Dp / 1 XEqeF I 2Mq®Dp= cos?( XEqeF » EqQ®F)
K K

Le critére B s'exprime alors pour les coefficients q choisis, comme suit :

B =¥ Bq/I(Xq)= X cos’( XgqgF » Eq®F )
q q K

2) Normalisation par la norme de l'opérateur variable :

L'expression de B en fonction de Ag et Uq suggere le choix suivant :
K

cq=1 /AR Il Il Uq |
K

le critere B s'écrit alors comme une somme de termes comprisentre O et 1 :

B=Ycq <UqAF>=X <UgAp>/ | AR IUqll = X Ry(ApUg)
q K q K 1 K
on a donc B =X cos (Ag , Ug)
q X
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Remarque :

Nous avons associé 2 une variable qualitative la métrique du chi-deux. Il aurait été possible de considérer
d'autres métriques, comme la métrique identité par exemple, et d'envisager A priori des méthodes de
Classification Automatique maximisant le coefficient Rv. Cela a été fait par Nin [Nin81] dans le cas d'un
tableau simple. Le critere optimisé n'est plus l'inertie inter-classes et les algorithmes proposés, basés sur la
technique du gradient réduit, sont plus complexes que celui des centres mobiles.

D'autres choix sont possibles dans le cadre des méthodes factorielles. Celui d'Escofier qui égalise le premier
moment d'inertie de chaque groupe de variables Xq. on a donc : cq=1/ Aql ; on peut aussi prendre comme

dans la méthode STATIS les coefficients de I'opérateur compromis. Ces différentes stratégies nécessitent
d'effectuer des A.C.P. sur chaque groupe de variables ou sur le tableau des produits scalaires entre les
opérateurs. Les choix que I'on propose sont plus simples 2 mettre en ceuvre. En effet, pour un triplet
(Xq,chq,Dp), on considere le triplet (Yq,Idq,Dp) od Yq= {yJ, |jeJq} est le tableau centré déduit de Xq.

pour se ramener a la métrique euclidienne usuelle Idg sur Eq. On a alors les expressions suivantes :
I(Xq) = 1(Yq) = £ {varyd | jeJq} et IIUqI2=11Zqll2%= X {covar? (i) | jj'elq} (cf§IL4)
qui permettent le calcul des coefficients Cq a partir de la matrice de variances-covariances relative 2 Yq.
Remarque :

Sil'on a une variable x4 par groupe , X= { x4 | qeQ} alors le coefficient ¢q s'écrit :
Cq= VI(Xq) = 1/|| Uq || = 1/var x9 . Les choix proposés correspondent 2 la réduction classique.

V.6 - Aides a l'interprétation d'une partition

Pour analyser un ensemble de triplets (Xq, Mq, Dp), qeQ, nous étudions le triplet (X, M, Dp) ol
X=(Xj, ... XQ) et M=% chq. Ce demier triplet est lui-méme équivalent au triplet (Y, Id, Dp) en
q .

considérant la décomposition de Choleski de la métrique M=T'T eten posant Y= XT.

Nous rappelons alors les aides 2 l'interprétation proposées par Modulad [Mod82] pour I'étude d'une partition
en interprétant les divers criteres dans I'espace des variables (F,Dp). On note le tableau centré Y= {yJ, jeJ}
etU= X { y)*®yl | je]} I'opérateur variable associé a (Y, Id, Dp). L'inertie inter-classes B s'écrit alors :

B = <Ap ,U> = <Z xk¥exk/ | xK || 2p , 3 yi*eyi>
K k j

B=X Z<xk,yj>2Dp/ Il xk ) 2Dp
kj

Onpeutécrire B= T3 Biy avec By = <xk,yj>2Dp/ I xk ZDp

kj
Ontotedeméme T= T = 3| yi|| sz l'inertie totale, TJ étant la variance de la variable y ;
i j :

Ti = 11y 11 2pp =(o}2



On définit alors :

«La contribution de la variable j et de laclasse k 2 l'inertie inter-classes :

CTR(jk) = By /B

«La contribution de la variable j 2 I'inertie inter-classes :

CTR() = 12('- CTR(,k)

Ces indices mesurent l'importance d'une variable dans la détermination d'une classe ou d'une partition.

On définit par ailleurs :

«La liaison entre une variable yj et une classe xK qui est mesurée par le critdre suivant :

CORGk) = B/ T = <xky>2py 112K 11 2p;, 11yl 2pp = cos2(ybxk)

qui est le "pouvoir discriminant” de la variable yj par rapport 2 la classe k.

«La corrélation de la variable j et la partition P qui est notée :

COR(j)= El:c COR(j,k)

Le programme INTERP de Modulad édite le tableau recensant les indices CTR et COR pour une partition
donnée (cf figure 5).

En complément 2 ces criteres, on considere le tableau répertoriant les indices suivants pour des variables de
type quantitatif (cf figure 4) :

ostud(j,k) = (gjk - gj) /oJ Técart normalisé entre la moyenne de la variable j dans la classe k et la
moyenne calculée dans la population totale (avant centrage).

«mOY(j), sigk(j), ming(j), maxy(j) : la moyenne, I'écart-type, le minimum et le maximum de la variable j
dans la classe k.

*MOYy(j), sigg(j), ming(j), max,(j): la moyenne, I'écart-type le minimum et le maximum de la variable j
dans la population totale.
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Pour les variables de type qualitatif le programme INPAQL de Modulad édite les indices suivants pour
intepréter une partition (cf figure 6):

.le(k,j) le chi-deux a un degré de liberté mesurant la liaison entre 1a classe k et Ia modalité j. Le tableau
de contingence considéré étant, si I'on note: n; l'effectif de 1a modalité j, ny l'effectif de la classek, Nk
T'effectif de la modalité j dans la classe k :

1y~ Mjk

nk' njk n-nj-nk+rljk

ol'effectif de la modalité j dans la classe k (effe)
«la fréquence de la modalité j dans 1a classe k (mc/cl)
ola fréquence de 1a modalité j dans la population (mt/n)

ola fréquence de la modalité j dans la classe k par rapport 2 son effectif total (mc/mt)

On n'édite que les modalités dont la liaison est significative au seuil de 5 % c.A.d. si X21(k,j) >3.85.

V.7 - Exemple d'application

Les données sont relatives aux étudiants de premiére année de la MIAGE de I'Université de Paris-Dauphine.
La promotion comporte 111 étudiants dont on connait le sexe, la formation d'origine (DUT, GEA, MASS,
MD, SSM et autres) et les notes dans 11 matiéres (Cobol (Cobo), Fortran (Fort), Structures de données
(Stru), Méthodologie (Métho), Fichiers (Fich), Algorithmique (Algo), Méthode Numérique (Mnum),
Statistiques (Stat), Techniques d'expression (Expr), Gestion financizre (Gest), Anglais (Angl)). On a donc
deux groupes de variables un premier groupe X comportant 11 variables quantitatives notes et un second
groupe Y composé des 2 variables qualitatives sexe et formation d'origine totalisant 8 modalités.

Classiquement pour étudier un tel tableau, on se raméne 2 un ensemble de variables de méme type,
quantitatif ou qualitatif. On peut coder les variables de type quantitatif en qualitatif en les découpant en
classes puis on analyse I'ensemble des variables, rendues ainsi qualitatives, par une Analyse des
Correspondances Multiples. L'autre possibilité consiste 2 effectuer une Analyse des Correspondances
Multiples sur les variables qualitatives et de remplacer ces dernires par un nombre restreint de facteurs. Les
méthodes traitant des tableaux quantitatifs peuvent alors s'appliquer. La premiere procédure, si elle présente
I'avantage de pouvoir mettre en évidence d'éventuelles liaisons non linéaires, nécessite de passer par une
étape de codage pas toujours évidente (choix du nombre des classes, des bornes) dont dépendront les
résultats. D'autre part découper les variables quantitatives en classes augmente la dimension de I'espace des
individus, ce qui n'est pas souhaitable dans notre exemple compte tenu du nombre restreint d'individus que
l'on dispose. La seconde procédure présente I'inconvénient de perdre I'information contenue dans les facteurs
non sélectionnés. Nous allons voir que la méthode proposée, qui consiste 2 traiter simultanément les deux
groupes de variables en les pondérant de mani¢re adéquate, permet de résoudre simplement le probleéme de
I'hétérogénéité des variables:
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Les triplets analysés sont : (X, D142, Dp) celui relatif aux variables quantitatives et
{(Y*,Dl Ip> Dp)lq=12} ceuxrelatifs aux deux variables qualitatives centrées. L'inertie inter-classes

q
B s'écrit, quand on recherche une partition P 3 K classes :

B =c; T {cos? (xK,x) | keK, j=1,11} +cp (8% ;+3%,) }

Le calcul de ¢, et ¢y, en égalisant I'inertie des deux groupes ou en normalisant la norme des opérateurs,
conduit aux mémes valeurs : ¢1=0,214 et c,=0,786. Une A.C.P. a d'abord été effectuée sur le tableau

juxtaposant les deux sous-tableaux relatifs aux variables quantitatives et aux variables indicatrices (11+8=19
variables), pondérés par les coefficients c1 et c2. Cette analyse suggére le nombre de classes (3) et les
individus nécessaires pour initialiser les Nuées Dynamiques. La partition optimale P obtenue est ensuite
interprétée grice aux indices recensés dans les figures 4,5,6 et conduit aux résultats suivants :

Classe des faibles : 23 %

Elle est constituée d'éleves dont les notes, dans les différentes matiéres, sont en général inférieures aux
notes moyennes relatives a I'ensemble’ de la population (indice stud ). Le pourcentage d'étudiants de
formation "autres”, dans cette classe, est deux fois plus important que le pourcentage moyen. Ils ne
réussissent pas particuliérement dans les matidres statistiques et méthodes numériques.

Classe des moyens : 61 %
Elle est constituée en grande partie d'étudiants de formation GEA, MD et MASS.
Classe des forts : 17 %

Cette classe est caractérisée par des étudiants dont les notes, dans les différentes matiéres, sont en général
supérieures aux notes moyennes relatives A 'ensemble de la population. Les étudiants la composant sont
uniquement de formation DUT et ils réussissent bien en Fortran, Cobol et Structures de Données.

Les variables les plus contributives 3 la détermination de la partition sont : Statistiques, méthodes
numériques et DUT.

VI - CONCLUSION

Nous avons donc formulé un ensemble de méthodes d'Analyse de Données comme différentes expressions
d'un méme probléme qui est 'approximation d'un tenseur d'ordre K. Cette présentation débouche sur des
aspects pratiques pour traiter des tableaux multiples par la Classification Automatique, en suggérant les
coefficients de pondération appropriés et des aides 2 I'interprétation spécifiques. Les limites d'une telle
approche résident dans le choix du modele vectoriel et inertiel pour la représentation des phénomenes. Ainsi
les méthodes proposées ne sont valides que si la représentation d'une variable ou groupe de variables par un
opérateur, ou ce qui revient au méme par un espace vectoriel est adéquat. Ce qui n'est pas toujours le cas
(variables ordinales par exemple). Les axes de recherche restent nombreux dans 1'étude des tableaux
multiples. Dans le cadre des Nuées Dynamiques, on pourra considérer d'autres modes de représentation d'une
classe .
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classe : 1 effectif : 26, 23% variance : . 82217

*********************************************************************t********

* vari *.libelle........couvun.. *.stud.* moyk * moyg * sigk * sigg * mink maxk*
******************************************************************************
* stat *.statistiqueS.......... *¥-1.20 * 7.3 * 13, * 2.9 * 4.2 * 3.0 14.*
* mnum *.méthodes numériques...*-1.10 * 9.5 * 13, * 3.3 * 3.3 * 2.0 16.*
* algo *.algorithmique......... *-0.79 * 9,2 * 12, * 3.0 * 3.1 +* 4.0 15.*
* gest *.gestion.financiéire...*-0.79 * 11. * 13. * 2.4 * 2.9 * 5.5 14.%
* meto *.méthodologie.......... *-0.79 * 7.4 * 10, * 2.8 * 3,5 % 3,0 13.%
* stru *.structures.de.données.*-0.75 * 4.9 * g.1 * 3.1 * 4.3 * 1.0 12.%
* fort *.fortran............ ...%~0.64 * 8,5 *x 11, * 3.4 * 4.3 * 3,0 17.*
* fich *.fichiers.............. *-0.63 * 7.6 * 9.7 * 3.1 * 3.4 * 2,0 13.%
* cobo *.cobol....... Ceeeceaens *-0.62 * 11. * 13. * 2.6 * 3.3 * 4.5 17.%
* angl *.anglais............... *-0.41 * 12, * 13. * 2.7 * 2.6 * 6.0 15.*
* expr *.techniquesd'expression*-0.40 * 12. * 12, * 2.1 *x 2,0 * 6.5 16.%
************************************************t**************t**************

classe : 2 effectif : 68, 61% variance : .88016

***i***********t*******************************************k******************

* vari *.libelle...............* stud * moyk * moyg * sigk * sigg * mink maxk*
******************************************************************************

* cobo *.cobol.....ivvirennnnn. * .01 * 13, * 13, * 3.0 * 3.3 * 3.0 20.*
* expr *.techniquesd'expression* .02 * 12. © * 12. * 1.9 * 2.0 * 8,0 18.*
* fort *.fortran............... * .03 * 11, * 11, * 4,1 * 4.3 * 1.5 20.%*
* stru *.structures.de.données.* .04 * 8.3 * 8.1 * 3.8 * 4.3 * 1.0 17.*
* angl *.anglaisS........c00u... * .05 * 13, * 13, ¥ 2.6 * 2,6 * 5.0 18.*
* fich *.fichiers.............. * .08 * 10, * 9.7 * 3.0 * 3.4 * 1.0 18.%*
* meto *.méthodologie.......... * .13 * 11, * 10. * 3.0 * 3,5 * 5.0 18.*
* algo *.algorithmique......... * .21 * 12, * 12. * 2.7 * 3.1 * 4.0 18.*
* gest *.gestion financidire...* .30 * 14. - * 13, * 2.7 * 2,9 % 5.0 19.*
* mnum *.méthodes numériques...* .37 * 14, * 13, * 2.3 * 3.3 * 7.0 18.*
* stat *.statistiques.......... * .44 * 14, * 13, * 3.0 * 4.2 * 7.5 19.*
******************************************************************************

classe : 3 effectif : 17, 15% variance : .83311

******************************************************************************
* vari *.libelle............... * stud * moyk * moyg * sigk * sigg * mink maxk*
******************************************************************************
* gest *.gestion financiéire...* .01 * 13. * 13, * 2.5 * 2,9 * §.5 18.*
* stat *.statistiques..........* .13 % 13, * 13, * 3.3 * 4.2 * 5.0 18.*
* mnum *.méthodes numériques...* .26 * 14. * 13, * 2.1 * 3.3 * 9.0 18.*
* algo *.algorithmique......... * .39 * 13. * 12, * 2.8 * 3.1 * 8.0 16.*
* angl *.anglais............... * .40 *x 14, * 13, * 2.0 * 2.6 * 10, 18.*
* expr *.techniquesd'expression* .54 * 14, * 12, * 1.2 * 2.0 * 12, 16.%
* fich *.fichiers.............. * .63 o+ 12, * 9.7 * 3,2 *x 3.4 *x g0 18.%
* meto *.méthodologie.......... * .70 * 13, * 10. * 3.7 * 3.5 * 6.0 19.%
* fort *.fortran............... * .83 * 15, * 11. * 3.3 * 4.3 * 9,0 20.%*
* cobo *.cobol................. * .90 * 16, * 13, . * 2,8 * 3.3 % 11, 20.*
* stru *.structures de données.* .96 * 12, * 8.1 * 3.8 * 4.3 * 5,0 19.%
************************************************************** khhkkhkkkhhkkdkhkkk

Figure 4 : Indices complémentaires d'interprétation d'une partition relativement 2 des variables
quantitatives. '
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classe : 1 effectif : 26, 23%

TP TEETEELSESRIEEES LSS AREAS SRS R R SRttt Rt Rt R R R X8R R R RE R TR RT R EX T
*vari*, .libelle......... seeeaen eeevess.*.moda.*.khi2.proba.effe.mc..mt...mc*
*able*........ Cesencean D T O R - S ——ttemm s tek

X i e rtassearenn . seesssecseesean ceaeenes crecatsenens sessssssesscCl..n...mt*
****************************************************************************

*,form.* formation prealable........... *.autr.* 13 0.000 11 42 18 55%
I 2222222222222 2 R R R a2 22 a2 2 2 R R RE R SRR R Z R EEERET RS R BRI L R LI

classe : 2 effectif : 68, 61%

I X222 222222222 22222022l s 2 RSt i sl R XS R X R Ry R YR R TR R R
*vari*..libelle...ccovecene esessesssesss®*.moda.*.khi2.proba.effe.mc..mt...mc*
*able*., . .co0eeecnacse O TS B £ -0 I I A R Lt

X it eessesesencsscns eescsescesescsosassannaans csecesseseessasesesCl...n...mt*
e 1 2 R R R R A I I I I I T T T T T I T T

* form.* formation prealable....... ....*.gea..* 6 0.009 16 24 16 89*
*,form.* formation prealable...........*.md...* 4 0.030 7 10 6 100%
*_ form.* formation prealable...........*.mass.* ¢ 0.045 12 ig8 13 86%*

IEE RS SRS R R RS R RRRRREES RSt ER E R R RS R R SRR R TR R L]

classe : 3 effectif : 17, 15%

I EEEE SRS SRR RS AR R RS R SRRE R R RS S R R R R R R A R R R R R P R TR RS R 4
*vari*..libelle.....ciieeernsnennancan .*.moda.*.khi2.proba.effe.mc..mt...mc*
*able*......ccivennnnne cteecacenccnsa e R B T R R

X i ee et esascaene teesssusessene ses et oo tssvacnse e cesesseseccsssCl...n...mt¥*
LE R RS R R SRR R RS R R RS RS Rl R R R R R RS R R R R R RS R R R P R R R ]

*.form.* formation prealable...........* dut * 111 0.000 17 100 15 100*
LA S AR R R AR RS RS EREEREER R RS E R 2R R R X R S R T P R R ]

Figure 6 : Interprétation d'une partition relativement 2 des variables qualitatives

I k*kkT  khkk T kkkk T kkkk T  kkkk T  kkkk T  kkkk T  kkkk T  kkask I
I ****T PARTITION I CILASSE =-1- I CLASSE -2- I CLASSE -3- 1
I k*kkkT  kkkk T kkkk T kkkk T kkkk T Akkk T  kkkk T kkkk T  kkkx T
I VAR I COR I CTR I COR I CIR I COR I CTR I COR I CTR 1I
I **%xk]  kkkk T  kkkk T  kkkk T  kkkk T  kkkk T  kkkk T Akkk T  kkkk T
I cobol 21.2 1 4.5 1 8.9 I 4.7 I 0.0 I 0.0 I 12.3 I 5.6 1
I fortI 20.1 I 4.3 1 9.5 I 5.0 I 0.1 I 0.1 I 10.6 I 4.8 I
I algel 19.7 I 4.2 I 14.8 1 7.8 I 2.6 1 4.5 I 2.3 1 1.01I
I mnumI 39.9 I 8.6 I 30.5I 16.1 I 8.4 1 14.4 1 1.1 1 0.5 1I
I statI 48.1 I 10.3 I 35.9 I 19.01I 12.0 I 20.51I 0.2 I 0.1 1I
I metol 23.3 I 5.0 I 14.8 1 7.8 I 1.0 1 1.7 1 7.5 1 3.4 1
I strul 27.3 I 5.8 I 13.01 6.9 I 0.1 I 0.2 I 14.2 I 6.5 I
I fichI 15.9 I 3.4 1 9.3 I 4.9 I 0.4 1 0.7 1 6.1 I 2.8 1
I anglI 6.6 I 1.4 1 3.9 1 2.0 1 0.2 I 0.3 I 2.5 1 1.1 1I
I gestI 20.3 I 4.3 I 14.8 I 7.8 I 5.5 1 9.5 I 0.0 I 0.0 I
I exprI 8.2 I 1.8 1 3.8 1 2.01I 0.0 I 0.0 I 4.4 I 2.0 1
I hommI 3.01I 0.5 1 1.3 1 0.5 I 0.0 I 0.0 I 1.7 1 0.6 I
I femmI 3.0 1 0.7 I 1.3 1 0.7 I 0.0 I 0.0 I 1.7 1 0.8 1
I .dutlI 100.0 I 33.2 I 4.2 1 3.5 I 11.1 I 29.51I 84.7 I 59.91I
I .geal 6.6 I 2.2 1 1.3 1 1.0 I 2.4 I 6.4 I 3.0I 2.1 1
I masslI 4.1 1 1.4 1 0.5 I 0.4 I 1.4 1 3.9 1 2.2 1 l.6 I
I .md.I 4.3 1 1.6 I l.6 I 1.4 I 1.6 I 4.9 1 1.0I 0.8 I
I ssm.I 8.7 1 2.3 1 1.3 1 0.8 I 0.4 I 0.9 I 7.1 1 4.0 I
I autrl 13.7 I 4.4 1 9.4 I 7.4 I 0.9 I 2.4 1 3.4 1 2.3 1
I  **x*xX]  kkxk T  kkkk T  kkkk T  kkkk T  kkkk T  kkkk T kkkk T kkkk T

Figure 5 : Corrélations et contributions des variables aux classes.
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