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NOUVELLES REPRESENTATIONS GRAPHIQUES EN CLASSIFICATION AUTOMATIQUE.
NEW GRAPHICAL REPRESENTATIONS IN CLUSTERING

E. DIDAY.

RESUME.

Partant d'un indice de dissimilarité quelconque, nous proposons d'abord une
nouvelle forme de représentation complémentaire aux ultramétriques et appelés
ultramines; cette représentation peut produire des informations intéressantes : par
exemple, &tre plus fiddle aux données initiales et faire ressortir les contrastes
beaucoup mieux que les ultramétriques. On présente ensuite la notion de "courbe
compatible" qui permet une représentation hiérarchique curviligne alors qu'elle
était seulement rectiligne jusqu'd présent; cette nouvelle représentation facilite
1'expression de classifications sous contrainte d'une autre ultramétrique d'une
ultramine ou d'un indice de dissimilarité quelconque.

On introduit enfin la notion de données "chaotiques" ou "cohérentes" et des
critdres permettant de savoir si les données seront plus fideéles A une
ultramétrique (resp. un indice pyramidal) ou & une ultramine (resp. un indice
anti-pyramidal).

ABSTRACT.

Having chosen a dissimilarity index, hierarchical clustering is one of the
most popular techniques used to represent clusters ; in fact, the fit between the
graphical representation of hierarchies (i.e. dendrograms) and the data is very
good only when the two following conditions are satisfied.

1) The dissimilarity index satisfies the "ultrametric inequality".

2) There exists an order which is "compatible" with the dissimilarity index". This
paper is devoted to new kinds of graphical representation when those conditions are
not satisfied. When the first condition is not satisfied at all, we introduce a
complementary notion of ultrametric called "ultramine". When the second condition
is not satisfied at all, a new dissimilarity index called "anti-pyramidal" which is
an extension of ultramine is considered.We introduce the notion of "compatible
curve" which 1is wuseful to represent hierarchies under contraints. Graphical
representations of those notions are given. We give a measure which indicate how
much the data are ultrametric or ultramine and order compatible or not for the
chosen dissimilarity index. Each one of the new graphical representations sheds new
and interesting light on the data. ' ‘

H! !D PARIER RECUPERE ET RECYCLE
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1. INTRODUCTION

Avec 1'amélioration rapide des outils graphiques, les aspects graphiques
prennent une importance croissante en traitement des données ; en classification
automatique, les hiérarchies par la commodité de leur interprétation visuelle

constituent depuis longtemps une forme de représentation trés populaires.

De nombreux ouvrages ont été consacrés aux hiérarchies : le lecteur pourra se
reporter par exemple 3 Benzecri et col. (1980), Diday et al (1982), Jambu (1978),
Lerman (1981) et Sokal et Sneath (1963).

Les wultramétriques ont été depuis longtemps 1'outil privilégié pour
approximer les données initiales par une hiérarchie puisque 1'on a montré qu'il
existe une bijection entre ultramétriques et hiérarchies indicées. En regardant les
choses de plus pras, on s'apergoit cependant que les ultramétriques ne sont fidéles
qu'a une classe particulidre de données ; en effet, on peut montrer que la matrice
des distances associées i une ultramétrique peut toujours &tre ordonnée de fagon a
étre de type Robinson (lignes et colonnes croissantes & partir de la diagonale
principale, voir Hubert (1974)) ; il en résulte que la matrice des distances
données par l'utilisateur‘sera d' autant plus fiddle A une ultramétrique qu'elle
satisfait un tel ordre. Si les données initiales sont trés éloignées de cette
condition, les ultramétriques sont inaptes a les représenter ; on s'est intéressé a
cette problématique ; une nouvelle classe de mesures de ressemblances graphiquement
représentable appelées "ultramines" a été définie ; elle est apte a représenter des
données "non ultramétriques", de type "antirobinson" (lignes et colonhes

décroissantes A partir de la diagonale principale).

Dans la figure 1 (tétraddre écrasé) on représente une configuration de U4
points abcd représentables par une ultramine et non une ultpamétrique la figure 2

présente un cas inverse.

—
- 0D

-+ ultramine + ultramétrique

W KN - o
an oo
an o

Figure 1 ° Figure 2
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Les propriétés théoriques des ultramines ont été largement étudiées par
Batbedat (1984) dans 1le cas ou elles sont réduites A des indices de
"dissimilarités" infra-isoctles ; la plupart d'entre elles se démontrent facilement
de fagon "duale" aux propriétés classiques des ultramétriques. B. Monjardet m'a
signalé que les ultramines ont été appelées "relation d'équivalence floue" si on
restreint leurs valeurs dans 1'intervalle [0,1] (dans le cas ol l'ultramine ne peut
prendre que les valeurs 0 ou 1, on montre facilement qu'elle définit une relation

d' équivalence),

Dans toute la suite on considere un ensemble Q = {w1,...,wn} d' individus muni
d'un indice de dissimilarité ; autrement dit, d'une application d : QxQ =+ IR+,
symétrique et telle d(w,w) = 0. Si d(w,w) 2 d(w,w') ¥ w,w' € @, d est un indice de
similarité. On appelle mesure (ou indice) de ressemblance tout indice qui
appartient & 1'ensemble réuni des indices de similarité et de dissimilarité. On
définit d'abord les ultramines ; il résulte de cette définition que ce sont des
indices de similarité dont 1'une des propriétés caractéristiques est que tous les
triangles sont isoctles avec la base plus grande que les cOtés. Cela revient i dire
que chaque cdté de n'importe quel triangle est plus grand* que le plus petit (le
Min) des deux autres d'ou 1l'appellation "d'ultramine"., Afin de faciliter 1'étude
des propriétés ultérieures on restreint les ultramines 6 3 1'ensemble M(X) des
ultramines qui prennent une méme valeur &(w,w) pour chaque élément de Q. On en
déduit que 1les ultramétriques et 1les ultramines restreintes 3 M(X) sont en
bijection. On montre ensuite que 1l'enveloppe inférieure des ultramines supérieures
3 1'indice de dissimilarité initiale est une ultramine ce qui n'est pas le cas des
ultramétriques ; 11 en résulte un encadrement de 1'indice 1initial par 1la
sous-dominante ultramétrique et la surdominante ultramine. Cet indice initial
peut &tre aussi bien un indice de similarité qu'un indice de dissimilarité s i1
peut paralitre étonnant de vouloir approximer un indice de dissimilarité par une
ultramine qui est un indice de similarité ; en fait, cette approximation est
intéressante car ce sont surtout les termes différents qui jouent un rdle important
dans la représentation et son interprétation ; d'auﬁre part, il est toujours
possible de transformer artificiellement un indice de dissimilarité en une
similarité en conservant 1les valeurs de 1la dissimilarité pour les couples
d' é1éments distinctg et en remplacant chaque terme de la diagonale de la matrice de
dissimilarité par le plus grand terme de la ligne et de la colonne correspondante.

Pour construire la surdominante ultramine d'une mesure de ressemblance on montre

¥ au sens large.
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qu'il suffit de prendre 1'inverse de la sous-dominante de 1'inverse de cette
mesure. On montre ensuite que la surdominante ultramine d'un indice de
dissimilarité est plus fideéle aux oppositions alors que 1la sous-dominante

ultramétrique est plus fidele aux ressemblances.

L'étude du lien entre les ultramines et les ordres sur 2 montre que pour
toute ultramine u il existe un ordre O tel que la matrice des distances M(u,0) de
terme générique u(wi,wj) et dont les lignes et colonnes respectent 1l'ordre O est
antirobinson. On en déduit que 1l'on peut plonger 1'ensemble des ultramines dans un
ensemble plus vaste qui est celui des indices antipyramidaux. Ces résultats
permettent de donner une représentation graphique des ultramines et des indices
antipyramidaux sous forme de hiérarchies ou de pyramides anti-indicées. En
profitant de 1la propriété d'ordre des ultramétriques (existence d'un ordre
compatible) et des ultramines on étudie aussi la possibilité de représentation sous
forme curviligne. On énonce d'abord le probleme sous sa forme analytique puis on
propose une euristique permettant de représenter les éléments sur une "courbe
compatible" respectant 1'ordre et les distances, Comme pour les hiérarchies et les
pyramides on est amené A recourir i un anti-indigage pour représenter une ultramine
ou un indice anti-pyramidale sur une courbe compatible. On remarque que la
représentation visuelle habituelle d'une hiérarchie est rectiligne puisqu'elle
s'appuie sur une droite. En remplagant la droite, qui est une courbe compatible
particulidre, par une courbe compatible quelconque exprimant une contrainte
externe, on obtient une "hiérarchie curviligne" d'interprétation plus riche. On
introduit ensuite-la notion de données chaotiques ou cohérentes pour un indice de
dissimilarité s ; on montre que s'il existe 4 individus dont les dissimilarités
sont toutes différentes, il ne peut exister simultanément un ordre anticompatible
et un ordre compatible avec s. S'il existe un ordre anticompatible avec s on dira
que les données sont chaotiques (c'est donc le cas quand s est une ultramine ou un
indice antipyramidale) ; s'il existe un ordre compatible avec s on dira que leé
données sont cohérentes (c'est le cas quand s est une ultramétrique ou un indice
pyramidale) ; on peut obtenir des chalnes ou des agrégats fiddles aux données
initiales dans le cas de données cohérentes ; par contre, dans le cas de données
chaotiques ce sont les classes d'éléments opposés qui sont "fiddles" aux données
initiales, On donne enfin des indicateurs permettant de mesyrer le degré de

chaotisation ou de cohérence des données pour un indice de dissimilarité.
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2. DEFINITION ET PROPRIETES D'UNE ULTRAMINE

2.1. Définition

+
Une ultramine est une application u de QxQ@ »R qui satisfait aux deux

conditions suivantes :
1) Vwi,wj € Q u(wi, wj) = u(wj, wi) (symétrie).

ii) Vwi,wj,w € Q u(wi,wj) 2 Min {u(wi,wk), u(wk,w )} (inégalité

k J

ultramine).

Comme premi2re conséquence de cette définition, on voit qu'une ultramine
n'est pas une métrique puisque 1'on peut avoir des triangles dont un c8té est plus
grand que la somme des deux autres. Une seconde conséquence importante concerne les
couples d'éléments identiques, on a en effet la relation : ¥ wi’wj € q,
U(wi'wi) 2 u(wi,wj) puisque d'apres 1'inégalité ultramine on a :

Yw ,W‘j €q, u(wi,wi) 2 Min {u (wi,wj), u(w

i

3 wi)} =u (wi,wj).

I1 en résulte qu'une ultramine est un indice de similarité.

2.2. Une restriction simplicatrice de 1'ensemble des ultramines :
1' ensemble M(X)

On ne perd pas beaucoup en généralité en identifiant les ultramines qui
prennent les mémes valeurs sur tous les couples d'éléments différents ; autrement,
dit, en ne considérant que 1l'ensemble M des ultramines satisfaisant A 1la

Uw ,w e Q tel que W.= W, on a : W W = W.,N. im ll e u = u .

On peut dire aussi que 1l'ensemble M est 1'espace quotient des ultramines par

la relation d'équivalence u ~ u' <=> {¥(w,,w,) avec w, = Woo u(w,,w.) = u'(w, ,w.)},
. 1 J 1 J 4 J + J

On note M (X) 1'ensemble inclus dans M, des ultramines u dont la valeur pour

les couples d'éléments identiques est définie par X : (u(w1,w1), ey u(wn,wn)).
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Autrement dit, ¥ u,u' € M(X) on a pour tout i u(wi,wi) = u'(wi,wi) on pose
xi = u(wi’wi) et donec X = (X1,...,Xn).

La restriction des ultramines a un espace M(X) permettra de prouver qu'il
existe une bijection entre les ultramétriques et les ultramines (voir proposition
1) ; 1'égalité des u(wi,wi) pour i fixé quand u varie sera aussi nécessaire pour
prouver 1'existence et donc 1'unicité de 1la surdominante ultramine (voir 1la

proposition 2).

Proposition 1

L]

. Une condition nécessaire et suffisante pour qu'un indice de similarité soit
une ultramine est que tous les triangles de Q soient isockles avec la base plus

grande que les cotés.

. I1 existe une bijection entre un ensemble M(X) d'ultramines et 1les

ultramétriques.

. Toute ultramine satisfait & 1'inégalité :

(2) u(wi'wk) 2 Min {U(wi’wi+1)’ u(wi+1,wi+2),...,u(wk_1,wk)}

Démonstration

Tous les triangles de Q munis d'une ultramine sonﬁ isockles avec la base plus
grande que les cdtés ; en effet, étant donné un triangle quelconque (i,j,k),
considérons le plus petit cdté, d'apreés 1'inégalité ultramine il est plus grand que
les deux autres ; réciproquement, si tous les triangles sont isocdles avec la base
plus grande que les cdtés on voit que 1'inégalité ultra@ine est satisfaite ; dans
le cas ol deux sommets du triangle sont confondus 1'inégalité est encore vraie

puisqu'il s'agit d'un indice de similarité.

I1 existe une bijection entre 1'ensemble des ultramétriques U et 1'ensemble des
ultramines M(X). En effet, soit f 1'application U » M(X) telle que f(u) = § avec
i f(u) = 8 est bien une ultramine
puisque tout triangle isockle avec la base plus petite que les cOtés se transforme

-1
= ’w.)) . e Iy =
G(Wi,wj) (u(wi 3 si witwJ t G(wi'wi) X

en un triangle isockle avec la base plus grande que les cdtés ; elle est surjective
puisque tout triangle isoctle avec la base plus grande que les cOtés (méme s'il ne

vérifie pas 1'inégalité triangulaire !) peut &tre obtenu 3 partir d'un triangle
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isocdle avec la base plus petite que les cOtés ; 1'application est injective
puisque 1l'on s'est restreint aux ultramines qui sont identiques d&s qu'elles

prennent les mémes valeurs sur les couples d'éléments différents.

Enfin 1'inégalité (2) se démontre facilement par récurence en partant de

1'inégalité ultramine.

3. CALCUL DES ULTRAMINES

3.1. Surdominante ultramine

Etant donné un ensemble d'ultramines M(X) et une mesure de ressemblance d, la
surdominante ultramine Uy de d dans M(X) est la borne inférieure des ultramines de

M(X) supérieures i d.

W, € Q

Autrement dit u, = inf {u/ u 2d, i € M(X)}, (on dit que u 2 d si ¥w j

d
u(wi,wj) 2 d(wi’wj))f

i

Remarquons que cette définition n'a de sens que si “¥i=1, ..., n on a
d(wi,wi) $ X; dans toute la suite d étant donné X = (X1 reeey Xn) sera choisi de
cette fagon ; dans la pratique on calculera d'abord la surdominante ultramine sur
les couples d'éléments différents, puis on ajustera au mieux les termes diagonaux
de la matrice de ressemblance associée 3 la surdominante ultramine de fagon A
s'écarter le moins possible des d(wi,wi) tout en restant dans M(X) ; plus
précisément si d(wi,wi) est supérieur i tous les d(wi,wj) pour W, fixé on prendra
ud(wi,wi) = d(wi,wi) dans le cas contraire on prendra ud(wi,wi) = M§x d(wi'wj)f

I1 resulte facilement de cette définition que 1la surdominante ultramine
(comme la surdominante ultramétrique) existe et est unique ; cependant,
contrairement & la surdominante ultramétrique qui n'est pas nécessairement une
ultramétrique, la surdominante ultramine est une ultramine comme 1le prouve le

résultat suivant.

Proposition 2

La surdominante ultramine u d'une mesure de ressemblance d est une

d
ultramine,
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Démonstration

.L'ensemble des u(wi,w ) pour i et j fixé et u varient dans M(X) étant minoré

par d admet une borne inféiieure ; soit ud(wi,wj) cette borne ; il existe donc une
suite Gn(wi,wj) avec Gn € M(X) qui converge vers Gn(wi,wj). Par passage a la limite
de cette suite, on voit facilement que ud(wi,wj)_= ud(wj,wi) pour tout couple de
et que ud(wi.wi) =" Xi pour i=1,...,nf Pour que uy soit dans M(X) il reste 2
vérifier 1'inégalité ultramine. cette inégalité est satisfaite car on 2

successivement les relation suivantes :

ud(wi,wj) = Min {u(wi,wj) / uz2d, ut MO}

w

Min {Min (u(wi,wk); ul(w, ,W,)) / uzd, ue MX)}

J

k
2 d, u € M(X)}, Min {u(wk,wj)/UZd,uGM(X)}}

w

Min {Min (u(wi,wk) / u

[\

Min {ud(wi,wk), ud(wk,wj)} o

D' autres propriétés de la surdomine analogues ou complémentaires de celles
_obtenues -dans le cas des ultramétriques (voir Diday et al (1982)) peuvent &tre
utiles :
. Si D est un indice qui mesure la "distance" entre deux mesures de ressemblance
telle que :

1

D(d,8) = [ £ & | d(i,3) - 6(i,3) %1 @ avec >0, il résulte
i€q jeq

facilement de la proposition précédente que :
inf {D(d,8) / SEM(X), 2d) = D(d,u,).

. D'autre part, on sait que si Gd est la sous-dominante de 1'ensemble des

ultramétriques Uona:
inf{D(d,8) /7 & € U, 6<d} = D(d,éd).

On en déduit un encadrement d'une mesure de ressemblance d par deux solutions

optimales Uy et dd sur les sous-espaces qui les concernent :

Sd sds Uy
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La borne inférieure des ultramétriques supérieures n'existe généralement pas,
on peut néanmoins déduire d'une hiérarchie du saut maximum une ultramétrique
supérieure a d qui 1'approxime d parfois mieux que Gu comme le montrera 1l'exemple 2
ci-dessous. D'autre part comme il existe une bijection d'apregs la proposition 2
entre les ultramétriques et les ultramines, leur nombre est le m@me et donc on peut
supposer que de fagon générale on approche la mesure de ressemblance initiale avec
la surdomine par dessus d'aussl pr&s qu'avec la sous dominante par dessous (sauf
pien slr pour les couples d'éléments identiques, 1'avantage allant par exemple A la

sous-dominante s'ils sont & distance nulle).

On peut construire la surdomine en rendant successivement tous les triangles
isocdles avec la base plus grande que les c8tés (on égalise les 2 plus petits cdtés
au plus grand) et on recommence le procédé tant que tous les triangles ne satisfont

z

pas cette propriété.

Un autre algorithme plus efficace consiste & utiliser la sous-dominante de
"1' inverse" de 1l'indice de ressemblance & représenter comme nous allons maintenant

le montrer.

On note D 1'ensemble des indices de dissimilarité sur Q et 0-1(X) 1' ensemble

des inverses d_1 des éléments d € D dont les valeurs pour les couples d' éléments
identiques sont définis par X = (X1,...,Xn) avec Xi = d—1 (wi’wi)'

Exemgle 1

Soit d € D un indice de dissimilarité et Q =_(w1,w ,w3) tel que la matrice de

2
dissimilarité associée 2 d soit

1 2 3
0 1 2 w1
d = 1 0 W,
2
2 y 0 W

o1 -1 )
sid €D (X)aveec X = (1,2,5) on a alors :
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1 1 0,50
d = 1 2 0,25
0,50 0,25 5

Soit U“1(X) C iD_1(X) 1'ensemble des ultramétriques inverses sur Q dont les
valeurs pour les éléments identiques sont définies par X. On a le résultat

Suivant :

Proposition 3

L'ensemble des ultramétriques inverses U_1(X) est identique a 1'ensemble des

ultramines M(X).

Démonstration

Selon la proposition 1 on sait qu'il existe une bijection entre 1'ensemble
des ultramétriques U et M(X), comme il existe une bijection entre U—1(X) et U il en
résulte que U-1(X) et M(X) sont en bijection. Chaque élément de U-1(X), étant un
triangle isoceéle avec la base plus grande que les cdtés, est un élément de M(X) ;
de plus dans U-1(X) comme dans U(X) la ressemblance des termes identiques est

définie par X donc la bijection est en fait une identité,. o

De cette proposition, on déduit le résultat suivant qui permet de construire

la surdominante ultramine 2 1'aide d'une sous-dominante ultramétrique.

Proposition 4

La surdominante ultramine Uy d'une mesure de ressemblance d pour un enscmble:

‘d' ultramines M(X) est 1'inverse de la sous-dominante de d_1 € D_1(X).
Démonstration

Par définition la sous-dominante de d | est

5 = sup {u/uSd~1, u€l}, or comme il existe une bijection entre U et .

d

U-1(X), on peut écrire :

- X -1, - - -
5d_1 = inf{u '/u 1Zd, u ey (x)}.
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D'aprds la proposition U4 on sait que 0—1(X) et M(X) sont en bijection d'ou :

6—1 = inf {u/u2d, u€M(X)} ce qui prouve bien que 6_11 = Uy la surdominante
-1 d
d

ultramine de d pour M(X). o

Une autre fagon de calculer la surdomine de d est donnée par la proposition
suivante ; soit C(i,j) une chaine Wo Woias Wiig Wiios eeey wj_1

Wy dans Q et soit £(C(i,j)) = Mln{d(wﬁ,w1+1) / %=i,...,j"1}.

wj qui relie W, a
Autrement dit, on considdre que la "longueur" d'une chaine est la "longueur"
de sa plus courte ardte.
On a alors le résultat suivant

Proposition 5

Si u est une mesure de ressemblance définie sur Q telle que
u(wi’wj) = Max {f(C) / C € C (i,j)} ou C (i,j) est 1'ensemble des chalnes qui

relient W, a wj dans Q@ et pour i=1,...,n u(wi,wi) = Xi' alors u = Uy la

surdominante ultramine de d dans M(X).

Démonstration

Montrons d'abord que u est une ultramine : pour cela il suffit de remarquer

que f(C ) 2 f(C iV C ) ou C 1 est parmi les chaines qui relient i & j celle dont
* * *

iV Clj) = Min {f(Ciz), f(clj)}

on a f(C ) 2 Min {f(C ), f(C )} d' ol u(wi,wj) 2 Min {u(wi,wj), u(wg,wj)}. Donc u

la plus courte aréte est la plus grande. Comme f(C
est une ultramlne.

I1 reste A vérifier que u est la surdominante. On remarque d'abord que
u(wi’wj) 2 d(wi’wj) ¥ wi,wj € Q@ car la chalne qui relie directement W, A wj a pour
"longueur" d(wi,wj). Enfin, d'apr2s la proposition 2, toute ultramine satisfait 2
1'inégalité (2) et en particulier la surdominante ultramine d'ol :

> mi
ud(wi,wj) 2 Min {ud(wi,w

2>
i+1)""’ ud(wj_1,wj)} 2 u (wi,wj)

car la chalne Wi Wiaqrenes LR W, n'est pas forcément celle dont la plus courte

aréte est la plus grande, on en déduit que uy 2 u 2 d et donc que u=u . 8]
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On peut donc dire que u(wi,wj) est la plus grande aréte parmi les plus
.courtes arétes des chalnes qui relient Wi a wj.

Il en résulte que 1la surdominante ultramine comme 1la sous-dominante
ultramétrique est sujette & un "effet de chaine", Pour la surdominante ultramine il
s' exprime de la fagon suivante : s'il existe une chainé qui relie deux éléments de
Q dont la plus courte ardte est "grande", les deux points sont considérés comme
éloignés au sens de la surdominante ultramine méme.s'ils sont proches au sens de la

msure de ressemblance initiale (voir figure 3 ol d est la distance euclidienne du
plan).

W,———— —-W
V2 /3
. /
\ /
\ /
[} 7
w1 wu
Figure>3

ud(wl,wu) = d(w2w3) >> d(w1,wu)

dd(wz,wB) = d(w1,wu) <L d(w2.w3)

En rdgle générale la surdominante ultramine déforme les petites distances
surtout s'il existe des &léments trds éloignés mais respecte les distances des
éléments éloignds ; ceci n'est pas le cas de la sousdominante ultramétrique qui
elle, déforme les distances des é&léments éloignés d&s qu'il existe une chalne
d' 414ments successivement proches qui les relie, par contre elle reste fiddle aux
éléments proches. On peut résumer ces propriétés en disant que "la surdominante
ultramine représente bien les oppositions alors que la sousdominante ultramétrique

représente bien les ressemblances".

Exemple 2

Soit Q = {i,j,k,%} et d défini par la matrice de dissimilarité

O

—

=
w
-

M(d,H) = 0 2

O O\
© X
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ol 0 est l'ordre des colonnes (i.e. des lignes).

On a donc
X1 1 174 1/3 i
M(d—1,o) - x2 1/2 1/5 J
X 1/ k
3 6
Xu A

- La sous-dominante de d—1 dans M(X) se déduit facilement de la hiérarchie du

. -1
saut minimum construite & partir de d ', on obtient :

X1 1/4 174 1/4 i
X, 1/5 1/5 J
M(8 - )0) =
d 1 X3 1/6 k
XM %

D'aprgs la proposition 5, la surdominante ultramine est

On peut maintenant choisir les Xi d'apres la remarque faite en 3.1.1
X1 = 4, X2 = 5, X3 = Xu = 5. On aurait obtenu le méme résultat en utilisant la
"technique des chalnes" définie par la proposition 6. La sousdominante

ultramétrique de d étant

0 1 2 3 i

0 2 3 J

M(64.0) = 0 3 k
0 %

On vérifie bien que la surdominante ultramine respecte bien les grandes
distances i d(wk’wz)’ d(wz’wj)' d(wi,wk) al?rs que  la  sousdominante respecte

surtout les petites : d(w, ,w, d(w,,
p i J)l ( j wk); d(wi’WPJ'

4
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3.2. Calcul d'autres ultramines

En utilisant 1la proposition 4 qui indique que 1'inverse d'une ultramétrique §
dans D_1(X) est une ultramine de M(X), on peut calculer une ultramétrique & 1l'aide
de 1'un des iIndices d'agrégation usuels puis inverser cette ultramétrique de fagon

A obtenir une ultramine de M(X).

"En s'inspirant de 1la technique 'qui permet de calculer la surdominante
ultramine grice 4 la proposition 4, une autre stratégie consiste d'abord & inverser
la mesure de ressemblance initiale puis 3 calculer une ultramétrique 2 1'aide de
1'un des indices usuels & 1'aide de cette mesure inverse, on inverse enfin cette

ultramétrique pour obtenir 1'ultramine désirée.

On peut alors se poser la question de savoir si les deux stratégies sont

équivalentes. L'exemple suivant montre qu'elles ne le sont pas.

Exemple
012\ 1
Q= {1i,3,k}, M(d4,0) = 01 3
0/ k

si 1'on décide d'utiliser 1'indice d'agrégation du saut maximum on obtient deux

solutions (voir figure 4) : .

+ A
2 $-—--- H 2} - —Hy
i j k i j k
o o 0 1 2 0 2 2
2 0o 1
- 0 0
i j k - j k i
. M S .
H) . H, M(S,,0) M(5,,0) .

Figure 4

Les deux hiérarchies du saut maximum et les ultramétriques qu'elles induisent.
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11 correspond aux deux hiérarchies H1 et H2, deux ultramétriques 61 et 62
(qui prou?ent d'ailleurs que 1la surdominante ultramétrique n'est pas une

ultramétrique puisqu'on voit facilement que c'est d). Les inverses de 61 et 62 dans

M(X) sont définies par :

» S X, 172 12\ i
M(s, ", 0) = Xp 1 J M(s,', 0) = X, 1 j
X k
X
3 3 K.
6;1 et 6;1 sont deux ultramines de M(X).

avec l'indice du saut maximum sur d_1 on obtient une ultramétrique § : i

X1 1 1/2 i
X K )
3

d' ol 1'ultramine 6—1 telle que :

qui est différente de 6;1 et 6;1 .

Les deux stratégies sont donc différentes et 1'on peut se poser la question
de savoir laquelle est la "meilleure", La seconde stratégie est certainement la
meilleure au sens ou elle donne une ultramine dont les valeurs prises sont plus :
proches de la mesure de ressemblance initia&e d ; en effet, une ultramétrique est .
surtout fidele aux faibles distances et déforme généralement les grandes ; en
prenant 1'inverse d'une ultramétrique calculde avec wun indice d'agrégation
classique on obtient donc une ultramine qui n'est ni fiddle aux petites distances
(puisqu'on prend 1'inverse de ces distances) ni aux grandes. Par contre la seconde

stratégie donne une ultramine qui reste fiddle aux grandes distances.
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Exemple 4

Reprenons 1'exemple 2 ou c'est 1'indice d'agrégation du saut minimum qui

avait été choisi, la sous-dominante Gd est définie par

2
M (sdlo) = O

donc 1'écart avec d par la premidre stratégie est :

| M(a,0) - M(s3',0) | =
i,

Alors que la deuxi®me stratégie donne 1'ultramine ud et

| M(d,0) - M(uy,0) =7 <19.

Avec 1'exemple 3 ol 1'indice d'agrégation choisi est celui du saut maximum la

deuxi®me stratégie donne un écart nul, ce qui n'est pas le cas de la premidre.

4, ORDRE ASSOCIE A UNE ULTRAMINE

4,1. Ordres anticompatibles et matrices antirobinson

Nous allons montrer qu'a toute ultramine, on peut associer un ordre

anticompatible et une matrice antirobinson qui se définissent de la fagon suivante,

Définition d'un ordre anticompatible

Etant, donné une mesure de ressemblance d, un ordre O sur- Q@ est dit

)y

anticompatible si w, < wj <wk au sens de O implique d(wi,wk) < Min (d(wi,w

J
d(wj,wk)) (1).

Définition d'une matrice Robinson et antirobinson

Une matrice est dite Robinson (resp. antirobinson) si elle est symétrique et
si ses lignes et colonnes croissent (resp. décroissentf a partir de la diagonale

principale comprise.

De ces définitions on déduit immédiatement la proposition suivante :
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Proposition 6

Les deux propriétés suivantes sont équivalentes :

1) d et O sont anticompatibles et ¥ w ,wj e Q d(wi,wj) s d(wi,wi)

i
2) M(d,0) est antirobinson.

Démonstration

On voit facilement que s'il existe un ordre anticompatible O pour une mesure
de ressemblance d, la matrice de similarité associée M(d,0) est anticompatible ;
réciproquement, si M(d,0) est antirobinson alors 1'ordre des lignes et colonnes est
anticompatible ; en effet, il suffit de remarquer que 1le terme d(wi,wj) esth
supérieur 4 tous les termes qui la précddent sur la ligne d(wi,wz) avec i 39 33
qui le suivent sur la méme colonne (d(wz,w ) avec I § & £ j) et qui suivent cette

J

ligne et précedent cette colonne (d(wg,wk) avec 1S 2 S k <j). Q

4,2. Existence d'un ordre anticompatible pour une matrice ultramine.

Nous allons montrer qu'x toute ultramine u on peut associer un ordre 0O tel

que M(u,0) soit antirobinson,

Proposition 7

Si u est une ultramine on peut ordonner les lignes et colonnes zelon un ordre

0 tel que la matrice M(u,0) soit antirobinson,

Dédmonstrat ion

Soit 0 un ordre sur Q obtenu en construisant une suite WoveeoW, de: la facon

suivante : w, est choisi au hasard, w_ est 1'élément le plus éloigné de w_ (au sens

1 2 1
de u), Wi est, 1'414ment le plus &loigné de Wi parmi les éléments restants ;
autrement dit on a : u(wz, wz+1) = Max {u(wz,wj)/j>l}.

I1 en résulte que si W < wj selon 1'ordre 0O ainsi eonstruit on a
u(w,,w.) % o s :
( ERPE ”(wi’w1+1) or u(wi+1,wj) %z Min {u(wi,wj), (W, ;w

iogue g est une
i i+1)} puisqgue u est un

ultramine d'ou u(wiq'”j) Z U(wi_»"’j) a1 1L est L'indiee des lignes et v oeclul des

B

: N . ie gt aralssante en enlonni,
anlonnes de M(i;,0), on voit que cette matrice esh crolssd
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On a done u(wi, wj+1) g u(wj,wj+1) (puisque Wy ES wJ selon O et donc dans M(u,0) la
ligne i précdde 1la ligne j) ; il en résulte que u(wi,w

) 2 u(w ) puisque

j i*Y541

S .
u(wiwj) 2 u(wi,wj) 2 Min {u(wi,wj+1), u(wj,wj+1)} et donc que M(u,0) est également

décroissante en ligne. C'est donc une matrice antirobinson. 3]

Des propositions 6 et 7 on déduit immédiatement les résultats suivants.

Proposition 8

1) A toute ultramine u on peut associer un ordre 0 tel que u et 0 soient

anticompatibles.

. : '
2) Si la suite WiseresWy respecte 1l'ordre O la chalne w, w2. Wy “3. cee W

Wl est celle dont la somme des longueurs des ardtes u(wi,w ) est la plus grande.

i+
Exemple 5
Considérons 1'ultramine définie sur Wy wj LR dans le figure 5
k ijke
y 232 i
M(U)O) = 3 2 3 J
5 2 K
4 %
Figure 5

En construisant 1'ordre 0' défini dans la démonstration de 1la proposition 8

on obtient

2J 1k

M(u,0' ) =

=N N
w NN
P S S
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Oon voit que M(u,0') est une matrice antirobinson que 1'ordre
o = {wl wj Wy wk} est anticompatible avec u et que la chaine wz wj, wj wi, wi wk
de longueur 3+2+3 = 8 est la plus grande. Remarquons enfin qu'aucun ordre ne peut

rendre la matrice M(u,0) robinson,

5. EXTENSION DES ULTRAMINES AUX INDICES ANTIPYRAMIDAUX

5.1. Les indices antipyramidaux

On sait que:  les ultramétriques peuvent 8tre plongées dans 1'ensemble des
indices pyramidaux (voir Diday 1984), on a un résultat analogue pour les
ultramines ; en conservant la propriété des ultramines concernant 1'existence d'un
ordre anticompatible et en supprimant la contrainte due 3 1'inégalité ultramine, on
plonge les ultramines dans un ensemble plus vaste : celui des indices

antipyramidaux. Plus précisément ces indices sont définis de la fagon suivante :

Définition

Un indice antipyramidal est une mesure de ressemblance pour laquelle il

existe un ordre anticompatible.

Comme on sait d'aprds la proposition 8 qu'a toute ultramine on peut associer

un ordre anticompatible, on a le résultat suivant :

Proposition 9

L'ensemble des ultramines est inclus dans 1'ensemble des indices

antipyramidaux.

5.2. Tableau résumé des principales propriétés

On sait d'apr&s la proposition 1 que 1'ensemble des ultramines de M(X) et des
ultramétriques 6 € U sont en bijection. L'ensemble des matrices ultramines et des
matrices ultramétriques sont en bijection puisque ces ensembles sont respectivement
en bijection avec M(X) et U, D'apr&s la proposition 7 nous savons que si M(u,0) est
une matrice ultramine (donc‘u une ultramine), il existe un ordre O tel que U et O
soient anticompatibles. Cette dernieére propriété est d'une part équivalente au fait

que ' u soit un indice éntipyramidale par définition et d' autre part équivalente au

fait que M(u,0) soit antirobinson d'aprds la proposition 6. Toutes les conditions
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portant sur les ultramétriques ont été démontrées par exemple dans Diday (1982) ;
enfin en définissant 1'ensemble P(X) des indices antipyramidaux (ol X est le
vecteur exprimant la valeur de 1'indice pour les couples d'éléments identiques)
analogue A celui qui a été défini pour les ultramines et en remarquant que si 1'on
inverse 1les valeurs prises par un indice pyramidale § on obtient un indice
antipyramidale U de P(X) et réciproquement en associant au vecteur nul des §(w,w)
le vecteur X des u(w1,w) on définit une bijection de P(X) dans 1l'ensemble des
indices pyramidaux. Comme il existe une bijection entre 1'ensemble des indices
antipyramidaux et les matrices antirobinson d'aprés 1la proposition 6 entré les
indices pyramidaux et les matrices robinson d'aprés Diday (1982), il en résulte
1' existence d'une Dbijection entre 1les matrices robinson et les matrices
antirobinson (que 1l'on aurait pu d'ailleurs démontrer directement en remarquant
qu'en inversant les termes d'une matrice antirobinson en dehors de ceux de 1la
diagonale principale, on obtient une matrice robinson). Tous ces résultats sont

résumés dans le tableau 1.

6. REPRESENTATIONS GRAPHIQUES DES ULTRAMINES ET DES INDICES ANTIPYRAMIDAUX

6.1. Représentation par hiérarchies et pyramides anti-indicées

La représentation visuelle de toute ultramine de M(X) peut se faire par une
hiérarchie : en effet, on sait qu'il existe une bijection entre les hiérarchies et
les ultramétriques voir Diday et al (1982) et ces dernidres et M(X) ; pratiquement,
ayant une ultramine, on calcule son "inverse" pour avoir 1'ultramétrique
correspondante que 1l'on représente par une hiérarchie ; pour que cette hiérarchie
soit plus fidele & 1l'ultramine on exprime les hauteurs des paliers par les valeurs
de l'ultramine ; de cette fagon les hauteurs des paliers n'auront pas
1' interprétation habituelle : plus il sont petits, plus les individus qui leur sont
associés devront &tre considérés comme éloignés ; cela revient 23 anti-indicer la
hiérarchie et donc & définir un indice f de P(Q) (1'ensemble des parties de Q) dans
R’ satisfaisant 2 la propriété suivante : h,h' € P(2) : h h' => £(h') < £(h) ; £
est appelé anti-indice. Avec cet indigage les longueurs des branches associées aux
singletons peuvent @&tre ajustées pour tenir compte des valeurs des termes Xi =
u(wi,wi). On peut représenter un indice antipyramidal par une pyramide puisqu'il
existe une bijection entre les pyramides et les indices pyramidaux (voir Diday
1984) et ces derniers et les indices antipyramidaux d'un ensemble P(X). Cependant,
pour que les valeurs de 1'indice antipyramidale correspondent aux hauteurs des
paliers il faut anti-indicer la pyramide comme cela a été fait pour représenter une
ultramine par une hiérarchie anti-indicée ; 1'application f d'anti-indigage se

définit dans les deux cas de fagon ildentique.
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ultramines ultramétriques
u € M(x) - - § €U ~tuq_h‘_ﬁ=='.‘r
A A .
hiérarchies hiérarchie
anti-indicée
voir 6)
matrices matrices
ultramine ultramétriques
M(u,0) M(§,0)
40 : uet O A0 : s et O
anti- compatibles
compatibles
A |
u = indice § = indice
anti- pyramidale
pyramidale
) A
Y
pyramide M(u,0) M(s,0) pyramide
anti-indicée anti- Robinson
voir 6) - > Robinson [ - - -
-
Tableau 1

Résumé des différents liens

le signe «—» (resp. ») indique 1'existence d'une bijection (resp. impliecatinn)
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Exemple 6

On considére un ensemble 9@ = f{a,b,c,d} une ultramine u et un indice
antipyramidale dont 1les matrices M(u,0), M(s,0) et leur représentation

antiniérarchique et antipyramidale sont données figure 6.

abececd abcd

5321 a 5321 a
y 21 b 4 31 b
M(u,0) = 5 1 c M(s,0) = 32 c
2 d -2 d
A A
a C a
5 59
b T od
4 b 4

J\
3 , 3 e
t | ’ x
d \___/ \
| | 2 |

)

Figure 6

6.2. Représentation curviligne

On sait qu'une ultramine ou un indice antipyramidale ayant été calculéd on
peut leur associer un ordre tel que la matrice des distances associée A cet ordre
soit antirobinson. Le proble&me que 1'on se pose ici est celui de la recherche d'une
courbe sur laquelle on puisse disposer les individus 3selon cet ordre de fagon 2

respecter au mieux les distances définies par 1'ultramine ou l'ultraméﬁrique.
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6.2.2. Expression analytique du_probléme
Le probl2me de la représentation curviligne des ultramétriques et des indices
pyramidaux se pose de fagon tout & fait analogue et nous en avons donné
1' expression analytique dans E. DIDAY (1984) (p. 65). Dans le cas des ultramines et
des indices antipyramidaux il s'énonce sous une forme analogue :

.trouver une courbe C du plan représentée par une application f Q + C

f(wi) - z (xi' yi) € C telle que si 1l'on représente les W, sur cette courbe en

i =
respectant un ordre O on minimise par exemple, le critdre suivant :

2
V(s,d) = I (s(w,,w.) - D(w,,wW,))
1" RN
i,
o D est la distance euclidienne du plan et ol s est 1'indice associé 2
1'ultramine ou i 1'indice antipyramidale considéré (on peut normaliser s et D en

les divisant par leur plus grande valeur).

Si f est une fonction 3 m paramd®tres on doit résoudre un problime
d'optimisation 2a Eﬁﬂéll
inconnus (car il faut trouver 1les 2n points (xi,yi) et les m coefficients qui

définissent f).

équations 3 n-1 contraintes (pour respecter 0) et & 2n+m

L'exemple suivant montre que ce probldme n'a pas toujours de solution

a b c d

Exemple 7
a 0 6 5,5 3
Considérons 1'indice antipyramidale s : M(s,0) = b 0 7 4,5
c 0 7,2
d 0

On peut la représenter sous forme curviligne comme indiqué dans la figure 7 ;
3 1'aide des médiatrices des segments ab, ac, be, et dc et en utilisant le fait
qu' un cinquime point e doit &tre & une distance supérieure 3 la longueur de¢, on
voit qu'un tel pont ne peut &tre positionné dans le plan. (e doit &tre par exemple
au~dessus de la médiatrice de be). '



Figure 7

Définition

Une courbe est dite "compatible" avec un indice de dissimilarité d si et
seuleument si tout triplet x,y,z, ordonné sur cette courbe est tel que
d(x,z) 2 Max {d(x,y), d(y,2z)}. S'il s'agit d'une courbe du plan et si d est 1la

distance euclidienne on dira simplement que "la courbe est compatible",

I1 résulte de cette définition que tout ensemble fini de points ordonné selon
un ordre 0 sur une courbe compatible avec d est tel que d et O soient compatibles.
Ces courbes existent puisque les droites constituent un exemple simple de courbes

compatibles.

On donne figure 8 des exemples de courbes compatibles et non compatibles.

7
VAV B |
NN\

~ O

(a) : (b)

Figure 8

(a) courbes compatibles, (b) courbes non compatibles avec la distance euclidienne
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On peut se poser 1la question de savoir s'il existe des "courbes
anticompatibles" ; autrement dit, des courbes sur lesquelles trois points ordonnés
Wis Woy Vo, satisfont & 1'inégalité ultramine : d(w1,w3)2 Min (d(w1,w2), d(wz,w3)).
Une telle courbe ne peut &tre visualisée car si elle contient un segment de droite
ou si on peut l'approximer par un tel segment aussi petit soit-il elle ne satisfait
plus & 1'inégalité ultramine sur cette portion et elle n'est donc pas

anticompatible.

Pour représenter 3 1'aide d'une courbe une matrice anticompatible provenant
d'une ultramine ou d'un indice antipyramidale, on peut procéder A 1'aide d'un

anti-indigage comme on 1'a fait pour les hiérarchies et les pyramides.
On transforme d'abord 1la matrice antirobinson en inversant chacun des sen

termes et en remplacant les termes diagonaux par 0, on obtient ainsi une matrice

robinson qu'il s'agit de représenter sur une courbe compatible.

Exemple 8

Etant donnée la matrice antirobinson suivante :

a b c d
30 25 16 14 a
ma,0 - | P W)
70 d

il s'agit d'en donner une représentation curviligne sur un demi-cercle. Pour cela,
on inverse d'abord chaque valeur de M(s8,0) (sauf les termes de 1lia diagonale

principale, qu'on annule) on obtient ainsi la matrice robinson sutvantn

a b ¢ d
0 U4 6 7 a
-1 02,514 b
M(S 'o) = 0 1,7 C
0 d

n

Cette matrice est représentée sur le demi-cercle de la flgure 9 on
positionnant "bien" les points a,b,c,d de facon A respecter au mleux les distancen
8' . Flnalement on anti-indice les segments ab, be... et on représente len valeur:

s(a,a), s(b,b)...
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(a) (b)

Figure 9

(a) représentation curviligne de M(s',0), (b) représentation curviligne de M(s,0)

I1 s'agit de proposer une euristique permettant de trouver simultanément une
bourbe et des points sur cette courbe de fagon que leur distance euclidienne d
respecte au mieux celle d'une ultramétrique ou d'un indice antipyramidale (obtenus
par "inversion" d'une ultramine ou d'un indice antipyramidale ou plus généralement
d'un indice de dissimilarité quelconque). Cet euristique peut s'énoncer sous 1la
forme suivante :

1. On dispose les points w ,...,wn dans 1'ordre et A égale distance sur une droite.

1

2. Chaque segment We Wi est découpé en intervalles égaux dont les sommets forment

un réseau.
3. On décalle chaque point pris successivement vers la gauche ou vers la droite sur
le réseau +tant que 1l'ordre initial est Trespecté et que le critdre.

W=z |d(w1,wj) - s(wi,wj) | (ou d est la distance euclidienne du plan et s

i,J
1'indice que 1'on veut représenter) s'améliore,

4, On revient en 2 tant que le crit®re continue A s'améliorer (en recommengant 3

s' il le faut plusieurs fois sur 1l'ensemble des points).

5. On "incurve" la droite aux endroits 3 forte densité et on revient en 1 tant que

le critdre s'améliore.
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Remarque : au lieu de partir d'une droite, on peut aussi partir d'une courbe
présentant des sommets associées & chaque noyau d'une classification faite au
préalable sur le tableau de dissimilarité défini par s. Ces noyaux doivent
respecter l'ordre O sur la courbe. On représente ensuite tous les points 3
intervalles égaux en respectant O. A, partir de cette position on peut appliquer

1' algorithme .énoncé précédement (voir la figure 10).

Figure 10
Représentation curviligne d'un indice de dissimilarité s ;

wi’ wj' wk. sont les noyaux d'une partition obtenue sur tableau de distance.

La représentation hiérarchique  habituelle est une représentation
simultanément hiérarchique (le dendrograme) et rectiligne (la droite sur laquelle
s'appuie le dendrogramme) ; cette représentation est de lecture 3imple car elle

exprime deux formed de compatibilité.

a) la compatibilité entre 1'ordre O des individus (défini par les racines du
dendrogramme) et 1'ultramétrique induite par le hiérarchie puisqu' il n'y a pas de

croisements (voir Diday (1982)).

b) la compatibilité entre 0 et la distance euclidienne puisque la droite est une

courbe compatible.

Comme la droite ne constitue qu'un cas particulier de courbe compatible, la
représentation visuelle classique des hiérarchies & 1'aide d'un dendrogramme appuyd
Sur une drolte peut &tre étendue en remplagant la droite par toute courbe du plan

compatible avee la distance euclidienne.
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L'intérét d'une telle représentation est de permettre de visualiser la
hiérarchie sous une forme "curviligne" & 1'aide d'un dendrogramme et d'une courbe
compatible exprimant une contrainte externe (un autre indice de dissimilarité, une
ultramétrique etc...) Par exemple, si les individus sont des communes la hiérarchie
initiale peut eprimer des classes définies 2 partir de paramdtres économiques et

1'indice de dissimilarité de la contrainte : la position géographique.

Pratiquement, il s'agit de trouver une courbe compatible et la position sur
cette courbe des individus de fagon & ce qu'ils respectent un ordre compatible avec

la hiérarchie et que leur distance euclidienne satifasse au mieux & la contrainte,

Dans la figure 11b on représente la hiérarchie 11a sous contrainte de 1la
courbe compatible formée d'un demi-cercle sur lequel les individus sont positionnés
de fagon & satisfaire a 1'indice anti-pyramidal défini dans 1'exemple du 8§ 6.2.3.

Dans la figure 11d on visualise la hiérarchie 11c¢ sous une autre contrainte 2a

1'aide d'une autre courbe compatible,

(a) (v)

(e) | (d)

Figure 11

La hiérarchie de la figure (a) (resp..(c)) est représentée sous contrainte en
(b) (resp. (d4))
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Il y a quatre fagons de représenter une hiérarchie sur une courbe compatible
suivant que 1la hiérarchie représente une ultramétrique ou une ultramine et que
1'ordre des individus sur la courbe est compatible ou anti-éompatible avec 1la

distance euclidienne.

7. DONNEES CHAOTIQUES ET DONNEES COHERENTES

7.1. Définition et propriétés

Etant donné un indice de dissimilarité s, il se préte bien 2 une
représentation par une ultramine ou par un indice antipyramidale quand il existe un
ordre O su Q tel que s et O soient anticompatibles. Un tel ordre est "chaotique"
puisqu'il exprime le fait que deux éléments de @ sont d'autant plus "proches" selon
cet ordre qu'ils sont "éloignés" selon s ; nous avons vu aussi qu'il n'existe pas
de courbe permettant de représenter un tel ordre. Nous dirons que des données sont
"chaotiques" pour un indice de dissimilarité s s'il existe un ordre 0 sur Q tel que
s et O soient anticompatibles et s'il n'existe pas d'ordre 0O' tel que s et O
soient compatibles ; on dira qu'elles sont "cohérentes" dans le cas contraire,
c'est a dire s8'il existe un ordre compatible avec s et pas d'ordre anticompatible.

Le tableau 2 permet de caractériser ces deux types de donndes.

Indigage Représentation Classes
graphique caractéristiques
Données Ultramines Hiérarchie
chaotiques anti-indicée |Classes
Indice Pyramide d' oppositions
antipyramidal
Fidélité aux grandes
distances
Données Ultramétriques Hiérarchies Chaines
cohérentes indicées
Indice pyramidal | Pyramides Agrégats

Fidélité aux petites
distances

Tableau 2
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Des données peuvent &tre "amorphes" c'est-a-dire en méme temps "chaotiques"
et "cohérentes" c'est par exemple le cas quand tous les couples ont la méme
dissimilarité. La proposition suivante montre qu'il existe une vaste classe de

données qui ne peuvent &tre 2 la fois chaotiques et cohérentes.

Proposition 10

Si pour quatre éléments de Q toutes les valeurs prises par 1'indice de

dissimilarité sont distinctes alors les données ne peuvent &tre amorphes.

Démonstration

11 suffit de démontrer que si toutes les valeurs prises par un indice de
dissimilarité s sont distinctes pour 4 éléments.ordonnés selon O alors si M(s,0)
est robinson (resp.antirobinson) alors il n'existe par O' tel que M(s,0') soit

antirobinson (resp. robinson).

Supposons que € {a,b,c,d}, que O respecte l'ordre a b c d et que M(s,0)
soit robinson. Si toutes les valeurs prises par s sont distinctes, il existe un
couple unique par exemple (a,b) de plus petite dissimilarité ; s'il existait un
ordre antirobinson 0' ses extrémes seraient forcément a et b. Supposons que 0O
commence par a et finisse par b (la démonstration est bien slir identique dans le
cas inverse) ; il reste deux ordres possibles pour O' soit acdb soit adechb ; dans
les deux cas M(s,0') n'est pas antirobinson car dans le premier cas on a : 3(a,c) <
s(a,d) et dans le second s(d,c) < s(d,b) puisque O est compatible avec s. Donc O'
n'existe pas. Si @ contient plus de quatre éléments, a forciori il n'existe pas
d'ordre antirobinson puisque 1'on pourrait alors extraire quatre éléments de Q
ordonnés selon O qui formeraient un ordre antirobinson si on les ordonnait selon O

ce qui est contradictoire avec ce qui vient d'&tre démontré.

Si M(s,0) est antirobinson on démontrerait de fagon tout & fait analogue

qu' il n'existe pas d'ordre 0' qui soit robinson avec s. o .

Remarques : dans le cas ou @ est formé de 3 éléments a b ¢ ordonnés selon un
ordre robinson, on voit qu'il peut exister, méme si les valeurs de 1'indice sont
distinctes, un ordre antirobinson sur 1'exemple de la figure 12. Sur la figure 13
on montre qu'il peut exister un ordre robinson et un ordre antirobinson sur les
mémes données avec card >3, si les valeurs prises par s ne sont pas btoubes

différentes,
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a b c¢ b ¢ a a b ¢ d ¢c b a d
0 1 3 a 0 2 1 b 0 3 3 1 a 0 3 3 5 e
0 3 3 b 0 3 3 b
0 b 0 3)c 0 5] < 0o 1] a
0 c a 0 d 0 d

Figure 12 Figure 13
abc est un ordre Robinson abed est un ordre Robinson
bca est antirobinson cbad est antirobinson

7.2. Indicateur de chaos et de cohérence des données poﬁr un indice de

dissmilarité s

Les données* munies d'un indice de dissimilarité s sont dites ultramines
(resp. ultramétriques) si tous les triangles sont isoctles avec la base plus grande
(resp. petite) que les cOtés. Dans ce cas on sait que s est une ultramine (resp
ultramétrique) et qu'il existe un ordre O tel que M(s,0) soit antirobinson
(resp.robinson). Les données sont donc plus ou moins chaotiques ou cohérentes
suivant qu'elles sont plus ou moins ultramines ou ultramétriques. On peut imaginer
de nombreux indicateurs utilisant la notion de triangles isocdles ; nous proposons
le suivant : soit T 1'ensemble des triangles de Q muni d'un indice de dissimilarité
s ; soient at bt ct les longueurs au sens de s par ordre de grandeur décroissante

du triangle t € T ; 1'écart entre les deux plus grands cbtés est a, - b celui

entre les deux plus petits est bt Ty et donc 1'écart entre ces deix éc:rts est
a, - 2bt + c, = E(t) ; si E(t) > 0 le triangle est plutdt isocdle avec la base plus
petite que les cdtés ; si E(t) < 0 c'est le cas contraire qui se produit ; si
E(t) = 0 1le triangle est équilatéral. Si réciproquement les données sont

ultramines, (resp ultramétriques) on a E(t) S 0 (resp E(t) 2 0) pour tout t € T,

.
D'oli 1'indicateur suivant :

6
w (Q,8) = ~ —— I sign E(t)
1 n(n-1)(n-2)-6N et

ol N est le nombre de triangles équilatéraux.

* En fait il vaudrait mieux parler du couple (données, indice).
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On voit que l'on a W1(9,s) = 1 si1 les données sont ultramines ; w1(Q,s) = 1
si elle sont ultramétriques enfin w1(9,s) = 0 si elle sont "amorphes", c'est A dire
si toutes les distances au sens de s sont égales (autrement dit tous les triangles

sont équilatéraux).

7.2.2. Indicateur de données chaotigues ou cohérentes

On peut imaginer beaucoup d'indicateurs permettant de savoir si les données
sont plus ou moins chaotiques ou cohérentes sans passer par les notions
d'ultramines ou d'ultramétriques. Nous proposons un indicateur basé sur la notion
d'ordre partiel compatible ou anticompatible ; pour les ordres partiels de plus
grande taille (i.e. contenant 1le plus d'éléments possible) on peut utiliser un
algorithme du type indiqué dans la démonstration de la proposition. On part d'un
élément quelconque de Q et 1'on cherche 1'élément le plus proche au sens de s en le
plagant a gauche ou a droite et en recommengant aiﬁsi de suite avec les extrémités
de la suite obtenues tant que 1'ordre partiel ainsi construit reste compatible (ou

’

anticompatible) avec s.

De cette fagon on calcule tous les ordres partiels de plus grande taille en
recommengant avec le méme procédé tant qu'il reste des éléments n'appartenant 3
aucun des ordres déja obtenus.

Notons 0{, 0 0 (resp O;, ceey OL) les plus grands ordros partiels

NEEERLN
compatibles (resp.anticompatibles) avec s, rangés par ordre de taille décrotssante.
On peut alors proposer 1'indicateur suivant
: Min(k,k')
W (R,8) = — L > ;- '
2 ) a3 = (card 2, - card Ql)

ou Q, est 1'ensemble des éléments de 2 concernés par 1'ordre Oi.

D'aprés la proposition 10 si card Q>3 et s'il existe un ordre robinson (resp
antirobinson) alors 0 S wz(ﬂ,s) S 1 (resp. -t s w2(9,s) < 0). Autrement dit plus
w2 est proche de -1 plus les données sont chaotiques plus w2 est proche de 1 plns

elles sont cohérentes.

Le cas ext8me de données compldtement chaotiques et pas du tout cohdrantaos
est obtenu quand k'=1 et quand -le plus grand ordre cohérent contient. Lroin

Aléments ; on a done
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- card 91) - (3-n) = -1,

1
wz(Q,s) * 53 (card ) o3

CONCLUSION

Partant d'un indice de dissimilarité quelconque, nous avons étudié une forme
de représentation complémentaire aux hiérarchies qui peut produire des information
intéressantes : &tre parfois plus fidele aux données initiales, faire ressortir les
contrastes beaucoup mieux que par les ultramétriques ce qui peut permettre par
exemple de mieux interpréter une analyse factorielle, ou en traitement d' image
parallklement aux zones homogénes détectées par un partitionnement ou unc
ultramétrique faire apparaitre les zones de constraste. Les ultramines et les
indices anti-pyramidaux peuvent aussi &tre utilisés pour faire apparaitre 1'écart
entre une hiérearchie, une pyramide, une analyse factorielle ou une représentation
quelconque et les données initiales : la représentation ultramine par exemple,
calculée sur 1'écart, permet de détecter les plus grandes erreurs, 1A ol
1'ultramétrique fait ressertir surtout les plus petites. L'intérdt d'une
représentation par ultramine ou par indice anti-pyramidal peut se mesurer a priori
par les critéres que nous avons donné ; pratiquement, partant d'un indice de
dissimilarité, on caicule son indicateur de chaotisation w1 ou w2, s8'il est grand
on remplace chaque élément diagonal de la matrice de dissimilarité par la plus
grande valeur de la ligne et de la colonne correspondante puis on utilise les
représentations ultramines, antipyramidales ou curvilignes. Réciproquement., si
1'indice de départ est un indice de similarité qui satisfait A un ordre robinson on
remplace les termes de la diagonale principale de 1' indice de similarité par 0 puis

on utilise les techniques de représentation hiérarchiques ou pyramidales usuelles,

De nombreuses directions de recherche restent ouvertes, d'abord é&tendro
1'approche & d'autres formes de distances que les ultramétriques, par exemple, log
quadrangulaires ou les distances & centre et chercher les "anti-représentations"
correspondantes., En ce qui concerne la représentation graphlque des ultramines el
des indices anti-pyramidaux, trouver 1la solution' du probléme dont 1la forme
analytique a été énoncée en 6.2.2. ; étudier et préciser 1'algorithme général do
représentation des courbes compatibles tel qu'il est énoncé en 6.2.4. ; dtudier de
fagon précise les indicateurs de chaotisation qui ont été donnés pour en déduirc

des tests non paramétrique, en proposer d'autres etc...
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