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ETUDE DE COMPORTEMENT AS!HPTOTIQUE D' UN ALGORITHHE D'APPRENTISSAGE PROBABILISTE
POUR LES HELANGES DE LOIS DE PROBABILITE

ASYMPTOTICAL BEHAVIOUR OF A PRUBABILISTIC TEACHER ALGORITHM
FOR THE MIXTURE PROBLEM

G. CELEUX
INRIA

J. DIEBOLT
CNRS

RESUME

Nous avons développé un algorithme d' apprentissage probabiliste,
1' algorithme SEM, pour 1'estimation du maximum de vraisemblance des parameétres
d'un mélange de lois de probabilité. Jusqu'a présent, 1'étude du comportement
asymptotique n'avait 4té mené que dans un cas particulier. Déns cet article,
nous étudions ce comportement asymptotique dans le cas général., Cela revient a
&tudier la loi limite d'un systdme dynamique 3 temps discret perturbé par un
bruit blanc d'intensité tendant vers zéro. Nos résultats sont de portée assez
générale mais nécessitent encore des hypothses restrictives sur le systéme

dynamique.

MOTS-CLES

Mélange de densité, maximum de vraisemblance, apprentissage probabiliste,

chaines de Markov, systdme dynamique.
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ABSTRACT

Recently we developed a probabilistic teacher algorithm, the SEM
algorithm, for the mixture problem. Previously, the asymptotical behaviour had
been studied only in a particular case. In this paper, the asymptotical
behaviour is studied in the general context. The problem is to find the
asymptotical law of a discrete-time dynamical system with small white noise
perturbations, the size of which goes to zero. Our results are quite general,
but we sStill need some restrictive assumptions concerning the dynamical

system,
KEY-WORDS -

Mixture problem, maximum 1likelihood, probabilistic teacher, Markov

chains, dynamical system,



03

ETUDE DU COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE D' UN ALGORITHM D' APPRENTISSAGE PROBABILISTE
POUR LES MELANGES DE LOIS DE PROBABILITE

1 - INTRODUCTION

Cet article est consacré & 1'étude du comportement asymptotique de
1'algorithme SEM que nous avons congu pour le probléme de mélanges de
distributions da probabilité {cf [CeDi 85], [CeDi 86]).

Ce probldme peut s'énoncer alnsi :

Soit un échantillon E = {xl,...,xN) d'une variable aléatoire X a valeurs

dans Rd, dont la loi est
F=£{kak|k=1,K} ou :
Les Fk sont des mesures de probabilité sur Rd ;
¥ Kk=1,K 0<pk<1et2{pk|k=1,K}=1
Py est la probapilité qu;un point ge 1' échantillon suive la loi Fk‘

Le orobldme consiste 3 estimer le nombre K de composants, ies parametres

incornnus Py a?nsl que les lols inconnues Fk'
Ce probléme n‘g été étudib sue dans le cas paramétriqus
Les Fk forment une famille paramétrée que nous noterons
F= {F(.,a), a € ]Rs}, 1'application a » F(.,a) étant injective.

De plus, on suppose que les lois F(.,a) admettent une densité f(.,a). Le

mélange s'écrit alors :
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£(x) =L {p, f(x,a,) |k = 1,K} avec :

¥ k=1,K 0<pk<1et2[pk|k=1,K}=1

_f(x,a).est la densité de probabilité dépendant du paramdtre vectoriel a de RS,

L'un des algorithmes les plus efficients pour résoudre ce probléme est
1'algorithme EM (cf [DLR77], [ReWa84]) dans lequel on cherche a maximiser la
vraisemblance de 1'échantillon relativement au modéle de mélange par un procédé
itératif faisant intervenir deux étapes d'inférence statistique (estimation et

maximisation).

L'algorithme SEM, ol 1l'on cherche 3 supprimer les 1limitations de
1' algorithme EM est fondé sur le méme principe, mais adjoint une étape

d' apprentissage probabiliste (Stochastique) aux deux étapes précédentes.

Nous présentons ces deux algorithmes de manidre détaillée aux paragraphes

2.1 et 2.2.

Tout 1'intérét de 1'algorithm SEM réside dans 1'étape d'apprentissage
probabliliste.

Tout d'abord, elle induit une forme particuli2re des résultats., Alors que
1'algorithme EM fournit une estimation ponctuelle des paramdtres du mélange,
1'algorithme SEM fournit, & la stationarité, une loi de probabilité sur la
suite des estimés de paramdtres du mélange. Ce type de'convergence en loi
présente 1'intérét de fournir des indices pour évaluer le degré d'imbrication
des composants du mélanée (on analyse la dispersion de la suite des estimés

autour de leurs valeurs moyennes).

D' autre part, contrairement & 1'algorithme EM, 1l'utilisation de
1'algorithme SEM n'exige pas une connaissance préalable du nombre exact de

composants du mélange et fournit des résultats indépendants de la position

initiale de 1'algorithme.
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11 est bien sOr important d' étudier le comportement asymptotique de
1'algorithme SEM. Jusqu'd ce jour cette étude n'avait été menée que dans le cas

simple d'un mélange & deux composants ol seul le paramdtre de proportion était

inconnu (cf [CeDi 841).

Nous reprenons ici cette étude dans le cas général. Mais auparavant, nous

résumons les résultats obtenus pour le cas simple déerit ci-dessus.
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2 - LES RESULTATS DEJA OBTENUS

Le résumé de 1'étude sur le comportement asymptotique de 1' algorithme SEM
lorsqu'un seul paramdtre est inconnu va nous permettre de fixer la

problématique et les principales notationé.

Avant de décrire 1'algorithme SEM, nous présentons 1'algorithme EM étant

‘donné les forts liens existant entre ces deux algorithmes,

2.1 L'algorithme EM

Cette méthode consiste & résoudre itérativement 1les équations de

vraisemblance ; le Log de la vraisemblance étant :

L{Xy, ey Xy Buseeesdys Payene,P)=E (Log(E(p, £(x,a.) [k = 1,K)} | 1 = 0,N},

N

A partir d'une solution initiale (p;, a; ; k =1,K), 1'algorithme est le

suivant :

Itération n (n > 0)

Etape E (estimation)

Pour k = 1,K ; i = 1,N

calcul des tE(xi) = pE f(xi,ag) /T {pﬁ f(xi,aE) | k= 1,K}

Etape M.(maximisation)

Pour k = 1,K calcul de p:+1 = (1/N) L {tﬁ(xi) | 1= 1,N}
et résolution des équations pour k = 1,K, ; j = 1,8 :

n n+1
(£°(x )} aLo Y / 2z !
A\ k. i i,ak 7 c\jk |

fly
/ SAA

[N
I

o
=]
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Notons de méme Ey 1' opérateur associé a l'éﬁépe E et -Mﬁ_ 1' opérateur
asscoié a 1'étape M. '

L'algorithme EM se traduit par 1' équation :
Qe = Tylay) = My o Eylay) = My(e).
L' algorithme SEM peut se schématiser ainsi ¢

////////'opérateur UN
»t

9 > n > > Aner

étape E étape S étape M

Notons Sy 1' opérateur associé 2 1'étape S et Uy lfopérﬁteup'associé a
1' algorithme SEM. ' : :

L' algorithme SEM se traduit par 1'équation :
A, = Up(ay) = My o Sy 0 Ey(a) = My o Sy(e,) = Myle)
Oﬁ peﬁt éorir; | |
I CHLIPPRILN . Uya ) = Mt ) ¢ [M;(en)'4 yN(tn)J
qn+1(e°,el,...,en) ='TN(qn) + [MN(en) - TN(qn)]
En posant VN(qn,en) = MN(en) - TN(qn)

on obtient

qn+1(e°,...,en? = Tyla) + VN(qn,en) ' (R).

La variable aléatoire V (q ,e ) étant indépendante de Ty(a,)
conditionnellement a Q-
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2.4 Explicitation des deux espaces probabilisés

I1 est clair que 1'algorithme SEM introduit un deuxidme espace
probabilisé, celui des tirages aléatoires ; le premier espace probabilisé n'est

autre que celui des échantillons,

Il est nécessalre d'utiliser des notations précises pour éviter toute

confusion entre ces deux espaces,
2.4.1 L'espace des échantillons
Nous le noterons (Q,A,P) :

Q= (Rd):N , muni de la topologie produit.
A = tribu borélienne associée

P=qg F.
iEN

Le idme élément xi(w) de 1'échantillon désigne la idme coordonnée de 1la

suite w. Lorsque nous travaillons 3 échantillon fixé, nous le noterons

xl,...,XN-

Nous utilisons 1'indice N systématiquemeent pour signifier qu'un objet
mathématique dépend de 1'échantillon. Dans le méme esprit, nous parlerons de
convergence P- p.s., ou en P- probabilité, etec, lorsque N tend vers 1'infini -
pour signifier que cette convergence est relative i 1'espace (Q,A,P).

2.4.2 L'espace des tirages aléatoires

A échantillon fixé, 1'algorithme SEM utilise, A chaque itération, N
tirages indépendants de v.a. multinomiales d'ordre 1 (cf. 2.2).

Nous noterons (g, B(g),w) 1'espace probabilisé de ces suites de tirages,

dont on notera e 1'élément générique.

2.5 Comportement asymptotique de 1'algorithme EM dans le cas général

Etant donné 1la nature des liens existants entre les algorithmes EM et
SEM, nous avons besoin d'un résultat sur la convergence de 1'algorithme EM
quand N tend vers 1'infini pour donner un cadre & notre étude.
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2.2 L'algorithme SEM

Au départ, on fixe 1le paramdtre K majorant supposé du nombre de

composants du mélange et un seuil c(N) compris entre O et 1.

Initialisation

En chaque point x,, i = 1,N on choisit (en général au hasard) les

probabilités initiales d'appartenance & 1'un des composants :

Soient t&(xi), k= 1,K avee :

0 0 = =
0 < t2(x;) <1etl AMEIP | k= 1,K} =1

Itération n (n > 0) :
Etaps S (Stochastique)
On tire en éhaque point Xy la v.a. multinomiale

e (x;) =}(e§<xi> P ko= 1,K)

!
d'ordre un et de paramétres (tE(xi) i k= 1,K).

)

ot n ot ’
Les réalisations e (Xi) définissent une partition Pt - (P?,...,PK de

1' échantillon avec :
n n
P, = {xi/ek(xi) = 1}.

L n .
Si pour un certain k, card (Pk) est plus petit que Ne¢(N) 1'algorithme est

re-initialisé.
Sinon :

Etape M (Maximisation)
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On calcule les estimations du maximum de vraisemblance
qﬁ*1 = (p::+1 , a2f1 ) des paramdtres du mélange sur la base des

sous-échantillons (P:, k =1,K).

On a :

1
e (/M eplx) | 4= 1N

n+1
L'estimation des ak

priori, des composants du mélange.

dépend bien slir de la famille paramétrée, posée 2

Etape E (Estimation) :

1M g

n+
A partir des q k0 3 ), on calcule :
Pour ¥k = 1,K ; { = 1,N
n+1 n+1 n+1 n+1 | _n+
£y (xi) Py f(xi, a, ) /L {pk f(xi, a )| k= 1,K}.

2.3 Rapport formel entre les deux algorithmes

Notons :

n n . .
q, = (q k= 1,K) 5 e = (g (x), 1= 1,85 k=1,K;

n .
en = (ek(xi)’ i=1,N; k= 1,K)
L'algorithme EM peut se schématiser ainsi :

opérateur TN

qn =:tn qn+1

étape E étape M

Notons TN 1'opérateur associé a 1'algorithme EM. (L'indice N rappelle la

dépendance de cet opérateur relativement & 1'échantillon de taille N).
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Ce résultat, d0 & Redner et Walker [Re Wa 847 se résume ainsi :
Théor2me :

Si les densités des composants du mélange »appantienneht 34 la famille
exponentielle,

si la matrice d'information de Fisher associee aux paramdtres du mélange
I(q) est définie positive pour les vraies valeurs des paramétres,

si les vraies proportions P sont strictement pésiﬁiveé, v

alors pour N suffisamment grand, 1'unique solution convergente P-p.s. q
des équations de vraisemblance existe P-p.s. et il existe P-p.s. une norme sur
1' espace des paramétres pour laquelle la suite (q ) des itérés de l'algorlthme
EM converge vers qN pour peu que q, Soit sufflsamment proche de q , de la
manidre suivante ‘ ‘

N
il existe o, 0 S a <1 tel que|q Sa an-q | ¥n 2 0.

n+1i J
Remarques :

- Ce théor2me est d'une grande portée, car la quasi totalité des densités
considérées dans les probiémes de mélanges appartiennent & la famille

exponentielle.

- Dans ce théoréme, on retrouve la condition cruciale pour l'algorithme
. EM : sa position initiale g, doit &tre proche de la solution optimale Ay qui

est inconnue (ef [CeDi 86] pour des illustrations de ce fait).

- Dans un commentaire de leur théordme, Redner et Walker préciseht que «o
sera proche de O si les composants du mélange sont bien séparés et que, au
contraire, o sera proche de 1 si les composants du mélange sont faiblement
séparés. Par 1la-méme, ils cernent bien le problame ‘de la lenteur -pouvant

devenir redhibitoire- de 1l'algorithme EM dans de tels cas.

- L'hypothdse de stricte positivité des proportions P rappelle que

"1'algorithme EM doit disposer du nombre. exact de cbmposants.
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2.6 Le probldme déja étudié

Dans [CeDi 84] nous avons étudié le comportement asymptotique de
1'algorithme SEM dans le cas d'un mélange 3 deux composants ol seul le
paramdtre p* (0 < p* < 1) de proportion était inconnu.

Dans ce cas, la formule récursive (R) prend la forme suivante :

(R) pg+1 = TN(pg) + VN(pg,en) avec
T (o)) = 5 ‘g t"(x;) ol
i=1
t70x)) = pp £(xp,a0) / Do) £0x;,a0) + (1) £(x;,a,)]
et VN(P:’en) =4%>ig1 en(xi) - tn(xi) ot

en(xi) est la réalisation d'une v.a. de Bernoulli de parametre tn(xi).

Cette formule récursive (R) peut également s'écrire :

N . N 1 N N N ]

Pn+1 - TN(Pn) ¥ VN SN(Pn) "n+1(Pn'en) avee :

N N N n _.n Noon _.h =%
”n+1(Pn’en) = E (e (xi) t (xi)) [z ¢ (xi) (1-t (xi))J

i=1 i=1

de telle sorte que :

E (n(p,e)) = 0 et E (n*(p,e) = 1 (avec la notation EF = IE F(e) w(de)) et avec

N 1
2 = -

8 M=

n
th(x,) (1-t"(x.))

: i i

i=1 :

de telle sorte que Sy tende vers une limite s différente de 0 lorsque N tend

vers 1l'infini.

-

Remarquons que sﬁ(p) = p(1-p) Th(p) sur {0,1] et donec que sN(O) =
sN(i) =0,
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- - - - o - . - - P - W TP e P W P WP W W W e

Lorsque N‘tgnd vers 1'infini, Py tend P-p.s, vers p?;

Notons T {”t0,1] +>[0,1] la fonction définie par :

. f x £,(t)
R x £,(t) + (1-x) f,(t)

T(x) £*(t) dt,

£*(t) étant la vraie densité .du mélange.
Lorsqgé N tend Yers 1'infini, on a P~ p.s. &
Pour tout x € [0,1] lim TN(¥) = T(x)
Pouf toﬁﬁ X G‘]0,1[ lim.T&(x) = T'(x) et lim Tﬁ(x) - T™(x).

I1 s'en suit que lim si(x) = x (1-x) T'(x) et que lim hN =T' (p*) que 1'on

note r¥,
D'oh lim sﬁ(pN) = p*(1-p*) r* que 1l'on note sk,

Enfin la loi des v.a. sur g nh(x,e) converge étroitement, uniformément en
x € Gh’ vers une loi normale centrée réduite quand h tend vers zéro. En ce
L _ A . _
sens, la suite (nn ; n 2 0) converge vers un bruit blanc gaussien (eﬁ(e) ;
nzo). ' ' '

e B a8 - —— i - -

L' étude du comportement asymptotique, quand la taille de 1* échantillon
tend vers 1'infini, de la loi stationnaire ¢h de la chaine (SEM)h.est mal

aisée,

Aussi, nous avons été amenés 2 étudier une autre chalne, étroitement liée
4 la chalne (SEM)h. mais dont 1'étude du comportement asymptotique était plus
facile,'.puis 3 montrer que ces deux chaines é&taient asymptotiquement

équivalentes.
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~ Cette chaline auxiliaire (V)h est définie ainsi :

h ~.h -
Vn+1 = th (Vn) + h

% vy,

hy h
S (V) Mpey n,e

les fonctions Th et Sy étant modifiées de manidre 2 cofncider sur Gh avec les

fonctions 'rh et s, définies précédemment et i &tre constantes 3 1'extérieur de

h

Gh ;+ on note ainsi ces constantes :

Th(x) = th € Gh si x € Gh
et _
= > .
sh(x) Vi 0 si x @ Gh.
Ainsi la différence entre les chalnes (SEM)h et (V)h'réslde dans leurs

comportements respectifs lorsque X sort de Gh.

la v.a. Xh .est tirée suivant une loi Y

. oh
- Pour (SEM)h s si )(m_}é 2 Gh’ n+1 h

fixée & 1'avance,

h
n*1 € Gh, la v.,a. Vv

et d'écart-type v

h
n+2 i .
strictement positif, ou selon 1la -

- Pour (V)h : si v est tirde suivant une loi

normale de -moyenne th

mesure de Dirac au point th si vh = 0.

h

On observe donc un décalage d'indice 3 chaque excursion de X hors de Gh'
La chalne (V)h est ergodique et admet donc une loi stationnaihe uh.

Par ailleurs, on considére dans la suite les chaines normélisées (Y: H
n 2 0) et (Wg ; n 2 0) définies par :
h %

Y anhy e Wt o
n n

.
Vn

et de lois stationnaires respectives wh et vh, ceci en vue d''énoncer des

théordmes limites.

e e oy > —

Le premier théordme déerit le comportement asymptotique de 1la loi

. S h .
stationnaire v de la chaine (V)h normalisée.
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2.6.1 Notations

N'
utilisera des variables et des fonctions centrees.

On pose h = 1. Dans toute la "suite, pour alléger les calculs, on

Aingi-dans le cg§ préséht, 66 éoﬁ%iéére :
U L
et pour x € ;—ﬁN;1—phJ . G-
T, (x) = TN(Xfpﬁ) - Py

sh(x) = Sﬁ(x*ﬁﬁ)

h

nn+1(x e) = n

r1+1(x * pN,e)

P Tg(o)_= Tﬁ(?h)

Gh = [e(N) - Py » (1-¢(N)) - ﬁnj

- PN est 1'unique point fixe sur J0,1[ de TN Ce point fixe est attractif

et réalise le maximum global de la vraisemblance sur [0, 1] (ef [CeDi 841).

N . ' el ; i x
- P, est 1'estimation du parametre p* a la niéme Ltération de

1'algorithme SEM.

L'algorithme SEM est re-inltialisé (cf 2.2) dans le cas ob T (P ) +
v (P ,e ) n'appartient pas a l'intervalle [c(N), 1-e(N)] :

o On procdde alors au tlrage du hasard de pN+1 selon une loi de probabilite
Ty a support contenu dans [c(N) 1 c(N)] et fixée A l'avance (2 &chantillén
donné). '

Dans ce cas, il est commode de noter
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h sT +v

xn+}; h h

D'ou 1'écriture de 1'algorithme :

h h h
SR LIS
h h .
si Xn+z e Gn’ Xn+1 = Tp,q ¢ une réalisation (indépendapte des

précédentes) de la loi de relance Y.

Remarquons que 1'intervalle G_ ne contient zéro que si p, € [c(N),1-C(N)]
: N

h
pour N assez grand. Ceci est vérifié si c(N) tend vers zéro quand N tend vers

1' infini, mais ce n'est pas forcément le cas si c(N) = Cste.

|T (x)
On introduit, de plus, la quantité R(h) = inf
xeG

Cette quantité est bien définie car Th(o) = 0 et Th est dérivable en 0 ;.

on a
0 <R(h) <1 et lim R(h) = 1 si lim c(h) = O
h>0 n+0

(cf [CeDi 841]).
2.6.2 Résumé des résultats [CeDi 84]

Dans cette partie, nous reprenohs la démarche qul nous a conduit aux
théordmes de convergence présentés au paragraphe 2.6.2.4, En effet, 1'étude du
cas général sera de méme nature. Tous les résultats énoncés sont démontrés dans
[CeDi 84].

S

———___.-__..._.._-...-__—--—-——_—_—_-—-.---...-.-.—‘-_c-..—

h .
A h fixé, la suite (x 5 n 2 0) des itérés de 1'algorithme SEM constitue
une chaine de Markov ergodique sur 1'espace (E.B(E) n). Elle admet donc une loi

stationnaire que nous notons ¢ .

On désignera par (SEM)h cette chaine indexée par h.
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[

Le deuxidme théoféme montre  qu' asymptotiquement 1'écart entre les lois

stationnaires wh et vh est faible.

Théoreme 1

Si e(h) tend vers 0 assez lentement quant h tend vers zéro, la lol limite
de vh est une loi normale N(0,0) avec :

2 s¥*

0% = ForETy strictement positif,

Théordme 2

. h .
La variation totale de la mesure signee wh - v tend vers O guant h tend

vers zéro.

I1 ressort de ces deux théordmes que, & l'état‘stationnaire, lorsque N
tend vers 1'infini, la suite des estimés pﬁ par 1l'algorithme SEM de la
proportion p* peut &tre considéré comme une suite de réalisation indépendante

2
d'une loi normale de moyenne p, et de variance %r(= h ¢2).
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I11 - ETUDE DU CAS GENERAL

Le but de cet article est de présenter dans le cas général ol tous les
paramdtres du mélange sont inconnus des résultats analogues & ceux décrits dans

le paragraphe 2.6.

Pour ce faire, il nous faut reprendre les notations et les définitions et
préciser les hypothdses des théordmes de convergence asymptotique que nous

démontrons aux paragraphes 3.2 et 3.3.

3,1 Définitions, notations et hypoth&ses

Soit q = (pl,...,pK_1, a,,...,aK) ¢ RP avec p = K-1 + sK le paramdtre

vectoriel 4 estimer.

Soit qN la solution asymptotiquemement convergente de 1'algorithme EM

sous les hypoth2ses du théor2me énoncé au paragraphe 2.5, & savoir :
(H1) : les densités du mélange apbartiennent a la famille exponentielle,

(H2) : La matrice d'information de Fisher I(q) associée aux paramétres du

mélange est définie positive pour la vrale valeur de q.
(H3) : ¥k = 1,K p_ > 0.

, N étant la taille de 1'échantillon.

AR

Rappelons que 1l'on a posé h =
Soit Th’ fonction de Rp dans Rp, 1' opérateur de 1'algorithme EM,

Pour h > 0, on considére une famille décroissante (Gh ; h > 0) de
poréliens de RP tels que :

(HY) Soit G = G, soit U G = G, borélien fixe de RP.

h>0 h

(H5) Il existe un réel b, 0 < b S 1, tel que la boule B de RP de centre 0 et de

rayon b soit contenue dans tous les boréliens Gh pour h assez petit,
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On considére des réels R(h), 0 & R(h) <1 tels que :

(H6) Soit R(h) = R pour tout h > 0, avec 0 <R <1 soit lim R(h) = 1, la

fonction R(h) étant décroissante, h>0
On suppose que les fonctions Th(x) sont telles que :
(H7) ¥x € G, | T, (x)| & R(h) | |
ou | .| désigne la norme sur RP introduite par Redner et Walker (voir 1le théorémg

du paragraphe 2.5)

(H8) Pour x £ Gh’ on a Th(x) = th ol th est une constante appartenant a R(h) Gh
homothétique de Gh dans le rapport R((h).

(H9) Il existé un réel q, 0 < q < 1, une matrice r € mp(IU (ensemble des
matrices carrés de dimension p a valeurs réelles) et, pour tout h > 0, une

matrice T € mp(R) tels que :

(3.1.1) ¥h > 0 ]Irhll S qolul||.||désigne la norme d'opérateur associée

3 la norme introduite dans (HT)

(3.1.2) 1lim ros r
h->0

(3.1.3) x € B ===> |Th(x) - rh(x)|$ Cste | x| 2

Remarques

- (3.1.3) généralise le cas ou Th est de classe C2? avec une
différentielle seconde bornée sur rP.

- De (3.1.3) on tire que pour tout réel o compris entre 0 et 1, on a

o
|Th(x) - rh(x)|< |x|1+ pour x € B, car alors | x < 1.

Nous allons maintenant préciser, dans le cas général, la forme de la
chaine de Markov homogéne ergodique (SEM)h associé A la suite des itérés (X2 ;

n 2 0) de 1'algorithme SEM.
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Remargue :

L'ergodicité de cette chaine peut se prouver de manidre analogue au cas
traité dans [CeDi 84] page 30, '

Considérons des applications A valeurs matricielles

Sy rP > mp(]R) telles que :

(H10) Pour tout h > 0, pour tout x €& Gh’ sh(x) = i

matrice fixe.
(H11) On a (3.1.4) sup (||s (x)]|, h>0, x€RP)=C
avec C < =,

(H12) Il existe une matrice s € mp(]R) telle que :

(3.1.5) 1im s, (0) = s

heo - »

(3.1.6) x € B ===> |]sh(x) = 8, (0)]| s Cste | ¥
Remarque :

De la méme manidre que pour (3.1.3), il s'en suit que pour x € B, pour

tout o compris entre 0 et 1, on a :
a
[18,(x) - s (0)]] s Cste | ¥
On introduit, pour n entier positif, h > 0, x € rP des v.a. sur

(g, B(E),n), & valeurs dans ]Rp, nE(x,e) et en(e), les en(e) étant des v,.a.
gaussiennes, telles que :

(H13) Ah > 0 et .x € RP fixés, les “E(X") (resp. les en(.))»sont indépendantes
et identiquement distribuées, .

(H14) On a :
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(3.1.7) E_(nl(x,e)) = E (e (e)) = 0

(3.1.8) E_((nh(x,€))?) = Eg(e2(e)) = 1

(3.1.9) loie (ng(x,e)) converge étroitement, uniformément en x,
~vers loie (sn(e)) lorsque p tend vers 0.

Remargue

(3.1.9) s'appuie sur une généralisation directe de la proposition 4 de
[CeDi 84].

La chaine de Markov (SEM)h peut s'écrire ainsi :
U h % h, h ,.h
Soit Xn+g = Th(xn) + h sh(Xn) nn+1(Xn,e)

- h h wh
(3.1.10) Xp g = Xpoy 8 X, € G

h : ~ ’ . . . ’,
Xn+1 = I‘n+1 sino:, ol rn+1 estl’1 une réalisation tirée
’ h .
indépendamment des v.a. Xg,...,X et de nn;1(Xn,_), selon - une loi de

probabilité Yy A support contenu dans le borélien R(h) Gh"

La chaine de Markov homogéne ergodique (V)h.peut alors s'éerire :

¥ h, h. h
sh(Vn) Moe (Vn’e)

: noo_ h
(3.1.11) Vo = T(V)) +h :

ol, rappelons-le :

Th(x) = th si x & Gh et sh(x) = vy si x € Gh'

Rappelons aussi (cf paragraphe 2.6) que la différence entré les deux
chaines (SEM)h et (V)h réside dans le décalage d' indice se produisant A chaque
excursion & 1’ extérieur de Gh'

On suppose :
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(H15) X? et n?(x,.) sont indépendantes,
h h _ .
V, et n;(x,.) sont indépendantes,
h n,,
(H16) Ee((xo)z) < w Ee((v°) ) C
. o . h
(H17) support (loi X,) et support (loi (V,))e G, .

On notera la loi stationnaire de la chaine (SEM)h (resp. (V)h) ¢h (resp.
uh). De plus, on note :

h u
loi (xn)’ un. =

h h
(3.1.12) ¢, loi (V)

-

(3.1.13) wz loi (Yg) ol Yg = h

h . % .h
v loi (Wﬁ) ol Wﬁ h Vn

(3.1.14) wh et vh dénotent les lois stationnaires des chainesk(Yg ;i nz20)
et (wﬁ i h 2 0) respectivement,

On utilisera dans la démonstration du théor2me du paragraphe 3.2 deux
chalnes de Markov auxiliaires : la premigre (22 i n 2 0) définie par :

h h h h
(3.1.15) Zy,q = rp Zo+ 8,(0) € (e) et Zg = Yg

+

Il s'agit d'une chaine auto-régressive linéaire d'ordre un avec un bruit
blanc gaussien et on supposera que pour h assez petit :

(H18) La chaine (Z: n 2 0) est érgodique.

H
kJ

La deuxiéme (Zn i n 2 0) est définie par :

(3.1.16) Zn+1 = p Zn + 8 En+1(e)

Cette chalne est de mBme nature que la précédente et 1'on suppose de méme
que :
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(H19) La chaine (Zn ; n 2 0) est ergodique et on notera ) sa mesure de

probabilité stationnaire.

A est donc la loi gaussienne sur RP centrée et de matrice variance
régulidre (d'aprds (H19)) définie comme la somme de la série (convergente
d'apr&s (H9)) )

z rls s'(r')g ot 8' et r' désignent les matrices transposées de

r et de s.

Remargue :

Les hypothdses (H18) et (H19) d'ergodicité des chalnes auxiliaires ne
sauraient 8&tre prouvées directement dans le cas général car 1'explication de
s sh(O), r et s conduiraient & des calculs inextricables. Elles nous
apparaissent réalistes.

3.2 Loi limite de la loi stationnaire de (W)h

Théordme 1

Sous les hypothgéses (H1) a (H19) et si

(3.2.1) lim e (1—R(h))_1 =0 avec a = 2($La) et o quelconque dans ]0,1]
alors : h+0
3 I 4 . h
(3.2.2) lim étroite v = )
h->0
ol A est la mesure de probabilité stationnaire de la chaine (zn i n 2 0)

défrinie en (3.1.16).

Plan de la démonstration

En raison de‘l'hypothése (H14), nous allons pouvoir utiliser le théoréme
de représentation de Skorokhod (cf [BRe 68], section 13.9), selon lequel il est

possible de définir, sur un espace probabilisé adéquat (W,B(W),m), des v.a.
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(x w) et (w) de mémes lois respectivement que n, (x e) et e (e) et telles
que la limlte presque-sfire pour la mesure m quand h tend vers 0 de n (x, ) est

en(.) P-p.s., uniformément en x € Gh et en n 2 0.

Le principe de la démonstration sera alors de prouver des résultats de

+ +
convergence dans 1l' espace L1 6(W) (et non L1 B(g) avec 0 < B < 1. Ces résultats
pourront ensuite &tre retraduits pour les v.a. initiales définies sur ¢ et

fourniront alors des résultats de convergence en loi,

Pour simplifier les notations, nous omettrons toute référence explicite
aux v.a, dans W : les raisonneménts des étapes 2 A 5 porteront sur les v.a. de
W sans que nous le signalions ; ainsi nous noterons abusivement Ny (x e) au lieu

(x W) et e (e) au lieu de g (w).

La dernidre étape (étape 6) sera consacrée 2 la déduction des résultats

de convergence en loi des v.a. définies sur g,
Ceci étant posé, le plan de la démonstration est le suivant

L'étape 1 est consacrée & 1'établissement d’inégalités utiles pour la

suite (Lemmes 1 et 2).

L'étape 2 est consacré & la majoration dans L1+B (0 < g < 1) de la norme
de la différence entre la v.a. wg est la premidre v.a. auxiliaire Zg (Lemmes 3
et U).

1+8

L'étape 3 est consacrée & la majoration dans L de la norme de la

différence entre la v.a. wg et la deuxieme v.a._ auxiliaire Zn (Lemme 5).

1+8

L'étape Y4 est consacrée 3 la majoration dans L d'une v.a. Vh dont la

loi est la loi stationnaire de la chaine (Vg ; n > 0) (Lemme 6).

. h : +
Dans 1'étape 5, on montre que wn converge vers Zn dans L1 B lorsque h

tend vers zéro.

L'étape 6 est consacrée i la traduction des résultats précédents pour

obtenir le résultat de convergence en loi annoncé.
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Etagg 1
Lemme 1

Pour tout Y (1 < ¥y < 2), pour tout x, tout h > 0, tout.n 2 0, on-a
1' inégalité :

(3.2.3) BV W)Y s ca-rm ! 4 n"% R%(n) v(vih)

o C = sup -||s (x)]et ok on a défini
h>0;3x
(3.2.4) v(v,h) = /Y |V Y

Remarquons que v(Y,h) S Egl V?Iz < » d'apres 1'annexe 1 et (H16).

Démonstration : Prouvons (3.2.3)

h h % h, h h
Voeq = Tp(Vy) + 0% s (V) npy (V,e) par (3.1.11)
h h A h h
|vn+1|s R(h) |vn|+ h% ¢ n,, (V),e) d'aprés (H7) et (H11).

D'ou par 1l'inégalité de Minkowski, ¥y (1 < ¥ < 2)

/Y lvh | Y R gy Ivg Y,k

/Y 4 h b _y Y
(3.2.5) E 1 CE " (g, (Vyeed D

et d'autre part, on a :

1/ h h Y A h
E Y(|nn+1(Vn,e)l ) S E? (lnn,e)|2) d'aprés 1'annexe 1.

1

me .
tirage (que nous notons e).

La loi du couple (Vg,e)\est donc le produit de la loi pg de Vg et de la loi
i - ’ . >
multinomiale du (n+1) bme tirage. On peut appliquer le théoréme de Fubini et la

relation (3.1.8)

Or Vg est une v.a. indépendante du (n+l)lé

h

E(Inn+1

e ) = [E_ |

h h
nep (o€ 2w dx = [ 1 M, dx = 1
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Posons u, = E:VY |V:|Y et donc u, = v(v,h), de 1'inégalité (3.2.5) et du

calcul précédent on tire :

¥
Ut S R(h) u * h? C / (1-R(h))

Or, on a défini Wg = h.}g Vg d'ob 1'inégalité (3.2.3). o

Lemme 2 :

Pour tout x = hgy et tout o (0 < a $1), on a les inégalités suivantes :

(3.2.6) |n7% 1 (n%y) - r ] s cate n*2 |y 1T

X /2
(3.2.7) || s, (n%y) - s, ()]s Cste il B

Démonstration :

Si x = h}é y € B ces inégalités se déduisent immédiatement de (3.1.3) et
(3.1.6).

y -
Si x=h“ €B,ona|y>bh % d'ou :

=% 4 - - /
|51 (%)) < R |9 s [y Ty T s 0 @ ey

et de manigre analogue

H rhyH < p 2 po/2 |y|1+a ce qui prouve que (3.2.6) est vraie

partout.
a -
Et || s, (O} | s Cste Llfa $ Cste b @ n*/2 | v ©
y

Il en est de méme pour ||sh(hgy)||et donc (3.2.7) est vrale partout. o

h

Etape 2 : Comparaison de wg et Zn

Rappelons qu'a partir de maintenant et jusqu'a 1'étape 5 incluse, nous

allons travailler 3 partir de v.a. ﬁg(x,w) et En(w) définies sur un espace
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probabilisé (W,B(W),m) et construites a partir de ng(x,e) et en(e) par le
théordme de représentation de Skorohod. ﬁg et En induisent les chailnes Vg, Wﬁ,
5 h
n!

Z ’ Zn au moyen des formules définies au paragraphe 3 pour les chalines V:, W

Z

= g~ e

et Z A l1'aide de nh et € avec :
n . n n
loi () = loi (V1) et 1ot (2%) = 101 (z).

Nouss insistons sur le fait que, dans la suite, pour alléger les
notations, nous confondrons dans 1'écriture les v.a. définies sur W et les v.a.

définies sur g.
Nous allons montrer :
Lemme 3 :

, h 1/1+ + N .
Soit u, = E 8 |w§—zﬁ 1*8 et donc ug = 0, ou B est un réel strictement

compris entre 0 et 1.

Alors on a 1'inégalité :
1

e —_
2(1+a) - 2(1+a) o

(3.2.15) ul S Cste [C h (1-Rm) ™"+ n vivim1'’

1

+ Cste [C n’ (1-R(n)) ' + v(8;m)1% + a(h)

®

avec lim a(h) = 0 et ou a est un réel de ]0,1], 8§ est un réel 1ié & o, compris
h+0
strictement entre 1 et 2.

Démonstration

Des définitions de w: et Zg, on tire :

_ ,h - _Sh A % - h

w2+1 Zn+1 r‘h (Wg Zn) *h Th(h wi) r'h wn
h % .h

+ShW)[nm1(hzwwe)-enﬂ(ﬂ)

h

¥
+ (sh(h2 wﬁ) - sh(o)) LI

{hg wg,e)




En appliquant les inégalités (3.2.6) et (3.2.7) il vient pour tout a de
Jo,1]

h 1+a

h h
(3.2.8) |Wh,-zh s v | Wo-zhf+ cste | W)

+ cste n¥2 W | o0 (h% Wl e))

4
+ Cste |ng+1(h2 wﬁ,e) e

L)l

Soit B un nombre réel arbitraire strictement compris entre 0 et 1, on
peut choisir trois nombre réels o, p et q vérifiant les conditions suivantes
(cf annexe 2) : '

=1 ; q(1+B) < 2 ;

0=

(3.2.9) 0 <a<1; (1+a) (1#48) <2 5 pP,q > 1 3

ol

1 < pa(1+g) < 2

1/(1+8)

Notons ug = E | wg-zg B ot done ug = 0.

En appliquant 1'inégalité de Minkowski & (3.2.8) on obtient :

h

(3.2.10) Upe

Sr u+ Cste A + Cste B + Cste C
h n n n n

.avec
A = n®2 g!/1+8 lw2|(1+a)(1+6)

/ /

n+1

ol on a posé

no(n® Wle)

[
u

_ o1/1+8 _ 1+8
= E | ney ™ Enaq (o

"
En remarquant que u, = 0 et que ||rh|| S q st dapres (3.1.1), on tire
aisément de (3.2.10) que :
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. n-1 e n-1 el n-1 e
(3.2.11) u: SCste ¢ q° 14 A, + Cste I @ 1= B,+ Cste r " 1L C,
. 2=0 Z=0 ) 2=0
Par ailleurs, on a
1/(1+a)(1+4B)
- a/2 (1+a)(1+8) | 1+a
A, = 02 (E | Wyl )

s n%2 [o(1-rm) " 7% By v(v,m)1'TY dapres (3.2.3)
avec Y = (1+a) (1+8)

D' ol

(3.2.12) Ag s [c ha/2(1+a) (1-R(h))-T . h1/2(1*a)v(y;h)]1+d

puisque Rﬁ(h) <1,

D' autre part, d'aprés le choix fait pour a, p et q (ef (3.2:9)) on peut
appliquer 1'inégalité de Holder 2a Bh, il vient :

/2 1/p(1+8) 1+ 1/q(1+ ‘ 1+
B S ha E P B Ilwml pa(1+8) E q( B)‘IC Ilq( 8)

L n+1

Puisque q(1+8) et pa(1+B) sont inférieurs & 2, on en déduit (cf Annexe 1
et (3.2.3))

T4 RE(h) v(pa(1+8)3h)1% d' ol

B, $ [C n%(1-R(n))”

(3.2.13) B, s [C n% (1-r(n))" " + v(835n) 1% avec § = pa(1+B) et 1 < § < 2

Enfin nous allons voir que

| 1/(1+8) 1+
(3.2.14) c,=E ||;n+1—en+1(e)|| B

tend vers 0, uniformément en n, lorsque h + O.

En appliquant alors (3.2.12), (3.2.13) et (3.2.14) & (3.2.11), il viendra
aisément :
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up & ﬁ?if[ ¢ n20*®) (ypeny) T 4 nT120F0) g nyyTte
+ £288 re nka-rmn T 4 vsim)®
+ a(h) avec lim a(h) = 0
h=»0
Soit 1'inégalité :
- _a/2(1+a) g lta
(3.2.15) ug S Cste [C a/2(1+a) (1-R(h)) ' 4 n v(Y;h)]

+ Cste [C h2(1-R()) " + v(&;n)1% + a(n)

avec lim a(h) = 0,

h+0

Pour prouver (3.2.14), nous allons démontrer ce résultat pour
Eg llcn+1'€n+1(e)|| * car il est plus commode de raisonner dans 1'espace de
Hilbert L2, et (3.2.14) se déduira de 1l'annexe 1 puisque 1 < 1+ < 2.
h .

sy € et Vn

Ce résultat est 1'objet du lemme 4 appliqué aux v.a. Tns N1

1

Lemme 4 :

Soient les v.,a. A valeurs dans Rd Uh(x,e) et V(e) du second ordre, avec x
€ Rd, h > 0 ; soit Xh(e) une v.a. i valeurs dans Rd, de loi ¢h pour chaque

h > 0,

Supposons que :

(1) lim E |Uh(x,.)|2 = E | V| 2 uniformément en x
h->0

(ii) lim p.s. Uh(x,.) = V uniformément en x
h=0

Alors E IUh(Xh(e);e) - V(e)] 2 + 0 quand h » 0.

n [ . s
yvououosLitak a1 .

. h ] p
Par (i), la famille des v.a. U (x,.) est équi-intégrable, uniformément en
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x ; de ce fait et de (ii) résulte la convergence faible dans L2, unformément en

X, des Uh(x,.) vers V ; mais alors,

B | URG, -y 2 = g U, o) 2+ B 2 - 2 B uhx, )

fE |Uh(x,.)|2 ¢ (dx) + E [vj2 -2 [ B W (x,.) ¢"(ax)
et '

o]

]

s I € ¢h(dx) pour h assez petit, indépendamment de x.

[WPex, ) 2 o™an) - E [V 3 s []E|vx,0) 2 - E |v] 9 ¢"(ax)

S e (pour € > 0 quelconque).
De méme
| B0 Uk, 6o - B[V 7 s [ 1B V) Uhx, - E | v] 2 ¢"(dx)

qui par convergence faible et 1' inégalité de Cauchy-Schwarz est majoré par €

arbitrairement petit pour h suffisamment petit indépendamment de Xx. n]
Ce qui achdve la démonstration du Lemme 3. o
Etap : C i d Wh et Z
ape 3 : Comparaison de W, n
Considérons 3 présent la chaine (Zn; n 2 0) définie par
- = +
(3.2:16) Zn+1 r Zn s en+1(e)

o, rappelons-le, r = lim rh et 8 = 1im s, (0) avec :

h+0 hsg P
(3.2.17) loi (Z,) = loi stationnaire i de la chalne Zn’
Lemme 5 :
~_1/(1+8) | h 1+
Soit uy = E bz, - 2] B o4 B est un réel strictement compris

entre 0 et 1.
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En reprenant les notations précédentes, on a 1'inégalité (3.2.19)
L A TR TR R EF AT TR SRR

+ Cste || r_-r||n7% v(1+8,n) + Cste || si-g |

ha/2(1+a)

+ Cste [C (1-R(n)) Ten 17201 (g yqite

+ Cste [C.h2(1-R(m)) ™' + v(5,n)1°

+ a(h)
‘avee lim a(h) = 0.
h-+0
Démonstration :
On a :
h h_ _ h -
yA y4 = r(zn Zn) + (rh r) Zn + (sh(o) 8) en+1(e)

n+1 n+1

D' aprds 1'inégalité de Minkowski et 1l'annexe 1, on a :

1/(1+B) 1+
w oS e e R 2 T s (00|

Eﬁ particulier,
T N T b RN T EWCSE
et on a,
w, = g'/148) Izg_znp+e s gl/(18) |z§ﬂ+8 + g/ (1+8) IZDF+B
%
S h 2 y(1+g;h) + Cste d'apres 1'annexe 1.

11 s'en suit aisément que :
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n | 1 : -
w S ||| ue GEIED [|[rh—r||h % v(1+8,h) +'||sh(0)-s||]
(3.2.18) u s el ™ g'/1*8 |Z,,|1+B 1" h™% v(1+g,h)
+ Cste || ryrl|n7% v(1+8,0) + Cste || 3,(0)-d]|

Finalement la conjonction de (3.2.18) et de la relation (3.2.15) de

1' étape 2 conduit 2 1'inégalité (3.2.19). o
Etape 4 : Majoration des E1/(1+8)|V:r+8 en régime stationnaife.
Lemme 6 :

En régime stationnaire, pour tout g, (0 < g < 1), il existe une constante
telle que :
E1/(1+3) Ivhp+3 < hy

(3.2.20) 2 Cste ou V" désigne une v.a. de loi W» (loi

stationnaire de la chaine (Wﬁ; nz20)).
Démonstration :

Choisissons d'abord pour loi de V? une mesure de Dirac. Celd va nous

+
permettre de majorer, en régime stationnaire, les moments du type E1/1+B|V2F B.

Dans ce cas v(Y,h) = 0 pour tout ¥ (1 < Y S 2) et tout h > 0 1'indgalité

(3.2.19) se simplifie en :

g/ (1*8) |uh-z [ "8 < || rf| " cste + Cste || st |+ cste n*2(1-R(n)) M

a/2

+ Cste h*“(1-R(n)) % + a(n)

D'apreés 1'hypothdse (3.2.1) du théoréme, le membre de droite tend vers

Cste ||r-||n lorsque h tend vers 0, & n fixé.

D' apres 1'inégalité triangulaire, on a :
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Donc, d'apres ce qul précede, E1/(1+8) | W2P+B reste borné pour h assez

petit. Donc, en régime stationnaire, on a bien

E1'/(“>S)|\Ih|1+B < n% Cste ob V" est une v.a. de loi V.

Etape 5 :

Choisissons & présent pour lol de V? la loi stationnaire uh. D' aprés

(3.2.20), on a done :

(3.2.21) v(Y,h) < hy2 Cste pour tout Y de ]11,2].

L' inégalité (3.2.19) devient donc :
g /8 oz 1B < cste || o] | ®
n “n

a/2(1+a) ha/2(1+a) Cste]1+a

+ Cste |[r]|™ + Cste [C n (1-R(n)) " +

+ Cste || r -r|| + Cste || s, (0)-9]

1

+ Cste [C hg(1-R(h))_ + n* cstel® + a(h)

D' apres 1'hypothese (3.2.1), il s'en suit que

(3.2.22) /0B |wlez 178 5 Cste || #]| " + o(n) avee lim c(n) = 0
h=0

Choisissons alors n = n(h) qui tend vers 1l'infinl quand h tend vers 0 ;

de (3.2.1) et (3.2.22) on déduit que :

1/(1+8) h _ 1+8
(3.2.23) E |wn(h) zn(h)l tend vers 0 quand h tend vers 0.
Etape 6 :

On sait que la loi de wg(h) tend vers vh quand h tend vers 0 et que la
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loi de Z tend vers A quand h tend vers 0. De (3.2.23) 1l ressort que

n(h)
- t ’ Y V' .
n(h) Zn(h) tend vers 0 en probabilité quand h tend vers zero

D'aprds un lemme classique (cf [Fel 71] lemme 2 page 254), il s'en suit

que :
1im étroite vh = ). Ceci achdve la démonstration du théorédme. o
h-=+0

Remarques :

LY
Le théordme reste vrai pour s = 0 ; dans ce cas ) est la mesure de Dirac
§, (notations centrées). Il est vrai aussi si s est une matrice non inversible,

pourvu que la chalne (Zn; n 2 0) définie par (3.1.16) soit ergodique.

3.3 Loi limite de la loi stationnaire de (SEM)h

I1 nous faut maintenant montrer que les deux chalnes de Markov (SEM)h et

(V)h sont asymptotiquement équivalentes.
Ce point fait 1'objet ‘du théordme 2 ci-dessous.

) : rd 2 3 s h
Nous allons considérer ici une loi de relance, lorsque Xn sort de Gn'

pour 1'algorithme SEM induite par la modélisation de la chalne (SEM)h
(xﬁ; n 2 0) par la chalne (V)h : (Vg; n 2 0).

h h
Supposons que Xn = Vn.

. h h % h, h h,
Soit Xn+g = Th(Xn) + h sh(Xn) N1 (Xn'e)
(3.3.1) Si Xh € G_, posons Xh = Xh
*Je n+% h’ n+1 . n+}
) . h h .. -
Sinon, posons Xn+1 = Vn+1+j ol j est le plus petit entier tel que
Vh . € G . ‘
n+1+j h

Et ainsi de suite...
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Cet entier j est fini preque sfQrement car les réalisations successives

h h h
(vn+1, Vn+2,..., n+1+
masse non nulle et identique.

) sont indépendantes et leurs- loi chargent Gh d' une

Remargues :

Y - 3 h
Dans le cas ou vh = 0, on a toujours }J 1 et la loi de Vn+1+1 est 1la

masse de Dirac au point th‘

Cette procédure de relance pour la chatlne (SEM)h est vparticuligre,
Actuellement, nous ne savons pas prouver le théordme 2 pour une loi de relance
Yh quelconque. Cette restriction est essentiellement technique.

Théordme 2 :

h s o
Soit ¢ la loi limite de la chailne (SEM)h ainsi définie et uh la loi
limite de la chalne (V)h'

Sous les hypotheses du théorzme 1 du paragraphe 3.2, on a :

(3.3.2) La restriction de uh A Gh est plus petite que ¢h (le support de
¢h est inclus dans Gh par définition).

‘En conséquence :

(3.3.3) La variation totale de la mesure signée (uh-¢h) tend vers 0

quand h tend vers 0 d'aprds le théordme 1.
Et par suite,
. h
(3.3.4) lim étroite ¢y = 2
h+0
h , '
Yy etant la loi limite de la chaine (SEM)h normalisée (Xg; n 2 0).

Démonstration :

Le seul point difficile est d'établir (3.3.2). L'idée est de suivre une
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2 0) et la trajectoire correspondante. de la chalne (Vg;

on a Vg = XE ; apres 1'instant de premidre

trajectoire de (Xﬁ; n
n 2 0) : tant que V: reste dans G

h]
: h _ - s for s
sortie de Gh’ on a Vn+1+j = Xn+1 (j étant 1'entier défini dans (3.3.1))

et ainsi de suite.

v Ainsi les Vg passent par les mémes points de-Gh que les xg; mais avec un
retard croissant. Plus précisément, par ergodicité, on a, si A désigne un

porélien de RP contenu dans Gh'

n

h o] h

(3.3.5) w(A) = limg I 1], (V)
n+e k=1
n

' h o1 h

(3.3.6) o (A) = lim T 1], (X))
n >« k=1

1|A étant la fonction indicatrice de A.-

Si 1'on note o, les instants de sorties successifs de Gh pour la suite

i -
(Vg; n 2 0) et o, * ji les instants de rentrée correspondants, on trouve, pour
iz, si VE = X? :
h h
(3.3.7) pour n § 0,71 : V= X,
- h h .
pour 0o, Snso, *+J, -1 :V € G, ==>V, g A (3, 21)
. : h h
- poqr 0, + j, Sn so,~1: Vn = Xn'31
- pour o, S n S o, + J.-1 : Vh g G ==> Vh g2 A (j. 21)
i i i n h n i
- . _ h h i .
pour oi + Ji £n s °i+1 1 Vn + X(n - 3 32)
%=1
Ainsi, pour tout k, ou bien 1] A(VE) = 0, ou bien J2 S k tel que
1,0 = oy -
A' K A% '

D' ol par passage a la limite uh(A) < ¢h(A).

Nous pouvons maintenant conclure.
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La partie positive de uh - ¢h.a pour support Gg ol elle vaut uh(Gﬁ) ; la

partie négative a pour support Gh'
La variation totale de cette mesure est
W(6%) P (G,)
et | uh(Gg) =1- uh(Gh)

uh(Gh) + ¢h(Gh) - uh(Gh) = 1 car ¢h'est a support inclus dans

Gh.
Dot 1 (65) = (6" - 1Y) (G,).
La variation totale de uh - ¢h vaut done Zuh(Gﬁ).
De plus lim uh(Gg) = 0 d'aprés le théoréme 1 d'olt (3.3.3).

h=0

Maintenant, les relations (3.3.2) et (3.3.3) s'appliquent aux mesures wh

et vh des chaines normalisées,

Or d'aprds le théordme 1, lim étroite vh = ) d'ol (3.3.4).
h-»0

Remargue :

Dans les conditions du théoreme 2, pour tout borélien A de rP contenu
dans Gh et tel que A(FR(A)) = 0, on a :

h .
(3.3.8) o) - ] s V) - )+ w6
qui tend vers 0 quand h tend vers 0.

En effet :

0 s ¢h(A) - uh(A) s un(Gg)
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) - A s ) - WP+ VR - )
s V() + [ V) - A

d'ob le résultat d'aprds le théordme du portemanteau de Billingsley (cf [Bi 68]
page 12).

Il ressort des théorémes 1 et 2 des paragraphes 3.2 et 3.3 que lorsque la
taille de 1'échantillon tend vers 1'infini, & 1'état stationnaire, la suite des
estimés par 1l'algorithme SEM des paramétres 4d'un mélénge de densités
appartenant 3 la famille exponentielle, le nombre de composants étant connu,
peut 8tre considérée comme une suite de réalisations indépendantes d'une loi

normale dont les caractéristiques sont :

- Le vecteur moyen est égal & la valeur de 1'estimateur du maximum de
vraisemblance, convergent quand N tend vers 1l'infini vers la vraie valeur des
paamdtres du mélange.

- La matrice variance est de forme ﬁ%.

La matrice T peut s'exprimer, de maniére théorique, en fonction des

caractéristiques du mélange.

3.4 Conjugaison par difféomorphisme

Soit g un difféomorphisme de classe C? de RP dans RP, tel que g(0) = O,

dont les différentielles premi2re et seconde sont bornées sur R®P ainsi que les

différentielles premidre et seconde de g—1,

On s'intéresse & la chalne transformée (V-g)h définie par :

| h o _ h
(3.4.1) Gpyq = Uy (G) +h

% h, _h h .
th (Gn) Epe (Gn,e) ol :

tn(X) = D (Too™ (x)) (g7 (x))

h h -
tp(x,8) = n (g 1(x),e)
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=% ~h

G
n

vérifie un théortme de loi limite analogue au théor®me 1. Nous supposons, comme

Nous allons montrer que la chaine normalisée (Hg; n 2 0) ou H: = h

en (3.1.11) que la chalne (V- g) est ergodique, de loi stationnaire Th ; nous
noterons eh la loi stationnaire de la chaine normalisee (H ; n 2 0). Le ressort
de cette preuve est la comparaison de la chaine (H ; n 20) A la chalne déduite
du processus image par g de (V)h, normalisée : on notera

(3.4.2) = s(V )

S :3:5‘

K= 7% v

On a successivement

g0, ) = gIT, (VD) + n% s (V) mo . (Vhie)]
|g(Vn+1) - U, eV - 0¥ b (Tpo &7 (V) 8y (&7 (e(V)) np,y (8 (&(Vp))se)]
S hCste |nn,, (8 (&(V!))iel?
n+1 n’ "’

en raison de 1l'inégalité de Taylor, de 1'hypoth2se que D? g est bornée sur RP
et (H11). Cela s'écrit :

h h K -1, .h -1, hyy h  .h
(3.4.3) | dpay ~ Updp) - hz_Dg(Tho g (I s, (8 (Ip)) g, (Ipse)]

S h Cste |;h (Jl:l;e)l2

n+1
D'apreés (3.1.8) et en utilisant les notations ci-dessus

h

- hy _ . % hy _h h,
E|Jpey = Upldy) — 0%t (3 g, (Jpie)f < Cste h.

En divisant par hg, on obtient

, h Y % h
(3.4.4) E|Kp,y ~h* U (n” K ) - Lty (n* K )~ ¢, (0)] Cn+1(h2 Kie) +
* t(0) gp, (0% ke

< Cste h}é
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1

oo L - -1 - -
Soit r! =D Uh(o) Dg(o) Dp (0) Dg (0) Dg(O) Ty D8 (0

h- h
De manidre analogue a (3.2.6), on peut montrer que :
b4 % h ¥
|n® U (n® K ) - ri(y)] s Cste n | vl 2
D' ol
-5 %oy - h % 2
(3.4.5) E|n7% u (n% K1) - vy (kD) s Cste n* & | K}

Or la suite des E ]Kg 2 peste bornée., En effet :

h -1 -1 h -1 hy _
E|jK|*=h E |Jg 2=n E|gv)|?=h E|gVy) - gl)?

d'ou

(3.4.6) E | Kg'z S Cste h | E|v2|2 car g est Lipschitzienne puisque Dg

est borné.
D' aprés (3.2.20), il s'en suit que
h .
(3.4.7) E|K]|? S Cste

On a ainsi prouvé que

%

- L N . %
(3.4.8) E|h %, (h%K)) - r KYS Csten

De méme, de manidre analogue & (3.2.7) puis du passage de (3.4.5) a

(3.4.8) on montre que
% h %
(3.4.9) E |t (n*K) -t (0)] S Cste h*

Finalement, par application de 1'inégalité triangulaire a (3.&.&) et par
(3.4.8) et (3.4.9), il vient :

I h h % .n
(3.4.10) E Koy -7 Ky - £, (0) Theq (D% K ;e)| S Cste n%
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Par comparaison avec (V-g)h, si 1l'on se place sur l'espace (W, B(W),m),

comme en 3.2 étape 2, et si 1'on suppose que GE = J? :

h _ ,h h _ .h A
E|K,y ~HpqlSaE|K - HJ+ Csten
+ Cste E I;h (h;5 K%w) - ¢ {(w)]

n+1 n’", n+1

+ Cste E |z:+1(hz H: W)~ (W)

Raisonnant comme pour (3.2.14) on obtient

h _yh h _.h ¥
E|Knpy = Hpyql S @ E|K - HJ+ Cste h® + a(h)
avec lim a(h) = 0 (et, rappelons-le, 0 S q < 1, voir (H9)).
h-0

I1 en résulte
(¥_20) (¢¥h> 0) E |Kh - ths (Cste h” + a(h)) Cste
n n n
Ainsi on pourra conclure comme dans la preuve du théordme 1.
Nous sommes donc en mesure d'énoncer le théordme suivant.

Théordme 3

g

Soit g un difféomorphisme C2? de RP dans RP tel que g(0) = 0, dont les

différentielles premidre et seconde sont bornées sur R® ainsi que celles de

1 P
g . Sous les hypotheses (H1) & (H17) et si la chalne (Gﬁ; n 2 0) définie par

‘ h -1 h ¥ h, h
- Gl = 2
(v g)h g o Th og (Gn) + h sh (Gn) n.

h
n+1 (Gn’e)

1

est ergodique, alors la loi stationnaire ¢  de la chaine (H:; n 2 0) définie

h

h =% .h
par Hn =h * Gn converge, lorsque h + 0, vers la loi gaussienne de centre 0, et
. D _
P . ey e g )
de matrice variance Ug\U) Lz r~ s s'(r)7] Dé(o). (le signe ' désignant 1la
2=0

transposée).
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‘Démonstration
D'aprés ce qui précdéde, il suffit de montrer que la chaine (K:; n>0)a
méme loi limite que la chalne (Dg(O) wﬁ; n >o0).

En effet, K. = h% g(n® W)

d' ot _ Kz = h—}é g(0) + h—z‘hz Dg(O) Wz + Rg avec g(0) = O

ol E | R]| s Cste h% et done
o h oy
E | K, Dg(o) wﬁls Cste h®%, @

Maintenant pour déduire du théor&me 3 un résultat analogue au théordme 2,
on construit la chaine (SEM—g)h en la déduisant de (V-g)h au moyen d'une loi de

relance définie comme en 3.3. Un raisonnement analogue permet alors d'obtenir :
Théordtme 4

Avec les mémes notations et sous les mémes hypotheéses que ci-dessus, la

% L:; n 2 0)- ol (LE; n 2 0) est la chaine

(SEM-g)h déduite de (V-g)h comme en 3.3~ converge étroitement, lorsque h = 0,

loi stationnaire de la chaine (h

vers la lol gaussienne de centre 0 et de matrice de variance
o

D (0) [zfo rt s s r)*) Dé(oj.

3.5 Portée des résultats obtenus

3.5.1 Sur 1l'algorithme EM

Sur le plan mathématique, 1'algorithme EM apparalt comme une famille de

syst&mes dynamiques & temps discrets (Th;'h > 0) ol

Th : int (G) » int (G) (int : intérieur)
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G étant une sous-variété différentielle bornée a bord de 1'espace RP. Le

paramdtre h = 1/N désigne l'ensemble des échantillons de taille N.

Le bord de la variété G consiste en les paramdtres (PasereaPys @1seeesdy)
pour lesquels un au moins des paramétres de proportion pk est nul : il s'agit

donc des mélanges dont le nombre de composants est inférieur 2a K.
Notons ici, p = (pl,...,pK) et a = (al,...,aK).

Une difficulté de 1'étude du coﬁportement des systdmes dynamiques Th
provient de ce que 1'écriture explicite de 1' expression de Th(p,a) en fonction
de. (p,a) est d'une lourdeur telle qu'aucune propriété précise de Th ne peut en

8tre déduite.

Suivant les travaux de [ReWa 847, [Wu 83] il nous paralt raisonnable de

schématiser les propriétés des systémes dynamiques Th ainsi

(i) la log-vraisemblance du mélange, que nous avons noté L, (voir 2.1) est une
fonction de Liapunov : '

(¥x) si x n'est pas point fixe de T _ alors L oTh(x) > L(x)

h
(ii) chaque fonction Th admet un unique point fixe attractif, que nous avons

supposé étre le point 0 de R® (notations centrées, voir 2.6.1),

(iii) chaque fonction T. n'admet qu'un nombre fini de points fixes,

h

(iv) toute trajectoire converge vers 1'un de ces points fixes.

Les limitations fondamentales de 1'algorithme EM (voir 2.5, et pour plus

de détails [CeDi 84]) se tradulsent ici par :

- puisque Th envoie int (G) dans int (G) le nombre de composants du
mélange étudié reste constant d'itération en itération : le nombre exact de

composants du mélange doit &tre connu avant la mise en oeuvre de 1l'algorithme.
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- L'existence de points fixes non attractifs de Th vers lesquels
certaines trajectoires convergent (vérifiée expérimentalement) ne permet pas de
garantir la validité du résultat obtenu. De plus, la convergence vers de tels
points fixes peut se faire avec une lenteur rédhibitoire (voir [CeDi 84], [ReWa

847).
3.5.2 Sur l'algorithme SEM

Sur le plan mathématique, 1'algorithme SEM, qui répond 2 ces limitations,
se présente comme une perturbation aléatoire, dont la variance est de l'ordre
de h (donc tend vers zéro quand h »>'0), de la famille de systime dynamiques
(Th; h > 0). Les "itérés Xg du systdme perturbé forment une chalne de Markov
ergodique, que nous avons notée (SEM)h au paragraphe 3.1. Ces perturbations
s' accompagnent d'un mécanisme de relance aléatoire lorsque Xg s' approche trop
du bord de G, i.e. lorsqu'une des classes construites par 1'algorithme SEM tend
3 se vider. Plus précisément 1la dimension d des vecteurs-échantillon étant
fixée, nous définissons, pour chaque taille N de 1'échantillon, un seuil
0 < e¢(N) < 1, qui tend vers 0 quand N » = ; lorsqu'une des proportiohs devient
inférieure a ce seuil, nous considérons que le composant correspondant a
disparu ; nous enregistrons 1' événement puis relangons 1'algorithme en tirant

la v.a. X indépendamment du passé, selon une loi de probabilité Yh’ fixée 2a

n+1’
1' avance, & support contenu dans 1'ensemble Gh des paramdtres (p,a) de G tels
que toutes les proportions soient plus grandes que ¢(N) : les parties Gh de G

croissent vers G lorsque h décroit vers 0.

Ainsi que nous 1'avons expliqué aux paragraphes 2.6 et 3.1, il nous
paralt raisonnable de schématiser en les résumant les propriétés des systimes
dynamiques perturbés (SEM)h en adjoignant aux hypoth®ses (i), (ii), (iii), (iv)

(portant sur Th) les hypothéses suivantes

(v) les perturbations ont la forme h% sh(x) nﬁ(x;e) (ot x € Gh) : . voir les

nypothdses précises et les notations en 3.1,
(vi) les matrices sh(x), ainsi que leur limite s(o) sont régulidres

- . - h .
(vii) la famille des bruits (nn(x,e);nz1) converge uniformément en x € Gh vers

le bruit blanc gaussien standard
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(viii) les matrices sh(x) tendent & dégénérer au bord de G lorsque h » 0.
3.5.3 Les problémes posés

Les probldmes mathématiques posés se résument ainsi

Probldme I : Prouver que la loi stationnaire de la chaine normaliséea(xﬁ h-z =
Yg; n 2 0) converge étroitement lorsque h tend vers 0 vers une loi gaussienne

centrée de variance non dégénéré.

Probléme II : Déterminer la forme asymptotique, quand h tend vers 0, des lois

des temps entre deux atteintes successives du bord de Gh par les v.a. X:.
3.5.4 Le probldme traité

Dans ce travail, nous n'avons étudié que le probldme I. Nous ne l'avons
pas résolu dans sa généralité. Nous avons obtenu (théordme 4) le résultat

escompté :

- En remplagant les hypothdses (les propriétés ?) (iii) et (iv) par les
propriétés (iii bis) et (iv bis)

(iii bis) chaque fonction Th n' admet qu'une point fixe : 1l'unique point fixe
attractif 0

(iv bis) toute trajectoire converge vers ce point fixe,
- En adjoignant une propriété du type

Pour chaque h > 0, il existe une suite exhaustive de compacts emboités de
Gh’ d' intersection {0}, que nous noterons (Kh j; J 2 0), telle que

(¥3 2 0) T, (K e Ko,

les Kh j

sont les images par le difféomorphisme g des ensembles R(h)j. Gh



R(h)¥6,

Ainsi 1' intérét des théordmes démontrés en 3.uvréside dans le fait qu'il

n'est pas nécessaire de supposer que ]Th(x)|< | x| pour tout x.

- En choisissant pour lois de relance Y  des lois appartenant & une

h
classe particulidre contenant les mesures de Dirac (voir paragraphe 3.2 étape
4). Cette dernidre contrainte ne nous semble pas essentielle et devrait pouvoir

8tre levée assez facilement.

3.5.5 Sur le seuill

En ce qui concerne le seuil <¢(N) = c(h), la condition imposée (cf
théorémes 1 et 2) lim n'/4 (1 - R(h))—1 = 0 signifie ceci : si les Ty admettent
h=>0

au voisinage du bord de G des différentielles uniformément bornées, alors R(h)
et c(h) sont 1liés par une relation de la forme : c(h) est proportionnelie i
1 - R(h) lorsque h » 0. La condition imposée s' éerit alors
1/ -
lim h 174 e(h) 1. 0.
h-+0
On doit donc prendre c(N) vérifiant :

/4

‘l .
c(N) » 0 et c(NY N + » quand N tend vers 1'infini.

Ceci suggdtre de choisir c¢(N) nettement plus grand que (d+1)/N dans le cas

de grands échantillons.
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j — COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE D'UNE VERSION SEQUENTIELLE DE L' ALGORITHME SEM

Le principe d'une version séquentielle de 1'algorithme SEM consiste 3
considérer que 1'échantillon est construit par étapes successives. A chaque
étape n, on observe le nléme point de 1'échantillon X, et 1l'on modifie les

estimations des parametres du mélange compte-tenu de ce nouveau point.

Deux versions séquentielles sont possibles (cf [CeDi 84]). La version
"stricte" consiste 3 ne prendre en compte que le dernier point observé pour
modifier les estimations. Au contraire, la version "large" utilise tout
1'échantillon déja observé ((xl,...,xn) 3 1'étape n) pour modifier les

estimations.

Dans le cas d'un mélange A& deux composants ol seul le paramdtre de
proportion était inconnu, nous avons étudié le comportement asymptotique de ces

deux versions séquentielles de 1'algorithme dans [CeDi 84].

L'étude dans 1le cas séquentiel strict s'appuie sur un article de
Silverman [Si 80] ; elle utilise des théor2mes de convergence de martingales et

est difficilement généralisable au cas multidimensionnel.

Par contre, 1'étude dans le cas séquentiel large utilise les mémes outils
que ceux utilisés au paragraphe 3. Nous allond donc reeprendre dans le cas
général (multidimensionnel) 1'étude du comportement asymptotique de la version
séquentielle large de 1'algorithme SEM en utilisant la méme modélisation que

précedemment.

4.1 Définitions, notations et hypothdses

Dans 1le cas étudié ici, par construction méme de 1'algorithme, les
indices n (dénotant le numéro d'itération) et h sont 1iéds par la relation

h = %. Il ne convient donc pas de les distinguer dans nos notations.

A cette différence de notation prds, les formules et les hypothses
introduites sont les mémes que celle présentées au paragraphe 3.1 pour le cas

non. séquentiel,
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Ainsi les deux chaines de Markov & étudier se définiésent ainsi

- La chailne (SEM)n = (Xn; nzo0)

) -% co)
soig xn+& = Tn(xn) +n?s n. (Xn,e)
Xn+1 = Xn+g si Xn+% € Gn
Xn+1 = I‘n+1 sinon, rn+1 étant une réalisation tiree -

indépendamment des v.a. X,,,...,Xn et de n (Xn,.) selon une loi de

n+1
probabilité Yn A support dans le borélien R(n) Gn'

- = M 2
La chaine (V)n (Vn. n 2 0)

EA
vn+1 = Tn (vn) +n%s (vn) Mo (Vn,e{
avec Tn(x) = tn si x @ Gn
et sn(x) =V si x & Gn'

Les chaines auxiliaires utilisées dans la démonstration du théordme 5
ci-dessous (analogue du théordme 1) différent légérement de celles définies au

paragraphe 1.
On introduit les trais chailnes de Markov suivantes :

- (Zn; n 2 0) définie par

m

= %
Z =q r Zn + a sn(o) € et (e) et Z, = W, = n? v,

ol 1'on a posé q, = (n+1)y2 n_}é

sin>0et q, =1.

On supposera que :

(H"18) La chaine (Zn; n 2 0) est ergodique
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*
- (2,3 n 2 0) définie par :

*
n+1

On supposera que :

*
Z = q, r Zn + q, 8 €

*
(e) et Z, = 0.

*
(H'19) La chaine (Zn; n 2 0) est ergodique

%%
- (2,3 nz0) définie par :

* % * %

Z =rz +s¢g _(e)

n+1 n n+1

Et 1'on suppose de méme :

* ¥
(H'20) La chaine (Zn ; n 2 0) est ergodique. On notera ) sa mesure de

*%
probabilité stationnaire et 1'on supposera loi (Z, )

A.

4.2 Loi limite de la loi stationnaire de (Wn; n 2 0)

Théor&me 5 :

Ssans les hypothdses (H1) a (H17),

outre que :

(i) 1 R(k) =0

k20
) . A .
(ii) 1lim n U; = 0 ou
n-»>o
n-1
Un = I R(n-1) R(n-2)
k=0

avec la convention R(0) = 1
Alors on a :

lim etroite v, = X, d'ou
n o

. R(n-k-1)

(H'18) a (H'20), si l'on suppose en

(n-k—1)_g

Vn tend vers zéro en probabilité quand n tend vers 1'infini.
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Démonstration :
On reprend point par point celle du théor&me 1.
Etape 1 : Quelques inégalités.
Notons u_ = EVY |Vn|Y'pour 1< Y'< 2 de sorte que uy, = v{Y) ;

on obtient (de mani®re analogue a (3.2.5)]

(4.1.1) U S R(n) u *ecn % pour n 2 0 ; on en déduit aisément :

(4.1.2) u $ R(0) R(1) ... R(n-1) v(Y) + C Un'
D' autre part, on obtient, de manidre analogue & (3.2.6) et (3.2.7)
Pour tout x = n_% y et tout a € JO,1]

~a/2 |Y| 1+a ot

(4.1.3) ln}é T (n-é y) -r v | s Cste n

~a/2 I Q

(4.1.4) : |sn (n_gy) - sn(0)|s Cste n y]

Etape 2 : Comparaison de wn et Zn

De manidre analogue & 1'étape 2 de la démonstration du théordme 1, nous
allons travailler & partir de v.a. an(x,w) et E(w) définies, sur un espace
probabilisé adéquat W, & partir de nn(x,e) et en(e) par le -théordéme de
représentation de Skorohod. Ici aussi, nous confondrons dans 1'écriture les

v.a., définies sur W et les v.a. définies sur E.

Notons tout d'abord que puisque 1lim q_ = 1 et que lim sup || r|| S q
nrow n->e
(d' aprés (H9)), il existe un entier n, et r, (q < r, < 1) tels que :

(4.1.5) ¥n 2 n, q ||rn||s ro
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Nous allons raisonner a partir de n = n,.

I1 est facile de voir que la chaine normalisée (wn = n
vérifie la relation :

% -¥ %
(4.1.6) Wn+1 =q,n Tn(n Wn) tq s, (n W) ¢

-y
ol rappelons-le Crer = Mped (n * Wn;e)

/
Soit t_ = g!/1°8 W~z "8 (0 < g < 1) et donc t, = 0.

1/1+
Notons a = E 18 |

1'infini (ef 3.2.14).

- 1+8 .
e §n+1(e)l qui tend vers 0 quand n tend vers

Des relations (4.1.2), (4.1.3), (U.1.4), (4.1.5) et de 1'inégalité de

Minkowski, on tire que :

(4.1.7) 6, Sret +a [Cote(c /2@y a1 /20 @p 0)p(ry  R(n-1)v(v)1" "

n+1
+ Cste[C U+ R(O)R(1) ... R(n-1) v(§)1% + Cste an
avec Y = (1+a)(1+8) et & = a(1+g).
Cette inégalité peut s'écrire sous la forme
(4.18) toeq S Tob *a f avec ii: £, =0 par (1) et (ii).

Comme t, = 0, on en déduit que :

n-1 K
< t A
(4.1.9) t, S kz (rod” qp_ oy f-q d'0U
=0
(3.1.10) lim t "= 0,
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*
Etape 3 : Comparaison de Zn et Zn

*
Soit u'n = EV1+B |Zn-Zn 1+8 (0 < g < 1) et donc u', = v(1+g). D'aprés

1'inégalité de Minkowski et (4.1.5), on a :

1/148 ;% 1+
(4.1.11) woosreuw +q [|r vl |ETE 7] B [1s,(0-5]] ]

n+1

Cette inégalité peut s'écrire sous la forme

1 < ] 3 = 1]
(4.1.12) u S ro uy + q 8, avec ii: g, 0, d'aprés (3.1.2) et (3.1.5)
* 1+ '
car E”1+B |Zn|1 8 reste borné pour n assez grand.

On en déduit :

n-1
t n = k
(4.1.13) up S (ro) v(i+g) + b~ avec by kfo (re) Up-r-1 En-k-1
(4.1.18) d'ol lim b_= 0
n>w n

: * * %
Etape 4 : Comparaison de Zn et Zn

. R VAR * *% 1+
Soit v_ = E B |Zn -z | o< g < 1 et donc v, est une constante non

nulle.

D' apres 1'inégalité de Minkowski, (4.1.5) et (H11), on a :

11 N\
(4.1.15) Vpey STo vy * C |qn~1|d ou
n n-1 K
(4.1.16) v SCstero+C I rolgq -1
n , k=0 n-k-1

* %
Etape 5 : Comparaison de wn et Zn

En regroupant les résultats des étapes 2, 3 et 4, il vient

1/1+8 %% n-1
(4.1.17) E Iwn -z [1+B SCstery,+t +b +Cste r ph k1
’ n n n k=0 o |qk -1

qui tend vers zéro lorsque n tend vers 1'infini d'aprds (4.1.5), (4.1.10) et
(4.1.14).
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Ceci ach®ve la démonstration du théorgme 3. o

4.3 Loi limite de la loi stationnaire de (SEM)n

Nous allons maintenant comparer les deux chalnes de Markov (SEM)n et (V)n

comme il est fait dans le paragraphe 3.3.
La encore, la démarche est tout a fait analogue au cas non séquentiel.
Nous considérons pour (Xn; n 2 0) la loi de relance suivante :

Supposons que Xn =V

n
Soit X =T (X ) + n_g s (X ) n (X ;e)
n+Y, n'n n""n’ "'n+1 n
si xn+% € Gn posons Xn+1 = xn+%
sinon posons Xn+1 = Vn+1+j ou j est le plus petit entier tel que vn+1+j.e Gn'

Théor&me 6 : .

Soit ¢ la loi limite de la chaine (SEM)n ainsi définie et p = A la loi

limite de la chaine (V)n.

Sous les hypothdses du théordme 3 du paragraphe 4.2, on a :

(4.3.1) ¢ = X d'ob
(4.3.2) La limite en probabilité quand n tend vers 1'infini de Xn est 0.
Démonstration :

La démonstration de ce théorgme est identique A la démonstration du
théorgme 2 du paragraphe 3.3. Il suffit de la recopier en supprimant 1'indice
h.
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Remarque :

~ Pour 1' algorithme séquentiel strict,  dans le cas unidimensionnel, on
obtient la convergence p.s. du paramdtre. Ici on a seulement une convergence en

probabilité.

4.4 Conjugaison par difféomorphisme

On peut reprendre tr&s facilement 1' étude mende au paragraphe 3.4,
Sous les mémes hypoth&ses et notétions, les mémes procédés conduisent 2 :

E|K - H]|S Cste n"% .+ a ou lim
n n n a
. n*e n

= 0.
Par ailleurs on connait le comportement de Kn :
- n? % oin ® % % -1
K =n% gV ) =n*gn®W)=n"[gl0)~+n D (0) W+ n ..
avec g(0) = O

' A _
(4.4.1) d' ol K Dg(O) L

Par le théordme 5, on sait que la loi de Wn est une loi normale centrée

de matrice variance non dégénérée.
D'aprds (4.4.1), c'est également le cas pour la 1loi de Kn'

En suivant toujours la méme démarche qu'en 3.4, on obtient un théordme

analogue au théoreéme 4.
En particulier

- (SEM—g)n, transformé de la chaine (SEM)n par le difféomorphisme g a

méme loi limite que la chaine (V-g)n.

- La suite Ln définie par
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ANNEXE 1

Proposition : Pour toute v.a. X de carré sommable définie sur un espace de
probabilité quelconque 1'expression EVY (|X|Y) (0 < Y $ 2) est une fonction

croissante de Y.
Démonstration :

Soient deux réels Y et & tels que 0 < Y <8 S 2. D'apres 1' inégalité de
Hslder, ¥ p, q > 1 tels que % + % =1
1 1

= Ly sEPY P e d (¥

Choisissons q = %, il s'en suit que

1/Y 1/6 E1/6

qx (% ° qx°
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ANNEXE 2

Soit b un nombre réel strictement compris entre 0 et 1. On peut choisir

trois nombres réels a, p et q vérifiant les conditions suivantes

(1) 0 <axi

(2) (1 +a) (1 +b) <2

(3) > 1 avec 1 + 1 = 1
(4) q(1 + b) <2

(5) 1 <pa(lt +b) <2
Preuve :

Soit a quelconque vérifiant 1les conditions (1) et (2). Soit q > 1
vérifiant (4), alors p = (1 - %)-1 > T%E'

; on a alors p = 2

Supposons maintenant que q = T%_ rperegl

b

2 a(1+b)

-1) et on en déduit que p a(1+b) < 2.

De plus pa(1+b) =
En effet, pa(1+b) < 2 <===> a(1+b) < (1-b),

Or (1+a) (1+b) < 2, d'ol 1 + b + a (1+b) < 2 et donc a(1+b) < 1-b.

-Reprenons 1'hypoth&se q < T;%—, on a alors p a(1+b) > 37%%%592 quantité
strictement inférieure & 2 d'aprgs ce qui précdde.
Par continuité, quand q est arbitrairement proche de 1:1 , pa(1+b) est

2 a(1+b)

arbitrairement proche de -0y °
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Donec, pour avoir pa(1+b) < 2, il suffit de choisir q arbitrairement

2
proche de 175"

(1+b)

11 reste & vérifier que pa(i+b) > 1. Or pa(1+b) > 2a ) quantité plus

grande ou égale 2 un si et seulement si 2a + (2a+1) b 2 1.

La condition (1+a) (1+b) < 2 équivaut a a < %5% ; en choissant a
1-b

arbitrairement proche de TTpr On aura 3 la limite 2a + (2a+1) b = 2-b quantité

qui est bien strictement plus grande que 1.

(1+b)

o) 1, il suffit donc de prendre a arbitrairement

Pour avoir 2a
1-b
proche de 15"




[Bi 69]

[Br 68]

[CeDi 84]

[CeDi 85]

[CeDi 86]

[DLR 771

[ReWa 84]

[Si 80]

[Wu 83]

60

BIBLIOGRAPHIE

Billingsley "Convergence on probability measures" Wiley.
Breiman "Probability" Addison-Wesley.

Celeux, Diebolt "Reconnaissance de mélange de densités et
classification. Un algorithme d'apprentissage probabiliste

1*algorithme SEM" Rapport de Recherche INRIA n° 349,

Celeux, Diebolt "The SEM algorithm : a probabilistic teacher
algorithm derived from the EM algorithm for the mixture problem"
Computational Statistics Quaterly, Vol 2, Issue 1.

Celeux, Diebolt "L'algorithme SEM : un algorithme
d'apprentissage probabiliste pour la reconnaissance de mélange

de densités" Revue de Statistique Appliquée, Nov 86.

Dempster, Laird, Rubin "Maximum likelihood from incomplete data
via the EM algorithme™ JRSS.b. Vol 39.

Redner, Walker "Mixture densities, maximum likelihood and the EM
algorithm" SIAM Review, Vol 26, n° 2, April 84,

Silvereman, "Some asymptotic properties of the probabilistic
teacher" IEEE. Information theory, Vol. 26, n°® 2.

Wu "On the convergence of the EM algorithm" Annals of Statistices
83, Vol, n° 1.

Imprim¢ en France

pa .
I'Institut National de Recherche en Informatique et en Automatique



}’/
(

Pl




