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probldme réduit et montrer que dans le cas de la polarisation inverse et
lorsque la différence du potentiel tend vers + en valeur absolue alors
u(0)xv(0) tend vers O et que dans le cas de 1la polarisation directe et
lorsque la différence de potentiel tend vers <o en valeur absolue alors
u(0)xv(0) tend vers +», La conjecture faite sur 1le comportement de

(¢,<¢)(x)

e 'p 'n u(xo)v(xo) lorsque la différence de potentiel appliqué tend

vers ¢« est donc vraie dans ce cas particulier.



Conclusion :

Le probldme réduit, de couche limite et le probléme réduit modifié
sont des probldmes que 1l'on peut résoudre numériquement ; le probléme le
"plus cofiteux" 3 résoudre numériquement étant le probléme réduit (probl2me
non linéaire couplé). L'obtention des résultats pour le probléme réduit dans
le cas de la pdlarisation inverse semble plus difficile, ce n'est pas le cas
lors de la polarisation directe ; on donne une justification possible pour
expliquer cette différence de comportement, en effet ; plusieurs paraméthes
interviennent : le petit paramdtre. §, le signe et 1l'ordre de grandeur de la
différence de potentiel appliqué, ces paramétres interviennent sous la forme

du terme Gu e(¢p‘¢n)(xo) (ol X, désigne 1'abscisse normalisée de 1la

jonection), on conjecture que le signe ainsi que 1'ordre de grandeur de ¢p‘¢n
3 la jonction interviennent donc pour renforcer l'effet du petit param&tre §

(cas de la polarisation inverse, on conjecture que le terme e<¢p‘¢n)(xo) peut
&tre "voisin de O" lorsqu'en valeur absolue 1la différence de potentiel
appliqué est "grandé") ou pour le contrebalancer (cas de la polarisation

directe, on conjecture que le terme e(¢p‘°n)(xo) beut étre "grand" lorsque la
différence de potentiel appliqué en valeur absolue est "grande"). Des
résultats numériques obtenus et des conjectures faites, on en déduit que le
développemeht asymptotique n'est valable dans le cas de la polarisation
inverse que pour de faibles différences de potentiel appliqué, alors que dans
le cas de la polarisation directe il semble valable méme pour debfortes

différences de potentiel appliqués.

Il est donc important 1lors de 1'analyse asymptotique de ne pas
négliger 1'effet du petit pabamétre 8§ ainsi que le signe et 1l'ordre de
grandeur du potentiel appliqué. Néanmoins 1la technique du développement
assymptotique permet d'obtenir de bons résultats surtout dans le cas de la
polarisation directe et de mieux comprendre 1'influence des différents

paramétres : §, eg, le signe et 1'ordre de grandeur en valeur absolue de la

différence du potentiel appliqué.

Remarque :

Dans le cas d'une jonction symétrique, i.e : Q = ]‘1,1[ la jonction

est située en x = 0, le dopage N vérifie : N = =1 sur [«1,0f et N =1 sur
J0,1], de plus UA(‘1) = <U,(=1) alors on peut résoudre analytiquement le
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Y & droite de la jonction, solution finale, uA(O)_§ -0.57 (polarisation directe).
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évolution de ¢n et ¢p au cours des itérations (initialisation type 1).
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Y+, ¢n’ ¢p (probléme réduit), solution finale, uA(O) = -0.25 (polarisation directe),
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¢n! ¢p (probléme réduit) uA(O) = ~0.25 (polarisation directe)
évolution de ¢n'et ¢p au cours des itérations (initialisation type 1).
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évolution de ¢n et ¢p au cours des itérations (initialisation type 2) .
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solution du probléme réduit (¢n,¢p) uA(O) = 0.25




b initialisation type 1 (pour ¢, et ¢p) (on rappelle que ¢n(M+1) =
(M+1)= 0)
¢P

{n(0) Yplo |

~t

¢ initialisation type 2 (pour ¢, et ¢p) (x = abscisse de la jonction) :

Yn(0) 4 4o |




négligeable devant /e ceci lorsque & tend vers 0 et que UA(O) tend vers +«.

~Cette conjecture se trouverait confirmée par 1l'expérience numérique puisque

1'on a effectivement remarqué que qans le‘cas ou UA(O) > 0 les courbes ¢n et
¢p sont "&loignées" des courbes ¢ et ¢p (probléme réduit modifié) (ces
dernidres &tant plus satisfaisantes), alors que dans le cas ou UA(O) < 0 les
courbes ¢n et ¢n (respectivement ¢p et ¢p) sont voisines 1l'une de 1'autre.
Dans un proche avenir on doit donc &liminer 1'incertitude due au choix de la

X,
formule du point milieu pour intégrer les termes le+1 D(N,¢n.¢p)dx, ce qui
i

pourrait conduire & une mauvaise résolution du probl2me réduit (pour éviter

ce probléme d'intégration numérique la 3éme formulation pour le probléme

ré&duit (PR3) semble plus adéquate) pour &tre en mesure de conclure sur

~

1'influence du terme f9|w (x&XONdx.

€ .
Dans les pages suivantes on présente les courbes obtenues pour les différents
potentiels appliqués précités :
. sur les différentes courbes tracées on a fait apparalitre sur le haut du
cadre la trace du maillage utilisé pour la résolution.
. pour chaque potentiel appliqué, la 1¥re figure montre 1'évolution de
l'élgorithme du probl&me réduit : on trace q'abord ¢n et ¢p au bouré des 10
premidres itérations, puis toutes les 25 itérations.
. les différents types d'initialisation de l1'algorithme sont les suivants :
-~ différentes initialisations d;une courbe u :
u(i) désigne la valeur de u au noeud i du maillage (1e noeud i correspondant

au point x, de Q) ; u(0), u(M+1) désignant les valeurs imposées de u au bord.

a initialisation type O :

ne)

0 \\\é
w(MaA) '
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1 Lors de la résolution du probldme réduit on a eu & calculer

f it D(N, ¢ ,¢ )dx, on a choisi la formule d'intégration du point milieu, or
¢n Let ¢, varlent fortement & la jonection (cas ol U,€(0) > 0) ainsi que N, i1

se peut donc que cette approximation soit insufflsante.

2 Lorsque 1'on observe 1les courbes solutions obtenues dans d'autres

.

publications on remarque la propriété suivante (non &tablie) :

U
v.

Dans le cas ou UA(O) < 0 (polarisation directe) on a ¢n(X) < ¢p(X)
(¢ “¢)(x) '
1se P 1 ¥xeQ,

dans le cas ou U (0) > 0 (polarisation inverse) on a ¢ (x) s ¢n(X) =>

Lo Ly,

L'ordre de grandeur en valeur absolue de (¢p*¢n)(x) a donc une importance,
mais on conjecture que le signe de (¢ ‘¢ )(x) a aussi une grande importance,
en effet le terme (¢ ‘¢ )(x) est borné par rapport & § mais on conjecture que
lorsque U (0) tend vers += alors le terme e( p—¢ ) (x) est "voisin de ov,

alors que si UA(O) tend vers <® alors le terme e(¢ ~¢ ) (x) peut etre
"relativement grand". Dans le cas ou UA(O) > 0 1'effet du petit paramdtre §
serait donc d'autant plus renforcé que UA(O) est "grand", ceci 3 plusieurs

niveaux :

. Au niveau du probléme réduit, en effet :

JZ§ § =
D(N,¢n,¢p) =N + /ﬁ +U43 e¢p ¢n
26 e¢p ¢
quand N < 0 => D(N,¢n.¢p) T lorsque § tend vers zéro, et UA(O) >
+o, .
Le probléme réduit risque donc d'é&tre plus mal conditionné dans le cas ou
UA(O) > 0 et grand ; dans le cas ol UA(O) < 0 le terme e¢p*¢n contrebalance

au contraire 1'effet du petit paramdtre 6.
. Lors de 1'obtention des estimations sur U “U on a d'abord obtenu une

estimation sur us*ue 3 1l'estimation sur u =u est moins précise puisqu'elle
fait intervenir I —2)] dx qui se comporte comme / fﬂwlw(CHdC or 1le

terme f Iw(CHdC dépend de § et de e(¢p—¢n)(xo) ; d'aprds 1'inégalité (1.1)

(§IV) et d'aprés les conjectures sur le comportement du terme e(¢p ¢n)(xo)

lorsque Uy (0) tend vers +», 1le terme |““L"(O,+m) pourrait ne pas &tre



Remarques Si w w, ne sont pas adaptés la convergence est, soit trés

’
lente, soit des o;cillitions (qui peuvent &tre tré&s fortes) sur % et ¢p se
produisent. Le maillage doit &tre suffisamment fin autour de O et de 1
surtout lorsque |UA(OH est "grand" (U,(0) = -0.57 V), sinon ¢ et ¢, évoluent
trés lentement. Globalement 1'algorithme se comporte bien.

La résolution du probléme de couche limite ne pose aucun probléme, la
convergence est tr&s rapide (quelques itérations).

La résolution du probléme réduit modifié ne pose pas non plus de problémes.

V.2, Cas ol UA(O) > 0.

Ce dernier cas semble poser plus de probldmes pour la résolution du

problédme réduit, en effet :

Lorsque UA(O) est trop fort (par exemple UA(O) = 2.2 V) on n'arrive pas 23

ajuster les paramétres de relaxation LRI P pour avoir 1la convergence (de

trés fortes oscillations sur ¢, et ¢p ont lieu). Pour un potentiel appligué

~plus faible (UA(O) = 0.25 V par exemple) on obtient des courbes ¢—n'
¢ _"collées" & la jonction (ef le graphique correspondant) ce qui ne devrait

pas &tre le cas.
En résolvant alors le probldme réduit modifié on obtient des courbes ¢, $

P
plus satisfaisantes (en comparaisqn des résultats obtenus dans d'autres

publications).

Résultats pour le probléme réduit

Résidu Résidu

résidu en ¢ résidu en ¢ w dernidre

en ¢_ 3 1a" en ¢ EY l§_ itération
u k=1 derniére k=17 dernidre k=
A(O) itération : itération

=2 -6 =2 -6
0.25 6.1x10 9.9 x10 5.8x10 9.0 x10 1.6 1.6 799
on a donc réfléchi sur les causes possibles de cette différence de

comportement de 1l'algorithme entre les cas UA(O) < 0 et UA(O) > 0. On émet

donc certaines hypothéses :
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le terme ¢p(xo)*¢n(xo) dépend de 6§ mais il vérifie les inégalités
suivantes :
aIUA(O), s (¢ <4 ) (x) sIUA(O)I
o P et T
T T

+

on en déduit que K6 reste borné lorsque § tend vers 0. De méme C2 reste

borné lorsque § tend vers 0

6” e(¢p‘¢n)(xo)

3} +
—N(xo)

+ 0 lorsque 6§ + 0

on a C:vec‘+ = eKG(C:)1‘Y+ 0 lorsque & » 0 (car 0 < 1= Y)

et a, *> e lorsque 6§ + 0

On en déduit que
B se comporte comme [<Log (5)4 e<¢p_¢n)(xo))3 3/2 lorsque § tend vers 0.

On en déduit (1.1)

V < Présentation des différents résultats obtenus.
V.1 < Cas ou uA(O) <0

Les différents tests effectuds ont &té& les suivants :
uA(O) =< 0.1V, <0.25 V, <« 0.57T V

Pour le probléme réduit

_Résidu Résidu w
résidu en ¢ résidu en ¢ W dernieére
n £ 1 2
en ¢ a la en ¢ al itération
u k=1 dernidre k=1P derniére k=
A(0) itération itération
. =3 =7 =7
= 0.1 3.7x10 9.4 x10 0.5 2.2 x10 1.6 1.4 77
=4 <6 =5
= 0.25 | 5.5x%10 3.1 x10 0.4 8.9 x10 1.65 1.9 154
. U .'_5 .'.6
< 0.57 | 1.4x10 1.7 x10 0.1 9.4 x10 1.7 1.98 357

(ef Marrocco [7] pour 1a définition des résidus)

w, (respectivement W,) étant le paramdtre de relaxation associé 3 1’

en ¢, (respectivement en ¢

p), K = nombre d'itérations de E.G.S.N.

équation



;(O+)] s I+° ;(T)ldT
2 0

=> T, [
~ e 2 +0
- 0L 5s W ar
2y' (0 ) >
=’
i1 s'agit d'évaluer B = = (on a 8 > 0)
P' (0 )

en intégrant une fois 1'équation vérifiée par et en utilisant le fait

que y' (+=) = 0 on trouve que :

- 2 ~ - R
l = + l,,-- + ‘wa - +
ot = C1(e 1) + 02(e 1) C3 v

VT
[«

on en déduit que :

“a

a+ +, +
“1) + C,(e 1) = ¢C

+

1"'+2_+
Lty 0M1% = cje o,

on a donc :
4
2 oy 7

a “Q .
+ + + + +
2[C1(e —1)+02(e 1)-C3a+]

B +dé
oua,» C1. C2 pendent de 6.

ona: 2 C: N(x;)'+ //Nz(x;) £y 6” e(¢p-¢n)(xo)

“N(x;) + //Nz(x;) + 4 6u e(¢P‘¢n)(x0)

1

+
2 C2

p-
]

+ Y
K. = Y log (C1) ol :

+ )
2, + .)4 - Y 2, = 4 -
Ks = (N"(x,)+hs R Ge)+hse W E L Log (C,)
- +
N(xo) - N(xo)
avec Y = N(XO)

NN
N(xo)-N(xo)

d'aprés 1'hypoth&ses on a : 0 <Y<
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(V"M 3y o ("I L
€ €
Uesr = Wp Verr = Vp
On pose Ge = eé¢n et ;e = e¢p

On a donc deux problémes indépendants 1'un de 1'autre, non linéaires 3

résoudre, on emploie la méme méthode que précédemment.

Remarque : On introduit c¢e nouveau probléme parce qu'en 1ler 1lieu

1'estimation s'est faite sur flu_ <y Al 5 et lIv, <y il 2’ 1'estimation sur
L
Hu <ul| 2 faisant intervenir ”wWI Rk ce qui peut etre moins précis

1orsque § est petit, en effet :

Lemme 1.1 :
+ “
On suppose toujours que N(xo) <0, N(xo) > 0, on a alors 1la
minoration suivante pour & suffisamment petit (indépendemment de ¢)

¢ |log (§E(¢p‘¢n)(xo) 32 s ”ﬁl (1.1)
L] (0,=)

ol ¢ est une constante strictement positive, indépendante de §.

Démonstration :

On sait que y vérifie : 0 s y(1) a, ¥ te[0,+=], y vérifie :
2° =
v g(w) ol g(w) = C eV ¢t e V- C; la fonetion x » g(x) étant

2
d 1 2

croissante et comme g(0) = 0 on en déduit que :

0 < Qﬁi > P07 )r + w(o+) S Y(1) sur [0,+=[ (ici la tangeﬁte en 0 a la

dr
courbe est au dessous de la courbe)
~ o+
-
On pose t_ = ,ﬂigrl
V' (0) _
TO - + PN + TOA
On en déduit done que : ! Ly (0 ) 1+9p(0 )] dr f v(t) dt



A dy dw, A - .
o i RPN P S - <icg
| 5= i+ et~y e M) widar-0 visisy
w0 = a,
w(aA) =0
Soit wi la valeur de ¢ en Ty
- - A dy dw A ~ -
- A § Vo o TVl ot
On pose gi(wl"" wN) = T dt + f (C1 e 02 e C3) W,
0] 0
On a alors un probldme non linéaire discret & résoudre :
On cherche (wl"'wN) tels que
gi(¢1...wN)=o ¥ 15isN
by €t Vi étant connus.
On a choisi de résoudre ce probl&me par E.G.S.N.
Remarque : On peut soit prendre un maillage quelconque sur [0,A]. Soit

prendre le maillage utilisé pour résoudre le probléme réduit en le

dilatant (ie prendre L X;7X5) dans ce cas la valeur de A est imposée :
< €
A= 17i9 . Dans ce cas il ne faut pas que la zone d'extension de charge
€ .

(ou encore 1'épaisseur de la couche limite) soit trop étendue.

Pour 1l'instant c'est cette derni&re option qui a été retenue
pour sa facilité de mise en oceuvre (on a effectivement vérifié que la
zone d'extension de charge n'était pas trop étendue), en effet lorsque
1'on contracEe 3 nouveau le domaine en revenant i la variable x = /e T+Xo
la fonction ¢ définie par ses valeurs aux noeuds T est bien linéaire par
morceaux sur le méme maillage que le probléme réduit. Le résultat final
(solution approchée du probléme Ps) est donc donné par : wi+;i’ ¢ni' ¢pi’
IV = Probléme réduit modifié :

IV.1. Lors de 1l'analyse asymptotique on a introduit les fonctions ;e’ ;e

solutions de :
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ot ¥, (t) "= 4 Argth ( th (%) e n/zci)) (2.2)
Démonstration :

~ +
On pose g(y) = C, e

2 ® 3
~ (12A ~
¥ est solution de Ezm = g(y)
T
¥(0") = a,
w(*f'@) = (

On a déja constaté au cours de la 1%re partie de cet article (ef II.1)
que : 0 S5 ¢ (1) s a_ sur ]JO,+=[, or N(x;) < 0, on en déduit que :

g, (V) S g(¥) s g,(¥) (2.3)
ol g,(¥) = c] (¥~ &V

+ + +
on rappelle que Cy = 02 - C3 = 0)

A

On introduit les fonctions wi solutions de :

2A ~
- g ()
drt-

-~ +

wi(O ) = a,
wi(+0) = 0

~

On vérifiera que by est donnée par la formule (2.2).

En utilisant la relation (2.3) et 1e fait que les fonctions x -
gi(x) sont croissantes il est facile de conclure,

On peut donc maintenant é&valuer 1' épaisseur de la couche limite
4 droite de 0, et prendre en compte numériquement la condition au limite
en +o, On se donne donc un nombre A > O "suffisamment grand" (il sera
déterminé numériqument grice a 1'encadrement (2.1)) et un maillage sur

[0,A] constitué par les points (t ) gesonars

On discrétise suivant la méme technique que pour 1le problame

réduit, on obtient alors le probléme suivant 3 résoudre :



I1.2. Résolution numérique du probléme réduit (formulation ¢n’ ¢p)
II.2.1. Formulation variationnelle et discrétisation :

On cherche ¢n et ¢p € H1(Q)

[} 1 _ 1
(PR2) <=> I“ D(N,9ps0,) o wy dx =0 ¥ w e Hy(a)
I“ D(=N,0,,0p) ¢p Wy dx = 0 ¥ow,e H (@)

+ conditions aux limites
ol D(N, ¢ ,¢.) = N+ Ay s P 0

On se donne un maillage sur [0,1] constitué par les points (xi)
.0 §1 § M+1 tels que : xo =0, xi+1 = xi + hi ’ xM+1 =1
On pose K, = [xi’ x1+1]

L o : N _
Soit H, = {uhé ce(q) , U/ € P1 (Ki) ¥ 0s1i <M ou P1(Ki) =

h
i
1' ensemble des polyndmes de degré inférieur ou égal a 1.

1

on (1) = 0}

1
H., = {uhe Hoo» uh(O) =u

h

Soit Wy la fonction de base associée en noeud i, définie comme suit :

1 .
wie Hh et W, (xj) = 61J

Le probléme discrétisé est alors :
2

1

On cherche (¢nh’¢ph) E(Hh)
t r - <

fo DONvo o0 ) 0 Wi =0 ¥ 1SisM

P = - ' LI i
h [ ¢ Nobppobop) L, Wy =0 ¥ 1SisM

+ Conditions aux limites
Soient ¢ni’ ¢pi les valeurs de ¢nh' ¢ph au point xi.

On supprime 1'indice h pour alléger les notations.
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IT.1.2. Formulation ¢n’ ¢p (quasi—niveaux de Fermi normalisés).

On introduit 1la variable ¢n (respectivement ¢p), quasi~niveau de

Fermi en électrons normalisé (respectivement en trou) :

On pose ) ¢

Le probléme réduit devient alors :

(N+ J<2+ua"e P p =0 (2.1)

n
= sur @ = ]0,1[
(-N+ Aiebgte P 0 o) =0 (2.2)
(PR2) uA(O)
¢n(0) = ¢p(0) = 0

]
(o]

¢n(1) = ¢p(1)

Remarque 1 : En reprenant 1les équations de Pe (ef. I.1) on pourra
vérifier qu'il n'y a pas de couche limite d'ordre 0 sur ¢n et ¢p.

Remarque 2 : Une 3%me formulation est possible, en n'explicitant pas V en
fonction de ¢n et ¢p soit :

w

Y=¢ ]
e MLog2P Lyl
yp=¢
(e M o) =0
(PR3) ¢ =y
(e P ¢é)' =0

+ conditions aux limites

Cette formulation n'a pas encore &té testée. Pour 1'instant notre choix
s'est porté sur la 28me formulation.
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III. Résolution de probléme de Couche limite d'ordre O en Y :

III.1. Le probléme de Couche limite se présente sous la forme :

2A = - - o =
av c. ew = C ew - C sur J]=«,0[
d ! 2 3
(PLM1) ¥(07) = a=
P(==) = 0
gfi - ct v -ct ; -cr 10, +a[
2. Cle C, Cy sur 1Y
T
(PLM2) { (0%) = o+
lp(*-eo) = 0

(ef II.1 (b) pour les valeurs de a= et a+)

+
vi(x )
ou C: = 62 e ° u(xo) , C; = w(xo) v(xo) , C; = N(x;)

(avec les définitions équivalentes pour C:, C;, C;). On peut expliciter .

+ + .
Cyo C,» en fonction de ¢n(xo) et ¢p(xo) :

N(x )+‘Vk (x )+464 (¢ “ )(x ) . *N(x;)+ N2(x;)+46ue(¢p ¢n)(x )
C1 > C2 = ;

III.2. Résolution numérique du probléme de couche limite

I1I.2.1. Formulation variationnelle et diserétisation :

On expose la méthode employ&e pour résoudre (PLM2) (on procédera
de méme pour résoudre (PLM1).

Pour prendre en compte numériquement la condition au limite
en +», il faut connaitre & priori 1'épaisseur de la couche limite 3

droite de 0. On peut effectivement évaluer cette épaisseur en effet :

- )
Lemme 2.1 : Hypoth&se : N(xo) <0 (N(xo)>0) (jonction de type NP )

Soit ¥ la solution de (PLM2) alors on a 1'encadrement suivant

¥5(1) S ¥(1) < (1) ¥ tel0,+=[ (2.1)



On pose f11(¢n1:--.¢nM,¢p1...¢pM) = f D(N, ¢ ,¢ ) ¢v w}.
f21(¢n1l"‘¢nM!¢p1"'¢pM) = I D( N ¢n,¢p) ¢I') W'i

On a donc le probléme non lindaire couplé discret suivant & résoudre :

On cherche (¢n1""¢nM’¢p1"'¢pM) tels que

f11(¢n1""¢nM’¢p1"'¢pM) =0 151sSM

(PR2D) =0

f21(¢n1""¢nM’¢p1"°¢pM)
¢n,0’ ¢n,M+1’ ¢p,o' ¢p; M+q Stant connus

Pour la résolution numérique du probléme (PR2D) on a choisi une
méthode de type relaxation non linéaire, soit E.G. S.N (extrapolated
Gauss=Seidel Newton). Sa mise en oeuvre est relativement peu coliteuse,
puisqu'elle ne nécessite que les calculs suivants :

. le calcul des f1i’ fZi

3f11 8f1i 8f21 Bfai

. le calcul de ’ ’ ’
a¢ni 39 i a¢ni 39

Par’ contre on a deux paramdtres de relaxation 3 ajuster

(ef Marrocco [7] pour 1'exposé plus détaillé de 1la méthode)

Remarque 1 : Dans le cas de la dimension 1, lorsque 1'on linéarise le
probléme discret (par exemple par Newton), la matrice du Systéme linéaire
associé est tridiagonale par blocs (2x2). I1 existe des méthodes trés
efficaces pour résoudre les systémes tridiagonaux par blocs, par contre
ces méthodes ne pourront &tre étendues au cas ol la dimension est 2 ou 3.

Remarque 2 : Le calecul des fonctions f1 2 nécessite 1'é&valuation

d'intégrales du type : f i 1 D(N, ¢ ¢ ) dx ol N, ¢ ,¢ sont des fonctions

linéalres sur K Pour 1Japprox1mation de ces intégrales on a choisi 1la

i’
formulat du point milieu soit :

X141

- . v & . )

j D(N, ¢_ by ) dx h; D(N, 14y ¢n1+4' tpivy
No*N
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On appelie'la région N la région ol ¢ (le dopage) est positif, et région
P celle o ¢ est négatif.

ies demx petits paramétres e et 62 ont les valeurs suivantes :

5 2 -y

e = 3.9 x 10" 6 = 10

II. Résolution numérique du probléme réduit :

II.1. On rappelle que le probléme réduit se présente sous la forme :

62 e wu - 62 e Ww-n=0
(efur)r =0
(PR) { (e W) =0
u(o) = e‘uA(o)/uT v(0) = e‘uA(O)/uT
a(1) = e-'-uA(1)/uT | v(1) = o U, (1) /0y

On fait la convention suivante : uA(1) =0
Différentes formulations pour le probldme réduit sont possibles :
II.1.1. Formulation wu, v :

A partir de la 12re équation de (PR) on peut expliciter y en fonction de

u et v, on obtient alors le gystéme non linéaire couplé suivant :
N+ ¢N2+46 w o o)

2 62u

RO § Ly AZustwr )

v] =0 (1.2)
2 62v

=0 (1.1

+ vonditions aux limites

cette formulation conduit & des problémes d'overflow, en effet :

TE- est de l'ordre de 40 or u(0) = e*uA(O)/u uA(O)/uT,
T .

potentiel appliqué doit &tre relativement faible. On a donc choisi une

T et v(0) = e le

autre formulation.
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Résultats numériques :
(Cas d'une jonction abrupte en dimension 1)

Dans 1la premidre partie de cet article on a souligné 1les
difficultés numériques dues 3 1a présence d'un petit paramdtre (la
longueur de Debye) dans 1'équation de Poisson. Par 1la technique du
développement asymptotique on a obtenu différents problémes & résoudre,
indépendants de la longueur de Debye, soient : le probléme réduit qui est
un systéme non linéaire de 2 é&quations couplées ; et 1le probléme de
couche limite d'ordre 0 en ¢ qui est un probléme de type Poisson non
linéaire.

On présente dans cette partie les méthodes numériques pour
résoudre ces différents problimes. la méthode choisie est une méthode de

type relaxation non linéaire.

I. Moddle testé numériquement :

Le choix s'est porté sur 1le germanium car 1'on disposait de
résultats numériques donnds par la résolution compldte du sytdme P

(ef. I.1).
= Valeur des différents paramdtres (systime d'unité C.G.S) :

€

On reprend les notations de la 1&re partie de cet article :

' =1
ES = € x €0 OU €O = §%ﬁ x 10 ! (permitivité du vide)
er = 16 (permitivité relative du germanium)
U. = 2.5875 x 1072
ni = 2-5 x 10

Les dimensions non normalisées de 1' ouvert sont :

=]
xmin = 0 xmax = 1.53 x 10 (R = Jxmin, xmax[)
1' abscisse non normalisée de la Jjonection est : x\j = 0.19 x 10*4
17

2.5 x 10 sur Jxmin, xj[

-2.5 x 1015 sur ]xj, xmax[
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En normalisant le systéme régissant 1les phénoménes conducteurs, on
reformule le probldme comme un probldme de perturbations singuliéres. En
reprenant le développement asymptotique formel obtenu en [1], on cherche a

justifier sa validité.

On a obtenu des estimations L? en o(/e) pour la différence entre la
solution et le premier terme du développement, ceci en dimnsion d'espace &gale &
1 et pourvu que le potentiel appliqué soit suffisamment faible. On a aussi

1/u). Toujours sous

obtenu des estimations L? pour les densités de courant en o(e
les conditions énoncées ci-dessus on a obtenu des estimations H! locales (le
local signifiant que 1'on se place en dehors d'un voisinage d la jonetion) en

o(ve).

Dans 1le ~cas particulier de 1'équilibre pour un dopage constant par
sous~domaine on a obtenu, ceci en dimension d'espace égale A1, 2 ou 3, une

1
estimation L? en o(eB/M) et une estimation H! globale en o(e ).

Remerciements

Je remercie Monsieur Jacques HENRY (INRIA=-Rocquencourt) pour m'avoir
suggéré de nombreuses améliorations et pour 1'aide qu'il m'a apportée 3 1la

rédaction de cet article.

On présente maintenant dans la derniére partie des résultats numériques.
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Par ailleurs d'aprés (2.2) on a :

- Yy - 378y -
EIWE ¢el;,9 S ce "we ¢e”O,Q *ce llwe'¢e”0,ﬂ

/
= elwe‘¢e|:’9 S ce3 2

174
=> Iwe‘¢el1,9 Sce .

Corollaire

Sous 1les hypoth&ses du théor2me 2.1 et dans le cas d'une Jjonction plane,
c'est-a~dire que T et Q sont tels que : At = O presque partout dans Q alors :

q
”we‘¢e"0’n s ce

cecl ¥q > 0

q
”we“¢e”1.ﬂ < CE~

Démonstration’

Comme At = 0 presque partout dans Q les termes 'rei dans la démonstration du

théordme 2.1 sont nuls, on en déduit le corollaire.

Remargue

Dans le cas ol n = 1 on a de fagon évidente At = 0 dans Q.
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de méme

(2.4) |/ [(zczsm¢€)-N)*<za=sh(¢(o“>+$)—u(o‘))M(t)]<w5—¢e)dxdy| s ceYlv o dly 4
Qs rTe

On pose :

- 3y -
Tei Ve é o At M(t) (¢€‘¢e)dxdy
i

9 ' .
| T | s vellat [EX] v =¢ lly o -
el L (Qi) ot O,Qi € '€ 0,9i

Par le changement de variable : (x,y) » (1,8) ob T = t//e on montre aisément que

30 1/4
"%"0"’1 S ce

dt ot

( ) ) l El €2|

loeolo, o

Par ailleurs le terme :

+ — 2 - - 2 P -
A, = <(26 sh(we) N) - (26 sh(¢e) N), L ¢€>
vérifie :
+ - 2
(2.6) a2 dlu g o

De (2.3), (2.4), (2.5), (2.6) on déduit que :

3/4

C"W€f¢€”8’9 s ceq"¢€~¢€”0’9 *tce "we—¢s"0,9

d' ot

- 3/4
"we—¢e”0,9 s ce ’
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Démonstration du théoréme 2.1

On pose

Ie=ex A(¢€*¢€), Ve=tb> = ‘elwe‘¢€|;.9'

Aprds calcul on trouve que :

elwea¢e|§,g + <(2625h(w€)*N) - (26zsh(¢e)~N). b <e> =

l\

[ [(26%3n(p,)0)=(262sh(y(0")+9)=N(O")IM(t(x,¥))] (y_=0_) axdy
R,

(2.2) / [(262sh(¢€)*n)*(262sh(W(O‘)+;)*N(o‘))M(t(x.y))J (w€*¢€) dxdy

Q.

3y - W -
Ve é A At M(lpE ¢E)dxdy + Ve éz e At M(we ¢e)dxdy
1

+

+ [ Ce(we‘¢e)dXdY + f ce(we*¢€)dxdy.
Q, Q,

On étudie les différents termes : sur le voisinage de la jonction défini par
t € [=w/2,w/2] on a :

or w/ni = constante pour i = 1,2

= ¢ = p0') + g
= ¢, = |
pour t € [0,w/2] et M =1

N = N(o)

La fonction & intégrer dans le premier terme du second membre de (2.2) est
nulle pour t € [0,w/2]. On utilise alors.la décroissance exponentielle de y pour
en déduire que :

(2.3) | S [(zszsh(¢€)~N>«(2szsh(w(0+)+;)~N(o+))M(t)](we*¢e)dxdy| S ceq”w€~¢F”n 0
2, =G, 0,
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Démonstration

Lemme 2.2.

Sous les hypothéses du théordme 2.1 on a :

-~ 2A ~
ea(y + yM) = 2 M+ ve Varu
az.r aT

+c
€
ol
(2.1) e ll s ced ¥q > 0.
e'L2(Q)
Démonstration
- Remarque

~

N &tant indépendante de s, y est indépendante de s, on en déduit que Y ne dépend

pas de s. .
On utilise par ailleurs les relations suivantes :
- ] - 3 + '
[¢+¢M]r = 0 ; 5% (0 ,s8) = 5% (0 ,s) et w/ni = constante i=1,2.

On en déduit apr&s calcul que :

_ op dM , T ,d3M _ dM
c Ve 5+ dt + p [— ¢+ qt At].

azt

Pour démontrer l'estimation (2.1) on utilise le fait que M(t) = 1 pour

t e [-w/2, w/2], donc CEIE 0 sur un voisinage fixe de la jonction ; on utilise

~

alors la décroissance exponentielle de ¢ et de %% donnée au théoréme 1.3 (II).

On en conclut (2.1).
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o (s) - (282eh(¥(07,s)) - 28%ch(y(0",s)) + N(0*,8) (w(o+,s)—w(o",s))]
- N0, s) - N(O,s)

c282ch(y(0 ,s)) ~ 252ch(w(0+.s)) +N(0 ,8) (W(0+.s)-w(0—.s))]
(N(0",8) - N(O,s))

a,(s) =

On cherche maintenant 3 &tablir des estimations L2 et H! sur 1le reste

d'ordre 0 du développement asymptotique.
' -
Soit M une fonetion € <%§ (R) telle que :

1 pour t € [-w/2, w/2]
M(t) = ! 0 sSM(t)sS1pour w2s|t] sw

0 pour | t|
Le premier terme du développement est donc :
(X,9) = w(x,y) + p(imrs) M(E)
¢€ ’ Y 7;’ .

Théoréme 2.1

On suppose que T et Q vérifient les hypothéses précédentes On suppose en outre

que le dopage N est constant par sous domaine, c¢'est-a-dire que :
N, dans @,
N, dans @,

ol N, et N, sont des constantes, avec N, = N,.

34
Alors ”w€-¢€”L2(Q) s 053

170

T T < /4
”we ¢€”1,Q sce .
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III - 2. Développements asymptotiques

On cherche we sous la forme d'un développement asymptotique qui a la forme

suivante :

~

we(x,y) = I [wi(x,y) + wi(EiééXl y s(x,y))] (/e)i.

i=0

~ ~

Dans la suite on notera y, par y et Y, par P. Dans le cas particulier de

1'équilibre le probléme réduit (PR) devient :

Gzew - Gze-w = N
- N + /N2 hs*
(PR) Wy = log( N _* 6
262
M, -0
dne n
- N v Z g
on trouve que y = log ( W ERLT )
282

Le probldme de couche limite (PCL) devient :

~

3%¥ . 252 sn(y(0,s) + ¥) - N(O ,8) pour T < 0

221

(pcL1) | ¢(0 ,8) = a_(s)
Y(-=,8) = 0

(PCL) ) |

-3—:1? - 262 sh(p(0*,8) + y) - N(0',8) pour T > 0
0°1
~ o+

(PcL2) { w(0 ,8) = a(s)
p(-=,8) = 0
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que T est une courbe qziw. On supposera de plus que T intersecte 32 en deuyx
points S, et S, qui sont & une distance strictement positive de Iy et qu'j;
existe deux cercles de rayon w centrés en S, et S2, & 1'intérieur desquels T et
92 sont perpendiculaires. Toujours selon les définitions de Markowich [1] on
définit : t(x,y) la distance orientée de (x,¥y) 2 T (ob (x,y) € Q), ce qui
signifie que t > 0 dans R, et t < 0 dans 2, ; et s(x,y) la "projection
orthogonale" de (x,y) sur T (s est unique dans un "voisinage suffisamment petitn

de T'. Les coordonnées locales (t,s) vérifient les propriétés suivantes :

Vt/T est le vecteur unitaire normal pointant vers Q,.

On pose :
9s, 93,
x X
3s ]
9x oy
93, 9s,
3y By

On remarque alors que :

9s )T
9x 3y

( Vvt /T =0 (oll 1'indice T désigne 1la transposition).
Pour plus de détails se référer 3 Markowich (1].
De plus pour une fonction f définie sur 2 (ou R) on pose :
T
£ (t,s) = f(x,y)
dans la suite par abus de notation on notera fr par f.

De plus dansun voisinage de T' oY s est unique on pose pour s 8 T

£(0",s) = 1lim f(a,b) , £(0,s) = 1im f(a,b).
(a,b)»s (a,b)+s
(a,b)eq, (a,b)eq,
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III - CAS DE L'EQUILIBRE. DEVELOPPEMENTS ASYMPTOTIQUES

Lors de 1'équilibre le potentiel éppliqué Uy étant nul on a : ug =1 et
Ve =1, le systime PE se réduit donc & une seule équation ; par ailleurs la
propriété de monotonie de 1'opérateur ¢ ew - "V _ N est évidente, ceci sans
restriction sur la dimension d'espace. Le cas de 1' équilibre justifie donc d'un
traitement particulier. On se place dans le cas olu la dimension d'espace n est
égale & 1,2 ou 3. La jonction T est donc suivant les cas un point, une courbe ou
une surface, elle partitionne Q en deux sous domaines Q, et Q,. Dans la suite on
va obtenir dans le cas particulier ol le dépage N est constant dans chaque sous
domaine, une estimation L? pour le reste d'ordre O du développement asyry&otique

/4 a
en 53 et un estimation H! (sur Q tout entier) pour ce méme réste en € .

III - 1. Equation de base et coordonnées locales autour de la jonction

Le systéme Pe se réduit & une seule équation qui est :

we —lpe
€AY, = 2 e -6%e - N dans @

N + VN2 + ua“)

v /T = log (
e D 252

. n
o Qc R avecn=1,2 ou 3.

D et Fn. Sur la portion de frontidre FD les

conditions aux limites sur Yo sont de type Dirichlet non homogéne, sur r elles

90 se partitionne en T

sont de type Neumann homogéne.

n, désigne la normale extérieure & Fn

N, le dopage, admet un saut & travers la jonction T et est "régulier" sur Q, et

PR

Pour faciliter 1'exposé on se placera dans le cas ou n = 2. On supposera
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t—:”EEn”(;,Q + é SEI (Ee-ﬁ)q 2 < CEHEE:-aIO,Q + ce| wE"”Lioc ”$e‘ﬂ|0’n

* c” we-"’”zz * c”SE-S”L'z ”Tﬁe-ﬂlo,ﬂ + c ‘1’5"”]_,2 lﬂ’:"q 1.0
loc loc ’
loc
* 0” SE—SIILiOCI Ee;ﬂ 1,0 + ce”Ee"”o’Q

ceci d'aprés le lemme 2.1 (car w/n1 e Hz(ni)).
D'aprés le théoréme 2.1 on a :
v - s ce® avec p = 4.
€ 0,0 2

On déduit du théoréme 2.1 que :

p
lIs -Sll,. s ce
€ Lloc

or 0 < a s Se ol o est indépendant de ¢ :

_ - = 1+ 2
=> eﬂwe"“8,9.+ alwe-wli,g Sce P oeP s ce"we"”Lioc P

+ cellw "l . IE;‘$|1,§ + c€p|$;_$|1’ﬂ + CEHE?"HO,Q
d'aprés le lemme 3.1. loc ‘

‘ v v -v ce = _ ce -
2 T g AT g S o B T g+ S5 v ool
ol Y > 0 quelconque, on choisit Y assez petit, indépendant de €.

=> cls”ﬁé"ﬂzo'ﬂ + czlﬁe-ali’n S ce

N — -— p
' - sec =
d' ol Iwe w|1,9 £ avec p = %

By — iill )
”we ||0’Q S ec.
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Soit ¢ une fonction suffisamment régulidre, nulle 'sur un voisinage de la

jonetion, ¢ =1 sur 6, ¢ 2 O.

On pose :

On a alors :

RN AR

€

- _ = (%) (3)
= Os (v~ '] = el Ty * 4

- [s_ ¢ (p w1 - S (v _"¥) ¢ + ol(S ~SHv' 1.
On multiplie par (EE‘E) et on intdgre par parties :

or Es = ¥ sur un voisinage du bord

et Awe = 0 sur le bord PD

- = -v) = T " -y)"
SRR AR
d'ol :

€ é v " (Y -0+ é S€I<w€-w)'|= = ¢ £~¢"we(w€-w)

v lbe f ¢(3)

! we'(we—w) + 2¢ é ¢nwsn(w€—w) + é se(¢v)2(we_w)2

- é (Se-S) Yot (Y m¥) - e é ws"¢'(we-w)' - é (se-S)w'¢<w€-w>'

d'olu :
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Dans le livre de Ladyzhenskaya et Ural'tseva [6] (théoréme 17.4, p. 214)
on trouve une estimation de |[Vu'|| | qui fait intervenir [|Vy'|| q 3V€¢ a > n (n
L L

étant la dimension de 1'espace), or on applique le lemme 2.2 avec y' = ws
p .

”Vwe” q se comportant come € avec p < 0, on ne peut donec conclure.
L

III - ESTIMATION H' LOCALE

Lemme 3.1 : (du & J. Henry et B. Louro [2]).

Soit @ un sous ensemble de Q2 ne contenant pas un voisinage de la jonction

(mais contenant le bord de Q) alors
Vellavll 2 gy 3 e
v ll; ¢ s

ol ¢ est une constante qui dépend de 8, mais non de ¢ (cf. J. Henry et B. Louro

[21).
Théoréme 3.2

Soit 6 un sous ensemble de Q comme ci-dessus et sous les mémes hypothdses que le
théor&me 1.1, on suppose en outre que N/, € Hz(ﬂi) i1 =1,2 alors on a :

q
”we—“IH’(e) Sc(8) e’ avec q =14
" <
lodll Lz gy S (o)
ol c¢(8) est une constante qui dépend de 6 mais non e.

Démonstration

On reprend les techniques développées dans [2] par J. Henry. On pose :
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On peut déduire du théordme 2.1 des estimations sur le reste du
développement pour les densités de courant d'électrons et de trous. On rappelle

que les densités de courant sont données par les relations :

we duE -we dvs
Jne=e a—i—ethe=e a—x—.

- du - -y dv .
On pose Jn = ew x et Jp =e " 5% On obtient alors le résultat suivant :

Corollaire : Sous les hypoth&ses du théoréme 2.1 on a :

= 1/4
"'flne Jn”O,Q s ce

- 1/4
”Jp€ Jp”O,Q Sce .

Démonstration

(u -u)ew
€

> oy = Tlo,q & o oWl g + a7

' 1/4
or logvllg o S Hvmodlg o * lle~¥lly o s ce® + ce
d od o, =T Mo q < ce'/t
€ ]
s = 1/
de méme ”Jp Jp"O,n Sce . -
Remarque

Au niveau du lemme 2.2 (lemme de monotonie) on a utilisé une majoration de

du' - d_ ¥ odu'
gzl » ob u' est solution de gz (e g~ ) = O.

L

Pour généraliser le théoréme 2.1 au cas de dimensions d'espace supérieures ou
égales & 2 {1 faudrait donc obtenir des conditions suffisantes pour que ||Vu'||

. -]

L

soit suffisamment petit.



c,¢ ‘PE"CPEI 12’9 + czllwe—d)sus'n < ce
on en déduit que :
_ Y
”wt': ¢€”0,Q S ce?
lws-¢e'1,ﬂ s c.
On obtient aisément que :

¥
- v||u€-u||0,Q S ce*

A
llve-vﬂo,Q S ce®

1/4
”ue-u||1"2 S ce
174
"ve—v”hn s ce
En effet :
Mugmdllg, g s lumudly o+ llu-lly g
-5 - % =
or ,us uell.ﬂ s c”we ¢5”0.9 S ce® = ”ue_ueuo.ﬂ s cez
- A
et ”ue-u”o,‘2 S ce”? d'apris (2.6)
d' ol | flu_-u|| < cez
e "0,Q

"ve—vuo,Q S ce®.

Par ailleurs’
gl g 8 a5,
1
=> IIuE--u”h‘2 s ce'/t d'aprés (2.8)

A - %
de méme ”Vs-V”!,Q s ce™drapras (2.9).

27
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llu_-ul| S oo -y
© "L¥%a) € lLl

Q)
[u -uly o s cllo¥ly o
On en déduit de méme que
15l . s elle -l
L (Q) L'(Q)

|%,v] 4q 5 cllo Mg g

Démonstration du corollaire

lofl  =lwdl  sofl 5ok
Li(Q) L1 (Q) L(Q)

en faisant 1le changement de variable

X = X,

T e
De méme -y s ce /" é ;
em ”¢€ 0,0 5 ce on en déduit dopc (2f6),‘(2.7). (2.8), (2.9).
Par ailleurs d'aprés le lemme 2.2 de monotonie on a que :

~v ¢ ~¢

1
'~ (2.10) cllv ¢ Mg o 8 I me.) Lue f-ve 9 -(@ef-ve

En utilisant (2.3), (2.4), (2.5), (2.6), (2.7) dans 1'expression (2.1) on
obtient finalement '

Y. .
- 2 - 2 - -
Elwe ¢t—:|1,9 ¥ c“¢e ¢s"O.Q s ceﬂ|w€ d>t»:”0,§2 * celwe 4)(-:|1,9'
Soit Y 5 0 tel que :
1 -¢eY/2 >0 et c-¢cY¥/2 > 0
_ 2 _ 2 E - -
el vt 1,0+ AvollG g 5 ofy + Mlvmelllg o 772 + Tvme |3 o evval

d'ou :



Corollaire .
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- A
(2.6) Jlu -l S ce?
€ L
= A
(2.7) lvo-vll o  Sce
L (Q)
- 174
(2.8) . |u€.u|1’n S ce
- _ 174
(2.9) [ v, vlhr2 Sce .
Démonstration
On pose w = u -u et f(x) = -(e¢e - e% £ on a alor 9—<e¢€ dwy _ df
P € dx* 8 X dx dx avec
w(0) = w(1) = 0. On en déduit que :
1T -9
- S e € fds -5
dw _ f e € _ 0 e €
dx 1 ‘¢€
J e ds
d'ol : 0
1 ¢
: €
X _¢e(t) éfe X -4
wix) = f f(t)e dt - - xf e €
0 1 ¢€ 0
J e
d'ol : 0
. wdu
il o sellell szl o ol S ofle_-vll
L (Q) L L (Q) L'(Q) Li(Q)
oli ¢ est indépendante de ¢
de méme

On a donc :
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1 d -
M (x) = S 3;(Ve Y(x, + t(x-x,))dt
0
1
Ma(x) = [ S (X, + tlx-x,))dt.
0

11 est facile de vérifier que :

d -
Ml seuligztve Mg se
0,J 1
et o

Mol dN
2 O,Ja S c, "d—)z”()’n1 Sec

X=X,
en faisant le changement de variable 1 = e

On en déduit que
1
(2.4) el - s ce? .
2
L2(J,) ,
On obtient de méme

(2.5) el ., sce®.
Lz(Ja)

" 1 ¢ 1 -4 .
A _ _ = € _ - _ €
Pour majorer le terme Ge é (wE ¢E)(uAu€)e + é (we ¢e)(vs ve °, on

doit obtenir des estimations sur (UE-U) et (V;-v) en norme L%, on utilise donc
le lemme suivant :

Lemme 2.3

Soient Ge’ Ve' ¢€, ¥, u, v les fonctions précédemment introduites, alors sous

les hypoth&ses du théoréme 2.1 on a :

Nl o s cle_—ul
e L (Q) € TLi(q)

17, 2 s el
L (Q) L' (Q)

[ug-uly o s clle~¥lly o

Ive_vl 1,0 s C” ¢e"‘b”0,9
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- +
On pose : I = [0, xo - a/2) et I =[x, + a/2, 1] et I =1 oI' ¢
utilisant la relation :

wix,)

(2.2) u(xg)e% TX) _ nixD) = 0

- v(x, Je

On peut réécrire F sous la forme suivante :

-~ ~ -

F(x) = ew(ewM-l)u - e-w(e_wM-1)v - M(x)[2v(x:)e—w(x°)sh(;) + N(x:)(ew—1)]

- +
sur Ia, on procéde de méme sur Ia'

~

On en déduit en utilisant la décroissance exponentielle de y que :

(2.3) Iell 2 q y ce cect ¥ q > 0.
a

I1 suffit donc de restreindre l'intervalle d'intégration 2 J ol
- + -
J, = J, v d, avecJ = [xo = a/2, x,] et J = [x,, x, + a/2].

Sur J ona : M =1, done '

F(x) = uew(ew-1) - ve_w(e—w-1) - 2v(x:)e_¢(x°)sh(;) - N(x:)(ew-1).

En utilisant 3 nouveau la relation (2.2) on trouve finalement :

~

F(x) = 23h(w)[ve—w - v(x:)e-w(x°)] + (ew-l)[N(x) - N(x:)] sur J;

or (ve—lp)/ni e H‘(Q ), en effet d'aprds le lemme 1.2 w/n e H! (Q ), or on sait
déja que : v/ni e H (Q ) et que par ailleurs v € L (9) et e L (Q) on en
déduit donc que (ve w)/Q € H! (Q ) pour i = 1,2,

On en déduit que :
~ .

- G ros v, .
X) = 2sh{Pl{x-X)M,(x) + e (X - XyIM,(x)

avec



ou ¢
e vérifie 1'estimation (1.6).

On introduit les fonctions ﬁe, VE solution de :

¢ du -¢_ dv
e -0 Tt g
3 (0) = u (0) 70 =v (0
€ e € €
(D) = u () v_() = v (1)
On obtient alors :
1 v - b _ -
e|¢e'¢€|?,g * é (w€~¢€)[(u€e ° - Ve 5 - (uee ° - Ve® 1
Ce e ey S )
=T cg € é dx dx we ¢e € dx dx ‘pe ¢e
0 A
1 ¢ 1 -¢
s [ (p =0 )(u-u ) e &+ (v -9 )V -v)e €
0 w€ € € 0 € € £
X ® _ -
(2.1) + f°(¢€~¢€)[((e €_e¥)u - M(x)u(xg)eVXo)*¥)
0
ey - X -
- ((e ~=-e ")V - M(x)v(xgy)e ° ) + M(x)N(x,)]
1 L + w(x+)+h
+ f (¢€-w€)[((e —e)u - M(x)u(x,)e’ " ° ¥)
X

0o
e -y T BN
- ((e ~-e )V - M(x)v(x,)e 07 F) + M(x) N(x4)1].

On étudie ces deux dernidres intégrales. On pose :
T o Wxg) Y 0.y -
F(x) = [(e = - e)u - M(x)u(x,)e 1-[(e "= e ")v - Mx)vixye

£ M(x) N(X,)

sur @, = [0,x,], avec 1'extension évidente sur Q, = [x0,1].

22

~p(x7)-

]
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N , du' .
d'ou IU“U'I1’Q sec HEE%ILm(Q) ”wﬂw'uo’g'

On va maintenant majorer H§54| ®(2)
, L (9

d_ QY du'y
dx (e dx ) 0

On en déduit que :

gu'(x) _ u' (1) = u'(0) e“w'(X)
X 1 ~y' (t)

f e dt

0

d' ol ”E¥4|

o Scu () = uw(o)] se IuA(1) = u,(0)f .
L (a) _

\]
Donc si |v___ | est suffisamment petit, HQE{I 1'est aussi d'ol
max dx Lm(ﬂ)

v, (ue¥ = ve™) < (we? < ve™Vys 2 ofjyeyrz .
0,0

Démonstration du théordme 2.1

~ X=X,

Dans toute la suite on posera 1 = (x = x,)/Ve et ¢E(X) = P(x) + w(—yg—)M(X)- On
calcule alors IE = e<A(w€*¢€), w€*¢€>, ou A est pris au sens des distributions.
(weé¢e
19)

On utilise alors le lemme (1.4) avec 6§ = we - ¢€ et dans 1'expression (1.5) on

= = Ead 2 "
Comme ) =0ona I€ elwe ¢€|1’9

2
remplace g—-lk-par le second membre de (PCL1) et (PCL2), on obtient aprés calcul :
d?t

aelwe*¢el;,9 -
o Ve Ve B R TC IS E R
S (we*¢e) [(use e T=N) = M(x)(u(xg)e “v(x,)e “N(x4))] +
0

1 Ve “Ve . w(x:)+w . *w(x:)*w .
S b =e) [lue "=v e =) = M(x)(ulxy)e “v(x,)e “N(xp))] +
X
] xo 1
Ce ™ E é dx dx (we ¢e) & i dx dx (we ¢e)

[



alors si |v
lors si | max

ol ¢ ne dépend que de y_ et $+.

d (Vb du

dx (e dx) =0

u(0) = §2 e Ua(O/U

u(1) - 62 “u (1)/u

d_ (ov dvy

dax (e dx) =0

v(0) = &2 u, (0)/u
, u,(1)/u

<p=y',

d_ (v dut
dx (e dx )
u' (0) = u(0)
u' (1) = u(1)
d_ "‘\b' dv'
dx (e dx
v (0) = v(0)

vt (1) = v(1)

(e’ = ve ™) = (we” ~ve V) zdy -y

Rappelons bridvement la démonstration de Mock, on a :

or

d' ol

<Yy, (uew - vekw) - (U'ew' - v'e*w')> = <

v

d

f

<=y, vie V

CI "w“w'lls'n +

- eéw')> + <p=y', (u-u') e

ey flv=wlly o llv-v'llg g

e‘PI(uu'l

du'

- dx

) =0

- J (eu’- e
Q

20

Ty -0

| = |uA(1) - uA(O)l est suffisamment petit on a :

03,
v=y', u(ew - ew')>
¢'> “ <P=yp', (v=v'D e

ellvwllz o = edlvwllg g lu=wlly g

) du' d(u-u')

dx dx

.;.w' >
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Théoréme 2.1

On fait 1les hypothdses suivantes N est définie sur @, N e Lm(Q), N est
Lipschitzienne dans un voisinage de 0 ‘et de 1. On Suppose en outre que
/g € c&§°’a(ni) n H‘(Qi) bour un certain @ > 0O et pour i = 1,2 ; on suppose
encore que N/Qi admet un prolongement continu 2 5& encore noté N ceci pour

1=1,2; alors st | v | = | uA(1) - uA(O)] est suffisamment petit on a les

max
résultats suivants :

- (y+ ¢)”o,g Scve

llv,
u - u” S ¢ ve )
I € L2(Q)
_ 1/4
o, =l g see
”vs - v”o’n Scve

174
lvg =y g Sce

ol ¢ est une constante strictement positive, indépendante de €.

Démonstration

On utilise le lemme suivant (lemme de monotonie, ef. Mock [(51).
Lemme 2.2

On se donne deux fonctions ¥, V' telles que :

v SVsT,

VoS s,

N -

ou y_ et y _ sont des constantes. On leur associe alors u, u', v, v' solutions

de :
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Démonstration

Apr&s calcul on trouve que :

Xo A A g%,

c, = /e ! —*(7—) o+ 2/e ] & () 8
]

1.7

X
0
X=X, 1 A X=Xy 42y

+ € f U] (—7—-)

X, _ d?x

La démonstration de 1.6 est évidente en utilisant le théordme 1.3, en effet :

) dM™ dM
sur un voisinage fixe de la jonction I = [x,-a/2, X,*a/2] gy = — ~ 0, les
d2x

fonctions 3 intégrer dans 1'expression (1.7) sont donc nulles, on intégre ces

fonctions en dehors d'un voisinage de la jonetion, on fait alors 1e changement
X~X,
de variable T = —7- on utilise 1a décroissance exponentielle de w et — w ale

pour conclure.

I - 2. Estimation L2 pour le reste d'ordre O du développement asymptotique

Comme on 1'a déja précisé plus haut, notre but est de "valider" en quelque
sorte le développement asymptotique (DA), ceci en obtenant des estimations pour
le reste d'ordre 0. Ce but a été atteint dans une certaine mesure, en dimension
1 et si la différence de potentiel appliqué |uA(T) - UA(OH est suffisamment
petite. Si ces conditions sont réalisées alors le reste d'ordre 0 du
développement tend vers 0 en norme L2 comme /s. La restriction sur le potentiel
appliqué provient du fait que 1l'on fait intervenir une propriété de monotonie
pour 1'opérateur ¢ * u - e Yv-N ot u,v sont déterminés en résolvant les deux
équations de continuité associées 3 y ; cette propriété de monotonie a été
développée par Mock [5]. On soulignera de plus, ce qui fait qu'a priori cette

démonstration ne peut s' étendre au cas de dimension supérieure strictement an.



17

Remarque
A X=X,

Du théoréme (1.3) on déduit en particulier que w(—7——) est borné par deg

constantes indépendantes de €. En effet puisque ¥ est monotone sur ]-=,0] et

(0,+=[ on en déduit que : si w(o ) < 0 alors y est décroissante sur J-=,0], que

A
y reste négative sur ]-«,0] on a done :

;(0—) S y(1) S 0 sur J-=,0].

~

On raisonne de méme si ¢(0—) > 0.

~ X-X

On pose ¢(x) = w(—y——) M(x).

Démonstration 1.4

Sous les hypothdses du théordme (1.1)(11) et si de plus N/n € H‘(ﬂi) pour

i=1,2 alors :

LY

la dérivée seconde, au sens des distributions, de e(y + ¢) se calcule de 1la

fagon suivante :

soit 6 € H}(Q) alors

" ¥o & - X, X-x
o) o _isk (7_) M(x)6(x)ax + J —-i (7—") M(x)8(x)dx
d2x 0 Xo
(1.5) xod 4 1 dw a
8 6
e EE e g e,
XO
ou ¢_ vérifie :
€
q
(1.6) e | sce |of ceci ¥q > 0
. € L3(Q)

ol ¢ est une constante strictement posive indépendante de €.
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De plus w/Qi e (%i(ai) et admet un prolongement continu a 51’ i=1,2et
(u,v) € C%z(ﬁ).

Lemme 1.2

Sous les mémes hypothdses que le théordme 1.1 (dans II) alors :

1 . 1
si N/ni € H (91) on a : w/ni € H (ni)

2 . 2
N/Qi € H (Qi) on a : w/ni € H (Qi).

Démonstration
y vérifie ewu —eW -N=o0 =>¢= log (E—:—Eg—:—gz) ot (u,v) € (H'(2) n L7(Q))
et ol 0 < u; Susu, 0 <v, Sv S vy, onadonc :
N/, € H'(R) => v/, € H'(a). :
De plus g; (&Y %%) =0 => et ¥ %% =c = cte, => %% e L(a), de méme %% e L (q).

On en déduit donc aisément que si N/@, € Hz(ﬂi) alors y/q, € Hz(Qi).

Théoréme 1.3

Sous les hypothdses du théordme 1.1 (II) ; alors pour (y,u,v) donné solution
faible de (PR), le probldme de couche limite d'ordre 0 (P.C.L.) admet une

solution unique monotone sur ]-=,0] et monotone sur [0, +=[.

~

De plus t » y(1) décroit exponentiellement lorsque t + -® et 1 » + =,

pémonstration cf. P.C. Fife [4], (Lemme 2.1 p. 207) et Markowich [11].

Remarque

-~

pans 1l'article de Fife il est aussi précisé sous forme de remarque que : %%

décroit exponentiellement & 1'infini (ef. p. 208 de [u]).
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WOT) + wixy) = $(0T) + w(xi)
W o*y . G (o

et dt (0 = dt ()

on trouve explicitement :

- - . .
= [(U(x:)ew(x°) + V(x:)e—w(x°)) - (u(x:)ew(x°) + v(x:)e—w(xo))

. -
’ + + - + -
+ N(xo) (¥(xo) = W(x,))] /7 N(x,) - N(x,)
_ ) . .
a, = [ulxg)e?®) + vixpre VXod)y L (uxd)e¥ o) 4 y(xl)e V(o))

- + - ) + -
+ N(x,) (P(xo) = ¥(x,)))] /7 N(xy) = N(x,)
(ef. [1] pour plus de détails).
De plus on obtient : 4, = O fo=0 .
Dans [1] Markowich prouve que les probldmes sont bien posés. De plus (¢,
u, v) vérifient les mémes estimations 2 priori que (¢E, u Ve) (soit ecf. I.
(3.1), (3.2), (3.3)). En effet dans [1] on trouvera la démonstration du théordme

suivant :

Théoréme 1.1

H d
On suppose que [N]{xo}_= 0 ; que N/@, € () et que de plus N/@  admet
un prolongement continu sur Q, encore noté N pour 1 = 1, 2, alors le problime

réduit (PR) admet une solution (¢, u, v) telle que :

(u,v) € (H'(Q) n L (2))2 et ¢ € L (Q)

de plus toute solution faible de (PR) vérifie les estimations 3 priori : (3.1),
(3.2), (3.3).
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0= ebo u, - e Vo vo - N
du
4 (gbo 2 -
dx (e dx ) 0
dv
d_ Yo °y
we w0
(PR) Yo = y_en O et 1 [“°]{x°} =0
U, = u_ en 0 et 1 [v°]{x°} =0
du,
= 0 =
Vo = v_en 0 et 1 [e™® 3% ]{xo} 0
dv
_‘po_‘i -
Le dx ]{xo} 0

ol [f]{x ) désigne le saut de f en X,.
o

Dans la suite on notera y,, U,y Vo, Par ¥, u, V.

(b) On obtient le terme de couche limite d'ordre O pour Yy de la maniére suivante

(J; est notée par @3

{ a?y-_ u(x:)ew(x°)+w - v(x:) e—w(x°)_‘p - N(x:) pour T < O
d?¢
(pcL1) { (0 ) = a-
Y(-=) =0
(PCL) <
~ + -~ + ~
%y u(x:)ew(x°)+w - v(x:) e_w(x°)_w - N(x:) pour T > 0
d?t ’
(pcL2) ) $(0) = a+
\ P(+=) = 0

ol a- et a+ sont calculés A 1'aide des relations suivantes :
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On a obtenu le résultat suivant, le reste d'ordre O du (jéveloppemenﬁA
asymptotique est en 0(Ye) ceci en norme L2. De cette estimation on déduit une
estimation sur 1le reste du développement pour les densités de courant

d' électrons et de trous.

Remarque : on n'a pas étudié 1'influence du petit paramétre 6.

II - 1. Développements asymptétiques, probl2me limite et problime de

couche limite

On cherche we’ u_» V_sous la forme de série du type :

. X=X, ' . X=X,

we(x) = Yo(x) + y, (-73—) M(x) + Ve [y,(x) + o, (—73—) M(x)] + ..,
. X=X, : . X=X,

(pa) . ue(x) = u,(x) +u, (—73—) M(x) + /e [u,(x) + u, (—72—) M(x)] + ...
: ~ X=X, A X=X,

ve(x) = vo(x) + v, (—72—) M(x) + Ve [v,(x) + v, (-72—) M(x)] + ...

X=X,
Dans toute la suite on posera : 1 = e et M désignera une fonction qgw

4

qui vaut 1 sur un voisinage de x, et 0 "loin" de x,, plus précisément :
=0 sur [0, x,-al y [x,+a, 1]

sur [x,-a, xo=a/2] y [x,+a/2, x,+a]

o
A
=
A
-

M(x) =
M= sur [Xo-a/2, x,+a/2]

En remplagant (we. U Ve) dans (Pe) par leurs développements
asymptotiques donnés par (DA) et en identifiant formellement terme 3 terme (cf.

[1] pour plus de détails) on obtient les problémes suivants 3 résoudre :

(a) le probldme limite ou encore problime réduit
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da-y d?u d?v
£, £, € e L2(q).
d?x d?x d2x

Démonstration. (ef : Markowich [1]).

II - DEVELOPPEMENTS ASYMPTOTIQUES

On s'intéresse 3 la limite des solutions de PE lorsque € tend vers zéro ;

les conditions au bord sur ¥, U, V_ étant fix8es, indépendantes de «e.

Regardons la 1&re équation du probléme (Pe) ; dans cette équation faisons
formellement € = O, 1le "probldme 1limite" en quelque sorte est alors
ewu - e l"v - N = 0 ; on ne peut avoir pour ce probldme (¢, u, v) € H'(Q) en

effet si c'était .le cas on aurait N € H'(Q), N serait donc en particulier
continue en x, ce qui n'est pas le cas, donc 1'une au moins des trois fonctions
Y, u, v n'est pas dans H!(Q), ceci & cause du saut de N en x,. On voit donc que
par rapport au probl&me initial (Pe) on perd de la régulérité sur les "limites"

de b u_ v Ceci signifie qu'il va y avoir un phénoméne de couche limite au

voisinage de la jonction x,.

Remarque : Pour des résultats de convergence des solutions de (PE) je renvoie &
1'article de Jacques HENRY et Bento LOURO ([2]) ; dans cet article les auteurs
ont obtenu des résultats de convergence, ce qui permet de justifier la validité
du développement asymptotique. Ce phénoméne a aussi été étudié par Markowich.
pans [1] notamment il propose un développement asymptotique formel et 1la
j:stifie dans le cas de 1'équilibre (i.e. u, = 0) par une estimation en norme
L ; on trouvera dans [3] (Markowich, Ringhofer and al.) un autre résultat
d'eétimation Lw, en dimension 1, mais la normalisation du probl&me initial n'est
plus la méme, par conséquent le développement asymptotique n'est plus le méme ;

de plus le dopage N doit &étre supérieur 3 une constante B strictement positive.

Dans notre article on reprend le développement asymptotique de [1]. Le but
est alors d'obtenir des estimations pour le "reste" du développement constitué
par la différence entre la solution de (Ps) et le premier terme (terme d'ordre
0) du développement asymptotique, on appellera cette différence le reste d'ordre

0 du développement.
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et toute solution de (P) telle que (gr U v.) € (H'(Q))® et y_ € L%(q)

vérifie les estimations & priori suivantes :

-u /u -u./u -u /u -u./u
(3.1) u, = 6% min(e T, e ' T) S u s 6% max(e T. e T) = u,
u /u u,/u u /u, u. /u
- + T -
(3.2) v, = 6* min(e y € ) S v 5 6% max(e T. et - vy
(3.3) v_ Sy sSy,
N + VNE + Bg"
avec y_ = log ( ) oU N_ = sup N
2 u, 2
N_ + /NZ + bg"
¥, = log ( ) et N_ = inf N
2 u, Q

Démonstration (ef. Markowich [1]).

Remargue : On retiendra en particulier de ce théor&me que bor Ugos Vo sont dans
L(Q), et que les bornes données par (3.1), (3.2), (3.3) sont indépendantes de

€.

Théor&me 3.2

On reprend les hypoth2ses du thé&or2me 3.1. On supposé en outre que
N/Q; € <%g°’a(n ) pour un certain a > 0, ceci pour 1 = 1,2. Alors toute solution
(¢ » UV ) du probldme (P ) pour laquelle w e L"(Q) vérifie :

(‘P ’ u ’ V ) € % (?M)?°
“fe/ﬂi € %;z(ni) i=1,2
(ue,ve) € G

de plus :
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Dans la suite on remplace 62u par u et &§2v par v. Les densités de courant

sont alors données par :

_ oY du _ v dv
Jn = e ax et Jp = e ax’

On &tudie donc finalement le probléme suivant :

dzy ¥ -y
€ €=e€u€‘e€V€*N
d?x
y_ du
%_ (e € dxe )y =0 sur Q
=y _dv
d € € =
(Pe) dx (e - dx ) =0
u = 62 =y g
_ g2 JU,/u
Ve §“ eA T ' ceci en x = 0 et x = 1
y_ = log AN F 38y 4y s
e 262 AT

I -~ 3. Rappels des résultats de régularité{ d'estimations a priori et

d' existence des solutions pour le probléme pe

Théor&me 3.1

On suppose que N est définie sur @, N € L(Q), N est lipschitzienne sur un

volsinage de O et de 1.
Alors le probleéme (PE) admet une solution faible

(we, u_s ve) e (H'(p)n L ()3
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On pose alors : Y = y/u, ng = n/c, Py = p/c, u_=u, v. =v et X, = X/%.
On pose : Qs = {xs, lxs € .

Pour alléger les notations on supprime 1'indice s, on obtient alors le
probléme normalisé :

2 -
€ v, §2 ewu - 82 e wv - N
d2x .

d_(o¥ duy _ -
a;(e dx) 0 ou x € Q

d—x( e dx) 0

avec
€ u
€ = =2 T et §2 = ni/c.
L2q ¢

Les conditions au bord sont :

-uA/uT
us=e
u,/u
v=2e AT ceci en x = 0 et x = 1
/ 3 i
¥ = log (N 1 hLALT ) o+ uA/uT

282

€ est le paramdtre de perturbation singulidre.

Les densités de courant normalisées sont données par :

go=erel Pety =gz VL

N admet un saut 3 travers 1a jonetion qui se réduit 3 un seul point que 1l'on
notera x, ; N est régulidre sur Q, et Q,.
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On n'admettra bien éﬁr que les solutions pour lesqelles n > 0 et p > 0.

Les conditions au bord sont'les suivantes :

n-p-c¢c=0

np = n; ceci enx = 0 et x = £
n
= -—) + u

b= up log (ni) A

ni est la concentration intrins&que du semi-conducteur, c'est une constante

Up désigne 1le voltage thermique, c'est une constante, ‘on supposera la
validité de la relation d'Einstein, soit : '

d_n=22=u
un  up T
uA désigne le potentiel appliqué avec les conventions suivantes :
0) =
u, ) = u_
uA(l) = u,

o] admet un saut 3 travers ce que 1'on appelle la Johction qui dans le cas ou
n = 1 se ré&duit & un point, la jonction divise @ en deux sous-domaines Q,
et Q,, dans lesquels/ c est régulier.

I - 2. Normalisation
On fait le changement de variable :
w/uT -w/uT
n=n_¢ u p=n, € v
i i
on pose
C=sup|cl e¢ N =-c/c.
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I - INTRODUCTION

I - 1. Equations de base et normalisation

On s'intéresse aux équations régissant les phénoménes semi-conducteurs. On
se place dans le cas ou la dimension d'espace est égale & un. Les équations de

base sont alors :

c) équation de Poisson x €°Q ol Q ¢ R
avec Q = ]0,4[

d dvy _ -
d—x(esdx) a(n - p

%;(dn %2 - un n %%) =R équation de continuité des électrons
g_(dp dp , up p gﬂ’-) =R équation de continuité des trous
dx dx dx

désigne le potentiel €lectrostatique

la densité d' électrons

la densité de trous

est un domaine borné de R

est le terme de génération-recombination, on négligera ses effets,

T D T 3 e

c'est-3-dire que dans toute la suite on supposera que R = 0

dn,dp désignent respectivement les coefficients de diffusion des électrons et
des trous, on lessupposera constants dans la suite

un,up sont respectivement les mobilités des électrons et des trous, on les
supposera aussi constants dans la suite

€S est la permittivité du semi-conducteur
désigne la charge de 1'é&lectron

c le dopage du matériau.

Les densités de courant d'électrons et de trous sont :

4

Lodn o dy
= gldn dx M I dx/

Cq
-
oul

(=]
o
]

) d d
-q(dp E dy
q(dp ix T wp dx).
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La norme sur L2(Q) est donnée par : |[u], . (S |ul? dx]%, elle sera aussi notée
‘ , Q
[l .
L2(Q)
La norme sur L () est donnée par : ”u”Lm( ) = sgp ess | u(x)|, elle sera aussi
it
notée ||y -

U | 2%
La norme sur H!(Q) est donnée par : ||u = (12, + £ D%
Iy, - il g + 2 135
n
du %
La semi-norme H'(Q) désigne : |u|1"2 = [121 I§§Il2]z-

On notera le produit scalaire sur L2(Q) par : <u,v> = [ uv dx.
Y]
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 NOTATIONS
Q@ : ouvert borné de R" avec n = 1y, 2 ou 3
9@ : frontiére de Q
LP() = {u mesurable sur Qet [| ulp dx < @} avec 1 S p < +m»
Q
L"(2) = {u mesurable sur Q et i1 existe ¢ telle que | u(x)| s c p.p sur Q}
H'(2) = {u € L3(a), 3 € L*(2) ¥ 1 € {1, ..., n}}
i

Hi(Q) = {u € H'(q), 3= = 0}
2 1 3%u 2 :
H(Q) = {ueH(Q)’_—_‘eL(Q) Vi.Je{1’ se ey n}}

E)xiE)x‘j

ensemble des fonctions k fois- continliment différentiables sur Q avec

K
¢ (2)
k 2 0. On pose %WQ) = %(Q)
K, = k
% (@) = -ensemble des fonctions u de % (2) telles que pour chaque
multi-indice «a, |a| s k, Dau se prolonge continliment sur Q. (On rappelle

qu'un multi~-indice est un n-uplet a = (@5 eesy an) avec les a, € N pour

o J of
ai et Du = a, a

1
90X, ... axn

u)

i™M3S

{ =1, ..., n. On pose alors |a| =

i n

%““(n) = {ué€ %(9), sup |M_1(<1_Yl| < »} avec 0 < a < 1
— X,¥€Q | x-y]

On munit les différents espaces des normes suivantes :

La norme sur L!'(Q) est donnée par : ”u”L‘(Q) = [ | u]ax
Q
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Dans la quatridme partie, on présente le cas de 1'équilibre. Dans le cas
ou le dopage est constant par sous domaine, en dimension d'espace égale a 1, 2
ou 3 on obtient une estimation L? en 0(53/ ) cette estimation est donc meilleure
que dans le cas général et on obtient de plus une estimation H® globale en
o(e1/u). Dans ce méme cas Markowich [1] avait obtenu une estimation L” en o(Ve),

notre résultat est donc nouveau.

Dans la dernidre partie de cet article on présente des résultats
numériques. On souligne 1'influence du petit paramétre & (influence qui n'a pas

&& 6&tudide dans la partie théorique) sur la validité du développement

asymptotique.
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Dans cet article on présente une analyse par perturbations singulidres des

équations semi-conducteur.

Dans 1'introduction on normalise les équations selon la méthode employée
par Markowich (ef [1]) on fait alors apparaitre un paramétre de perturbation e.
On a alors & résoudre un systdme de trois équations dépendant d'un paramétre ¢,
On s'intéresse au comportement des solutions quand € tend vers 0. Il est connuy
qu'au voisinage des "régions" ol le dopage admet un saut, les solutions de ce
systéme varient trés fortement, on appelle ces régions les régions de couche
limite ; d'un point de vue numérique il est trds difficile d' approcher ces
solutions dans les régions de couche limite, on voit donc 1'intérét d' obtenir un
développement asymptotique pour les solutions, qui nous permettra alors de

résoudre des systémes ne dépendant plus de €.

Dans 1la deuxigme partie on rappelle le développement asymptotique des
solutions du probléme normalisé (obtenu en [1]). Ce développement asymptotique
est en fait formel, Markowich (ef [1]) le justifie dans le cas particulier de
1' équilibre par une estimation en norme Lm en o(Ve) ; on trouvera dans 3]
(Markowich. Ringhofer and al.) un autre résultat d'estimation L2 en o(V/e), en
dimension 1, mais la normalisation du probléme initial n'est plus la méme, par
conséquent le développement n'est plus le méme ; de plus le dopage doit B&tre
supérieur A une constante strictement positive, ce qui exclut en particulier les
Jonctions du type p-n. On s'est donc intéressé 3 une Justification éventuelle du
développement asymptotique obtenu en [1]. Le but est done d'obtenir des
estimations pour le "reste" du développement, constitué par la différence entre
la solution du probléme avec paramdtre e et le premier terme du développement
asymptotique. On a obtenu des estimations L2 en o(Ve) pour le "reste" du
développement, ceci en dimension d'espace égale & 1 et pourvu que le potentiel
appliqué soit "suffisamment petit". On souligne de plus ce qui fait qu'a priori
cette .démonstration ne peut s'étendre au cas ol la dimension est 2 ou 3. Sous

ces conditions on obtient des estimations L2 sur les densités de courant.

Dans la troisi®me partie on obtient une estimation de type H! local en
o(Ve) (le local signifiant que 1l'on se Place en dehors d'un voisinage de la

Jjonction) sous les conditions citées ci-dessus.
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Oon a & résoudre un syst&me non 1indaire de 3 &quations : 1'éguation de
Poisson et les deux équations de continuité. Au voisinage des régions, appelées
jonctions, ou le dopage (intervenant dans le second membre de 1'équation de
Poisson) admet un saut, les solutions du systéme varient tr&s fortement lorsque
la longueur de Debye tend vers 0, les solutions admettent donc des couches

limites au voisinage des jonctions.

On reprend les développements asymptotiques formels obtenus par Markowich,
on cherche & Jjustifier leur validité. On prouve une estimation L? et une
estimation H! "locale" (loin des Jonctions) pour le reste d'ordre O du
développement, ceci en dimension d'espace égale a 1 et pourvu que le potentiel
appliqué soit suffisamment faible. Dans 1le cas particulierA de 1'équilibre
(c' est-3-dire lorsque le potentiel appliqué est nul), sans restriction sur la
dimension de 1'espace, on obtient une estimation L? et une estimation H! pour le

reste d'ordre O du développement.

Dans la dernidre partie on présente des résultats numériqueé.
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ABSTRACT.

We present in this paper a singular perturbation analysis for the
fundamental semiconductor equations ; the singular perturbation parameter is the
minimal normed Debye length of the semiconductor.

We have a non linear system of three equations which are : the Poisson's
equation and the two continuity equations. In a neighbourhood of the areas
across which the impurity doping (which appears 1in the second member of the
Poisson's equation) admits a Jjump (such areas are called junctions) the
solutions of the system have internal layers.

We wish to verify the validity of the formal asymptotic development
obtained by Markowich. We prove, when the space dimension is one and when the
applied potential is sufficlently small an L2? and a "local" H! estimates
("local" means far from the junctions) for the remainder term of order zero of
the asymptotic development. In the particular case of the equilibrium (when the
applied potential is zero), without restriction on the space dimensibn, we
obtain an L? and a H' estimates for the remainder term of order zero of the
asymptotic development. In the last part we present numerical results.

RESUME.
On présente dans cet article une analyse par perturbations singulidres des

équations régissant les phénomdnes semi-conducteur, le paramdtre de perturbation
singuligére &tant la longueur de Debye du semi-conduteur.
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