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RESUME

On decfu,t une méthode d'ELEments ginds poun La simukation dans un
glsement de pwwz@ de déplacements bidimensionnels diphasiques Lncomphes-
sibles. Cette méthode utilise des ELEments §inis mixtes et une méthode de
décentnage discontinu. On présente Les modeles x-y, x-z, -z ¢L comment
imptimenten Les puits dans ces difftnents cas.

ABSTRACT

We describe a finite element method £o sdmulate two-dimensional
Zwo- pha,ae incomessible displacements in an oil gield. The method uses mixed
f4nite elements and discontinuous upsiream weignting. We present the models
x-y, x-2z, -z and explain how to implement wells in these various cases.
MOTS CLES :  Eléments finis, Décentnage, Simulation de REservoir.

KEY WORDS :  Finite Elements, Upwinding, Reservoir Simubation.
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0 - INTRODUCTION

Ce rapport est 1'annexe technique du programme Bidiﬁix, dcrit en commun
par SNEA(Pj,IFP et INRTA. ,

on y décrit comment simuler par une méthode d'éléments finis les dépla-
cements bidimensijonnels de deux fluides jmmiscibles incompressibles dans les
conditions d'un gisement de Detrole.

La formulation des equatlons continues est celle donnée dams [2] qui
1ntroduit la pression globalemmn3751mvlif1er 1'équation en pression. L'&qua-
tion en saturation est une Bquation de diffusion-convection tandis que 1'é- .
quation en pression est une unafion elllpthue. .

Dans l'équation en qaturation, la pression n lntervient que par 1'inter-
médiaire de .la vitesse ce qui justifie 1'utilisation d'éléments finis mixtes
[15] pour 1'dquation en pression. La pression et la vitesse sont alors cal-
culées par une méthode de Lagrangien sugmenté [9].ou-par une autré méthode
[7], plus récente et plus rapide, inspir8e de [16] et exposée dans 1'annexe 1.

Concernant 1’équa£ion en saturation, la convection y étant dominante, on
utilise une méﬁhode de d&centrrage pour les Eléments finis;discontinus qui
est une extension des techniques dBcrites dans [101, [14]. Dans 1l'annexe 2, on
décrit comment on peut luf associer une méthode de limitation des pentes qui
supprime les oscillations et améliore ia stabilité, Cette méﬁhode; proposée

d"abord en dimension 1 dans [17] dans unm autre contexte, est aussi exposée

dans'E71. La saturation étaﬁ% approchée par des &léments finis discontinus,
le terme de diffusion de 1'équatian‘en saturation est approchée encore par
une méthode d'éléments finis mixtes,

Les premiers exposds de la méthode sont dans [6] pour la dimension 1,
et dans [12] pour la dimension 2 guand la gravité est négligée et dans
[8] quand elle est prise en compte. A

La semi-discrétisation en sspace de 1'équation en saturation est
décrite et analysée dans [11] pour une équation de diffusion-convection

lindaire, De plus, la semi-discritisation en espace des deux gquations

[N

couplées a 5té analysée dans [13] ir l2 cas des fluides miscibles.

o
[=}
=

Les articles, [u4l, {5] sont des résumss des techniques utilis@es.
Cependant, dans [5], on utilise une base 3 divergemce nulle '8léments

finis mixtes pour 1'Zquation en pression, c2 que nous ne ferons pas ici.



Dans [4], coﬁme dans [3], le probléme de la représentation des puits est
évoqué. Ony introduit des macro&léments pour simuler les puits dans un
modéle x-y. -

Enfin, lé chapitre IV de [7] contient la description la plus récente
das méthodes décrites ci-dessous, mis 3 part’ la représentation des puits
qui n'y est pas abordée, '

L'oﬁjet de ce rapport est de montrer comment on passe des &quations
continues aux ééﬁationéwmatricielles, c'est-3-dire & un niveau proche de
la programmation emiutilisant ces techniques nouvelles développées i
1"INRTA. '

Dans le chapitre I de ce rapport, on commence paf considérer un

domaine x-z sans puits avec un seul type de roche.

Dans le chapitre II, on montre comment on introduilt le cas de gise-

ments 3 plusieurs types de roche.

Au chapitre TTI, on introduit des puits dont le voisinage est simulé

3 1'aide de macroé&léments.

Au chapitré_ly, on s'intéresse au cas x-z ol des puits verticaux
traversent le maillage.

Au chapitre V, enfin, c'est un modéle r-z qui est construit.

L'Annexe 1 décrit une méthode rapide ‘de résolution des &quations en
pression. A

L'Annexe 2 expose la méthode de limitaﬁion des pentes de la satu-
ration. ' - ’

Une nomenclature i laffin fixe les notations




1. — MODELE A UN TYPE DE ROCHE ET SANS PUITS

1.1. - Les équations continues

Soit @ un gisement polygonal. On suppose, pour 1%instant, qde

dans @ il y a un seul type . de roche et qu'il n'y a pas de puits.

Utilisant la nomenclature. fournie en annexe, les gquations
simulant les déplacementc: diphasiques incompressibles qu'on se propose de

résoudre sont les suivantes @

Equations en .pression -

, . >
(1.1) div g = ©
- 2 e
(1.2) dy = = V(=) d(8) VP + d(s) I 'Yj(S) q;
j=1
Equations en saturation
(1.3) G2 vaiv iy = 0
pr(x,t,s(x,ti)= ;(x,t) + E(x,t,S(x,ﬁ))
(1.4) r(x,t) = - ¥(x) P oy (%) d(S(x,tz)) Vo(S(x,t))
?E)- - - L -
(Xst’k-) bo(k) qu(kpt) + z bj(k)qJ(X)

=1

En absence de puits, les conditions sur le bord de 3Q appar-

. s 41 . .
tiennent & 1'un des trois types suivants :

Frontiére imperméable T, :
- = ~imp~
(1.5) - . - - . -
dg - v =0 (vitesse globale nulle)
N 2
(1.6) r+ I b.(3)q Y = .
( : J(o, j) vo= 0 . {witesse en eau nulle)



. . - Lol
Frontiére alimentée en eau du_type 1 T

N

b

(1.7) P =P, ’ "~ (pression donnée)

(1.8) § =1 (frontigére saturée en eau)

[ 3%

Frontiére aliment&e en eau du type 2 T

-

T

N (vitesse globale fixé&e)

(1.9) ZIO X

(1.10) § =1 . (frontiére saturée en.eau)
De plus, on a la condition initiale :
5(x,0) = So(x), x € Q.

1.2. = Les &quations apprdchées

On comstruit sur Q un maillage fait de triangles et de paral-
lélogrammes. On note?:‘;1 1'ensemble des &léments du maillage etd%, 1l'en—
semble de ses arétes. Chaque frontié&re Fimp’ fw,Fé est supposée &tre un
'sous ensemble de ﬁ%. '

Pour 1a'discrétisation en'temps: on utilisera un schéma expli-
cite et pour la discrétisation en espace, on utilisera les &léments finis
mixtes pour les termes du 28me ordre et une extension des schémas de
lesaint et Godunov pour les termes du ler ordre.

On suppose que les données sont telles que Pd est constant
sur chaque aréte de P;, qy comstant sur chaQue aréte de Fé et So € Mﬁ.

S; est par exemple un prolongement de S par continuité sur T,
imp 0 imp



Equation_donnant (P“,En)

o

f ..o _ : 0
(1.11) fgﬁlv d = V dx = 0 Vv ¢ Mh

' 1 -} »n > n > -2 Ny, -1

(1.12) /; L2 P dx - /; Pldivsdx=J_, ¢ «v;(8)Y d;

Q d(sm) Q 2 5o
n> >0 0 > >
- j , Pgs ovody V8 e X, s.vln or2
PW 1mp

(1.13) qo,vk' =0 ,

L’ équation.(l 11) est 1'équation (1.1) multipliée par des fonctions
test. L'équation (1.12) est 1'équation (1.2) multipliée par des fonctions
test et oll 1'on a intégré par parties en tenant compte des conditions aux
bords (1.5), (1.7), (1.9). Les équations (1.13) traduisent les conditions
aux bords (1.5), (1.9). ' |

I1 reste maintenant 3 approcher les &quations en saturation

-~

(1.3), (1.4), (1.6), (1.8), (1.10), qui font intervenir, tant & 1l'intérieur

de O que suf sa frontidre, le débit d'eau. Au vu de (1.4), i1 est donc natu-

rel de définir le champs des débits d'eau ggzgx) 32 1l'instant n par :

‘% Tx) = 2R &)+ F0(x,57 (x))

OU.:
1.13ter) ¢=n . 2 ‘ ~ .
(1.13ter) 9 1y = b (K)F%&x) + I b, k)q, () ¥xed ,¥kel0,1]
0 0 o1 j _
>n  -n -5 -
T qo s ql’ q2 € ?{(})‘

I1 v a par contre un probl2me pour définir le flux de 122 x)
i travers une aréte A du maillage : bien que'sur chaque ar8te A les compo-
santes normales des champs ;, E s ql et q2 soient continues (puisqu'ils sont
tous dans Xh 1), la composante normale de q sur une aréte A n'est pas con-

tinue, par suite de la pr&sence des coefficients D (S Y. b (S ) et b (s" ) et



de la discontinuité de s sur A. Il faut donc, pour définir le flux d'eau

@n(Y) J en un point ¥ de A, choisir la valeur de S que l'on utilisera
w
pour calculer la trace sur A de i (y,S ).v (c'est ici qu'intervient. le

décentrage).

On définit donc le flux d'eau, en tout point y d'une aréte A,

- ->
que l'on notera encore par abus de notation @w.v(y) :

q): LYy = TR .Y+ v )_.3

ol ¢ est choisi tel que :
(1.13quarto) )
(v,8).% = signe (s"(y) - s (y)).

Min _ {signe (Sn+(y)-Sn_(v))?n(Y,k)-—\§}
ke 1™ (v), 5"7(y)

La saturation de Godunov ¢ ainsi dé&finie dépend du point vy de A
ol elle est évaiuée. La saturation £ n'est pas nécessairement définie de
fagon unique par (1.13 quarto), mais le flux fn(y,g) v 1'est (c'est donc
lui que 1'on stockera ulterleurement, aux points de Gauss de chaque aréte).
Dans (1.13 quarto), S (y) et s° (y) sont les valeurs de ST en v de part et

d'autre de 1'ardte A, + et - correspondant 3 1'aval et 3 1'amont par rapport

& la normale 5. Remarquez que ?n(y,g) v ne fait que changer de signe si l'on

change 1'orientation de 5, puisque 1'argument du Min reste inchangéd ! lLa

définition (l.13quarto) du flux d'eau est donc bien intrinséque.

Dans le cas particulier oi 3& = aé = 0 et ot le fractional flow by
est constant, la définition (l.13quarto) revient a prendre pour £ la satura-
tion amont par rapport au champ des débits globaux ab : on retrouve la techni-

que de décentrage de Lesaint.

Nous pouvons maintenant décrire les approx1mat10ns utilisée pour

les &quations en saturation.



. e
Equations donnant T

En multipliant Ia deuxiéme &quation de (1.4) par une fonction

- - - o . ~ . .
test s ayant un flux nul a travers ;imp’ et en intégrant par partie omn

trouvé, en utilisant (1.8), (1.10) :

- 4
(1.14) L L v : SR8 dx = I a(Sn)div s dx - fl 2ot(l)s.v dy
f PCMd(S ) Q rw;‘ Fv[+
: - >
¥s5¢eX s IP. =0
imp
et (1.6) est approchée par :
~ I
(1.15) PR gy = - 1 Py B Sy ¥AeT,
. imp
A . A
ol :
~1a saturation £ est déterminée, en tout point v de Pimp’ par :
2, = > . n-1 V
£(v,E).v = signe(§; - Snlr ) .
) imp imp
. M4 . +1 - ->
(1.16) Mlg_ 0 {signe (S? .- Snlr Y £(y,k).v }
k €I( 5, ° » S 'F ) imp imp .
imp imp .
oﬁsn| = trace intérieure de s sur T.
T. imp
imp

On a utilisé la notation-ETet non £ car £ n'est qufune approxima-
tion du £ défini en (1.13quarto) : pour avoir T =¢£ il faﬁdrait dans (1.16)
remplacer S?Tl par'S? . Le "découplage'" utilisé dans (1.16) a pour but
d"éviter un c%gglage ent%gples dquations (1.14), (1.15) et (1.16), qui néces-

. . . o . s >N n
siterait de résoudre un systéme non linfalre en r et SF
imp



‘Equation_donnant S?
imp

En multipliant maintenant la deuxidme &quation de (1.4) par des

-
fonctions test & ayant un flux nul en dehors de Fi

p et en intégrant par
partie, on trouve :

Spooa(sh ) 33 dy = - fo—— v Jax + [ as™ v s
(1.17) imp imp . 9) cM as™ 2
> =0 -> >
¥seX. , 8.V no0 =0, s.V] 20
h’ E)Q\I.‘i I‘imp
n+l

Equation donnant §

En utilisant les définitions (1.13ter) et (1.13quarto), 1'équation
(1.3) est approchée par : ‘

f"?- S At" S v ‘dx - f "—ﬁn(X). VV(X)dX + b f Q_? .3 (.Y> V(,Y) d’\.
K ' K ¥ : A c3R A
A #T.
(1.18) | * i
¥ K ¢ h ? ¥ v e h/f}l

~ -> - . ~
ou ¥ est la normale extérieure i K.

On remarquera que l'on a tenu compte explicitement, dans le

dernier terme de (1.18), du fait que le débit d'eau &tait nul sur Pimp'
Ceci permet de corriger, au moins au niveau du bilan, 1l'erreur 1ntrodu1te

par le decouplage dans (1.16).



1.3. = Choix des bases des espaces de dimension finie

On note nt, ng, na respectivement les nombres de triangles, de
quadrilatéres et d'ar@tes du maillage. On note encore ne = nt + nq et
nsat = 3 nt + 4 nq. On a :

dim,M& = nsat dim Mg = ne , dim iﬁ = na

Lles degrés de liberté d'une fonction de Mﬁ sont, pour chaque
- - i R ) . . O
&1ément les valeurs de la fonction aux sommets, ceux d'une fonction de My
sont les valeurs de la fonction au barycentre des &léments et ceux d'une

. 20 oy ' . «
fonction de Xh sont les valeurs des débits de la fonctiom & travers les

arftes du maillage, apr8s avoir défini un sens positif de traversée de
-~ L Ped . - . . O
ces arétes. Enfin les degrés de liberté d'une fonction de T}H‘Timp) sont

les valeurs de la fonction au milieu des arétes de Timp"
—

MR XP | ™ (Fimp)

n
Cimp
1 .0 =20 0
, Les bases correspondantes de Mh’ Mh’ Xh’ TMh(rinm) sont
respectivement :
(v, :} v} 3, . v, 4
K,j Ke?} K Ke, A’Acdk A'Ach
i=1,...,ns{K) Acl"imP

ol ns(K) est le nombre de sommets de 1'é8lément K.

On écrit alors les inconnues dans ces bases :

ns(K) N N
s= T I S.v = £ R, s P= L P, v,
- A SA
ke j=1 KiK. Ak ket N
a T qQ S I  SEXT
940 = A Sa - v
Aeﬁh 1"imp Aeﬁh TAA
AcT



- 10 -

Les vecteurs des composantes seront notés :

j=1,...,n§(-K) .
Q= (QA)Aedfl | Srimp =(SEX1};)A@%
AcT', )
lmp

On introduit encore les vecteurs Qj = (QjA)Aed@l{l’ j=1,2

P e . ->
formés des composantes d'approximations des champs a4 dans _)Xget les wecteurs

a 1 . S B
P,=(P,) ol P =——-—/P dy s1 AcT et P, =0 sinom
d dA Ae&% dA mes(A) A d w dA
)- .
: 2
Y Q= (Q,) oli Q =[qdy.siACI‘ et Q, = 0 si AcT,.
d dA Ae% dA % d W dA imp
AcT, T
_ lmp

La phase de discrétisation des Equations approchées (1.11),...

(1.18) consiste 3 les écrire sous forme matricielle.

1.4, - Ecriture matricielle des &quations en pression

Ecrivons les équations (1.11), ..., (1.13) en utlllsant les

bases de Mh et iﬁ

(1.11bis) 1 Q, j divs, .dx=0 VK €T
Aefy T K
. 1 -1 > > » . ) . > '
1. -
(1.12bis) IoQ, /., oo ¥ Sy - spdx- T Py /~ Vg div sy dx
Ae&h Q d(87) Ke“f’h Q '
2 n. -] Q.
= I Q..st)w ;.;dx—P f . vy
j=1 Aed Ja 7% ) A dg

2
VB edty, B £ (T, uT )

L0 s s P 3 0
ol v'est la normale unitaire 3 I, extérieure a



Qy = Qy fAedInAC.r

(1.13bis) QA =0 VA_ e,ﬂ'h,' A c rimp R

Notons :

Zyg = +1 si A c 3K et le sens positif de traversée de A est sortant de K
t4 .
-1 si A c 3K et le sens positif de traversée de A est entrant dans K

- . . . - . ': '. ' . .
Soit DIV la matrice (DIVK,A)KGZ"h (le ler indice est l'indice de ligne)
Ae.ﬂa
f - 0 si A ¢ 3K
' DIV = ‘ai : = c gK

(1.19) K, A div ‘,SA dx ZA,K si A )
K

Donc dans la ligne K, DIVK 5 €st mon nul pour les 3 ou 4 arétes de K,

2

suivant que K est ‘un triangle ou un paralléiogramme, et vaut alors ZA K’
. . b

- . ~n R . . - N
On note ensuite AD la matrice symétrique (A'DA,B)A,BG@}’I

~ 1 -1 > ->
(1.20) Dt = [ v o8, . s, dx
B g as™ AR

s
. = n . s PP .1
‘ Soient AI'J , J = 1,2 les matrices symetriques (ANA,B)A,BGS%
(1.21)" CATT =/ y.(s™M oyl s, .5 ax
. . ~S A B
Q
On note encore FPDIR la contribution du second membre de 1'équa-

tion en pression des conditions deDirichlet.le vecteur (FPDIRA)A j&’ " tel que
¢ %

, 0 si A¢ rlr
(1.22) . FPDIR = 32 Py SiACvaly
A,Q A
Enfin F'EZ sera le second membre des équatioms (1.12bis) :

(1.23) Q™ = AT{" . Q, + AT2" . Q, - FPDIR



Il reste ensuite & tenir compte des relations (_i3bis) cequi
PR . . ~ Tl ~n
est fait en modifiant localement lamatrice AD et le second membre FQ et

R . ~n ~n
aprés modification, on les notera AD et FQ .

Finalement les &quationms (1.l11bis),...,(1.13bis) s'8crivent

sous forme matricielle :

D" | -“prv Q” | | F"
(1.24) - = |e—1-
oIV | © p" 0
ot DIV est la matrice transposée de DIV.
1.5. — Résolution numérique du systdme linéaire des Equations en

pression

Le systéme linéaire (1.24) des équations en pression est un
grand systéme lindaire svmétrique de dimension na + ne mais qui n'est pas

défini positif.

Dans 1'annexe 1, on expose une méthode directe de résolution de
ce systéﬁe, qui consiste en fait a le rgmplacer par un systéme &quivalent.
Mais ici, on d&crit une méthode itérative, la méthode du Lagrangien augmenté
[9] qui utilise la‘fu@me particﬁliére dussystémel(l.Zé). Introduisons le

Lagrangien d&fini sur R™%x R

g(s,V) = <2l AD".s - ¥Q",8> - <V,DIV S>
: - . . na ° ne
ou <,> dénote le produit scalaire de vecteurs de IR~ ou de IR .

11 est facile de voir que (Qn,Pn), solution de (1.24), est

solution du probléme de point selle :

SQ,P™ = Min x Max J(S,V) = Max Min Z(5,V)
Se ™ ve R Ve R™® seR™?

On peut donc envisager de résoudre le systéme (1.24) en pti—
lisant un algorithme de recherche de point selle, par exemple 1'algorithme
d'Uzawa. Malheureusement, un tel algorithme appliqué directement 3135 ne

converge pas.
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On introduit alors le lagrangien augmenté :
& (s,v) =<(8,V) + w <DIV §, DIV S>
&

11 est facile de constater que les points selle de 2 et J’!w sont les mémes '
puisque si S est un point selle de & il vérifie div § = 0. Cependant
1'avantége de:fw est que l'algorithme d'Uzawa converge pdur{f@,

.

s e . e n,k
Ecrivons le. C'est une méthode itérative. Connaissant P’ &

1'étape k, on calcule (Qn’k, Pn’k+l) par :
: . k.
- Etape | :.i‘w(qn’k,an’k) = Min Jw(s,Pn’ )
Se IRT2
n,k+1l n,k DIV .n’k
P’ = PN - Py Q

- Etape 2 :
ol bk e IR.

En pratique, on prend Py = w et on note que 1l'étape 1 &qui-

vaut & résoudre le syst@me linéaire de dimension na :

~n
ko,

Gp® +wtpIv.DIV) Q%K = EpIv.P"® FQ

dont la matrice ne dépend pas des itérations k de Lagrangien augmenté.

. e esms oz . n,0 n-1
Evidemment, on initialisera les itérations par P > =P
1.6. — Ecriture matricielle des Equatioms en saturation
Nous allons mettre les &quations (1.14)...(1.18) sous forme

matricielle, les coefficients des matrices et des second membres &tant expri-

-~

més i 1'aide d'intédgrales sur des &léments K et de valeurs moyennes Sur des

arétes A.

-

Pour exprimer commodément les débits d'eau, tant a 1'intérieur

d'un &lément que A travers d'une aréte, nous définissons sur chaque aréte A

. n )
une fonction F, de la saturation k ¢ [Ol1 par :



(1.25) Fp (0 =by() Qg+ I b Q,  ¥Aek, ¥kelo]

3

LI N

1

Cette fonction est le flux du champ %n(x,k) défini en

-

(1.13ter) 3 travers 1l'ar8te A :

(1.26) FZ (.= 5 Fy,0. 3A dy ¥ A GdL’ ¥k elo,1]
’ A

Mais comme, pour k . fixé, la composante normale de %n(y,k)

sur A est constante le long de A (puisque 38, El et 32 sont dans ﬁ%),

Donc FA(k) s'écrit encore :

(1.27) F; (k) = ?n(y,k). GA x longueur (A)

Ainsi la définition (1.!3quarto) de la valeur de Godunov £

en un point y'de 1'ar8te A se réécrit :

VAea‘?h, ¥ ye A

FR(E() = Signe (8™ (y) - $%7(v)) Min {signe(s™ (v)-s""(v))FL 0
- ke 1(s™ (10,57 (v))

ol + et — correspondent & l'aval et 3 1'amont par rapport i la

(1.28)

normale positive sur le cSté A.

Nous pouvons maintenant &crire commodément le débit d'eau i

travers chaque ar@te A ; définissons pour cela une fonction de la saturation

que nous appellerons "débit d'eau partiel”™ par :

(1.29) QPR (k) = R + FR(k) ¥ k e [01]

A

Le nom de cette fonction est justifié par la formule suivante

(qui découle de (1.13quarto) et de (1.27)) :



n: o > ' , A
Cforiean =§53, (). lmg A vy whedh
(1.30) (QWPX(S(y)) est le débit d'eau qui trayerserait 1'aréte A s'il

8tait partout &gal sur A 3 sa valeur au point y de A).

~

L'expression de QWPX ((y)) est alors donmnée, d'aprés la

premigre équation de (1.13quarto), (1.27), (1.28), par : .

(1.31) QPR (E(r) = Ky + Fa(e(n) ¥yea, ¥ heothy

-~

On voit aussi que le débit d'eau total a travers 1'aréte A est

n-—

(1.32) QWA MoyA {QWPK(E(Y))} = moyenne Sur A de QW?Z(E(Y))

. n
Equations donnant R

L'équation (1.14) se réécrit :

1 . -1 > = . n . g
n
. I, R, [ 3—3rs™y V¥ s,.s.dx = [ o (§)div s, dx -
As&‘h A. 5 CMdi' I) A B ) 3 B
(l.ll&bis) - (!(1) f —S>B.-\-)> d’Y ¥ BE%, B¢F imp
Bn(FIU Tz) '
woow
ol 3 est la normale extérieure 3 Q
et 1'dquation (1.15) devient, en choisissant pour 3 la normale
positive sur A : '
. no_ P P X
(1.15bis) R, = Moy , (FA(E)} VA, Ac rimp
ol

{ T est déterminée, en tout pointy de A < rimp par :

B o — _ . n-! n
’ ; Fy(8) = 2, p Signe(S EXT,  ~S N
(1.16bis) '
. . : . -1 n n
Min __  {z, . Signe(S EXT, ' - S"|,) F,(k)}
k ei(s ExTy |, 87| A A ATTA

. . T
= trace int8rieure de § sur A c T.
imp
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L3 encore, £ donné -par (1.16bis) est une approximation,

obtenue par découplage en temps, du £ donné par (1.28). On peut aussi re-
marquer que, dans (1.16bis), comme A est une aréte imperméable, 30.3 A =0
n

A dans (1.25) est nul.

c.a.d. QZ = 0 et donc le premier terme de F

On peut aussi remarquer que, méme si on ne découplait pas

dans (l;lébis) (c'est-a~dire si on remplagait § EXTZ_] par S EXTX), la

condition (1.15bis) s'écrirait :
n-—
QWA =0

c.a.d. traduirait seulement la nullité du débit d'eau total & travers

1'ar8te A, ce qui n'implique pas (cf.(1.31)) que tous les débits partiels

QWPZ (Y) soient nuls le long de A.

Equations donnant SEXT" :

. 1 -] > -
o SEXTR) [ 3,.% dy = - I R, [: ¥ 5,5, dx
B A e H &% P.d(s)
Vv it
n . > . '
(I.l7bis) + éa(S ) div SB dx ¥ B 682.;, B c Timp
¥ ol V est la normale extérieure de Q
A

Equations donnant Sn+]
En utilisant la notation (1.29), 1'équation (1.8) se rédcrit :
ns(K)

n+l n

L S, . =S .) f¥ ..v, . dx.=

j=1 ¢ K,3 K:J) K K, K,1

At T ;S oQupR(s™(x)) 3, (x).Vv, . (x)dx

A 3K K A A K,1
(1.18bis)
- At Iz Moy {QWPT (E(y)) v, .(¥)}
A < 3K ALK A A K,1
ol 1'on pose par d&finition
n,, - :

Qwp,(E(v)) = 0 4 ¥yea  VAc rimp



Rappelons que l'exclusion, dans le dernier terme de (1.18),
des arétes A de rimp avait pour but d'avoeir um bilan en eau exact, malgré
les approximations faites (cf remarque aprés la formule (1.16bis)) dans

1'approximation de la condition "débit d'eau nul" sur rimp' On arrive au

méme résultat dans (1.18bis) en imposant, sur les artes A de Iimp’ que

les débits d'eau partiels QWPK(E(Y)) soient nuls. Cette fagon de représen-—
ter 1'imperméabilité de Fimp a 1'avantage de rester valable lorsqu'il n'y

: -
a pas de presasion capillaire (il suffit alors de poser r = 0 et de sauter
les étapes donnant R™ et SEXT).
Considérons d'abord le systéme (1.l4bis), (1.15bis). On

. R . : drri AR
introduit AR la matrice symétrique (ARA,B)A,BeﬁB ¢

~n 1 -1 = >
(1.33) AR, = j; ——yt e T oax
AB U0 p 8™ s " %

.

On définit enmsuite AMOY" la fonction de Mﬁ telle que :

VK €T, AMOYn‘IK = ESET]T(T [K a(s™) dx

et on note de la méme facon le vecteur AMOY" = (AMOY?)V’Q, tel que :
. N ‘.\c_c.h

n n
= »'é
AM@YK AMOY™ | K

-> . > 0
Comme 8g € ig, on a div sp € Mh et donc :
: ) 1 / n . >
n, ,. = _Z —— OL(S)dXXj/d].VS dx
]~ a{S") div Sg dx = ket me s(K) X 'k B .
9] . h :
=[AM0Y“,div§
Q B

Introduisons le vecteur FRALl =

dx

(FRAIA)Ae&kh tel que :

~ 1 2
(1.34) FRAL, = éuAQQu(l) sitacT u T
jo siA¢ Tt u T2
Al w W
et 1e_vecteur :
(1.35) - FR® = “prv . AMoY® - FRAL

On tient compte des relations (1.15big) en modifiant locale-

. n ~n ~
ment les matrices AR &t le sscond membres FR© et on les notera aprés modi-

fication Ak? et FR
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Le systéme linéaire (1.l4bis) (1.15bis) s'écrit domc sous

forme matricielle :

C(1.36) AR". R" = FR"

Concernant (l.17bis), on a simplement 3 inverser la fonction

autant de fois qu'il 'y a d'arétes dans Pimp'

En notant, pour tout B ea%h, B c Fimp

0 = n_ ~ 0
(1.37 | ?EXTB AMOYK ~. ZB’Q ARA’B.RA

est d&fini en (1.33).

oi K est 1'élément de??h adjacent & B, et ol ARA B
14

. Alors (1.17bis) s'écrit :

(1.38)  SEXT™= o~ @EXT®) VB e, BcT

B - B imp

-Les équations (1.18bis) sont une suite de petits systémes

linéaires de dimension ns(K) associés 3 chaque élé&ment K.

)

‘On introduit la matrice symétrique ASK = SK. .). .
, y ! @ i,j7i,j=1,...,ns(K

telle que :

(1.39) ASK, . = [ v, . v, . dx.
l’J Kw K’J K’l
et le vecteur FSKT = (FEKF). défini par :
17i=1,...ns(K) P '
FSKY = 1 qwpl (s™E, Vv, .dx - n
iT L I’{;'A( )8y Vv jdx 25, KM% tQwe, (2(v))vy
(1.40) ‘% ¥ Ke:Eh, ¥i=1,2,..., ns(K), avec :
n
f QWP,(E(¥)) =0 ¥ yeA W¥WACT, .
\ imp

Si on pose ;

n _ n n n
SK” = SK.). t =
( 1>1=1,..,ns(K) el que SKi SK

1'équation (1.18bis) se réduit 3 :

+ ~
(1.41) ASK(SK™! - k™) = At FEKD ¥ K e‘(?h



REMARQUE

Dans le but de simplifier quelques formules en vue de la vectorisation
des calculs, on peut introduire des triangles appelés "fictifs'". A toute

ar@te du bord A ¢ gd < BENZ, - on associe un triangle fictif que 1'on note

_ h

KA et qui se trouve & l'extérieur du démaine (), La réunion de ces &léments
est notée ‘O@hf‘ On note encore P et S . les vecteurs tels que :

P = (P}

K )
K € %h u Afahf
$ = (S .) j=1 ns(K)
Ri? _, _ s s s
K e %h u %hf .

Les conditions aux bords & pression imposée sont prises en tompte en écrivant

n -} > =
ij(S Y ¥ S, Sp dx
Q

VB e, B¢ T Ty

ol K]‘; et KE sont les &léments, éventuellement fictifs, adjacents &
1'aréte B, quand om suppose que le sens positif de traversée de B va de

ILD;&ra KE

De méme les conditions aux bords 3 saturation impos@e sur les frontiéres

alimentées en £au ' sont prises en compte par :

= Fand 1 2 3 =
S =1 ¥acT uT ., J=1,2,3
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et 1'dquatian (1l.14 bis) devient :

_1 > = _ 1 _' “n
f d(S y Vo sysg dx = mes (K3) f a(s7) dx
A ec&f - . Ké

1. on o '
- m f a(s Ydx ¥ BE@Q{E, B ¢ Pimp
2

%

De plus, KA étant 1'€lément fictif d'une aréte A < rimp’ on pbse :

S 4 = SEXT,, ¥Ac Timp » 4 = 1,234

et les équations (1.16 bis) premnent la méme forme que (1.28) oli S est
remplacé par g. ‘

Ainsi l'introduction des &ldments fictifs permet de ne plus avoir &
distinguer informatiquement les ar8tes sur le bord de des arétes inté-

rieures.

1.7 - Intégration numérique

On calculera les intégrales sur chaque é€lément K par une formule

d'intégration & npi(K) points GK,, i=1, coer , mpi(K)

i’
npi (K)
(1.42) J £(x) dx = mes(K) z e f(GK,)
K,2 L
K 2=1
En pratique on prendra npi(K) =
Pour un triangle, les points GK,, %=1, ...4, sont les points de coor-
o 11 3 1 3 1, 3 1
données barcycentriques respectives (¢, %=, %), (£, =, ), &, >
1 ; 55?5 5’55 5
(255, % et =2 =13, o  =-2.
3* 3> 37 . K, 48° T K,4 16
Pour un. parallélogrammes les points g» £=1, ..., 4 sont les 4 point
de Gauss de coordonnées respeetives
1 1, 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
= @+ =(1 - — =3 2 201 - 23 X
2 T 30 - g, Ga o, 2+ 7300, GO -9, 30 3,

1., _ 1.1 1 1
(2 (1 75), 2(1 —73—)) et eK,Q, —2&_’ ,Q=‘1, eea .



Ainsi la formule d'intEgration sera exacte pour les polynSmes P3
si K est un triangle ou Q3 si K est un parallélogramme.

Certains auteurs déconseillent 1'utilisation de la formule d'intégration
proposée ci-dessus pour les triangles car elle utilise un poids négatif.
Dans le cas oii on rencontrerait effectivement des difficultés i1 fandrait
revenir, pour les triangles, i la formule d'intégration utilisant les mi-
lieux des cBtés qui n'est exacte que pour les polynsmes AP2. En effet, la
formule d'intégration exacte pour les polynbmes P3 avec des poids posi-
tifs exige 6 points d'intégration ce qui serait tré&s couteux.

Les intégrales sur chaque aréte A seront calculées par une formule

d'intégration a npi(A) point GAQ, 2=1, ... , npi(A)

_ : : npi(A)
(1.44) J £f(x) dx = mes{a) I e £(GA,)
AL 2
A ‘ - =1 !
En pratique on prendra :
8, , ==
'(1,45) npi(a) = 2 ; AL 2

et ies deux points d'intégration seromt les deux pcints de Gauss de 1'ar8te,
La formule d'int8gration est alors exacte pour les polyndmes de degré 3.

Notons K 1'&lément de référence.

5 A P
%, x5 -
A
1 1 2
A
A2 K A1 ou A3 K A1
0 - —3 0 = - r
A3 1 X, A4 1 X %,
et notons FK la transformation affine qui fait passer de K i K
(1.46) . X = FK(x) = BK : R4 bK

ol BK est une matrice 2 X 2 et st Rz.
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On notera,

b b

BK - »11 12
b21 b22
(1.47) . mes (K) si K est un parallélogramme
Iy = |det BK] = ‘
2mes (K) si K est un trianmgle.

Introduisons les fonctions de base sur 1'élément de référence :

Pour le triangle K :

b4 -1+% N x
o -~ ~ -~ ~ 1
owm={1 57 (®) = oW -
1 %, 2 %, 3 ~14%,
(1.48a)
v, () = % 92(_}?) = X 93(5&) = I'X]_"xz
pour le carré K
2 0 {-1+x (0
%, 1 x SN L
[ 55 (&) = { st (X) ={ € (R) = 5, (B j
| 10 2 }fcz 3 0 4 -1+
9,18)= & (1-%)) 7, (®)=%, %, F,(®)=],(1-%)) 9, (==&
D'aprés [15] on sait que :
- Tl =z oL op 7ol
| Vaeced 5, |- 25,k T B Sy o Fy
(1.49) .
¥i=1, ..., ns(X) v =9, o0 F-.1

K,i i K
oi le triangle K et 1'ar8te A sont les images respectives du triangles K

et de 1'ar@te A par la transformation Fre

Montrons comment on calecule les intégrales que nous avons rencontrées.

Les calculs des coefficients de AD, Al'J, J=1,2, AR définies respec-



tivement par (1.20), (1.21), (1.33) &tant analogues, prenons AD comme

exemple.

D'aprés (1.20), on a :

n _ 1 -1 -> 0—»
ADA,B é TG Y 5,5y dx
si A+ B et A et B sont deux ardtes du méme &lément K ousi A~ = B e
Acd n K. '
n ;o1 -1 > > 1 -1
= — o o ¥ es dx
ADA,A D) b4 S,°8, dx + [ ) )" S,
K . K
. . 1 2
si A =B ¢ 30 et R 0 K, = A,
Dans les autres cas ADn = 0,

Donc le calcul revient a &valuer 1'intégrale :

-] > =

N \y °
S 'Ezgny 8,° 5y dx
oi A et B sont deux ardtes de K avec Zventuellement A =B .
Introduisons les notations 3

) ,8=580F,

5, 0=
SA— S, K

Al * Sa2

et supposons que Y a &té approché de facon constante par €lément.

Alors en utilisant (1.47), (1.49) il est facile de vérifier que :

2 2
| - z,.Z b b
1 e AK”BK 11 21 1 o~ o~
(1.50) I — Y " gers  dx = + f sy S,,°S,, d%
x4 A "B Je WI[K Yol /2 43 "al "Bl
* bxlyl iz 3 ) S 3ty Gar %t faie) &
1K 2K x S
2 2
N BT R U
¥ ¥ © d@ a2 %2 °F
e 2/ K
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Introduisons le tabeau AE de dimension AE(3,ne) tel que :
1 b112 | 212
AE(1,K) = = » +
Ix ¥ [k Yk
1 b,.b b,.,b.
1 711 12 21°22
(1.51) AE(2,K) = T
- K 1’1( 2,K
y 2
. b
AE(3,K) = ;. . 12 + 22
PR NAPERE A

Pour calculer les inté&grales présentes dans lexnambre de droite de (1.50) on

utilise la formule d' integratlon (1.42) et comme S(GK ) = S<GK,Q,) on a

. IR npi (K) mes (K)
é—Td(S ) Y SA" SB dx = AE(I,K) 2‘51 d(S(GKQ)) X @K,z(sgl Bl)(GKl)
npi(XK) mes (K)
* AE(Z’K)'%, AR,y k.0 Ba1 Bpp * B Bl)(GK,Q)
npi(K) mes{K) - -
*OAEG,K)- T TEEEY) %, 0 Ba %27 (OF) | 2y w2y ¢
2=1 L
Introduisons le tableau PSK de dimension ruﬁﬁ), ns(i),3, npi(R))
- PSK(A,B,1,2) = mesk - OIE,SL . (sAl"sBl)(GKg)
(1.52) Pszf(A,B,z,z) = meskK - @K . ° (sAl Sp, * A2 Bl)(GK}L)
PSK(A,B,3,8) = mesK o eK,l . (SAZ.SBZ)(GKR)

En pratique il y aura deux - tableaux PSK 1'un pour le triangle de

A A A

référence et 1'autre pour le carrsd de référence (et PSK(A B s1,%) = PSK(B,A,1,0)1).

On obtient donc la formule :

-1 - >

(1.53)

~ ”~

ol A, B

dans 1la transformation F

/ *—lﬁ— Y © g 5
X d{sh) A B

sont les cOtés de 1'3lément de référence, antéc

dx =~ 2

3 npi(K)

Zo, I AE(L,K) I
AR 4 S

A~ A

e 7 i Q’.
d(sn(GI<2)) PSK(A,B,1,%)

&dents de A, B

R



On note que les tableaux AE et PSK sont’ 1ndepnndants du- pas de temps.

De la méme fagon pour calculer ATJ donnés par (1. 21) on utilisera la
formule d'intégration. '
npi(K) . o~

AE(4,K) T (S(GK )) *PSK(A,B,1i,%.
1 2=1

'”_1—3---»_'
(1.54) i.Yj(a)Wv S,'5p ZA,KZB,K

<
EA

it W

j=1,2.

En ce qui concerne AR donné par (1.33), afin d'éviter 1l'apparition de
saturations negatives ou plus petites que 1, on utilisera une formule
d'intégration moins précise, celle utilisant les valeurs aux sommets.
De plus, &tant donné qu'en cas d' imbibitdon pure,sans aucune. convection,
i.e., Ej =0, j=0,1,2, les saturations calculées sont en fajit comns-
tantes par morceaux, On n'utilisera dans la formule d'intégration que

1a valeur moyenne de la saturation dans 1'&lément. On note

1 ns (K)
B e a9 o { L= -t
SK s (D) iil Sg.1 la yaleur moyenne de la saturation dans 1'€lé
ment K et PKi’ i=1,..,ns(K) les sommets de 1'élément K. Alors on utili-
sera la formule :
_ oz z
(1.55) P Lyt 3,5 ax = K BE
K “cMlK d(s) Pom|k d(Sp)
ns (K) -
E ) § 8
:‘_[A (1,K) 2:1‘ mes (K) (SAl SBl)PK!L)
ns (K) - :
+ AE(2 5,,°8
(2,K) Q:; meg(K) (sAl I SAZ Bl)(PK )
ns(K) -
89 z 2 ~ (8 b h»
+ AE(3,K) z mes K (8,, SBZ)(pKZ)j'
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-
 Une autre intégrale délicate 3 calculer est [ QWPA(S) sA'VvK i dx
K s

qui intervient dans (1.40).
Grice & (1.49), (1.42) et comme S(GKQ) = S(GKQ) on a :

> - Yy X ous A
é QWPA(S) 5, va,i dx ZA,K é QWPA(S) SA‘VVi dz
~ npi(K) _ + -
= ZAK mes(K).gj1 @ﬁ,ﬁ QWPA (S(GKQ)) SA'vvi(GKR)

Définissons le tableau AEGK de dimension AEGK(npi(K), ns(K), ns(K)) par :

~ _ ~ R .2* . “‘ A
(1.56) AFGK(Z,A,i) = mes(K) OK,lsA Vvi(GKZ)
L=1, ..., npi(K), ¥ A c 3K, 3= 1, ..., nel®

Dans la pratique, il y a évidemment deux tableaux AEGR, 1'un pour. le triang]

de référence et 1'autre pour le carréd de référence.

Avec ces notations, on obtient donc :

npi(K) ~ A~ :

. ‘- +o jad o '
{1.57} i QWPA(S) N VvK,i dx Z,x zii AEGK (%, A, 1) QWPA(S(GKQ))



Quant & la matrice "ASK définie en (1.39), on la calcule exactement

. = r&a L.
‘(1.58) ASKin ¢KJK E Vivj dw ¢K JK ASKi,j

et plus précisémment on a besoin de som inverse (cf. (1.41)) qui est

ask™! = —J——l-;’;— Asg!
K 7K

REMARQUE

Les calculs précédents ont &té faits en utilisant la transformation
(1.49). Cela n'est pas indispensable. On peut aussi faire les calculs direc-—
tement en utilisant une expression explicite des fonctions de base de
1'&lément courant. Une telle expression est obtenue en utilisant les coordon-
nées barycentriques par rapport aux trois sommets pour les triangles,et les

coordonnées dans un repére lié a deux ¢5tés non paralléles pour les parallé-

logrammes.

1.8 - Récapitulation

A - Prélablement & ia boucle en temps

1 - Construire

- ——— . o s -

- le tableau AE défini-en (1.51),
- les tableaux -PSK - et AEGK définis en (1.52) et (1.56),
- le tableau DIV définis en (1.19)

2 - Déterminer

- le paramétre W d'augmentation du Lagrangien augmenté pour
les équations en pression.

3 - Calculex

~ les wvecteurs Q1 et Q,
e

- une saturation initial
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- . n
Données i 1'instant ¢t

n_,.n _
S '”(SK,i) , 1=1, ..., ns(K), K é%gh
n-~-1 - n-1
Sramp = (SEXTp Dpp
imp
n-1 _ , n-l
P =@, ¥ %
“h
n n

Calcul de (P, Q)

Successiveément :

{3

~

En m€me femps, construire la matrice AD" dé&finie en (1.20)
en utilisént la formule (1.53), construire la matrice AR®
définie en (1.33) en utilisant la formule (1.55), et calculer
A" Q + AI2" Q,"

Former ie second membre FG des &quations en pression donné

par la formule (1.23).

Entrer les conditions aux limites de da&bit imposé sur Fimp et

Fi, c'est-d-dire modifier AD" et ﬁbn en AD® et ﬁbn.
ny

: ' i ~ n t . -
Construire la matrice AD + w- DIVeDIV et la matrice de preé-
conditionnement si nécéssaire (on ne préconditionne &videmment
pas & chaque pas de temps, mais seulement quand leg itérations

de gradient conjugué deviennent trop nombreuses).

Effectuer alors les itérations de Lagrangien augmenté, ci-desso

k. étant 1'indice des itérations.

- p™O _ Pn-l
n,k _ i n,k = 5
- P €tant donné, calculer Q * en résolvant le systéme
lingaire : (D" + o prv-DIVIQ™'® = Tprv p™ K 4 FOO.
-~ calculer ensuite Pn’k+1 par :
po kL _ ok b1y QRok

n,k

n : : e e
- poser P =P lorsqu’un test de convergence est satisfait



D - Calcul de R?l S?

imp
1 - Calculer le second membre FR d&fini par (1.35), et conmstruire

4 . n
la matrice de préconditionnement assocife a2 AR .

2 - Entrer les conditions de flux capillaire imposé (1.15bis) sur

rimp pour-chaq§e ar8te A < Fimp K

i

- calculer FX(E(GAi)) i ... , npi(A) par (l.1l6bis)

1,
- calculer Moy, {Fz(g) }='%.(F2£g(GAi) + FZ(E(GAZ))

- modifier AR et FR"® en Aﬁ? et FR® de fagon & tenir
compte de (1.15bis) clést-3-dire RZ = MoyA {FZ(E)}

3 - Résoudre le systéme linéaire

AR" R" = "
4 - Calculer FEXT" donné par (1.37).

5 - Résoudre, pour chaque B ¢ Timp’ 1'équation & une variable

réelle :

n _ -1 n
SEXTB = Q (FEXTB)

Noter qu'en 1l'abscence de pression capillaire, il suffit de poser

R” Z 0 et de sauter 1'étape D.

E - Calcul de Sn+1

s™ est calculé par 1'équatiom (1.41) dont le second membre FSK
est dommé par (1.40).
On calcule le second membre FEK en effectuant une boucle sur les

ar3tes A de Gﬁfho On initialise done FSK & zéro :

PSR, =0 ¥xe%, ¥i1=1,2, ..., ns(K).
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Puis, pour chaque aréte A de Gﬂ{h, on procéde de la facon

suivante :

1 -

Former la fonction de la saturation k :

2
n _ n n
FA(k) = bo(k) QA + .f bj(k) Qj
j=1
Déterminer les 8léments K+ et K adiacents_é A, K+(resp

) - > - .
étant 1'&lément aval (resp. amont) par rapport a Vo (vA fixant

le sens positif de traversée de A),

Calculer les débits d'eau partiels QWPAQ s =1, ..., npi(A)

aux deux boints de Gauss de 1l'ar8te A :

a) si Ac Timp QWEA, =0 =1, ..., npi(A)

b) si A ¢ Pimp on utilise (1.31) avec Y= GAi’ i=1,...,n

on pose : SIGNE = signe (Sn+(GAi) - Sn-(GAi))
KMIN = Min ls“*(cAi) , 877 (ca )}

+ -
KMAX = Max  {s""(cap) , s" (cap)}

On détermine QWPA, = SIGNE * Min {SIGNE*FZ(k)} i=1, ... , np

k ¢ [KMIN,KMAX]
On pose,

QWPA, = QWPA, + RZ | i=1, ... , np:

i i

(On’ a alors, comme sous produit du calcul, le débit d'easu 3
travers 1'ar8te A que 1'on peut stocker éventuellement pour
impression :

npi(a)

sz = 2__2_1 Op g QWPA,

- Ces quantité&s ne sont pas requises pour la suite des calculs).
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' ) + -
4 - Calculs des contributions de 1'aréte A & FSK et FSK %

a) calculer les "débits partiels d'eau" QWPK aux points de

de 1'élément K :
QPR, = QUEL(ST(GKy)) =1, ... » pi(®)

b) pour chaque sommet i de 1'&lément K, 1la contribution

de 1'ar8te A est domnnde par (1.40) qui se réécrit :

npi{K)

FSK, = FSK, + Z, )X AEGK(%,A,1) + QWPK,
L=1
npi(A)
- 2, zz; . By * QWPA VK,i(GAQ)

¥ i=}, ... , ns(K)

Noter que la dernilre somme est la méme pour les deux &léments

K+ et K et peut donc n'dtre calculée qu'une seule fois.

5 - Lorsque la boucle sur les &léments de A est déterminée,

les seconds membres FgKi, i=1, ... , ns(K), K Eﬁ%;b sont

calculés. Il ne reste plus qu'd résoudre, pour chaque élément

K de @5;, le systéme liné&aire de dimension ns(K) :

1

ASK(SK™! - sk™) = At FSK



- 32 -

11 - MODELE A PLUSIEURS TYPES DE ROCHES

Pour simplifier les notations, on se contentera d'un cas avec
deux types de roche seulement. Soit { un gisement et deux zones Q] et QZ
correspondant 3 deux types de roche différents.

~

On»npte F12 = 391 n amz et OQ = Q] U 92 n PIZ

Pour chaque zone, un jeu de données physiques est fourni et il

lui correspond un ensemble de fonctions de 1'espace et de fonctions de la

_ saturation qui seront notées avec l'indice de la zone en indice supérieur.
On prolonge de fagon &vidente chacune de ces fonctions 3 tout
le domaine en disant que dans la zone de définition, elle est égale 3 la
fonction prolongée. Les fonctions prolongées n'auront pas d'indice supé-

rieur. Ainsi pour o

¥x e R a(S(x)) = al(Si(x)), i=1, 2. lorsque x ¢ 5i

Bien noter qu'avec cette &quation :

Poy(x) = PéM (x) dés que x € ot
(2.1)
-> . 1 ~
q, (x) =—§1(x) dés que x € Q-
2 ' pR
. . . 1 2
t d é i
e onc que, vu la discontinuité possible de PCM et PCM'Sur F12
(2.2) q,(x) # VP
. G o
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~

Les équations s'écrivent dans chaque zomne Qi’ i=1,2
(2.3) divEci) =0
v i ooi , qledy 3 il
(2.4) ot = = yrat(sh vet + a7 (S) I Y.
0 - g1 3 j
i 3§' 2 i i-i
(25) ¥ + d1v(r hor o bi@sha) =
= J J
j=0
(2.6) the - yler as(s)) vel(sh)

On reprend les conditions aux limites (1.5),.,(1.10) du ﬁaragra—

phe précédent et une saturation est donnée 3 1'instant initial dans .

I1 est i noter que la saturation S n'est plus, en général, continue

(méme en présence de capillarité) sur la frontiére T 1 séparant les deux types

2
de roche. En effet, la continuité de la pression LdPL llzire Pw - Po impuse sur
Frz la relation :
i 1,1
(2.7) PCM(x) pc(S )y = Pw Py P (x) P, (S ) ¥ X € FIZ

De méme, la pression globale P n'est plus continue sur r12’ car la
continuité des pressions eau et huile-impose la relation
1 o1y _ ] 52 2 2,.2
(2:8) P PCM(x) Yy (8) = 3 (PW + Po) =P PCM‘X) Y (87) ¥xeTl,
I1 faut donc modifier les équafions trouvées au §I dans le cas d'un

seul type de roche, de fagon & cecnﬂelleS‘représentéﬁt dans chaque ., les équa—

tions (2.3 3 6), et verlflent les équations (2.7), (2.8) (ce qui assurera la

continuité des pressions eau et huile d'un type de roche a 1' autre) et la con-

tinuité du débit global d'eau a travers Pl (ce qui assurera la continuité des

débits d'eau et d'huile).
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Le champs des débits totaux ?0 ayant un flux continu 3 travers T

_ 12°
il est naturel de 1'approcher, comme précedemment,

AR . Pp*

Exemple pour_une_aréte A ¢ T

12
(‘Pd < P‘\ PA est un nombre qui
\ approche la trace sur
A .
- d A de la fonction (con-

— Y
'}qojh : tinue) P

-> - ,o/
par un champs qg = z QA 8, € ??«'

Ae:dfh

> . . . . e e
Par contre, le champs r des débits capillaires, qui est par dé&finition

‘+ ’ . - R v . . ~
(2.9) r(x) = —‘l’l(x) PéM (%) dl(Sl(x,+) Vocl(Sl(x)) dés que x € Qi
pourrait &tre appx-'oché par ;:H = z ‘R1 T dans Q, et par —r>2 = z Rz?
pourrait A TACA I 2 A CA
A e cr\.h : A e L‘/‘%h
dans 52, ce gui conduirait 3 calculer deux valieurs RA et RA sur les arétes A de

1"]2. Par suite de la continuité du débit d'eau 3 travers A, ceci ndcessiterait,
- . . . ' . . n

en présence de pression capillaire, de calculer deux valeurs distinctes de FA(E)

(cf (1.25)) sur A, alors qu'il n'en faudrait qu'une seule en absence de pression

capillaire.

Afin de simplifier (un peu) la formulation, et pour que le cas "sans
pression capillaire" soitiun cas particulier du cas "avec pression capillaire",

P 2 .
on décide d'approcher _1: par ? = RA?A € Xﬁ : il n'y aura donec, sur cha-

A eza“f
que aréte A (y compris situés sur Pl‘zsl'f'. qu'une seule valeur R, du flux capillaire

'ﬁ\s

5& >* / E 1 te A e T
O - . xemple pour une aréte
‘ } duscontineite du S
"5‘
! ol 2
‘ S, et SA sont deux
.y :A ' nombres qui approchent

la trace sur A respec-

I3

. 1 .
! tivement de § et de S°

. e 1 Z
\i'/ leur différence SA' Sp

'R approche la discontinui
A de S sur A.
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Enfin, nous conserverons pour S et P les espace d'approximations

(resp. M; et Mg) utilisés précédemment.

2.1 - Voyons maintenant les modifications 3 apporter aux équations

approchées du § 1.2

. Pour toute fonction @ discontinue au passage de T, oM introduit
son saut Sur F12 par :
P2
fel, = o 0
(2.10) |
oi 03 = trace de © sur F17 du coté de 5j

. Comme on 1'a remarqué précédemment.en (2.2), il faut d'abord

. + I3 3
modifier 1'équation donnant le champs Ay qui devient :

I v~ I{l. S = [Py div S -/, Poy 5.V
( % % 30
: ’ | - =0
(2.11) _ - J [PCM]Z'S'vl ¥s e X,
' 4P

- . -z P - =
olivest la normale extérieure a Q et v] celle extérieure a Ql.

PR A S SR TU SUP S LU TR SRS () S R
[ 2" 52 cM Sy T oM 2
ST Q Q o,

: 2wl le} FRY
r M Tem T %Y
12
¥ s elih ), ¥s8, ¢ Xh (@,) tels que
1 1 2 2
(2.12) .
5.9 =0 3g. /T i =1,2
sj.v = sur i 1o =1
- -5 _ =d -5 3 ]"
S,-\)] = Sz-\)l sur 12

- => .. - o~
ol vl = normale extérieure a Ql'




- 36 -~

Le seul terme supplémentaire, dans (2.11), par rapport au cas d'up
seul type de roche est 1'intégrale sur r12 du saut de PCM' L'8quation (2.11)

détermine complétement 3; dés que le saut f PCMlﬂde la pression capillaire

sur T, est connu .

Mais alors 1'équation (2.12) détermine la valeur moyenne des deux

traces de la pression capillaire sur T'ipe Ceci est dii au choix que 1'on a
> > -

fait de n'avoir qu'une valeur de q, -V sur FIZ (et non une valeur 3 gauche et

une autre 3 droite), qui interdit de fixer indépendemment e saut et la va-

leur moyenne des pressions capillaires sur le.
- . . - + -
On aura exactement la méme situation pour les champs 19 et r.

On remarquera que lorsque PCM prend des valeurs constantes, mais

différentes, dans Ql et QZ’ alors la solution Zl de (2.11), (2.12) est identi-

quement nulle (ce qui &tait encore plus évident d'aprés sa définition (2.1)).

- . + i - -
Par contre 1'équation donnant qr4 est . inchangée, donnons la pour mé-

sv'3 3 =sp divi-s e 2T ve e
Q A Q G 0 G h
(2.13)
ol v est la normale extérieure i
B
-+ Bguations donnant @n,qn)
- Par suite de la continuité du débit global ZO sur P12’ 1'équation
(1.}1) reste inchangée
(.1 [ div g .vde =0 ¥ovoe Mg

)
193
Par contre 1'équation (1.12), qui exprime que EO approche VP

a4 1l'intérieur de chaque Qi’ va faire intervenir le saut de P sur PlZ’ c.a.d.
d'aprés (2.8) le saut de PéM YJ(SJ) :
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[ TS - [P div S =L 5 v (8D) ¥, % dxes PheY
Q d(sh Q g j=1 4 r
+ > ,
(2.14) - {12 [PCMy(S)II2 s.v, dy
¥ s € ig s 3,3 = 0 sur T. et F2
imp W
Les conditions aux limites sont inchangées :
. -n > >n > _ 0 2
(1.13) 4 -V = 0 sur Pimp , qq-V = a4 sur Pw

(on pourrait aussi écrire une &quation du genre de (2.12) qui donnerait la

valeur moyenne des deux traces de P sur F12)

Les équations (1.11), (2.14), (1.13) déterminent parfaitement

38 et P das que EPCMy(S) B; est connu. Ceci implique de connaftre les "traces"

Sln et S2n de s de part et d'autre de le . Or ces "traces', (comparables

T2 T2

. . . oY N - -~ - P .
a la trace Sr sur le bord imperméable), ne pourront &tre calculées que simul-

»>nl
4

: _ - m 1 s : .
tanément a p(en effet SFn est différent de la trace sur T17 de la restric—

tion de Sl 3 K, comme on le %git sur la figure de la p.33).

La prise en compte de plusieurs types de roche introduit donc un
£

couplage entre les équations en pression et celles en saturation.

équations donnant ;n’ Sln . S%n s S? :

12 12 imp

Le champs capillaire ;n étant (cf.(2.9)) le gradient, & 1'intérieur
de chaque 5i, de la fonction a(S) discontinue sur rlZ’ 1'équation (1.14) est

remplacée par les deux équations :
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5 dx = [d(s™) div 5 dx - f a(1)3.7 dy
M Q . ' ly72
. I‘wul‘w

- ICIZ[OL(Sn)' ]; 5'”'\’]',

(2.15)
. V‘g e-ig telle que 3.3 = 0 sur rimp
ol Hb(sn)Jl - aI(Sln y - aZ(SZn,) :
2 T T
12 12
31 = normale extérieure 3 5]
et
: i .
I v, s ~! T8, = L as™div &, - [ a(sMdiv s,
Ql%ﬁl(sﬁ szm{gf) Q Q,
2
L CR LD I CLaB P
12 12
. - ~ > >0 ,~
_(2.16) < v s, € ig (Q]) , ¥ 5, € Xh (Qz), tels que
> > ~ ,
SV = 0 sur anj / Ty i=1,2
> > _ > >
Sl'vl- SZ'VI sur I']2
oli v, = normale extérieure i Q..

1 1
-auxquelles-: il convient de rajoutér la condition de continuité de la pression

capillaires :

1
@.17) Py p_ (S

In ) = 2 2,.2n
CM

P p(S )
Tig cM T2

Les &quations (2.15) a (2.17), plﬁs les conditions aux limites (1.15),

(1.16) sur T D’ inchangées, forment un systdme non linéaire déterminant

}’“=<R“,Aea’r’)et33“ = aeek ATy, 5=1.2.
A A T, h 12
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e )
‘On remarque que la pression P™ et le débit global qg n'apparaissent

nulle part dans ces équatioms, sauf dans les problémes de minimisation du

type (1.16) sur les frontidres oii le débit d"ééu est imposé,

PN . - - : . ‘e Cosl ~
Le débit (eau + huile) g n'étant pas nécessairement imposé sur ces

- >

frontiéres, (qo.v _ nul sur_PimD, donc connu, mais 1% ne sera pas con-

D

nu a priori sur les ar@tes bordant les macroéléments des puits d'"injection),

il y a 13 un autre couplage entre les &quatioms en saturathon et en pression.

inchangge.

P P '
précise le débit d'eau a?: - sur T,

n
. ’

Enfin 11 reste & calculer ST
imp

e n+l
. équations donnant S

L'équation (1.18) reste inchangée, 2 condition de définir de facon

-
Jn.v a travers T

r'4

Or on a vu que @

11 n n., -
' Y= orov o+ £(x,8). v

! , ' . . -1 In E ‘ez
Vu le choix sur l'approximation de r , i.e. r.eXh, on a continuité

n > .. . o P '
de r .v a travers le. Pour‘'avoir une valeur unique du débit d'eau

v 12° il faut donc définir une valeur unique de
-5
?n(x,sn)v . Or une application brutale de (l.13quarto) donnerait

dgux valeurs différentes de part'et d'autre de F]2. On considérera.

donc que les deux types de rqche'al et 52 sont séparés par

P

e

Interface

qui est toujours donné par (1.17),
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une mince interface contenant des fluides 4 la saturation non réduite
SH, 3 laquelle correspond pour chaque type de roche, une saturation
reduiteA SHl et SH2 On déterminera SH en &crivant que la trace

?1 sur la frontidre séparant Q, et 1'intervace (déterminée par

1
1.13 quarto avec les données du premier type roche) est égale i la
trace de gzn'3 sur la frontiére séparant 1'interface et Q (déter~

minee par 1.13 quarto avec les données du deuxidme type de roch e).
On verra, en écrivant les équations correspondantes :

- qu'il y a toujours, en chaque point de T au moins une saturation
q Yy J q P 12

SH € [0,1] répondant au probléme (ies saturations réduites correspondantes

SH1 et SH2 ne seront pas nécessairement dans 1'intervalle [o0,11)

- que la valeur du déhit correspondant, elle, est unique

~ ~ 1 o}

~ que si les types de roches sont identiques dans Ql et &2, SH® = SH
1

est la valeur de Godunov est déterminde par (1.13 quarto) dans I(S

et le débit d' eau est le débit obtenu dans le cas d'un seul type

de roche,

%2.2 Modification des 8quations discrétes

. Calcul préalable des champs El et EZ

Introduisons la matrice AQ = (AQAB, A, B e j?h) définie par :

. -1 > =
2.18 = e
(' ) | AQAB é b4 S, "5y dx

et le vecteur DAQ = (DAQA, Ac le)

(2.19) DAQ, =




(2.

20)
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i) Le calcul de Ez_par (2.11) suppose que.l'on s'est donné au minimum :
— une valeur moyenne Pch de PCM sur chaque elemeng'
— une valeur moyenne PCMA de PCM sur chaqug aréte A de 39

- + ) ) ~ N
— deux valeurs moyennes PCMA et PCMA sur chaque aréte A de F12 (corres

pondant & 1'amont et 1'aval par rapport 3 la normale positiwe N de

1'aréte A)

héﬁm AéqL ST

En pratique seules sont données les valeurs moyennes de PCM sur

les elemnnts, et 11 faudra s arranger pour générer, d*une facon ou d'une

autre, les traces PCMR’ CMA et P CMA : !

- pour A € 3Q une solution raisonnable est de prendre :

= ‘ 4 . 1818 bt S
PCMA PCMK od K egt 1 elemept de TQh

adjacent a A
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- pour A € 1‘12 on a deux possibilités (cf.figure B.40),car la méme famille

de valeurs moyennes PCMK peut &tre considérée comme approchant soit une

fonction discontinue (& gauche), soit une fonction continue (3 droite).

a) si on choisit d'interpréter les PCMK comme provenant d'une

fonction discontinue, on peut (par exemple) poser :

+

(2.21) Py, " Py = Pog - PCMK+

et calculer 32 par (2.11) qui s'écrit, sous forme matricielle

(2.22) AQ.Q2 = FQ2

ol le vecteur FQ) = (FQ2,, A ¢ c:{’h) est défini par : 30
! A
‘ ZAK(PCMK - PCMA) s1 A< a2
- + . .
@.2)FQ2 = { Cgy- = Poge = Pgy = Pgy) siAcT,
( Fomk= Pox* sinon
(avec le choix (2.21) pour la discontinuité de PCM’ FQ2 est nul sur I’lzf).
On calcule ensuite, sur chaque ar8te de I‘]2 :
P+ P.. = P + P
j CMA CMA — “CMK™ CCMKY
(2.24)
- DAQ,.Q2, - I  AQ,..Q2. + I AQ,..Q
At T L e Mt T A
B # A B#A
C‘)n‘ bis 1 18 - . . - + ~ d T
n a bien calculé d, ainsi que P A P CMA .sur chaque aréte de 12°
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b) si on choisit d'interpréter les PCMK comme provenant d'une

fonction continue, il suffit de remplacer (2.21) par :

(2.25) PCMA‘ - PCMA = 0

et la suite des calculs est inchangée.

ii) le calcul deﬂa1 par (2.13) pose moins de problémes, car la profon-

deur Z(x) est en pratique une fonction continue dont on connait une

expression analytique. Il suffira donc de résoudre le systéme linéaire :

(2.26)  AQ.Q} = FQ4

ot le second membre FQ4 = (FQ#A,‘A € %@h) est définition par :

Z, g L Moyy [P (x)} - Moy, {P ()} 1 siAc 50
(2.27) FQq, = |
Moy, - {PG(X)} - MbYK+ {Pc(x)} sinon
avec .
I,,G(x) = —Dmg Z(x) o
(2.28)
o T g byt eg)

. Bquations en pression

Pour chaque aréte A de Flz,‘on définit les traces amont SK’

n+ R L >
et aval SA de S par rapport 3 la normale positive Va de A, (ces deux
- n- n
traces sont constantes sur chaque aréte A, donc SA et SA sont des nom~
bres compris entre 0 et I}, que 1'on suppose ici connus {en fait, on en
connalitra seulement une approximation). Il suffit de modifier le second
‘membre de (1.24) en posant :
. 1
si AcT
W

Zy,5Faa

- -, n- + + . n+ .
(2.29) FPDIR, = { P Y (S ) = Py ¥ (54 siAcT,

0 sinon
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Une fois Pn, 38 calculés, on peut si on le désire calculer les

traces PZ- et Pz+ de P sur les ar@tes A de PIZ' I1 suffit de poser, pour

toute aréte A de r12 :

DAD; = / ! “’_'];A'gA - 7 ! g~ ?A.ZA
K d (Sg-) Kt 4 (skt)
NN - -1 > > - + ] - = _
(2.30) DAI"JA = K£ Yj(SK_) ¥ §y08, £+ Yj(SK+) y 8408, ] 1,2
¥ A« Flz
et de calculef'Pz- et PZ+ sur chaque ar@te A de r12 par :
: n- o+ STt < | e | - TAT oD
(2.31) Py, +P, = Pp- + Pry {DA.DA .Q, = DAT1,.Q1 DAI‘2A.Q2A}
- L {".q - A" .q1, - aT2® .q2.}
B 3K AB"“B AB"*'B AB' B
B # A
+ & {ADT .q. - ATI® .01 - AT2" .q2.}
B o 3Kt AB°“B AB"*'B AB' *“B
B #A
- + — - - + + +
(2.32) Py - BT - Pam Y (Sp ) = Bo, ¥ (SR

+ : : .
(Le calcul de PZ et PZ n'est pas nécessaire pour la suite des calculs).

~ . - +
. eéquations en ;n, SZ,_SK . SEXT™

L'équation (2.15) et les conditions aux limites (1.15), (1.16)

se traduisent encore par 1'équation matricielle

(2.33)  ARTR® = FR®

oi FR" dépend maintenant des inconnues SZ—, SZ+ par l'intermédiaire
(cf. (1.28)) du vecteur FRAI modifié de la facon suivante :
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. . 1 2
ZA,Q a(l) si AcT_ v T
. -, n— + n+ ', .
(2.34) FRA1A= (1 (SA ) - o (SA ) si Actl",.].2
0 sinon

Définissons le vecteur DAR = (DAR,, AC:PIZ) par :

- - >

‘_nw,"s*A.A—f___‘__:_n_l'*
" .

K™ Poyg -9 6¢-) K+ Poygad (St

-5
S,

| .
(2.35). DAR, = [

oi K~ et K' sont les éléments adjacents i A (cf. figure ci-dessous)
NI,
\_

Alors les relations (2.16) se résument 3 :

a-(SZ_) + a+(SZ+) = AMOY™  + AMOY;.g.

K
n . n n
(2.36) : - DAR™.R, - . L AR + I AR
- A'TA B o AB - AB 5B
B # A B #A
¥ Ace€ Flz
et (2.17) se rééerit :
- - n- + + n+
(2.37) Py Po (sA ) = P Pe (SA )

Les équations (2.33), (2.36) et (2.37) forment un syst&me non

n- n+
et,SA pour

. . . . . .
lin8aire d'équations qu'il faut résoudre pour avoir r , SA

AeT

12°
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- On remarque que ce systéme non lingaire ne dépend pas de
Pn;qon, sauf lorsqu'on modifie AR et FR™ en AR et FRD pour tenir compte
des conditions aux limites (l.15bis) et (1.16bis) sur les frontidres i .

débit d'eau imposé (dici rimp seulement)

On remarque aussi que, puisque 1'on sera problablement obligé
d'itérer pour résoudre le systéme non linéaire (2,33), (2.36) et (2.37),

on peut envisager de résoudre par la méme occasion le systéme non 1li-

néaire provenant des conditions aux limites de débit en eau imposé, en

remplagant (1.15bis) et (1.16bis) par

E est déterminé, en tout pointyde A c T, imp® par :

Fy (g) g Signe(SEXT, s7|,) Min {z, AK Signe (SEXT,-s" |WF, ()}

(2.38) k €T(SEXT,

n o . n
S A" trace intérieure de S sur A

A S'1a)

(2.39) RZ = - Moy, {FZG;)}

de sorte que le second membre FR™ dépend aussi de SEXTn, par l'inter-—

médiaire de EZ(E), qui est une fonction décroissante de SEXTZ si la

. . -> e~ ] >
normale positive vA est sortante de 2, et croissante lorsque vA rentre

dans 5.

Dans un premier temps, on propose de decoupler les &quations

(2.33), (2.36) et (2.37) de la facon suivante :

— N -~ . - » ’ ) T n
~— on résoud le systéme linéaire (2.33) oii le second membre FR" est

calculé en utilisant SZ_I‘ et SZ—I+

= on calcule

-, .n- +, n+ . ..n
c&»(SA ) + o (SA ) = SaA par (2.36)

(2.40)

- - .
?CMApe(SA)' CMp (S N =0

- . n n+ - . - P -
= on détermine SA et SA par la résolution du systéme non linéaire a deux

inconnues (2.40)
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n

Enfin, les &quations (l.17bis) donnantvsr sont inchangées,

. » _ N B e
et peuvent &tre résolues une fois r calculé. P

!

- . n+
. €quations donnant S

-

I1 faut définir le débit d'eau 3 travers les arétes de FIZ'

On va procéder comme au § 1.6.

_ Définissons, sur chaque ar&te A de F]7, deux fonctions FZ— et
FK+ de la saturation k €[0,1] :
% 2 2y
n - = -
(2.41) FAA(k) = bO(k) Q + jig bj(k) QjA 2 = -+
et définissons, en tout point y de A C-le, une "saturation hyperbolique" SH(Y)

représentant la saturation non ré&duite dans 1'"interface" enteurant A
. . - . - +
(cf. Figure). Les saturations réduites correspondantes SH et SH pour chacun

des deux types de roche: entourant le sont alors

sEf(v) = (88 - TR (Fy) - TR, 0= -, 4
‘' m M-I m‘l r_,

Il est alors naturel de définir, suivant (1.28), deux saturatioms de Godunov

H

- + .
£ (y) et & (y) en tout point de A par :

Signe(SH (y)-5" () Min'{Signe(SH-(Y)-Sn_(Y))F:—(k)}

Fz_(é—(Y)) 5
. _ keI(SH (v),S™7(¥))

(2.42)

L

Signe(S?ﬁ(y)—SH%(y))Min é§igne(52+(Y)—SH+(Y))FZ+(k)}
keI(S" (¥),SH (¥)

Puisque Sn7(y) et Sn+(y) gont connues, FZ_§€_(Y)) et Fn+(§f(y)) sont des

n+ + N
fA € o

.

fonctions connues de 1'inconnue SH(Y). On posera donc :
Ty n~, -, ' :
0,(SH(Y)) = F, (& (V))

fonction décroissantede SH(Y)

(2.43)

o, GA(Y)) = Fy (& (V)

fonction croissante de SH(Y)

]
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Avec ces notations, les débits d'eau partiels le long de A

sont donnés par :

RZ + e;(§ﬁ6y)) pour les débits partiels entre K
et 1'interface A
(2.44) : 5 :
RX + Oz(gﬁ(y)) . pour les débits partiels entre

. +
1'interface A et K

et SH(y) est choisi de fagon 3 assurer 1'&galité, eny, de ces deux

débits partiels d'eau. Il suffit donc que SH(Y) vérifie 1'8quation :

(2.45)  0,GH(Y)) = o,(fH(Y)) ¥yea

¥ Ac F]Z

L'équation (2.45) peut avoir plusieurs solutions en Eﬁ(Y), mais

~ + . s +
étant décroissante et @A croissante, la valeur commune de GA et @, est

= ¥p ===

o
A
nécessairement unique.

Les débits d'eau partiels 3 travers 1'aréte A de r]Z seront

alors par définition la valeur commune de RA + @; et RA + @Z ainsi

déterminée.

I1 faut ensuite vérifier que 1'&quation (2.45) admet toujours

au moins une solution. On a représenté, sur la figure ci-dessous :

— & gauche les différentes fonctions ©. (SH) obtenues pour diverses valeurs

- n— . - . . o
Sj de S , et pour une fonction FX (en tirets) assez générale.

o . e . + .
— 4 droite les différentes fonctions ©.(SH) obtenues pour diverses va-

+ n+ . n+ " - P
leurs Sj de 87, et pour une fonction FA (en tireté) assez générale.

On constate que, pour toutes les combinaisons possibles de

. - + . — . . .
fonctions © et © possibles, 1'8quation (2.43) a toujours au moins une

solution SH(Y) dans 1'intervalle [0,1] (les saturations raduites correspon-

dant dans chaque type de reche peuvent 8tre en dehors de 1'intervalle

(0,11 1
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>
z

(>

er,ef

81‘

*—
&
5*.'2 S3 !
@? =~ 15
-’- e -+ M

sont monotones croissantes (par exemple lors-

ez
o 2. AN -
- t
V4 H
4 !
L4
i i
/ |
95— ,c B
]
’
!
/
=2
T
. LL 4 |
' |
! :
- - - - -
5. “I 53 54 5; é:..
T\_L__ L _Sn
] - S~
Ié
AN 3
A S
n-+ n-
Lorsque FA et FA

- -
que ql et qZ sont

simples :

2.46)

un milieu - ou 1'eau circule facilement (fractional flow

]

0

(5H)

(5H)

- . +
nuls), alors les fonctions ©

FZ' (87
= FX+(SH~+)

A

et GA

sont particuliérement

La figure suivante montre un ,xemple de détermination de SH pour

A
milieu + oli 1'eau circule difficilement (fractional flow FA bas), dans un

Fo- glevé) et un

cas oli les saturations résiduelles sont les mé&mes dans les deux types de

roche (on peut donc considérer SH = SH
que, quelle que soft la saturation 8%

. - . »
SH est toujours supérieure a S

su*

dans le milieu +,

au lieu de SH). On constate

la saturation

: le milieu + (ol 1'eau circule diffici-

lement freine le d&bit d'eau en provenance du milieu - (ol 1'eau circule

facilement en lui présentant une

€levée que la saturation dans le milieu -,

“"saturation apparente

SH toujours plus
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A
4
I — e PRl -+ SH
- e
eﬂ .-
I, _ \"
,/ ,{ . Sp-
4 <
! é? ‘ : 1 ‘ ad ‘
; 2§° : Miliev - = . Miliev +
! Pl
' f—\ vﬁ
L | - Cevpe_des satvrmhng

) gn- SH 4 S \{Iowca da —\j:

I1 reste enfin & vérifier que, dans le cas particulier od les
deux fractional flows.Fz_ et FZ+ sont identiques, (c.a.d. ol A est une
aréte ordinaire), la définition pré&cédente redonne bien le débit d'eau
défini au § 1.6 par (1.28) et (1.31). Or ceci est &vident car il suffit

alors, pour satisfaire (2.45), de choisir SH(y) = E(y) défini par (1.28).



11T - INTRODUGTION DE PUITS DANS LE MODELE

3,1 - Les Macroéléments Puits

On va maintenant introduire les puits dans le mod&le en intro-
duisant la notion de macroélément [3], [4]. Pour simplifier la présentation

on va supposer qu'il y en aura un seul, la généralisation au cas de plusieurs

puits &8tant immédiate.

~

Plagons un puits @@duelque part dansledomaine {. On envisage de
simuler les &coulements des fluides dans un voisinage du puits avec un mo-
déle simplifié mais plus réaliste. Ce voisinage est formé par un nombre fini
d'éléments de la triangulation %h ‘et sera appelé le macroélément associé
s &, Mg -

Pour la qualité des résultats, il sera souhaitable que le puits 5/25 soit
placé 3@ peu prés au milieu du macroélément associé, compte tenu des approxi-

mations que l'on fait dans le mod&le de simulation & 1'intérieur du macro-

élément.

Mauvais choix de M@@D Meilleur choix de M@@

On utilise encore les notatioms,

&7 5 P s .o P
- @Q?h , ensemble des Eléments intérieurs au macroélément M
| . £
- @)ZgIQ@’Dh , ensemble des ar@tes intérieures au macro&lément M., ,
4
- I\'@ = M5 , la frontiére du macroélément,
27 ez



- Q& » le débit total au puits,
- & » la pression au puits,
- PEXT, s la pression constante sur chaque aréte A < ng du

cOté du macroélément %5? ,
s
Qe

On note que Gaﬁﬁ?h = ¢ si le macroélément est ré&duit 3 un seul &ls
ment. '

Dans la suite, on conviendra que, au puits, les débits de production
(resp. d'injection) sont positifs (resp. négatifs).

L'interface entre le mod&le "&l&ment finis" et le moddle "macroélément"
est Etablie par les conditions suivantes :

(i) -~ Les débits totaux et leg débits d'eau sont continus i travers

la frontiére du macro&lément {5@ » afin que le mod&le global reste
conservatif,

(i1) - si Qé@sdénote le débit global au puits 45?; 1'incompressibilité

dans le macroélément s'exprime par la relation.:

fl
o

(3.1) - Z DIV, , Q, + oF= —Z Z, o Q * 4
'Acljgp _ Al ! ACT@ ’
(=) (24

ol KA est 1'Elément adjacent 3 A extérieur au macroélément,

(iii)~ La. rélation entre la pression au puits Pég? et le débit total

QA & travers l'ar8te A c 29; est donnée par :

3.2 )y = = - D
3.2) Zy.o G +DIVKA’AYQA OLA(PEXTA PP

ot &, est un coefficient positif "de Fourier" que le modale
"macro&lément" fournit.

2
Quand ré? est un puits d'injection, c'est le moddle "macroé&lément" qui

fournit au modsie "&léments finis" les d&bits en eau 4 travers [

? - Quand,
(e
par contre,-g? est un puits de production, c'est le mod&le

Mo = =~ PRI 1

é€léments finis

qui fournit au mod&le "macrodléments” les débits en eau i travers ng.
(s

Pour une description d'un modéle de simulation des écoulements d
macroéléments, on renvoie i [1].

ans les
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-

3.2 - Modification des Equations en Pression

Comme les &quations (1.1), (1.2) sont utilisées maintenant dans
Q au lieu de & , les &quations (1.1lbis), (1.12bis) sont modifiées.

(1.11bis) devient maintemnant,

(3.3) > Q, fdiv EA-dx -0 ¥k <%\ %fgjh
' Ae @th\oef% &

D'autre part, (1.12bis) devient maintenant,

1 -1 > > g ' .
2. QAfd(Sn) Vo osyteg dx - 2. Px ["k div s

Y . 3 2
Ae @th\@dq?ﬁh Ke @Eh\%f@?fh ,
- +Q - : . 2
= Z - Jf PE'X'I‘A 85°V dy + H(sB) VBe@d\ @Qf@@/ B ¢ (T, ul'")
h 2 M dmp T w
Ae @Q{h ANB
AcT
‘0\1
H()"g 2 ' ny¢l3 3 ax - 53
°g/ T * Qia S8 ¥ s "8y dx = gy [ sprvy dy,
B

Ae Q&h\@‘?{ Q]hh

ge qu'on peut .encore &crire :

) n 1 -1 . n 1 5
Z Qp fd(sn) V" s, tsp dx + Qp o (j{ sg*V dY)
AecJ/‘Z{ \@d'?? 2 Bl
h h .
e - > Py va div 5y dx + 2P [ 's*Bs{:’Q ay = H(3))
T TP, g

V5 eod, \ofF, B ¢ (T U r?)



On note d'abord que le nomBre d'inconnues en débit et pression a &ta
modifié, puisque, 'pour les dé‘bits, on a supprimé les inconnues assocideg
aux arétes de @QZ@@ et que, pour les pre551ons, on a supprlme les incon-
nues associées aux elements de %9 . Cependant, pour des raisons prati-

ques de programmat:.on, on maintiendra les inconnues en écrivant :

(3.5) Q. =0 - Vacedd

A

(3.6) P =0 VR «c B

K h

D'autre part, on constate que, dans les équations (3.4), les coefficients
diagonaux sont modifiZs pour les equatlons correspondant aux arétes B de
I"E . De plus le second membre H(s ) a aussi &té modltle car les intégrales
sont prises sur £ et non plus sur .

On note donc AD 1la matrice :

T -1 > - 1
AD = f———- Y s, s, + — ¥YAcT
A,A ) a(s) A°B T, &
<
(3.7 _ B )
ADA,B 6A si A e@@]ouB eo@,
ADA,B = ADA,B dans les autres cas,

ol 6§ est le symbole de Kronecker. La deuxisme relation (3.7) a &té intro-
duite pour supprimer la contribution des €léments intérieurs au macroélément
et tenir compte de (3.35).

Modifions maintenant le second membre des equatlons (1.24), en débit-

pression. On introduit les matrices, pour J =1, 2 :

-1 » >
AI‘J = . =
ALA fYJ.(S)‘}’ s,'5p dx, VACI;@
( 94
3.8
) ATJ, o =0 , siAe@@ZlouBe@%g,
3
ATJ = ATT dans les autres cas,
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et le vecteur FQ tel que :

FQA

FQA=0, | VAe@‘Z@@zZ

(aTl q, + AT2 * Q, - FPDIR),, ¥ A.e@e{\@ﬂ@?;

(3.9)
h

-

oi -FPDIR est défini en (1.22). La deuxi&me relation (3.8) a &té intro-
duite pour supprimer la contribution des 8léments intérieurs au macroélément.
' On prendra ensuite en compte les conditions aux limites (1.13bis) en

modifiant localement AD et FQ qu'on notera aprés modifications AD

et TFQ.

 Enfin, on introduit le vecteur uniligne DIV @9?= (D1V c@) @Qf
A° A e h

tel que :
AcT
L
(3.10) o 09}14: %4,0 . Va4, A<y
. L@}) _ :
DIV &, = 0 VAeo%,A#IL;U

Y

Il faut distinguer maintenant deux cas suivant que PL_J_@ est inconnu et

Q@? donné ou l1l'inverse.

CAS 1 Ppg? est inconnu et Q@@ est donné p

"Le systéme (3.1), (3.3), (3.4), (3.5), (1.13bis) é&ecrit

" -5

Ap" - DIV Eprvs? Q" FQ'

) V A n = . '
(3.11) | DTV 0 o | P 0

-DIVS? 0 0 )7 ] oS

et il faut y adjoindre (3.6).

Le systéme (3.11) peut Btre interprét8 comme un probléme de point selle
Sph s as
pour lequel P@‘? 2gt le multiplicateur de Lagrange de la contrainte (3.1)
c
et dont..le Lagrangien J est la fonction définie sur R°> x R°°C XR par :

AD"S - FQU, S>-<V, DIV §>-V P (DIV TP s + 0 P)

W
A
N |

4 (s,9,vP)
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oli le troisiéme terme dans le membre de droite et un produit dans R et

ofi V est un vecteur de R tel que
VK =0 V¥K e"z@?{l
On augmente ensuite le Langrangien. :
Z, 5,9,9F) = s, T,v ) +3 (|[pwv sIf + || o1v s + S|P
L'algorithme d'Uzawa s'écrit aiors,. k &tant l'indice des itérations :

-k=0, pPH0 =gl PO el p;f1= 0 ¥R B2,

- QJJD n_,k, Pn’k &tant donnés avec P;’k = 0 ¥ K 6%@? s Om
calcule Qn,k par :

prv ™ 4 Sorv P P Eug

+ FQ
).

(3.12) (ADnﬂu(tDIV-DIV + v & -mve?)qn’k

(ce qui donne en particulier QZ’k = 0 ¥ a e@,@h

- On calcule ensuite Pn’k"'1 et chz)n,kﬂ par

n,k+l

P} = ™k -y pry Q“’k)-K ¥ K e%jh \@h
(3.13) ,
' n,k+l _ ’ : 7

PK = 0 ¥ K 6%19/;
(3.14) pPRKH L gk oty P ®F L o PN

- test de convergence

CAS_ 2 P@?est donné st Q@? est inconnu

(]

Alors les éqﬁations (3.3), (3.4), (3.5), (1.13bis) s'Bcrivent :

ap®  “ipry Q" FQ" + ‘prvd?.p PP

-DIV 0 P 0
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et forment un systZme fermé si on leur adjoint (3.6).

s . na ne -
Le lagrangien %e’st alors la fonction dé&finie sur R~ X R par
L, = <% AD" 5 - FQ" - 'pIvPPr PP, s>- <V, DIVS »

Le lagrangien augmenté est :
%w(S,B) - &(s,%) +—;’- || b1V S| 2

et l'algorithme d'Uzawa s'écrit, k &tant 1'indice des itérations :

- k=0, 0ol gec PE-I =0 ¥ K 'e%fé}}h
' ' . n,k
- P étant donné avec P;’k =0 ¥ K qué?, on calcule Q°’

par :

(3.16) (AD™ +w EpIVeDIV) Q™ F = “pv Pk, oy P e PP+ FQR

]

{2e qui donne encore en particulier Qz'k =0 Vs EG;éé%L)
. n, k+l
-~ on calcule ensuite P’ par (3.13)

- test de convergence.

L'algorithme ayant convergé, on calcule enfin Q(g?n grice’a (3.1).

3.3 - Modification des Equations en Saturation

Comme précedemment, les €quations (1.3), (1;4) sont &crites main-
tenant dans §! au lieu de & et les équations (1.14bis); (1.18bis) deivent
8tre modifiées.

De plus, les dégrés de liberté dee R et S correspondant 3 1'intérieur
K,1i° K eng?, i=l, ..., ns(X),

disparaissent des Equations.: Ils seront néanmoins maintenus physiquement

s

P - - v/
du macroélément, c'est=d-dire RA’ A € QZL, S

dans le programme et fixés arbitrairement 3 zé&ro :

(3.17) R =0 VAol
(3.18) s, . =0 ¥R cBFP, ¥i=1, ..., ns®).



Concernant 1'&quation (1.14bis), 1'intd8gration par parties crée deg
termes sur le bord €g¢ .
. Pour chaque aréte A de Fép » on introduit donc une trace extérieure
a 0 de la.saturation, ngtée g%XTZ, et on note S?, le vecteur
(SEXIZ)A\CT ) =
24

Sur A on dispose aussi comme précédemment de deux valeurs aux extré-
mités de A de la saturation qui fournissent par interpolation lindaire
deux valeurs aux points de Gauss Sn(GAz), 2=1,2,

Les débits d'eau partiels QWPA2r2=1,2, aux points de Gauss GAR de

chaque aréte A de %?, sont dé&finis maintenant par :

' _ s _.n n .
(3.19) QWPA, = QWPA(E(GAZ)) =R, +F, (£(GAY))

of F, est défini en (1.25) et o@

Fy(E(GA))), %=1,2 est d&fini par

T I : topeml _ oD .
(3.20) FpALELGA)}) LA’K signe \bEXlA S (GAQ))
Min {zA g sisne (SEXTZ—S“(GAz))FX(k)}
]
keICSEXTZ,Sn(GAQ)) ’

La continuité des débits en 2au 3 travers ﬁ%? s'écrit

: n 1 n _ ' n 1 n b n
G.2D) R+ [FR(E(eA))) + F,(5(cA,))] = % [Q@@wA’I«LQ Pip, 1 ¥ acly

oi Q é?wz g » £=1,2. sont les.débits partiels en eau 3 travers A dans le
' macroéléme;t calculés avec la mfie convention de signe que pour R . Dans
le cas ol é@jest un puits d'injection, Q(é?WAn sera calculé& par le modé&le
"macroélément", et 1'8galité (3.21) fournira Gne condition sur le bord g@
pour le calcul de R. Dans le cas ol é@sest un puits de production, on ’
imposera une condition supplémentaire sur le bord %@5 pour calculer R©

n . . < oq = < =4z = ;
et Q«ﬁ?wA sera fourni au mod&le "macroé&lZment apres avoir été calculé par
»

o} - n _
(3.22) Q@?wA,z = qupay N
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L'équation en R s'&crit maintenant :

n 1 -1 =+ > _ n - _
(3.23) Z RA f r’&-(s?)- ] Sp SB dx —j;.(s ) div g dx
; P d CM )
Aeg}fh\@)zf,h
> 0 n > 2R
-0.(1) A sBov dy f a(SEXTB) ./P g v dy
1 2 _
(rw u rw)ﬂB . I;?n B
5
V8 ecd \AL,, B ¢ Ty
A cause de 1'inconnue nouvelle gu'est S?o = (SEX:ZA; il est

nécessaire de disposer d'équations supplémentaires. Pour “un  macroé&lé-
ment d'injection, ces équations seront les &quations (3.21), et pour un

macroélément de production on en introduira d'autres que nous préciserons

plus tard.
On introduit la matrice AR définie de la fagon suivante :

r 1 P S -~

ARA,A = j-———P 308 ] 8,°Sp dx ¥ Ac gg
0 CM =~
(3.24) _ B 3 ‘ G
AB - SA si A eOA{Q?h ou B sC#ﬁ?{l
ARA;B = ARA,B dans les autres cas

Concernant le second membre FR des é&quations calculant R, pour tenir

compte de (3.17) et griace 3 (3.18), il suffit d'écrire :

FR, = FR ¥ A egqg\@io_?;_

A A

0 _ ¥a eé#iéi;

FR

(3.25)
: _ N

. - x . n+l . S
Concernant les équations qui calculent S ,» om doit les 8crire

seulement dans §! et tenir compte des débits d'eau calculés sur les
ar8tes du bord du macro&lément. Leurs seconds membre seront les vecteurs

n n ] Gy or P .
FSK (FSK.i) i=1, ..., ns(®) pour K ¢ @h\(%je’h’ tels que :
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2

o _ n..n, *+ _.l : n .
(3.26) FSK; = ;E: ‘/.QWPA(S ) N va,i dx 2 251 QWPA(E(GAQ)) VK,i(GAR
AcdK K
VK e %fh\%’@@h, ¥ i=I, ..., ns(K),
avec
=0 %=1,2. Vaer,
o n - ~.GP.n.
(3.27) . QWPA(E(GAQ)) = Q(p.WA,z ¥YACc Eg?

calcu1é par (1.28), (1.31), quand A.ecﬂg\:ﬁﬁgyh,
At:(rimpuqé? )

La saturation 3 1'instant n+l est calculéde en résolvant la suite des

systémes linfaires de dimension mns(K) :

L. sk™ = At psg® VK¢ %,_\".cs,h

(3.28)  ask(sk™
oli ASK est encore donné par (1.39).

On est maintenant amend i distinguer deux cas suivant que le puits est

d'injection ou de production. |

CAS 1 : Le puits est un puits d'injection

: Dans ce cas, le modéle "macro&lément" calcule des débits d'eau partiels
Q gywn
~TALL
S?_l au lieu de ST
4 &

l'égalité (3.21) fournit une conditions sur le bord de 2;5 pour le calcul
&

2=1,2, 3 travers chaque ar8tes A de r@? . Puis utilisant ,
n

L

dans (3.20), on calcule FK(E(GAQ))>de sorte que

de R. Alors les Equations (3.23) &crites pour B ¢ T, ., les Equations
(3.17) et 1les conditions. aux bords (3.21) et (l.leisf’forment le systéme
lingaire.

(3.29) AR R" = pR®

ol la barre inférieure représente les modifications locales 3 AR et FR,



définis en (3.24) et (3.25» correspondant aux conditions aux bords (1.15bis)
et la Barre supérieureja'celles correspondants aux conditions {3.21).

Une fois R° cbnnu, on calcule S?gyen résolvant les équations (3.23)
écrites pour B < I's . Qég?wz et R#? Etant maintenant connus, on cal-
' n4l

0/
cule QWPZ par (3.27) puis 8 en résolvant (3.28).

CAS 2 : Le puits est un puits de production

) n . - - ~
Dans ce cas ch?wA est inconnu et doit 8tre calculé pour étre

L
. E Radl
fourni dans le module du macrodlément. Au lieu de (3.21), on prend donc
comme condition sur le bord g;; pour le calcul de R la condition suivante,
traduisant la proportionnalité des débits en eau et en huile et de leurs mo-

bilités :

2 2
1 n n
3.30 RP=-= © I b, (s"(ca h ¥AcT,

‘ Ici on a fait 1'hypoth&se que la saturation de Godunov sur [ est la
saturation amont, trace sur %95 de la saturation dans le gisement, ce qui
est en général justifié.

On ajoute la condition (3.30) aux conditions aux bords ( 1.15bis) et,
avec les &quations (3.23) écrites pour 3B ¢ Eg? , et les équatdions (3.17),
elles forment 1'équation matriciélle suivante :

(3.31) " AR R = mm"

oli la barre supérieure représente maintenant les modifications locales 3 AR el
FR dues 4 la condition (3.30) au lieu de (3.21).

Une fois R° calculé, on calcule Qc%?wz 22 2=1,2, pour A c T_ gréce
) . 7

d (3.22) qui s'écrit :

3 @p .0 - pl o oD n - :
(3.32) Q.;,wh’g RA + FA (S_(GAQ)) L =1,2 ¥ a 25?

puisqu'on a supposé que la saturation de Godunov sur {9Z est la trace sur
'9'/

25@ de la saturation dans le gisement.
On peut aussi éventuellement s'agsurer que cette hypothése &tait justi-

- n - < s
fiée en calculant ST* gridce aux Zquations (3.23) Scrites pour B c I
| I P

o
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puis en calculant les débits d'eau partiels hors pression capillaire par
(3.20). Le test consiste alors 3 vérifier que les traces sur T, de la satu-

ration dans ! donnent bien les mémes d&bits d'eau partiels hors pression capil

capillaire.
Une fois R” et Qé@%ﬁ 2 calculés, on calcule QWPZ par (3.27), puis Sn+1

en résolvant (3.28).

REMARQUE _ '

——_——ngé le but de simplifier quelques formules en vue de la vectorisation
des calculs, on peut faire une remarque analbgue élla remarque faite 3 1la
fiﬁ du §1.6 et introduire des triangles fictifs, non seulément sur les

ar8tes de 09 mais aussi sur les artes de Té? .
v L

De plus au lieu de fixer & z&ro la pression dans les &léments de (%;é?h

comme en (3.6), on peut lui assigner la pression aux puits

P =PSP ' er%gﬁ;ﬁ

DIV, , = 0 ¥ A ¢ 9K VKe‘%ZZ;

3.4 - RBcapitulation

On récapitule ici les opérations nécessaires pour effectuer un
pas de temps. On suppose pour simplifier qu'on a deux puits, 1'un d'injec-

tion noté é? . et 1l'autre de production noté égp. .
inj A : prod

A - Préalablement 3 la boucle en temps

1 - Construire les tableaux AE (¢f.1.51), PSK (cf. 1.52),
AEGK (cf.1.56), DIV (cf. 1.19).

2 - Déterminer le paramdtre w du lagrangien augment& pour les

équations en pression
3 - Calculer une saturation initiale et les vecteurs Q1 et Q2.
B ~ Données

1-58" = (SE,Q) tel que S;,Q = .0 pour

=1,...,08(0), K G,

) Tt 12
1, ..., ns(K), K G(EJmJ ,h v Egprod,h
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n~-1 n-1 n-1
2 - srim s Srgl’ i.e (SEXTy )Bcpimpug@
n-1 ;n-1 n-=1_ 3
3~ P = (PK )Ke% . tel que PK =0 pour K 6%9 “ror

4 - P 9@?_-1 s QO@?.—I, i=inj, prod.

Calcul de Pn, Qn, et des débits et pressions-aux puits

Successivement,

1 - En méme temps, construire la matrice AD" dé&finieen (3.7), la
matrice AR® définie en (3.24), et calculer AT1® °Ql + AI‘Z °Q2
oi ATl'l et AT2 sont définies en (3.8).

n ~ . =1 :
2 - Former le second membre FQ  des équations en débit-pression

donné par 1'égalité (3.9).

n

- —-— . -~ 4 . . T n

sur l'imp u lvw’ ¢'est—i~dire modifier localement AD &
--n —-—n

en AD et FQ.

3 — Entrer les conditions- aux limites (1.13bis) dé débit imposé
=

t FQ

4 - Q@@m et szjn i # j, étant donnéspour .i,j = inj ou i,j = prc
construire la matrlce AD” + u)( DIVeDIV + t prv Q@i'DIV g,ji) et
1a matrice de préconditionnement si nécessaire (quand les itéra-

tions de gradient conjugué deviennent trop nombreuses) .

5 - Effectuer alors les itérations de Lagrangien augmenté, ci-dessus,

&k &tant 1'indice des itérations :

- k=0, P&Z = @@nO,P’O=P avec P = 0

&) @)
Vv é%czm U %@z;h

PPk ™K giont donnés PN = 0, ¥K € @ v Z

- ’ K . ih Zope OF

calcule Qn’k par :

(aD™+ w (fp1vedIv + pIv F; - DIV P ) QM -
i i

= tprv P Rubprv c@’i(}? @fi”k— wc@ri‘w EpIv @6;"3.‘-? o@; + Q"

(ce qui donne en particulier Qz;k¥ 0 . ¥ A ep}i@;h u OQ{Q_C’)ZSh)
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: +
-~ on calcule ensuite Pn’k+1 et P@@g,k 1 par :
n, k+1

PO = ™% _ypy Q“’k)K . ¥Ke 6é{’h\( 66@5/}111 u 66@?;}

K K

pRe K+l _ g vk e €2 v B,
‘1h jh

K

‘ 3,
pZ T p kil w1V & g * + @ T
- test de convergence

- Calculer Qg? par :

oP-- D oz
] . TAQ A
AE@)@

jih

D - Calcul de Rn, 32

imp

Calculer le second membre FR® défini en (3.25)

ot
§

2 - Modifier FR" en FR® de fa’goﬁ é tenir compte des conditions
aux bords (1.15bis), (3.21) sur les ar@tes de I’j , (3.30)
sur les ar8tes de T g

CJ;Dprocl

3 - Résoudre le systime:lindaire,

AR" « R" = FR

(on trouve en particulier RZ =0, VA e@if] QQ{? rod

~ n: -
4 - Pour toute ar8te B c r imp u l"@g; , calculer FEXTB donné

par (1.37) et résoudre l'équatio;l ™ 3 une variable réelle :

n_ -1 n
SEXTB = q (FEXTB)

E « Calcul de Sm-i-1

n .
S est calculé par 1'équation (3.28) dont le second membre FSK

est donné par (3.26), (3.27).
On calcule le second membre TF3K en effectuant une boucle sur les

arStes A de @an. On initialise donc FSK & zéro.:




i

FSK, = 0 YK e 96;1. ¥i=1,2, ..., ns(¥)

Puis, pour chaque ar@te A de'@dLl on procéde de la facon suivante :

1 -

2 -

Former la fonction de la saturation k :

o,
n - n
Fall) = b () Q) + i:

n
; bj (k) Qj

1

Déterminer les 5léments de K et K adjacents a A
(K+(resp.K ) élément aval (resp.amont) par rapport a Vv, ou V,

<+

fixe le sens positif de traversée de A).

Calculer les débits d'eau partiels QWPAQ; 2=1,2 aux deux

points de Gauss de 1l'ar8te A :

a) si A c Fimp QWPAQ = 0
_ Fp.n
b) si A cT é?inj QuPA, = on/wA’2
' n,.n

& s = 3, M)
c) si Ac T{%? QWPAL OWPA(S (CAE”

=~ prod
d) si A ¢ (rimp u Fé@iﬁrgd) ~on utilise (1.28), (1.31), "

signe (577 (cA y - sn‘(GAin
Min  {s"7(ea), "5 (eA)}
wax  {s%7ap), sV},

on pose : SIGNE
"KMIN
KMAX

on détermine QWPA = SIGNE Min {SIGNE*FK(k)} .

k ¢ [RMIN,KMAX]

on pose QWPAi = QWPAi + Rz.

On a alors, comme sous produit du calcul, le'débit d'eau
i travers l'ar8te A gque l'on peut stocker &ventuellement

pour impression :

2
QW = I 9, ) quea

1 )
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4 - Calculs des contributions de l'ar8te A & FSK+ et FSK

pour K é%[)‘?;iu h U %5%
E]

rod,h

a) calculer les "débits partiels d'eau QWPK aux points de

quadrature de 1'&lément K

QUEK, = -QWPZ(Sn(GKz)) 2 =1, ..., npi(K)

b) pour chaque sommet i de 1'&l&ment K, la contribution de

l'ar8te A est donnéde par (1.40) qui se rédcrit :

npi(K) ~ ~

FSK; = FSK, + 2, 2? AEGK(%,4,1) *QWPK,,
=1
2

- ZAK 251 OAQ*QWPAZ*VK,i(GAQ)

¥ i=1, ...,ns(K)

Notons que la derniére somme est la méme pour les deux
§léments K& et K et peut donc n'8tre calculé qu'une
seule fois.

5 - Lorsque la boucle sur les &léments de A est terminée, les
seconds membres FSKi, i=1, ..t,ns(K), K.e QE; sont calculés.
On est maintenant amené 3 ré&soudre, pour chaque é&lément
K qu; K@Eé@;nj’h U@ET prod,h) le syst@me lin&aire i dimension
ns(K) :

1

ASK(SK™ " - sk™) = At FSK
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IV - LE MODELE x-2

4.1.-Le modéle x—z sans puits

On étudie maintenant les déplacements dans une coupe verticale. La
premidre coordonnée x, est la coordonnde horizontale dans la coupe et la deu-
xigme coordonnée X, est la profondeur z mesurée 3 partir du point du domaine

" le plus haut. ---> X

"
;
x2=£V :
les équations continues sont toujours les équatiomns (1.1),... , (1.4).

Cependant, il nous faudra ajouter aux conditions aux bords (1.5), ..., (1.10)
onditions aux bords correspondant 3 des frontidres d'alimentation en huile :

A
age ¢

Frontidre alimentde en huile du type ! Fé

P = P (pression donnée)

s = 0 . (frontidre saturée en huile)

Frontidre alimentZe en huile du type 2 Fi :

ao . a4 (vitesse globale fixée)

(frontidre saturée em huile)

w0
It
o

Ces frontidres d'alimentation en huile sont traitée de fagon analogue

aux frontidres d'alimentation en eau et leur présence entrafine des modificationms



évidentes dans les équatioms (1.12), ..., (1.14) ou dans leurs versions

discrétes (1.12bis), (1.13bis), (1.1l4bis).

4.,2. - Les puits verticaux

Ce qui ‘est nouveau par rapport 3 ce qui a été fait auparavant, c'est
l'introduction dé puits verticaux et contrairement au modéle X~y ces puits sont
introduits sans dter d'éléments_au domaine Q. Les puits verticaux seront sup-
posés ne pas coincider avec les arftes verticales et se trouver 8tre 3 distance

d peu prés égale des deux ar@tes verticales les plus proches.

B

P_ui i’;

s

Notonsﬁ}gun puits vertical et %QCF% 1'ensemble des &léments de‘%gh

percés par le puits

VL, = (kB | €@ 4 ¢

Les éléments K decéx§; seront aussi appelés des "couches'.

Py . ) = .
On définit au:puits ‘i? les quantités suivantes

- PLSK pression du puits dans la couche K,

- Qan, QGPwn, QQyi, débits totaux, d'eau et d'huile au puits,



- QQ?n, QCE%E, Q{;BE débits totaux, d'eau, d'huile au puits dans la

couche K.

Comme précédemment, les débits seront négatifs a 1'injection et posi-

tifs & la production.

Une couche K sera privilégiée ; c'est celle ol 1'on peut mesurer les

pressions. On la note KO (en général KO est la couche en surface ou la couche

_du fond du puits).

Le puits sera soit 3 débit total donné, soit & pression donnée dans

la couche KO. I1 sera aussi, soit injecteur, soit producteur.

Au puitscg)nous aurons les relations suivantes :

o0 - 0 0 _ Lon n
(4.1) QSK O WK P)KJ + BK
w2 a8 = & oF}
Ke ¥%?
h
les coefficients u;, BQ étant donnés (calculés par un module puits)
Compte tenu de la convention sur les débits on a ag > 0 . Par

. n . s = . . .
ailleurs on rappelle que PK est la pression dans 1'@l&ment K & 1'instant n At.

De plus le débit en eau au puits dans la couche K est donné par la

relation :

n - ¢plt  _ n
:(4.3) QGwy = ok, (87 (B PG)

ol IGDeSt 1'indice de production du puits a9,

S” est la saturation "amont™. Si le puits est injecteur §° = l. Si le
puits est producteur, S~ est la saturation moyenne dans la maille K ou la
moyenne de la trace sur le puits dams la maille K. Cette saturation sera prise
3 1'instant n dans le cas d'un traitement explicite ou & 1'instant n+l dans le

cas d'un traitement implicite, le traitemént implicite étant en fait préférable.



4.3. - Modifications des &quations en pression

Concernant les &quations en pression seules les gquations (1.11) ou

(1.11bis) sont modifiées. (1.11bis) s'écrit maintenant ;
. > .

(4.4Y I Q £ div s,dx =0 ¥ K eﬁ_j \°E7:§3h

A a%

_ . D - ¢

(4.5) IoQ g divsax+oll = o0 ¥k ¢ B,

Aca?;l

Deux cas se présentent suivant que la pression PGF% est imposée ou

que c'est le débit total Q&P qui est imposé. 0
Cas 1 : La pression PGPK dans la couche K0 est imposée
' 0
Compte tenu de (4.1§ 1'8quation (4.5) s'écrit :
iv & = w - 9
(4.6) Aegeh Q fdiv s, dx + o P aKP_\KO Be ¥ Ke %’Jh
’ F. 4

Donc dans 1'&quations (1.24) la sous matrice diagonale inf&rieure

ainsi que la partie inférieure du second membre sont .modifiées.

n . . . n -
Not A e
otons AB la matrice dlagonalb (ABK,L)K,L c ng telle que

n
O.K sj‘_ K=1c¢ ?ﬁﬁh

0 sinon
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n n
Notons FP 1le vecteur (FPK)K €z?h

0 siKG¢{ Q?g%
FP

~

n (‘j’l - n
ax PG K, Bx

si Ke “E@?h

Alors, les é&quations en débit-pression s'écrivent maintenant

A D" -Tp1vi 0 FQt

(4.7) . 3 | =

jai "FPn

- P . n :
Pour le résoudre, on va éliminer les pressions PK correspondant aux

gléments K appartenant a %gfi.
L'équation (4.6) donne :

- L - 4 . TG
(4.8) Py cm EFPK (DIV Q)K] ¥ X ¢ %fe,h

. et on porte ces valeurs de PK dans les &quations correspondant & la partie
supérieure du systéme linéaire (4.7).

A

' ® = -
Notons AB®P (ABgaK’K.)KyK, c %%Ph la matrice diagonale telle

que :

' - -
ol 6§ est le symbble de Kronecker, et notons AR & ! 1'inverse de AB@P.
Notons ensuite, DIV® 1a sous matrice de DIV correspondant aux &lé-

ments de TH , 6t aux arétes de :\fgi



. n_ ,...0 4
on introduit alors la matrice ADP = (A'DPA,B)A,B eC—‘dh telle que

(tDIV@SZ' ABé;Z)-l' Dl'VcS,D)A B si A et B sont ar@tes d'un &lément
ADPn _ 4 de (9, ’h*
A,B
0 sinon,

*
la matrice AD telle que

AD™ = AD + ADP”,

et DIV" - la matrice (DIVIZ A)Aec){ telle que
: : ’ s Ke

DIV = pIV ¥ A < @th, ¥ K ¢ %fh\%@@h

On notera encore FQ*n le vecteur (FQ*n) tel que
A —of
A€ A h

FQZ si A n'est pas une aréte d'un &lément de %j@?h
*n

FQZ + (tDIV@C;? . AB(Q -1 FPO sinon

A

)A
c'est-a-dire,

FQZ si A n'est pas une ar8te d'un &lément de %@@h
nx :

FQA T n 1 n
FQA + z DIVA,K q FPK sinon
Ke%@?h
A < 3K

Enfin » n*x . n*
in, notons P 1le vecteur (PK )KE @6’ h\ 66@@[1 tel que

| S L S .\ 65@?%
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Alors le systéme (4.7) est équivalent 3 :

" ~fpv” Q" ' ]
(4.9) u ' =
vt 0 P 0

Une itération de la méthode du Lagrangien augmenté s'écrit donc maintenant

k +1 .
de la fagon suivante Pn’k gtant donné, on calcule Qn’ puis Pn’k par :

3 *n,k , —=¥n

(4.10) @™ +w v enrvHe™* = Fpvter + FQ

*n, k+l k

(4.11) P = pk

- wDpIv" Q™

Lorsque 1l'agorithme a convergé, on calcule alors les pressions dans les
E€léments de @EEQ; par la relation (4.8), et le débit au puits griace a8 (4.1)
et (4.2).

\

Cas 2 : Le débit total Qé?sest imposé

On &limine PPy
les équations (4.1) et Ocn utilisant (4.2) on trouve :

entre les &quations (4.1) et (4.2). En sommant

QG =-C I Py + I f P
Ke QZEQ; 0 Ke é@fé?

h



(4.1). On trouve, pour tout K ¢

(4.12)

(4.13)

(4.14)

. . 50
On en dédult une expression de PGDK

B

h

Sy = ag A&+ QO -apey
t (- ey -
,an
ap = —X
K z a;,
K'eES
On porte alors (4.12) dans (4.5).

-On

On note FP" 1le vecteur (FP

note AB" la matrice symétrique (aBY )

0] ¢« 8i K ou
n —n
= o -
K,L K(l aK) si K ou
n -n . '
aK qL s1 K et

~-(1 ~ qd

que l'on porte alors dans

0
‘n n _.n
- o X a.,, P,
K pre . K' 'K
K'# K
—n ’ n
o z By
K K' ¢ 55%1 K
K'# K

K,LOR,L ¢ Qgh telle que :

L é?f(s)h

L e ?EED

h

L e ?i?;

n) tel que
KK e T €t q

si K ¢ C&‘}?h
Z B;zv ,» 81 K e ?@h
K'e 62
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sous la forme

débit-pression s'écrit encore

Alors le systéme en
ok “thrv Q* ﬁln
(4.15) =
-DIV -A"™ p" -Fp"

Pour résoudre le systéme on procéde comme pour le cas précédent en

pour Ke ?fi
X pour Ke‘@fa

éliminant dans (4.15) les pressions P
Cependant, dans ce cas, 1'é11m1nat10n des pressions P
est pas diagonale.

est ici un peu plus compliquée car la matrice A8™ n
la matrice

Notons AB(® = (ABG” K'K')K K'e WG
. b4 3 h

gok(l -E'K) si K =K'

AB@K,K' = ‘
- —_ : Al
{-eg Tgr osi K # K

11 est facile de verlrler que comme o&K >0 , AB est
inversible et on note ALB(D son inverse. '

Alors comme dans le cas précédent on introduit la matrice
(tDIV@.ABG:’_l.DIV@)A g St A et B sont arétes d'un
b4 .
glément de“@@h

0 sinon

nx . v
et la matrice AD = AD’:1 + ADPn, puis le second membre FQ*n
-1 n, . o~ ad .

*FP )A si A -est une aréte d'un Elément

EQX + (forv @ as®
de T

*T1
FQ N .
FO N ginon



DIV" Q
-p1v” 0 ] P™y 0

que l'on résoud par la méthode du Lagranglen Augmenté comme dans le cas 1.
Une fois cette résolution effectuée pour K eﬁ? , on calcule (@E grace d (4.5),

qui s'écerit Q(g z DIV Q et de (4.1), on déduit P& .
K ACBK K,A "A KO

4.4 - Modification des Bquations en saturation

Concernant les &quations en saturationm, seules les Bquations (1.18)
ou leurs &critures équivalentes (1.18bis) ou (1 41) sont modifiées car il

faut ajouter .dams le bilan en eau Ia contribution. du puits.

-

ar . o™ v .- . o 7 (o"-- -
Notons D{fK ie vecieur kD:&i)iﬂ,...,ns(K) tel que
1 . (]
{ e R GfDnK VK’i dy si Ke "th

DPK. =
i
l 0 sinon
]
L'équation (1.41) est inchangée si K ¢ ‘Z?@ mais si K ¢ @P

elle s'écrit :

(4.14)  asR-(sK™ - sk = Kt {FeR® + S-Sk} vk e PO,

ol Q@w;é

~le débit en eau au puits dans la couche K est donné par (4.3).

- . - ' . n P
Dans (4.3) I@ est une fonction donnée de la saturation ’P;-PQ‘K ont été

calculés et deux cas se présentent suivant que @ est un puits injecteur ou pro-~

ducteur.



Cas 1 : (? est un puits injecteur

" On prend dans (4.3) S = 1. Alors anwg est calculé& par (4.3) et
est comnu dans 1'équation (4.14). (4.14) ni'est alors qu'un systéme linéaire

. . s .z ' 0]
de petite dimension & résoudre pour calculer SK .

Cas 2 : <§>est un puits producteur

Alors S estune fonction de SK" si le traitement du puits est ex-
. . : n -
plicite. Dans ce cas encore QQ?WK est calculéd par (4.3) et est donc connu

dans 1'équation (4.14).

Cependant un traitement implicite du puits est meilleur. Dans ce cas

n+1

S  est une fonction de SK et il en est de méme de QQ?WE . Bien gue sK™

- . . n,.,n+l n.
soit connu, on notera néanmoins cette dépendance dghK(SK - SK") pour des

raisons pratiques.
Alors on écrit (4.14) sous la forme :

AsKe (s&® - sk - At@wﬁ(SKnﬂ _ k™) -8k = Ar-Fsk® VK g

A
Ainsi, pour tous les éléments de %Zf%, on a un petit systéme non

linéaire de dimension ns(K) & résoudre.

On le résoudra soit par une méthode itérative de point fixe si elle

converge ou par la méthode de Newton.



v - LE MODELE r-z

5.1. - Les 8quations et les conditions sur les bords autres que le puits

~

On suppose que les déplacements sont a symétrie radiale dans le

voisinage d'un puits et en résout les 8quations dans un secteur d'angle 6 .

~

Q est alors un .domaine bidimensionnel.-

La premiére coordonnée X est la coordonnée radiale et la

deuxidme coordonnée X, est la profondeur.

Or' """ P> x. =
puits—p
1

»

el

Ny
fl : |

N

L'origine des profdndeurs ' x, est placée au sommet de § mais l'origine
des x, est placée un peu & l'extérieur de Q8 pour gviter des problémes
d'intégration numérique.

K
On néglige les effets d'hétérogénéité capillaire, peu importants

au voisinage du puits.

Les é&quations des déplacements s'édcrivent alors 3

_ Equations en pression

(5.1) div'q*g =0

(5.2) a = - G A TR+ as) v (g
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Equations en saturation:

* 98 >k
(5.3) V —é-E + div lPW =0

Friot) = T + P, s000)

(5.4) = ) a(s(x,1) Vals(x, )
x,t,0) = by (K) qo(x £) + b (k) ql(x)
% > > ->
r = X, r . i = x q‘. - . j = 1’2
1 1
v o= %, ¥ Qg = xlﬁg

Les équations (5.1),.., (5.4) ont donc une forme identique a (1. l),-.., (1.4),
o o > > . Sk %
On y a simplement remplacé les r , qj s ¥, ¥ par r , a W

Cependant on fera attention dans la discrétisation au fait sui-
vant. Dans la pratique les fonctions W et ¥ sont approchées par des fonctions
constantes par &lément mais ev1demment‘? et ¥ ne seront pas constants par
€lément. On devra en tenir compte et utiliser les formules d' intégration: ap-
propriées pour calculer les matrices AD“ &R, ASK, AT s J = 1,2 et pour faire

la différence on les notera Ab*n, &i*, ASK*, ATJ*n, J=1,2.

Concernant les conditions sur les bords autres que le puits,

-~

les frontidres seront encore du type Pimp ou Tg s X =o,wouj=1,23 .

ke . - ->
ceci prés que les r et qj prennent la place dés r et qj.

5.2. - Intraduction du puits vertical

Dans le modéle r-z, le puits vertical(}jest i l'extérieur du

domaine § .

K

e o mm e e

»
™o

U

N
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-On note I'@ le bord de { adjacent au puits @

On reprendra les notations du § 4 concernant les puits verticaux

d ceci prés que "@;@h est maintenant 1'ensemble des €lZments de 2011 gui ont

une aréte appartenant 3, I'm. ' ‘
el o g 3 | '

38 {Ke%ch | 34 coby ACBKnI"Cp-}

.De»p-lus on préférera maintenant indicer les couches non pas par

les éléments K de o(f mais par les ar@tes A de T .
h (%

)
Pour-chaque couche A de Iz on introduit 1'inconnue TPA, trace
sur 1'aréte 4 = T, extérieure 3 ﬁ, de la pression
TPA
puits@
aréte A.CI‘./
P
Au puits @ nous aurons les relations suivantes :
P n_ o0 n
(5.5) QsA aA( 'I‘PA P4 Ao) + BA «
(5.6) " = I o}
A
Ae I."S,)
! ) n - - n_ ron
(5.7) | Qw, I,_S,;kw(s ) (TP, = P¥" )
. n -

olt OLA > 0, I@> 0 sont des coefficients calculés par le module puits, S est

la saturation "amont" et A, est la couche 3 laguelle on mesure la pression au

0
. puits.
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si QP est injectedr on prendra S = 1 et si Qpest producteur

~

S sera sur chaque aréte la trace sur ng de la saturation calculée dans 0
prise & l'instant n pour un traitement explicite ou & 1'instant (n+l) pour

un traitement implicite.

Nous allons voir comment intégrer les relations (5.3), (5.6),

(5.7) aux &quations écrites dams {0 . -

Comme le puits QP est en dehors du domaine, les modifications
a4 faire dans les &quations générales du §1 se rapprocheront plus de celles du
modéle x-y (cf §3) que de celles du cas du modéle x-z (cf. §4) ol le puits était -
i l'intérieur du domaine.

5.3. = Modification des Equations en pression

L'8quation (1.11bis) s'&crit encore

*1 . .
(5.8) z QA {( div N dx = 0 VKe%h
A €c'ﬂ’h

Par contre, dans les Eguations (1.12) et (1.12bis), il faut

ajouter maintenant la contribution de la frontidre QP.

L'équation (1.1!bis) s'écrit maintenant

z an L 1 ﬁ y*! gA°;B dx - T P; é v div Zé dx =
A e dPh Q d(s) Ke ‘é’h
= . n > ")'ﬁ * - ﬁ) 4 2
A Zﬂl ang TEp SprV 4y +wT(sp) ¥Bedyy, B¢ (T vl
€ d h
A CIGD
ol
% > _ * *m] n., > - > Q
H (SB) z QLA y YI(S ) S,-5p dx PdB J SB'vB dy
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Par continuité des débits on a :

o = ~ Q' ‘

De (5.5), (5.9) on déduit alors en éliminant " .

'- #n 1 *=-1 > > *n 1 > > 2
(5.10) ' L £ — ¥ e o dx + Q™. = (L. s v dy)
Ae &0 A Q- d(Sn) A B B oc1'.1 BAT B
h o B
=0
- T P} S v, div 3 dx + PR [ PRy ay
K e Ogh K K B Ay }3,n1':f B"
8o x
B > >0 ‘ x* = 2
= = én]{? sgeV ' dy + H (.SB) ¥ B eéq’h, B ¢ (Timp U TW)
B .

les équations (5.10) sont accompagnées des conditions aux bords
(1.13bis) que. l'on écrit :

9 = : Fand T ~ - ¥ s A -9: ’L—_“=
(5.11) Q =0 VAeB“Ph,A— .[imp VZA’QQA QdA ¥ AT, AcTy

Par ailleurs de (5.6), (5.’9).on déduit

(5.12) . Iz

On a donc 3 résoudre le systéme d'équations (5.8), (5.10), (5.11),

. . * . .
(5.12) avec comme inconnues Q , P.et soilt QGD, soit P@A .
o

Considérons donc les deux cas suivants : Q{’ donné et P@)A inconnu,
; o
et l'inverse.
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Cas 1 : QO est donné et POP®  est incomnu

Ao

Introduisons le vecteur uniligne pIv(’= (DIVCFL)A e*% tel que
“'h

DIVER, = -2, §

Introduisons ensuite FPDIR® = (FPDIRZ) Py tel que
“"'h

n . 1
ZA,Q PdA s1 A c rw
Bn
IRT = Z,~x —2 g AcTe
FPDIR, = A ~a S 47
ot o
A
. 1
0 s1 A ¢ Pw u D})

. . ) * .
et on introduit FQ " te1l que
*n

FQ T = aAM™ Q) - FPDIR® .

Alors le systéme (5.8), (5.10), (5.11), (5.12) s'Berit sous la

forme matricielle :

~ %

AD ~fprv -Fprvg Q FQ”
(5.13), | -pzv . o 0 P = 0
-DIV(y 0 0 P -

Le systéme (5.13) peut &tre interpr&té comme un probléme de point
selle pour lequel PGPA est le multiplicateur de Lagrange de la contrainte
o
(5.12) et dont 1le lagrangien S5 est 1la fonction définie sur R™® x R™ x R par

2(s,v,¥P)y= < % AD™, $-FQ", S > - <V,DIVS> - V&ODIVS.5 - QW)

ol le troisiéme terme du membre de droite est un produit dans R.
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Aprés avoir augmenté le lagrangien comme au §3.2, on &crit 1'algo-

rithme d'Uzawa, k &tant 1'indice des itérations :

~ k=0, p™0 - pL PQK’O = P@X’l
[+ o)

- Pn’k, ﬁg:’k étant donné&, om calcule Qn’k par :

o
i . . K
(5.14) & + wEpvedry + HIvGepv® ) ™ = tprver™ Kok (2 L+ we
. 0
. R

On calcule ensuite Pn’k'-i-1 et E’é? m, kel par,

4
(5.15) po kL | pik iy 0k
(5.16) P p(EME w(1vEgHE - 807
0 0 .

- test de convergence.

Cas 2 : P<§)2 est .donné et Q{pn est inconnu
0 .

La relation (5.12) n'étant plus une contrainte, l'algorithme d'Uzawa

s'Bcrit maintenant, k &tant 1'indice des itérations :

- k=0, ps0 Pn-—l
- Pn’k gtant donné, on calcule Qn’k par :
(5.17) & 4 wEDIVepIv) - ™ ¥ = Fpry.p™ek . tDIVQ-P@Z + F_NQ*n
0
- on calcule Pn’k+1 par (5:15)

- test de convergence

: . - n a s 4=
lorsque 1l'algorithme a convergé on trouve c{@ grdce a (5.12).
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Dans les deux cas, une fois QSn et'Pgﬂ calculés, on peut calculer

n 0 .
TP, » Ac Pf? par (5.5) et FS? , A c EF) par la relation de pression hydrosta-
tique :

N _ QD n
S =P
LONY @AO+YA ¥ A< In

ol YZ est un coefficient calculé par le module puits.

5.4. - Modification des &quations en saturation

A 1'&quation (1.14bis) il faut ajouter la contribution de la fron-

tiére ;D .

N

Sur T4 on négligera les effets capillaires, ce qul est raisonnable puis-

que les vitesses sont grandes au voisinage du puits.

*
R vérifiera donc les &quatioms :

(5.18) SRS, as™ v S S ax = as™ dw o, dx
ap A @ A"SB £ B
-l S, ZBJ?S dy
(rWqu)nB

¥ 3B e&%ﬂ

¥ B ¢ (rimpu%b)

[}
o

(5.19) R ¥aegt,, Ac 1:@

ainsi que les conditions au (1.15bis) sur le bord Pim

On écrira leisystéme (5.18), (5.19) et (1.16bis) sous la forme matricielle.

~n* _n%*  enx
AR"7eR™" = FR"

< . Nk ~ nx
ol les matrices AR et FR sont construites d'une fagon analogue au para-
graphe 1 et la barre inférieure correspond aux modifications locales dues i la
conditions (I.15bis) et la barre supérieure 3 celles dues i (5.19).

Une fois calculé R™* ler s2
ne fois calculé R, on peut calculer Srimp comme auparavant.
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. n+l
Concernant le calcul de la saturation SK , on note ¢

* o o .
(5.20) Fp(k) = 2o () Q + by (1) Q) vacP, ¥kel0,1]
K 3 * * . )

et on définit,

‘V A E‘j%kﬁ ¥vYeA
Fy" (E(Y)) = signe (s™F (v)-8"7(y)) *Min {signe(sn+(y)-Sn—(Y))F:n(k)}

(5.21) | keI 5%y, STV
N ol +et -correspond i l'aval et 3 1'amont pour le sens positif de

traversée de A.

Alors pour calculer la saturation, il faut résoudre :

n+1

(5.22)  ASKe(sK™*'-sK™) = At e FSK'" ¥Ke G
avec ’
. npi(A)
1 * .
(5.23) FSK = %/ Qqwp (8™ 5. Vv, . dx -~ ———< L  L[Qwp,(E(GA))v, ,(GA )]
1 ok X A " K,i npi(A) o A LR TR
¥ K e?fh, ¥i=1, ... ns(K)
et pour & =1, ..., npi(4)
( =0 ’ siAcT,
n ] imp
(5.24) QP (£(GA))) = ¢ = 2, & Q@wA si A< I
(.donné par (5.20), (5.21) si A 6;%%, A¢d (Timpu%p)

- n Py . -
et ou_Q@hA vérifie la relatiom (5.7).

Selon que:gbest un puits d'injection ou de production, le calcul de Qghz

est différent.



Cas 1 :@Pest un puits d'injection

Dans ce cas, on prend pour saturation amont S = 1 dans (5.7) et on calcule
ainsi le débit d'eau Qé?wz qu'on porte déns‘(5:24). On calcule enfin SKn+1 en

résolvant les syst@mes linéaires (5.22).

Cas 2 :Qg)est un puits de production

Pour un traitement explicite, on choisit pour S~ dans (5.7) la trace de

s®  sur ESD et on calcule encore le débit d'eau QQF%Z qu'on porte dans (5.24)
avant de calculer SKn+1 en résolvant les systémes linéaires (5.22).
Cependant, .i1 est préférable de traiter implicitement le puits de production.

On choisit alors pour S  dans (5.7) 1la trace de Sn"-1
n+l

d'eau Q@?WZ dépend de SKA si KA dénote 1'élément adjacent 3 A, et il en est

sur r63 . Alors le débit

- *
de méme de FSKX '
P 03 - : - n+ n
En &crivant cette dépendance comme une dépendance de SKA 1 - SKA’ pour tous
les Eléments K ¢ (E@h du bord du puits,on est amené i résoudre les systémes non

linéaires de dimension ns(K)

-

n+l _ SKn)

ASK™+ (SK At « FSK™® (5™t _ sk?) VK e ‘t?BDh

1

} . n+ . .
pour. calculer les saturations SK dans les mailles touchant le puits. Pour

les auttes mailles le systdme (5.22) reste un systéme linéaire.

&

5.5 - Intégration numérique

| . ko S .
Le calcul des matrices AD , AR et AIJ étant analogue, considé-

~ ~ %
rons par exemple AD ., Pour calculer AD » on doit calculer des intégrales du

type :
1 *~1 > > _ 1 -1, 1 > = )
é 'ETET b4 S,°Sp dx = é Q) Yy % sA Sg dx ¥ A, B ¢ cﬁ?h
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‘ A cause de la division par x,, nous utiliserons des formules d'in£é~
‘gration plus précise qu'au §1.7. Dans le mod&le r-z, le domaine Q est
un carré qu'on discrétisera par des rectangles de cHtés paralléles aux axes.
Comme c'est seulement dans la direction X, qu'il est nécessaire
d'augmenter 1l'ordre de la formule d'intégration, nous prendrons donc trois
points de Gauss dans la direction .xi au lieu de deux précédemment, tout. en
en gardant deux dans la direction‘xé. |
Concernant la matrice ASK*, il faut calculer

S 3 ¢ vy vy dx = J ¢lg g, 9, 9, d%

K

RO
(e
=

e

et cela serait fait exactement 2 1'aide de la formule de Gauss i quatre

points sur K (deux dans la direction x, et deux dans la direction.xi).
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ANNEXE 1 - UNE METHODE RAPIDE DE RESOLUTION DES EQﬂATIONS EN PRESSION.

A1.1 Introduction

La méthode du lagr'anglen augmenté pour r'ésoudr'e le systime des
équations en pressiori~vitesse issu de 1la for'mulation mlxte pr‘ésentn
1' inconvénient d'avoir le par’amétxfe w & ajuster. C'est pourquoi nous
allons présenter ici une deuxitme mé&thode [7] qui ne nécessite pas
d' ajustement de paramétre. De plus cette deuxi®me méthode est plus rapide
car elle ;,e rdduit essentiellement 3 1la résolution d'un seul systime
linléair'e de dimensi.on na, alors que la méthode du lagrangien augmente
devait résoudre un systdme de méme taille autant de fois que 1'on
itérait. Enfin, dernier avantage, la méthode que nous allons proposer,
calcule en méme temps une.épproximation de la pression sur les ar&tes qui

possdde des propriétés de super convergence {161.

41.2 Vine formulation equivalente des équations en pression

Nous nous plagons dans 1le cadre du Chapitre I. Précédemment la
vitesse 30 a été appr;ochée dans 1'espace Xg dont les éléments ont
leurs débits A travers les ardtes continus. Maintenant, nous n'allons
plus exiger cette continuité pour 1'espace d' e}_ppr'oximation, mais au
contraire 1! écrire explic;temént. V

Introduisons donc 1'espace ;g des fonctions de Q dans 1R* dont
chaque composante est un polynome de degré < 1 sur chaque élément de
65 et dont le flux & travers chaque argte A de %h est constant sur A
(mals non continu). Sa dimension est 3x nt + 4x ng. C'est dans cet espace
qu' on approchera. mamtenant la vitesse.

Définissons ausil No = ]Rna, _espace. dans lequel on approche la

trace des pressions sur les arétes notée 'I‘P=('I‘PA)AE th.
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On va maintenant calculer (a@n’ P@n, TPn) € x® Mo x N0
, Oh : h h
satisfaisant :
(A1.1) Ke‘%; { i 1n w—1 agn_g dx - J PPMdiv 3 dx + JI TPn(g-GKdY}‘=
“h d(s™) K 3K
2
J I Yj(Sn)w ! 53'5 dx ¥ 3 € ig,
§ =1
n_ .n el
(A1.2) TPA = PdIA ¥ A Fw,
(A1.3) | divagrvax =0 #v e,
Q
(A1.4) ) T ] een > B n 0
reed, ke 4 %n T VMY " %2 g waY  FuelN '
- 9K”A W u,=0, ¥ Acpr .
A W
Notons que, pour toute argte A = 3KndK', intérieure a 2, si 1'on
choisit y tel que w, = 1 et Mar = 0 51 A'4 A, alors 1' équation (A1.4)
implique
*en *on - _
(o * V¢ * 9pp ° vK')lA = 0. ' ;

L' équation (A1.4)

débit de agg a travers A.

Pour toute ar8te

1' équation (A1.4) implique
. . © »en n

implique ¢ LAY = q .

Oh K, d ,

Un premier résultat

A cT. ’
im

important et facile & montrer

exprime donc en particulier la continuité du

en choisissant u
> .
Vm A = 0 . De méme pour Ac F; elle

comme ci-dessus,

>@n
Y%n

(ef. [7] par

exemple) est que le probl®me (A1.1),..., (A1.4) admet une solution unique

telle que :

son _ an’
%n =

+n n
QOh 9 p

qoh 4 p

sont caléulés comme (1.11),

®n n

=D,

vees (1.13).



Remarque : La pression P" &tant calculde dans le m@me espace MO dans
les deux formulations, on supprimera le signe ® en

indice supérieur.

En d'autre termes, 1la reiation existant entre les formulations
(1.11),...,(1.13) et (A1.1), ...,(A1.4) est 1la suivante. Dans la
premidre, on a dualisé la contrainte d' incompressibilité et 1a pression
en est 1le multiplicatem~ de Lagrange. Dans la seconde, on a €n plus
dualisé les contraintes de continuité des débits 3 travers les arétes et

les traces de pression en sont les multiplicateurs de Lagrange.

A1.3 - Ecriture matricielle de la nouvelle formulation des équations en

pression

Une base naturelle de fg est formée de 1'ensemble des fonctions

h
>
|s , K€ @5 , A egﬂ{ telles que 3 a son support dans K, est un
K,A’" “h K,A
PR > A o®
A & o - 0 to ={
élément de Xh et J °K A VK SB . On notc Q QK A Ke g AchK le

vecteur des degrés de liberté de aO . Ce sont les débltstgotaux des
fluides 3 travers 1les arétes d'un &18ment K dans la direction de la
normale extérieure.

On exprime maintenant les équations (A1.1), oo (A1.4) en termes
de degrés de liberté et de bases des différents espaces d'approx1mat10n.
Les équations (A1.1), ... (A1.4) s'écrivent alors sous. la forme

matricielle,

(A1.5) pIv® 0 0 p - 7P ‘



Ici AD® est une matrice symétrique définie positive de dimension
3xnt+lUxng, Elle est bloc-diagonale, chaque ' bloc 'correspondant & un
élément de %5; et étant de dimension 3 ou 4 suivant que cet élément est

un triangle ou un parallélogramme. Donc ap® est facile & inverser.

Précisément ses coefficients non nuls, sont, pour K e‘%;h ’ Aeeﬁﬂg y
Be ~ Ac 3K, Bc3K :
o , .
° D = -
(A1.6) ADy 4 g i 1 — 4 1 gA'gs dx.
d(s™)

La>matrice DIVO a 3xnt+lixng colones et ne lignes. Ses coefficients

non nuls sont pour K ¢ O/h’ Ac 3K
®
(A1.T) DIVK,E,K = 1,

La matrice B a 3xnt+ling colonnes et na lignes. Ses coefficients non
1

nuls sont, pour K € % pr ACIK, , AT

La matrice AC est une matrice diagonale de dimension na et ses

1

coefficients non nuls sont, pour A ¢ G“{h’ A < rw :

(A1.9) AC = 1,

Pour le membre de droite de (A1.5), le vecteur FQ® a la dimension

3xnt+liixng et ses composantes sont, pour K € 96%, A < 9K

>

2
n -1 =»
(A1.10) FQg,p = J V(S v ey, s, ax.

Le vecteur FP qui a la dimension ne est tel que pour K € @”h’

(A1.11) FP_ = 0.
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Les composantes du vecteur FTP de dimension na sont pour

Alé QQg e
h
0 si A est une ar®te intérieur & Q ou si Acrimp’
(A1.12) FTP, = (P si Acr
. A dh w’

n . 2
qdh si Acrw.

A1.4 - Résolution du systime linéaire

Bien gque 1'équation matricielle (A1.5) ait une dimension plus
grande  que 1'équation matricielle équivalente (1,24), elle est plus
facile 2a résoudré. En effet nouS avons noté que la matrice AD® est
facile 2 inﬁerser. Nous pouvons donc éliminer 1'inconnue QO.

(A1.13) Q® = ap® . [FQ®+tDIV®-P+tB-TP],

et nous obtenons 1' équation matricielle :

o1t p —p1v®-ap® " .FQ®

1t ® s

prv®.ap® ' Yp1V pIv®.A
(A.1.148)

1]

o1 tyry® ©=1.%1 |rp rrp-g-ad° ' +FQ°

B+AD + DIV AC + B-AD
i
‘Mais alors 11 est facile de vérifier que la matrice

DIVG-AD@—1-tDIV® est une matrice diagonale de dimension ne. Il est done

facile d'é&liminer P :

1 1 1.ty . 1p7.

(A1.15) p = [p1v®-a0® . tp1v®y” [-p1v®.ap® . FQ®-D1v® AD

Enfin on obtient le systdme linéaire de dimension na :

(A1.16) [}C+B~AD®”1-tB—B-AD@-ltDIVG-(DIVG-AD®’1.tblv@)'1-DIVG-AD@'1~tB]TP

1. @

= p7p = eap® V. (re® Ep1v®- (01v®.ap® 1 to1v®) T ep1v® - a0® ' FQ%.
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Ce systtme est symétrique défini positif et est donc facile 2
résoudre, par exemple par une méthode de gradient conjugué avec

préconditionnement,
Une fois TP calculé, on calcule P par (A1.15) et Q° par (A1.13).

A1.5 - Mod2le a plusieurs types de roches

Pour introduire le modtle & plusieurs types de roche défini au
chapitre II, nous procéderons de la fagon suivante, Sur chaque arete A de

r12, pour prendra en compte 1'existence des traces de pression PA et

P;, le multiplicateur de lagrange TPA sera :

1 - +
(A1.17) TP, = 5 (P, + P,), Aer,

Alors, avec (3.32), on cbtient,

+

CMA

> - E - ey - oot - -
(A1.18) Py =TPy =5 (Poyy Y (8,) - P Y (84)), €=+ ou-,

Considérons, comme au chapitre II, 1'élément K inclus dans Q, et

dont A est une ar@te incluse dans Obtenue en intégrant (2.4) sur K

T, ne
12
par partie, la contribution de K & (A1.1) s!éerit :

1 -1 30 »

n ->
_ v q)+sdx - [_PYdivsdx+ ) _ n>
K~ da(s™) ° K AcaK” A TPy SV dY
. &
J ; , A¢P12
+ n- =+ = R _ n 1 . > 40)
A3 A P, S-v - dY = i_ JI Y (%) ¥= g5 dx ¥ scX .
ACF1 5
En tenant compte de (A1.18), cela se rééderit :
1 -1 s e
f —= qgn-g ax - [ P" aiv S ax + | TP" 3.3 a¥ -
K d(s") K oK
j 2 n -1 > = 1 + + + -+
2 oYY v asdx -z T _ [ Y (s™Ty - pho vTs™)) 3.3 av.
K j=1 J Zacx a M A CHA® A
Acr12
On procdde de fagon analogue pour 1'élément K  inclus dans Q et tel

- 2
que A<3K n K",
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Fn définitive pour introduire la contribution des différents types
de roches, 1l suffit de modifier (A1.10) en écrivant pour les arétes A

de T

12 ¢
® 2 n, > - ) i
FQ°_ = I ] v.(8) ayts o dx
K&, A j=1 02 Y J0 k& A
£ - -, .n- + + n+ . v—> > _
51{ (Poyy ¥ (Sp )Py ¥ (Sy )) S+ dY, &=+ ou =

A1.6 Introduction des puits dans le modéle x—Yy

Nous considérons le macroélément @@ comme un élément pouvant
avoxr- plus de 4 cdtés. Les débits sortant de 57’ 3 travers les ar®tes
AT sont notés Q @’]) . On supprime toute contribution des éléments

/Qéfh et on éecrit les relations suivantes (ef. (3.1), (3.2))

1 : . .

A1, L - 95_ -

(A1.19) = QégaA (P? TPA) 0, Acg ,

(A1.20) ] Qg, + oF =0 )

Ces deux relations jouent pour & le rdle de (A1.1) et (A1.3).
La pression ng joue pour @@ le rdle de PK pour K. Enfin, la
continuité des débits s'écrit :
(A1.21) Q@@,(ﬁ + QK,A =0 , A€ BKm;? .
relation qui correspond & (A1.4).
"Dans le cas ol la pression PQO est imposée, on écrit les
relations (A1.19), (A1.21), et la relation FQ@ = donnée au lieu de

(A1.20). De fagon analogue & ce qu'on a fait au SA1.4, on élimine
successivement les débits Q Cgp A en méme temps que les QK,A et la
pression ng. en méme que les PK . On aboutit & un systeme linéaire en TP
qut on résout. On en déduit les pressions PK’ puis les débits & travers

les ardtes, et le débit Qé’]f est alors donné par (A1.20).
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Dans le cas ol le débit Q5P est donné, on écrit les relations

(A1.19),..., (A1.21) et on procdde comme précédemment.

A1.7 1le mod2le x -z -

Dans ce cas, outre les relations (4.1), (4.2), nous avons la

relation de conservation pour tous les éléments traversés par le puits :

(A1.22) AZBK G+ ¢ =0 ¥ ke B

Dans le cas ou la pression P@@,, est imposée, alors de (4.1) et
2YY
0

(A1.22), on déduit

(A1.23) ! Q ,*+a P, =ao PSP + 8 ¥ xe B P,
, Aak KiA K K K K h
relation qui remplace (A1.3) pour les éléments K de %f‘@”?h Ainsi d'une

part FP n'est plus nul comme en (A1.11) mais on a :

FP = ol PP D o4+t ¥ Ke0SP.
K K K .
K o
®

De plus, quand on $élimine  Q°, il faut ajouter dans (A1.14) aux
coefficients de la matrice diagonale DIVG-AQ®-1-DIV®, a’ﬁ sur les lignes
correspondant 3 K G@E’@@h o

Dans le cas ol le débit Q(@ est imposé, il est faut alors &liminer

la pression P p@ k » ©e quil est fait comme au 84.3. Portant (4.12)

dans (A1.22), on obti‘e%t, au lieu de (A1.5) le systime linéaire :

ap® “torv® g Q® FQ®
@ .
DIV AB 0 0 = | Fp
B 0 AC TP FTP
- . _ n L J




oh AR et FP sont définis maintenant comme en (4,13), (4.14). On

élimine Q® comme précédemment et on obtient :

p1v®.ap® 1. tp1v®+aB p1v®.ap® 1.t P rp~-pIv®-ad% 1 . FQ°

B.aD% 1. Ep1y® ac+p-an® 1.% TP Frp-B+AD° ' .FQ®

Pour éliminer P, il faut tenir compte de ce que la matrice AB
n' est pas diagonale, mais est cofnposée d'un bloc diagonal reliant tous
les &léments K traversés par le puits. . Il s'agit néanmoins d'un bloc
diagonal de petite dimension, qu'un peut donc facilement inverser. Une

fois P élimind, la fin de la résolution est inchangée.

A1.8 Le mod&le r-z

. _ >0
Pour ne pas compliquer les notations, on continuera de noter a5

l'appréximation dans ?(g

équations (5.5), .(5.6) s* éerivent :

>¥# ,
du vectew q défini en (5.1), (5.2). Les

- - P &=
(A1.21) Q 4 = (TP, PJAO, + B, . Ke 5P, ATy,
(A1.25) ) QKA= Q&P .
AcT 5 '

Dans le cas ou la pression PQA est donnée, la relation (A1.24)

~ joue le rdle d'une condition sur le gdrd I‘J@ . Alors le systEme
. Gz

linéaire que nous obtenons s'éerit encore sous la forme (A1.5).

Evidemment AD@,FQ(D sont maintenant calculés avec Y au lieu de ¢.

Quant & FTP, aux relations (A1.12) il faut ajouter :

P = -
FTP, aAP@@_,’AO By ,Acr‘gp,

et pour AC, aux relations (A1.9) il faut ajouter :
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On procéde ensuite comme précédemment. Une fois calculés les débits QK A

on peut calculer Q@@ grace a (A1.25).

Dans le cas ol le débit Qg est donné, alors on élimine
P &, entre (A1.24) et (A1.25) et on trouve
0
(A1.26) Q =a(TP—LaTP)+s+ﬂ(Qe‘375~ZB)
, K,A A A z o B B “A z oy /'BCF B
BEL, BCT .

\U
&

Ld encore, le systd®me linéaire obtenu s'écrit encore sous la forme

(A1.5) avec les différences suivantes .
Pour FTP, aux relations (A1.12) il faut ajouter

FTPA =Byt Z——&'B Q -3 BB)’ A‘:Tg
Ber_ Ber, l
P &

Concernant la matrice AC, 11 faut noter qu'elle n'est plus

diagonale car on a introduit un bloc diagonal reliant les ardtes AcT

a

R
Maa Tl Tre) A
B %
Bcgz
AC I '\ AcT Aler Ae A
A%, T a e B ko S
BeT, g

K

On procédera cependant comme précédemment, mais la structure du
systéme linéaire en TP obtenu apres élimination de Q° et P sera un
peu différente. 11 Y aura un peu plus de coefficients non nuls

correspondant aux relations connectant entre elles les ar@ates ACCI;@ .
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ANNEXE 2 ~ LIMITATION DES PENTES DE LA SATURATION

A2.1 Introduction

Telle quelle, la méthode décriﬁé dans les chapitres précédents pour
caleuler des saturations, produit, dans les cas ol la convection est
dominante, des 050111a*1ons et des saturatlons négatives ou supérieures a
1. De plus, sa stabilité est réduite (cf [18]). Ces défauts, inhérents
aux schémas d'ordre supérieur en espace et explicites d'ordre 1 en temps
pour les équations du premier ordfe, peuvent 2&tre corrigés par une
méthode de llmltatlon des pentes.

Une telle méthode a été décrite pour la premi®re fois en dimension
1 dans -[17]. Considérant une approx1mat10n discontinue linéaire par
* morceaux, on limite les pentes sur chaque intervalle K de 1la.
diserétisation de fagon que la valeur de la fonction é'chaque extrémité
de K soit comprise entre le minimum et le maximum des valeurs moyennes

dans K et 1 intervalle adjacent a K.

b

— .
0 _ X

- - — - saturation avant Hmitatidn des pentes'
oememes Saturation aprés limitation des pentes

" Figure A2.1 : Limitation des pentes éen dimension 1.

Evidemment, une telle méthode introduit un peu de diffusion
numer1qu° sur le front, mais beaucoup moins qu' une méthode d'ordre 1.
Nous allons étendre cette méthode au cas de la dimension 2. En fait

1a m2me fagon de faire s'applique 2 la dimension 3.
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A2. 2 Limitation des pentes en dimension 2

: sz oDl
On note S* la saturation que nous avons noté S auparavant.

Nous allons modifier S* de fagon 2 obtenir une nouvelle saturation

Sn+1 dont les variations auront été limitées.
— 1 ns(K) : .
Pour cela, on note § . = —= 131 SK,i’ K € (%;h’ la valeur

moyenne de Sh dans 1' élément K. Pour que le schéma reste conservatif, il
#*
faut que Sn+1 et S aient les mémes valeurs moyennes dans tous les

éléments, soit :

¥ K 5(%;h'

Nous limiterons les pentes des saturations de la fagon suivante.
Pour tout sommet M du maillage, on considére 1'ensemble ‘%z(M)
des éléments K ¢ 95% dont M est un sommet et on calcule le minimum et

le maximum des saturations movennes dans ces 4lémente.

SMIN(M ) = min 5

KeFp(M)

Dans chaque élément K e ‘%;h , le degré de liberté SK i
i=1,...,ns(K) est associé au sommet Mi' Nous limitons les pentes én

imposant que :

n+ 1

) €
SMIN(Mi) s sK,i

ésMAX(Mi), i-= 1, "o TlS(K).

Enfin, nous exigeons que, dans chaque élément K, la distance dans
R

ns(k) n+1 n+1 * *
de SK = L) : = . ). ]
(SK,1)1=1,...,ns(K) & SK (SK,1)1=1,...,ns(K) soit
aussi petite que possible.
¥*
Le calcul de Slf{m1 a4 partir de SK se ram®ne donc & un problme
de projection dans IRns(K).

Notons :

ns(K) M
(PK), 1'hyperplan d'équation X; = ns(K).§K’

i=1
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‘ o ns(K) :
(QK), 1'hypercube 121 [SMIN(Mi). SMAX(Mi)],

ns(K) ' ns(K)
X, ¥> = ) X7Ys, le produit scalaire dans IR ,

Hy-x|l= < yx, y=%, la distance dansimns(k)associée,
1 *
J(x) = 5 || x-skf,

|| I ad

U= (1,1,1) si ns(K)=3

U, le vecteur orthogonai a (PK) :
' ' U= (1,1,1,1) si ns(K)=H4

Avec ces notations, la recherche de SKn+1 s' écrit comme le probldme de

ns (K) suivant :

minimisation dans 1R
. n+ i
Trouver SK € (PK) n (QK) tel que

(A2.1) Loy = mMin I
Xe(PK) n{QK)

C' est un probleme de minimisation convexe qui admet une solution unique
. —3%

puisque  (PK} N (0K) = @ (le point X tel que Xi = SK' i=1,...,ns(K)

appartient 2 (PK)n(QK)S.

A2.3 - Résolution du problme de minimisation (A.21)
Pour résoudre le probleéme de minimisation (A2.1), on dualise la
contrainte X €(PK). On introduit donc le lagrangien L défini sur

]RnS(K) x JR par :

ns (k) P
LXyw) = d(0) = w{( I %)= ns(k)oSK].
- ois :

Alors le problime (A2.1) est équivalent au probldme suivant :

Trouver le point selle (SKn+1,A)e(QK)xE§ tel que :

(A2.2) - }
1,x) = Min Max L(X,p) = Max Min L(X,u).
Xe(QK) pelR nelR Xe(QK)

L(sk™
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C'est ce dernier probl®me que nous allons résoudre effectivement.

Pour tout y € IR, on résout donc d'abord :

Trouver X(u) € (QK) tel que

(A2.3)
L(X)(u),u) = Min L(x,u)
X€(QK)
* * Sk
Or on remarque que, comme SK € (PK), on a <U,SK > = ns(K). SK' Le

lagrangien L se réécrit donc :

L(X,u) = = || X=(SK 0|2 - 122— lufl®

1
2
On constate ainsi que le probléme de minimisation (A2.3) ‘revient donc a

minimiser la distance de SK -~ yU & 1'hypercube (QK). Sa solution X(u)
¥
est donc la projection sur (QK) de SK -uU :

(a2.4) %(u) = Proj (SK*‘uU)

(QK)
Cetle projection est une opération tres simple-qui se réduit a une simple
troncature des composantes de SK*-uU.

Le probldme (A2.3) étant résolu, il nous reste, pour compléter la
résolution du probléme (A2.2), a trouver le maximum A de la fonction
d' une variable réelle y » F(y) L(i(u), u). Le point SKn+1 cherché sera
tel que '

sk™71 - oxon

A= Max F(up),.
nelR

Pour trouver le maximum de la fonction F calculons ses dérivées :

. ns (K
F' (y) = <U, x(u)> = ‘Z (u)

ns(K).
F'"(u) = § X: (.

i=1
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PK)

SASK™ R0 e

/

1

Figure A2.3 La recherche de SKn+ par la méthode de dualité

en dimension 1 (ns(K)=2).

En conclusion, la méthode de limitation des pentes de la'saturatidn
se ramdne & la maximisation, pour chaque élément K du maillage, d'une
fonction d'une variable, dérivable, quadratique par morceaux et simple 2
calculer. Elle est donc peu cofiteuse, d'autant plus que la limitation des

pentes n' est effective qu'au voisinage des fronts de saturation.
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X(u) étant défini par (A2, u), si X (u) = SK 7w € [SMIN(M ), SMAX(M )1,
alors X (u) = -1 et si SK ;M £ [SMIN(M ), SMAX(M )1, alors Xi(u) =

~

SMIN(Mi) ou Xi(u) = SMAX(Mi) et Xg(u) = 0. Done,

F"(w) = —card{i {0,1,2,...,ns(K)} |As;’i-u € [SMIN(M,), SMAX(M)] |,
o' est-a-dire F"(y) est égal a moins le nombre de coordonnées de &(u)
qui sont libres. '

Ainsi F est une fonction concave, continue et dérivable,
gquadratique par morceaux. F" A 2xns(K) points de discontinuité My qui
apparaissent quand X(u) traversent des faces de 1'hypercube (QK). La
fonction F est donc enti¥®rement connue et 1l est donc Simple de

calculer la valeur 1 pour laquelle elle atteind son maximum,

A

. - ‘ 3
/ - 1.11 ]J2 0 . A 'UQXHS(K) . u

Figure A2.2 :Un exemple de fonction F 2 maximiser.

La figure A2.3 ci-dessous montre, dans 1le cas de limitation de
pentes de saturation en dimension 1 (ns(K)=2), comment fonctionne la

méthode de dualité.
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NOMENCLATURE

X = (X]’XZ) vecteur de iRZ, coordonnées dans le domaine bidimensionnel @,

Propriétés de la roche

$(x) = porosité
Kl(x), Kz(x) = perméabilités absolues dans les directions des axes
€7(x) = épaisseur du gisement dans les modé&les x-y et x-z ou angle du

secteur radial circulaire dans le modéle r-z.

Inconnues physiques

PW,Po = pressions dans les phases eau et huile
s = gaturation en eau
s = (5 - §;(X)) / (%Q(x) - §ﬁ(x)) = saturation réduite en eau

Propriétés des fluides

pi’ui = densités et viscosités de l'eau (j=w) et de l'huile (j =0)

Caractérisfiques dépendant 3 la fois des fluides et de la roche

~

Qi, sous domaine de @ correspondant au iéme type de roche

Dans . :
” i

§;(x) [resp. 1 - E;(x) ] = saturation résiduelle en eau (resp. irréductible

en huile)
g b DU . s . .
krj(s)= perméabilités relatives 3 l'eau (j = w) et 3 1'huile (j = o)
Pw - Po = PCM(x)Pi (8) = pression capillaire
PCM(x) 2 0 préssion capillaire maximum du point x
i . . . s . i
PC (8), fonction capillaire réduite croissante s'annulant pour S = Sz

(en général Sz = 1)
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Coefficients et champs de vecteur connus ne dépendant que de x

g0 = Gy - 5_(x) o) ¢

Klgx) 0
Y(x) = G(x) ‘
o K&

K 4
Ty

= —;—-w(x)(pW + po)g Vz(x) (g = accélération de la pesanteur)

T, = = v(x) TP, (x)

Fonctions et coefficients dépendant de S seulement

Correspondant au i8me type de roche :

k} (8) = krj(S)/uj = mobilités de l'eau (j =w) et de 1'huile (j
DL
(k= + k7)“ 4ds
W o’
i S i .
o = 4) a“(s)ds croissante
i kg
by (8) = T T croissante
kw + k
; el o -0
b (8) = ——— .
kw + ko pw + pO
i kgt
bz (8) = i Pc (s)

o)
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dp1

i S . i 1
) =%— S b(l) (s) —=— (s)ds ( |y = 5 lpc(.S)l)
st ds ' '
c .
i i
. k- p_ +k p
w W 0o o 2
Y] (8) = ———
i i
k + kg Pe * Po
i L os 9
Y, (s) = 5 I : (s)pc(s)ds
st ds
c .
i _ i i
a7 (s) = kw + ko
Inconnues principalés
g = saturation réduite en eau

P’ = ';- (B, + Py) + Fy (%) v*(S8) pression globale dans la zone i

Inconnues auxiliaires

&

(f)w .[resp._\?o ] = vitesse de Darcy de 1'eau [resp. de 1l'huilel-

- >
4 g - F
. T o= - LbPCM dl(S) Vtxi(s) = contribution de la diffusion capillaire Y °
: 2
-> > o, ,
9 = ¢‘w+ Yo = vitesse volumétrique totale
3 = F b.(s)q +% $ =1 F b.(8)%. - %
Yw 520 i Qj L?o 4, =0 i Clj
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Géométrie du gisement

domaine bidimensionnel polygonal,

1o}
1

3R = frontiére de 9,

J?= normale unitaire a 32 extérieure i Q,

. = frontiére imperméable de Q,

imp 4
PL = frontiére d'alimentation en fluide g 3 pression donnée , & = w,o,
Fi = frontiére d'alimentation en fluidey 3 d&bit dommé s £ = w,o.

Données initiales et au bord

saturation initiale,

SO =

L aays o - 1.2
94 = débit volumétrique total donné sur o » 2 =w,0,

. - 1
P, = pression donneg sur ?ﬁ » & =w,0,
Approximation
¥ = maillage régulier de.{ fait de triangles et parallélogrammes,
6bh = ensemble des arétes de ??h’
- ;\' ¥

nt = nombre de triangles de a?h’
nq = nombre de parall&logrammes de &, ,
ne = nombre d'éléments de Q?h = nt + nq,
na = nombre d'ar8tes de th,
ns = nombre de sommets de Y h?
K, €lément courant de %ﬁh(triangle ou parallélogramme),
A, €lément courant dec%%h,

ns(K) nombre de sommets de K (3 ou 4),

K, @Elément de référemce (cf. §1.7),

~

JK’ jacobien de la transformation affine appliquant K sur K,
VA, normale unitaire 3 A définissant le sens positif de traversée de A,
A

-1 si A ¢ 3K et si 3A est entrant dans K,

+1 81 A c 3K et si v est sortant de K,
AR



K (resp. K'y &lément adjacent 3 1'arBte A amont (resp. aval) par rapport

->
au sens positif de traversée de A dé&fini par VA,

Mg, ensemble des fonctions de Q Aanslm.constantes sur chaque &l&ment de
de'g;.= espace d'approximation de‘P (cf. §1.3),

Mi, ensemble des fonctioms de & dans R, discontinues d'un &l&ment 3 1'autre
et qui sont : - pour chaque triangle de<t?, linéailres sur le triangl:«

- pour chaque'paralléiogramme:de ﬁf’, linéaires sur les
c8tés du parallélogramme,

= espace d'approximation de § (cf._§1.3)

ensemble des fonctions de Q dans R? lont chaque composante est un
polynGfie sur chaque &lément dekf?h et dont le flux & travers chaque

ardte A de 2°. est constant sur A et continu.
h e ———————

- - -
= egpace d'approximation de q, et T (cf. §1.3),

TMg(Ba), ensemble des fonctions de 3% dans R qui sont constantes sur chaque-

-~ CK"‘)
.arete A de

h’ .
Vg, fonction de base de ’Mg associée i 1'édément K,
Vg 4 fonction de base de Mi associée ai  jitme sommmet de 1'Elément K,
] .
- 3 _+O + = - ¥ -
Sy fonction de base de Xh associée a4 1 aréte A,
b ‘
P = (PK)KEﬁgi vecteur approchant la pression P,
5 = (s )

. K,J Kggz,vj=1,...,ns(K) vecteur approchant la saturation S,

SK = (SK j) j=1,...,ns(K) saturation aux sommets de 1'&lément K,
, ;

, .
Q= (QA)AeD@L vecteur approchant la vitesse totale Y

Qs débit eau + huile & travers l'aréte A,

R = (R,) ?

A s Vecteur approchant

3

Asﬂ%

SEXTA, trace de la saturation sur 1'ar8te A du bord de @, extérieure 3 Q

(constante sur A4),



F, k),
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. -+
vecteur approchant q. j=1,2
(Q.A)AE‘%‘, . PP 1, 3=1,2,

fonction débit d'eau partiel hors pression capillaire asssociée 3

1taréte A (cf. (1.25)),

QW?A(k),fonction débit d'eau partiel associée 3 1'aréte A (cf. (1.29)),

npi(K), nombre de points d'intégration sur 1'élément K,

npi(A), nombre de points d'intégration sur 1'aréte A,

GA 0

D
o2 ©.

2=1,...,npi(A) points d'intégration numériques sur 1l'ar@te A de

T
saturation de Godounov sur les ar8tes de ;é%,
pas: de discrétisation en temps,

coefficient d'augmentation de Lagrangien augmenté,

puits,'
macroélément entourant le puits @P dans le mod&le x-y,

‘bord de MG? pour le modé&le x-y ou bord du puits GD dans les modéles

X-z et r-z,
ensemble des &léments formant M(3 dans le mod&le x-y, ensemﬁle des
€léments percés par le puits gg’dans le mod&le x-z, ensemble des

€léments adjacents au puits gadans le'modéle r-z,

ensemble des ar8tes intérieures 3 Mt§)dans le mod&le x-y,

i

= Q\M(B.dans_le modéle x-y,

0 &,

débit total au puits,
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QGPA’ QEPWA, qup , débits total, en eau et en huile 3 travers 1l'aré8te A
du macroélément dans le mod&le x-y, ou dans la couche

A dans des modéles x-z et r-z.
Po , pression au puits dans le mod&le x-y,
P@PA, pression au puits dans la couche A dans les mod&les x-z et r-z,

P&

A pression au puits dans la couche Ao oli elle est mesurée,
0

I@P R indice de production des puits

Indices supérieurs

n, indice du pas de temps
i, indice de la zone ﬁi'

Les indices sons omis quand il n'y a pas d'aﬁbiguité.
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