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ABSTRACT

This paper is devoted to the two levels inventory problem with con-
cave costs. The costs involved are the ordering costs and the inventory
costs at each level. We show that the backward dynamic programming equa-

tions are suitable in order to obtain an optimal solution.

RESUME

Ce papier est consacré au probléme de stockage 3 deux niveaux, avec
colits concaves. Les colts qui interviennent sont les cofits de commande et
l"
de stockage a chacun des deux niveaux. Nous montrons que les €quations

de la programmation dynamique de type rétrograde sont adaptées au calcul

d'une solution optimale.



0. INTRODUCTION

Les lignes qui suivent s'intéressent a un probléme de stockage i
deux niveaux, chacun de ces niveaux comportent un stock unique. .

Les cofits de réapprovisionnement du niveau haut, les cofits de trans-
fert du niveau haut vers le niveau bas, ainsi que les cofits de stockage
a chacun de ces niveaux sont concaves et non stationnaires.

Les stocks initiaux sont non négatifs, mais pas nécessairement nuls.
On verra que cette hypothése tout 3 fait générale complique considérable-
ment la recherche d'une solution optimale. On observera que si les stocks
initiaux étaient nuls, les réapprovisionnements seraient toujours égaux a
la somme d'un nombre consécutif de demandes.

Les équations de la programmation dynamique que nous donnons dans ce
papier, ainsi que les ensembles finis de réapprovisionnement 2 explorer et
de niveaux du stocks & considérer 2 chaque pas, sont suffisants pour per-
mettre le calcul d'une solution optimale.

Aprés avoir donné les notations et les définitions que nous utilisons,
nous nous intéressons aux états des stocks en fin de période. Puis nous
établissons quelques propriétés des réapprovisionnements optimaux qui con-

duisent aux ensembles finis dont il vient d'étre question,

I. DEFINITIONS ET NOTATIONS.

Nous considérons un systéme de stockage a4 deux niveaux. Le niveau 0
est constitué d'un stock unique, noté Sp» réapprovisionné de 1'extérieur.
Nous supposons que les ressources extérieures sont illimitées. Le niveau
1 est constitué d'un stock S, réapprovisionné par Sy et qui satisfait une

demande ext&rieure connue. La figure 1 schématise cette situation.
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Figure 1

Si N est 1'horizon du probléme, c‘es% d dire la période d'étude, la
demande qui appa}ait au niveau 1 et a 1l'instant i (i = 1,2,...,N) s'écrit
d.

Pour j'= 0,1, V; 2 0 est le réapprovisionnement de Sj décidé a 1'ins-
tant 1 et qui prend effet a 1'instant i+1. De méme y? est le niveau du
stock Sj sur [1,i+1). yalet y?, qui désignent les stocks initiaux, sont con-
nus. On exige que les niveaux des différents stocks restent positifs ou

-ruls (en d'autres termes, les ruptures ne sont pas admises).

Les €quations suivantes, appelées &quations d'état, donnent les

niveaux des stocks sur les intervalles [1i,i+1) pour i = 0,1,...,N-1

yi+1 - yi N Vi _ Vi+1
0 0 0 "
S 0
i+ i i i+
nwoEvp vy o g
Et les contraintes suivantes sont toujours vérifides :
vi =0 pour i = 0,1,...,N-1
q j=0,1 (2)
y; >0 pour i =0,1,...,N



Nous notons

3V;$i=o, ve .t N-T

A 120,71, ... ,N 70

YJ:zy;zl slgeeey,
et

V = (VO,V1)'est appelé contrdle.

Y = (YO’YT) est 1'ensemble des €tats obtenus a 1'aide de V en appli-
quant (1).

T. lorsqu'un contrdle ou un ensemble de niveaux des stocks sont dor-
nés par une majuscule, les composantes correspondantes sont les
minuscules des mémes lettres.

2. lorsqu'on est.contraint d'utiliser un indice pour distinguer un
contrdle, cet indice sera toujours placé en téte dé la lettre et
en premi€re position. Le second indice placé en téte désignera le
temps alors que 1'indice placé au pied de la lettre continuera,
comme précédemment, a désigner le niveau. L'ensemble des états cor-
respondants suivra les mémes régles.

YO= (yalyg), niveau des stocks 3 1'instant 0, étant connu, un con-
trdle V qui vérifie (2) est dit admissible.
Pour j = 0,1 et i = 0,1,...,N-1

Le colit de lancement d'une quantité v > 0 décidé au niveau jeta
1'instant i ef qui prend effet a4 1'instant i+1 est une fonction
concave et non décroissante de v. On la note c§

Le colit de stockage d'une quantité y 2 0 au niveau j sur [i,i+l)
est une fonction concave et non décroissante de y. On la note f?.
Si V est un contrdle admissible et Y 1'ensemble des états correspon-

dants, le cofit associé a V s'écrit




; N-1 . . . .
Koghyio = = 1 el e+ £ gl (3)
i=0  j=0 J J J J
Si D(y61,y$) est 1'ensemble des contrdles admissiblés, le contrdle admis-
sible V" est optimal si :
-1 0 . x - -1 0
K(}’O ,y1 ’V ) = Min - -1 0 K (yo‘!’}ﬂ ’V),
VeD (YO3Y1)
Nous noterons parfois plus simplement ce contrdle

x . =1 0

II. CONDITIONS SUR LES STOCKS EN FIN DE PERIODE.

-S1 y61 est le niveau du stock sur [-1,0[, alors (c.f.(1)) la condi-
_ f e

tion pour qﬁe D (yaly?) ne soit pas vide s'écrit :

-1 1
Y01* yg + Y-? z dy . (4)

Nous noterons :

_ 0 1N+
o = 0 -9y
a 5 .
z d1 sip<gq
o?’q = {171
- 0 sinon

a’ = Max {0,a}

Le théoréme que nous allons &noncer dit que si le stade initial du
niveau 0 n'est pas suffisant pour réapprovisioﬁner le'stQCk S1 durant la
période [0,N], alors il existe un contrdle optimal qui conduit & un niveau
nul pour SO 4 1'instant N-1 et 2 un niveau égal a oy pour S1 au dernier

instant.

Théoréme 1

si D0y y0) # 8 L ®
et si y}f < (O;’N - y?)+ (6)

alors il existe un contrfle optimal V tel que
N-1 |
Yo =0

N | e |
et Y1 a, _ (7)



Démonstration :

Soit VO un contr8le optimal et YO 1'ensemble des &tats correspon-
dants.

1. Supposons : yg’N > 0

Soit iO est le plus grand indice de {0,1,...,N-1} tel que

8 10 > 0.
Nous construisons le contrdle V1 de la maniére suivante :
1T _ .0 , _
Vi =W - (8
1,1 0,1 _. . .
Vg’ =g si1i# i |
8 iy - Vg 10 - Min {VO N O l0} : 9

L'existence de iO est assurée par la seconde contrainte (2) et 1'hy-
. ¥
pothése (6).

LY

Nous noterons Y1 1'ensemble des états correspondants a V1.

a) Nous montrons que V1 est admissible.
D'aprés (8) et (9), toutes les composantes de V1 sont positives ou
nulles.
De plus :
1 0

Y1 = Y1 (10)

et considérant (9) et (1)

1,i _ 0,1 . . ‘
yO = YO pour i = 0,...,10 (an
Yé i y8>l - Min {yg’N, vg’io} pour i = ij+1,...,N-1 (12)

Considérons (12). Par définition de io

vyt = vg’l =0 pour i = ig+,...,N-1, donc
yg’l > yg N pour i = igtl,...,N et
yot=0 © pouri- ig+1, ... N

Finalement, (11) et (12) montrent que les composantes de yé’l sont
toutes positives ou nulles et, compte tenu de (10), que toutes les

“composantes de Y1 sont positives ou nulles. Ce qui &tablit que




V1 est admissible.

b) Nous montrons maintenant que V1 est optimal.

.En considérant (3)
1 00 o m1.0 .00 i . 0,i i 1,i
K (yo ,Y1 ’V ) = K (YO ,Y1 :V ) COO .(VO 0) + COO (VO 0)
N-1

ez ) o) h v gl oty )

i=ip+

Compte tenu de (9) et (12) on a :

in 0,1 i 1,i
- 0 (v? o) + €0 vy’ 0) <0 , - (14)

i, 0,i i1, s o .
- fO (yo ) o+ fo (yO ) < 0 pour i= 145+1,...,N-] (c.£.(12)) (15)

i

et, compte tenu de (13), (14) et (15)

-1 0 0
K (yo,y1,V ) < K (ygoyqsV)

et, comme VO est optimal, V1 1'est aussi.

c) Nous sommes conduits a considérer deux cas :

a,- yg N Min (VO N, 0, 10)
1,N _ Cur ]
alors Yoo T 0 et nous posons V' =V
0,1 0 h 0 ,1
a,. Vy’70 = Min (y, 0)

1 . : .
-Dans ce cas vo’lo =0 et Vé a une composante strictement positive

. . 2 . .
de moins que Vg. Nous contruisons alors V~ & partir de V1 comme
V1 1'a été a partir de VO et ainsi de suite. Nous sommes assurés
d'aboutir, aprés un nombre fini d'itérations, au contrdle optimal

(k < N-1) pour lequel nous sommes dans le cas aTCi—dessus.
Nous posons v* o= Vk.

. * . - s 1)
d) Nous montrons que si Y est la suite des &tats correspondants 3 V*,

*N-1

alors Yo =0

v est tel que ySN =0

L'équation d'état montre que :



" *N_ _*N-1 *N-1

Yo=Y TV

Puisque y5N= 0 et que ySN_
*N-~1 _ _ *N-1

Yoo TV

donc V* est un contrdle optimal avec ya

1 N-1

* ~ .
=20 et VO > 0 alors nécessairement

=0
N-1 _

|
(=]
.

2. Nous allons démontrer 1la relation (7).

*

Posons V0 = v (16)

Supposons y?’N > oy a7
Désignons par :

* 1, le plus grand indice i ¢ {0,1,...,N-1} tel que v
-
* iO est le plus grand de tous les i vérifiant :
1< 11
Vg,l > 0 ;
existe a cause de (17)

.et

i, existe
i, S

L

cause de (6) et du fait que i1 existe.

219, v?’11, y oM

OO oy

* A = Min {v

(18)

. 1 .o .
On construit V de la maniére suivante :

S
AV =y sii # i,
Vi (19)

1 v?’11 - A

—
It

1,i _ 0,1 . . .
| Vo't =V si i # i

V., = _ (20)
N R vOidg o g

0 0

On a alors les états suivants pour V1

1,1 _ 0,1 . . .
Y1’ =y siisi

Y= . . (21)

yg’l siis igeti>i
Y, = ' | (22)

ot vt s sty <isi

<
o
u

1

En considérant les relations de (18) a (22) nous voyons que V1




est admissible.

En outre, les états et composantes du contrdle V1_sont tous infé-
rieurs ou €gaux aux é€tats et composantes corfespondant du contrdle
VO. Or les cofits sont croissants, si bien que :

X (yfﬂ,y?,w) <K (yaly?,VO)-

V0 étant optimal, V1 l'estvaussi.

Considérons (18)

a) si A = y?’N alors y}’N =0 (c.f.(21)) et (7) est vrai
b) si A = vg’lo alors Vg comporte une composante strictement positive de
moins que Vg.(c.f.(ZO)) ,

0
1

moins que V?.(c;f.(19))

c) sia=v ’i1 alors V} comporte une composante strictement positive de
Dans les cas b et ¢, nous construisons V’2 a partir deV1 comme V
1'a été a partir de VO;
Si y?’N =0 (éventualité a. ci-dessus), (7) est vrai et.la démonstra-
tibn est terminée.
Sinon, nous sommes dans une des éventualités b (ou c) c'est a dire
que Vg (ou V?) comporte une composante strictement positive de moins que
Vé (ou-V}). Dans ce cas, nous construisons V3 a partir de VZ, comme V2 1'a
€té a partir de V1, et ainsi de suite. Nous sommes assurés d'aboutir, aprés
un nombre fini d'itérations, 4 un contrble optimal Vk tel que y?’N = ay.

Ce qui achéve la démonstration.

O

Nous allons maintenant énoncer un théoréme quj_achévera ae montrer qu'il
existe un contrdle optimal qui ne peut conduire qu'a un nombre fini de ni-
veaux de stock en fin de période. |
Théoréme 2 :

. -1.0
$iD (YO’Y1) 70 (c'est la relation (5))

et si y61 2 (o‘}’N - y?)+ - : (23)
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alors il existe un contrSle optimal V' - (V;,VI) tel que :

1) Y? a toutes ses composantes nulles ) . (24)
2) Et
- - _ _1 7
. *N-T1 _ -1 1,N 0.+ *N
soit y, =Yy - (01 - y1) et y,; = ay

Dans le premier cas, le stock du niveau 0 (niveau haut) est entiérement
transféré au niveau bas. Dans le second cas, seule la quantité strictement
nécessaire au réapprovisionnement du niveau bas est transférée.

Démonstration :

Supposons qu'il existe un contrfle optimal VO tel que VO-ne vérifie

pas (24), c'est a dire, qu'il existeik tel que Vg’k > 0.

1. Mise en évidence du contrdle optimal vérifiant (24).

1.1. Premiére itération.

Nous définissons : dO = Max 1 (26)
vg’l >0
0,i

1.1.1. S§'il n'existe pas vyt 0 tel que i » dO alors on cons-
truit V1'comme suit :
\/’1 a toutes ses composantes &gales d celles de VO, sauf
vg’do qui est égale d zE€ro. Nous laissons au lecteur le soin
de montrer que V1 est admissible (conséquence de la condition
(23)). 11 est également optimal. En effet, les composantes
de V1 sont inférieures ou égales A celles de VO ; 11 en est
donc de méme des composantes de Y1 par rapport a celles de
YO ; en conséquence, les colits étant non décroissants, le
colit associé a V1 est inférieur ou égal au cofit associé

0

av. VO €tant optimal, V1 est optimal. Et on passe 3 la

deuxiéme partie de la démonstration.
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1.1.2. S'il existe V?’l >0 tel que i > d,, nous définissons :

O’
* d, = Max
1 0.3
v L0
1
* & = Min {vg’do, v?’dﬂ (27)

: . 1 .o .
On construit V de la maniére suivante :

- - -~ 0 Pl
V1 a toutes ses composantes €gales a V' excepte :

vé?do = vg’do - A '
(28)
et V1’d1 = vO’d1 - A '
1 1
Les états correspondants s'écrivent :
1,1 _ 0,1 . .4 s
: o =Y A si dO <1<d1
i Yy = (29).
O ) 1,1 0,
yo’ = yo’l ailleurs
yrteyt o siisd
1
Yy = (30)
B RN siisd
71 71 = 4

Compte tenu de (27), les relations (28), (29) et (30)'mon—
trent que V'1 est admissible.
Ces mémes relations montrent que les composantes de V1 et
Y1 sont inférieures ou égales aux composantes de V0 et YO
respectivement. Les colts &€tant non décroissants, le coflt
total associé au contrdle V1'est inférieur ou égal au cofit
total associé au contrdle VO. V0 étant.optimal, V1 est
optimal. En considérant (27) on est amené envisager deux
cas :

0,d

A 1
i) si A = vy 0 alors vy

Vé a une composante strictement positive de moins que

g = 9

VO et 1'on passe 3@ 1.2 (seconde partie de la démonstration)

0
ii) i 4 = v?’d1 alors v}’d

Et on construit V2 a partir de V1'comme V1 1'a été

1=0
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a partir de V. si on est dans 1'éﬁentualité i, on
passe & la deuxiéme partie de la démonstration, sinon
on construit comme précédemment un nouveau controdle
optimal. On est assuré, aprés un nombre fini d'itéra-
tions, d'aboutir & un contrdle optimal Vk tel que

vg’do = 0. On aborde alors la seconde partie de la

démonstration.

1.2. Poursuite des itérations.

A partir du dernier contrSle optimal obtenu, on élimine la derniére
composante str?ctement positive de niveau z&€ro en procédant comme
dans la premiére partie de la démonstration précédente. Au bout d'un
nombre fini d'ité€rations on est assuré d'aboutir au contrdle optimal
Vx'qui a toutes ses composantes nulles : c'est une conséquence de

(23).

2. Démonstration de (25).

Soit V un contrdle optimal vérifiant (24).

Observons que (les notations sont celles de (24) et (25)) :
*N-1

* si Yo = 0 et si (24) est vérifide, alors
Ao}

* si y?N =a, et si (24) est vérifiée, alors
o =yg - (N - yY?

Lorsque (24) est vérifiée, les deux propositions suivantes sont donc équi-

valentes :

et (yO "' =0 ou Y, = a1) (33)

Soit V un contrdle optimal vérifiant (24). Dire qu'il ne vérifie pas
(25) s'écrira donc :

N-1 | .
YO >0 et 1> o (c.£.(33)) (59




Nous

et A
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définissons :
k = Max i
Vi > 0
1 , (31)
s N-1 k
_ N
61 =Yy " O%q-

2.1. Construction de deux nouveaux contrdles optimauX.

On construit les.contrdles V2 et Vb comme suit :

toutes ses composantes €gales a V sauf :
a,k _ _k

vy vy - b o : (35)
toutes ses composantes €gales a V sauf :

§ .
v?’k = v? + A (36)

allons montrer que v et Vb sont optimaux.

2.1.1. Va et Vb sont admissibles.

En considérant (32), (35) et (36) :

b1 vl 20

a

1

a,k k
1 v

1 sii#k
1 A2 0 car A < v?
En outre : Vé = VO'

Donc toutes les composantes de v* sont positives ou nulles.

Considérons maintenant les états correspondants :

Yl eyls0 siisk
yl =y oa siisk
Mais A < 61

Donc

i i N
Oryp"" 2y =7 oy

Y € vi (c.£G1)
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et
a120

Finalement :

y?’i >0

Au niveau 0 :

yg,i y% 20 sii <k

et yg’l = yg +4>0 siizk
Nous venons de montrer que V? est admissible.

o ) b
Considérons maintenant V .

v?’1=v1120 sii#k
b,k _ _k .k
vy =V, + A> vy oz 0

b _
En outre, VO = V0
Donc toutes les composantes de Vb sont positives ou nulles.

. 1z ~ 5 D
Nous considérons les &tats correspondants a V.

yrl=yhao siicxk
byi_ i i .
Y1’ Sy taz2y;20sii >k

et, au niveau 0 :

yO = YO -4

. N-1 N-1 1
Mais A < Yo et Yo S yé
Donc A < yé et .
yg’l >0

Finalement, Vb est admissible.

2.1.2. V? et Vb sont optimaux

Le colit associé au contrdle admissible V& s'écrit :

, =10 -1.0 k . k k .k

K OgrysV) = K vy + of -0y - & by
N-1 N-1

+ 1 £l (yien) - £l ohi+ 3z el (yi-s) - £ oH)3
jox 00 0 Yo ioke1 1 1
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De maniére analogue, le colit associé au contrdle admissible b
s'écrit :
KOy = KOy +eX wfeny -k o
+Nz'—?1 [fi(i—A) - £l (i)]+Ngl £l (yhe £l (i)J-
I o O o Do)l I T Oy - E by

La concavité et la non décroissance des fonctions de cofit donnent :
k . k k .k k . k k ,k
< (v1+A) -Cy ,(V1) sc, (V1) - C (v1~A)

fo p*d) - £5 (vg) = £5 () - 5 (yg-0)

A

IA

i i i i i i i
f1 ()’1+A) = f] (Y1) f1 (}’1) - f (Y1_A)

Les relations ci-dessus entrainent
-1.0 -1.0 -1.0 -1.0
K (YO ’Y1 ’Va) - K (yO ,}’1 , V) 2 - [K (yO ’y1 :Vb) - K (YO ;y1 V)]
Du fait que V est optimal on a :

-1.0 -1.0
K Ogsyp,V) s K (rg5y; V%)

-1.0 b
K (ygsy7,V)

A

-1.0
K (ygsyyV)

Ce qui donne :
-1.0 -1.0 -1 b

K (vg»y1sV) = K (yguyysV) = X (yo,yg,v)

b

D'ot 1'optimalité de V2 et VO,

2.2. Construction d'un contréle vérifiant (25).

En considérant (32) nous sommes conduits 3 envisager trois cas :

a) Si A = yg_1 on pose vl o= Vb, et yé’N-1

Alors (33) (donc (25)) est vérifiée.

=0

b) Sia = §, on pose vl = v et yl’N =

Alors (33) (donc (25)) est vérifiée.

u1'

c) Sia= v$ on pose V1 = v2 _
V} comporte alors une composante strictement positive de moins que
V. On construit V2 d partir de V1 comme V' 1'a été a partir de V.

Au bout d'un nombre fini d'itérations on est assuré d'aboutir 3 un
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contrlle optimal ayant les propriétés (24) et (33), donc (25).

V* est le contrdle ayant les propriété (24) et (33).
0

I1I. PROPRIETES DU CONTROLE OPTIMAL.

Nous définissons :

* ig,ié,...,ig,...igo les instanté de décision de ré€approvisionnements
non nuls de SO'

.0 . .k .d . . 2 . .
* 1?,1},...,11,...,111 les instants de décision de réapprovisionnements non

nuls de S,.
* i?(k) est le plus petit indice i tel que v% > 0.

et i > ig

Théoréme 3 :

Si D (yaly?) # # (condition (5))

et siyj < (01 N y?)+ (condition (6))
alors il existe un contrdle optimal V ayant la propriété P1 suivante :
.71
y111 = 0 pour ne{1,2,...,d,} et n # s(k), k = 0,...,d,

-1
et [ il est possible que y?] >0sin=20oun-=s(k) pour k = O,...,dp

Le théoréme 3 exprime que si, 8 1'instant initial, la somme des niveaux

des stocks SO et S1

visionnements de S1 se font lorsque le niveau du stock est nul, sauf peut-

8tre dans le cas ol un tel réapprovisionnement est le premier de S1, ou

est inférieure 4 la demande totale, alors les réappro-

lorsqu'il est le premier qui apparait aprés un réapprovisionnement de SO.

La figure 2 résume cette situation :
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¥ T ¥ : >:g s Stock Sp
| _ ;
l ' : ' Temps
1 t | '
| ! '
i ! ! .
e S I & L —x— 56 > Stocks1
: Temps
Figure 2.

Au niveau du stock S1
® indiquent les instants auxquels peuvent se décider des réapprovision-
nements non nuls sans pour autant que le niveau de S1 soit nul

x indiquent des instants de réapprovisionnement.

Démonstration : ‘

Soit VO un contrdle optimal ne vérifiant pas P1, c'est a dire qu'il

.n
existe ne{1,2,...,d1} etn # {s(k), k = O,...,d0 tel que y%1 >0

On définit
.n

0.4 .n
A =Min {y,>"1, v

0,i% o0,i™!
1 1, v

1 1} (37)
On construit deux contrdles V2 et Vb de la maniére suivante :

a,i

.n-1 n
V.

0,i . . . .
"1.:11#1_ et 1 # 1.

=V

0 CsY)

Les états correspondant 3 V? sont alors les suivants :

ypteyptea sl e <l
a ) .
I (40)
y1’ = y1’ ailleurs
yg’l = yg’l + A si 1111—1 < i <i?
v 1
07 ai_ 0,i . '
o' =Y ailleurs (41)
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Le contrdle Vb est donné par :

V?’l = vy’ si i # i?—1 et i # i?
.n-1 -n-1 ‘
V? = v?’11 = v?’11 + (42)
| b,i" _ 0,i"
v1’ 1 = v1’ T - A
VB = vg (43)
Les états correspondants 3 Vb sont alors :
y?’l = y?’l + 4 si i?'1'< is i?
Y? - . (44)
b,i _ 0,i . X
Y4 =Y ailleurs
b,i _ 0,1 _ . .n-1 .+ .n
¥p - | (45)
b,i _ 0,i .
Yoo = Yo ailleurs

a) Nous montrons que V2 et Vb sont admissibles.

a.1 Considérons le contrdle V2

D'aprés (38)

virt = vDla g i g i1 et i 4 i
..n-1 .n-1 .
V?’11 = v?’11 - A

et (voir 39))

Vg’l = Vg’l >0 pour'i = 0,1,...,'N-1

Donc toutes les composantes de V* sont supérieures ou égales 3
z€ro.
Considérons maintenant (40).

siifl < s i,




a.2
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,1 0,1
Y1 Yoo b
-Nn

> y?’l y?’ll (voir (37))
Mais y? 11 < Y?’l car i?’1' <i < i?
Donc :

a,i _ 0,if " 0,i"

Y1’ Y1 11 _Y~| 1=20
si is<i™ ouis il

1 1
a,i 0 i

Yy = y_I >0
En con51derant maintenant la relation (41), nous voyons que

| yg 3 yg T 20 pour i = 0,1,...,N

¢

Finalement, toutes les compbsantes de Y? sont positives. Nous

pouvons donc conclure que V¥ est admissible.

Nous considérons maintenant le contr8le Vb.

‘D'aprés les relations (42)

Wlevdlso siipi® ey i
n-1 .n-1 .n-1
h’11 =v.'t o+ v0’11 20
v 1 1
LTS N S Sl
> V?’11 - v?’11 (voir (37))

b,
Soit vy’ ' > 0

En outre (c.f.(43)) :

V](.‘)),l‘ = Vg,l >0 pour.i = 0,1,.-:,N"'1

Toutes les composantes de Vb sont donc nulles.
En considérant (44), nous voyons que :
y? 1 y? 2 20 pouri=o0,1,...,N

Nous considérons maintenant la relation (45).

Si it 1 < i <il
1 1
b,i _ 0,i
Yoo =Yg - b
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.
Mais yg 1 2 V?’11 car n # s(k) avec k = 0,...,d0
' 0,il
et A < vy 1T (c.f.(37))

Si bien que yg’l 20

Si i <1?’1 et i > iP

b,i 0,1 .
YO =YO 2 0

Finalement, VP est admissible.

Nous montrons que v? et Vb sont optimaux.

~

- . . . b . R
Ecrivons d'abord les colits associés a V2 et V' en fonction du coiit

.. . 0
associé a v .

1 n 1 s -1 .n-1
1 1 i
K 0oV = K Ogiygv® + el o0l g ST o0
i :
Al 0,47 i’ 0,il [ i 0,i i, 0,i
+ ] (v’1+A)~c1(v N+ x r.f1 ()'1’-/3)-f1 (y1’)] 46)
in-1+1
.n 1
1y 0 o
i ,1 1 ,1
+ 3 [fo (yo + A) —fO (yO )]
.n-1
1
1 .n-1 .n-1 .n-1
=10 by _ =10 ,,0 i o0,i i 0,i
K (g>y1,V)) = K (yg,y V) * e (v +A) -c1 vt )
it
0 1 0 1 ! i _
+ c11 (v 1 -4) - <] 1 v’ + ¢ ff (y1 +A) - f1 (y )J 47)
1n 1+1
i -1 1
! i 0,i i 0,i
+ 2 [fO (YO = A) = fo (yO’ )]
=il

La non décroissance(et la concavité des fonctions colits donnent :

.n-1 0.1 .n-1 .n~1 0 ln -1 0~ 1 0 ln -1 .n~1 .n~1

el (v Moy —cht o)l i1 vt )-ch (v$’11 b

-N -1l . .Nn .n .N .n
TG VI TIPS R SHRCCEE ISR (7T)
i, 0,i i, 0,i i, 0,i i, 0,i
£ 077 +0) - £ 097 s £ 7)) - £ O 4)
i, 0,i i, 0,i i, 0,i i, 0,i
fo (Y1 '+ A) - fO (YO ) < fOV(YO ) = fO (yO - A)
.n-1

Les deux derniéres indgalités sont vraies pour i

1}

[
—
-
.
-

—
—_
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(46), (47) et (48) conduisent 3 :

-1.0 =10 -1.0 b -1.0,,0
KO3 V- Koy V) < - (kG v - kogladvh1 )
Du fait que VO est optimal on a :

0,0

-1 -1 .0
K (g »ypV ) = KOG sypsV)

IA

(50)
-1.0.,0 -1.0 b
K(yg Y,V < KlyyHyy,Vo)
A (49) et (SO)Aentrainent :
-1.0.,0 -1.0 -1 . 0.b
K (vg »¥p,V) = KO vV = Ky vy VD)
Donc V¥ et Vb sont optimaux.
c; Discussion.

Considérons (37) :

.n 5!
cl. §ia = y?’11 on pose V1 = v et y:’l1 =0

V1 vérifie alors la propriété P..

0,i" 1_.b 1,i 1

c2. Sia = vy’ 1 on pose V.=V~ et v1’ 1 = 0. Donc V' vérifie la pro-

priété P1.

-n-1 .n-1

c3. Sia = v?’l on pose V1 =V et V1’11 =0

La propriété P1 n'est pas vérifiée mais V1 a une composante stricte-
ment positive de moins que VO.
On construit alors 'V'2 a partir de V1 comme V'1 1'a €té a partir de VO,
et ainsi de suite. Op est assuré, compte tenu de (6), d'aboutir & un
contrdle optimal ayant la propriété'P1. |
a0

Le thé€oréme que nous présentons maintenant cbncerne le niveéu 0. 11
montre qu'il existe un contrdle optimal vérifiant la propriété suivante :
tous les réapprovisionnements qui interviennent au niveau 0, sauf peut-&tre

le premier, interviennent & un instant ou le stock est nul. Une conséquence

de cette propriété est que, pour ce contrfle optimal, tous les
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réapprovisionnements non nuls conduisent le niveau du stock 4 &tre en me-
sure de satisfaire un nombre exact de demandes consécutives dont la pre-
miére est la suivante. Autre conséquence : tous les réapprovisionnements
non nuls faisant partie de ce contrdle, sauf peut-&tre le premier, sont

€gaux a une somme de demandes consécutives dont la premidre est la suivante,

Théoréme 4
Nous supposons que (5) et (6) sont vérifides, c'est a dire
1. que 1'ensemble des contrdles admissibles n'est pas vide
2. que le niveau initial de SO n'est pa; suffisant pour compléter le stock
au niveau bas afin de satisfaire la demande.

Alors il existe un contrdle optimal V vérifiant la propriété P2 sui-
;

vante :
il
Ya0 = 0 pour n = 1,2,..., dO'

Une cons€quence de cette propriété est que :
1

070 1
T. vi0= ¢ vi-y.
0 120 1 0
2. pour v = 1,2,..., dO -1
;T +T
&0y
VOO = T v1
1541
0
.d N=1 .
3. V100 = T vi.
0 d 1
i=iOO+1
Démonstration.
. 0 _ .0.0 ~ .
Soit V = (VO’Vﬁ) un contrdle optimal.

Considérons alors le probléme mono-produit, & niveau unique et horizon N
admettant :

* ya comme stock initial

* les composantes de V? comme demandes

*Cié,i = 0,1,...,N-1, comme fonctions de cofit de lancement




* fé, i=40,1,...,N-1, comme fonctions de cofiit dé stockage

Nous savons que ce probléme admet un contrdle VO = {Vé} i=0,...,N-1-

. i i .o i

tel que, pour i = 1,2,...,N-1 : vy * 0¢:::)y0 =0 si vy n'est pas le
premier réapprovisionnement strictement positif.

On trouvera la démonstration de cette propriété dans (2]
Donc

V= v,V

0’71
vérifie la propriété P2 et ses conséquences.
0
Le théoréme que nous présentons maintenant précise le théoréme 3.

Théoréme 5 : ¢

Sous les hypothéses (5) et (6), il existe un contrdle optimal V

vérifiant les propriétés Pl P, et de plus PS; définie comme suit :
.n
si i? > ié alors y%1= 0 (51)

1

seulement peuvent intervenir alors que le niveau du stock est encore en

Ce théoréme indique que deux réapprovisionnements non nuls de S

mesure de satisfaire la demande suivante. I1 s'agit du premier réapprovi-
sionnement non nul et de celui qui suit immédiatement (dans le temps) le

premier féapprovisionnement non nul de SO'
La figure 3 résume cette situation. Nous y représentons également les

résultats du théoréme 4.

&) x — Stock S
k4 T i - . 7 0
' ! ! Temps
| t
1 ! ]
| I ;

ANV v W S N R, x

Go—-L—x—x e ——¢ > Stock S,

Temps _
Figure 3

Aux niveaux des stocks S, et S

0 1
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@ indiquent les instants auxquels se décident des réapprovisionnements
non nuls sans pour autant que le niveau du stock correspondant soit
nécessairement nul

X  indiquent les instants auxquels se décident des réapproyisionnements
non nuls avec hécessairement-un niveau du stock correspondant nul.

Cette figurevest a comparer 3 la figure 2 pour ce qui concerne le
stock 81. Observons encore que si le premier réapprdvisionnement non nul
de S0 intervient avant le premier réapprovisionnement non nul de 51, alors
seul le premier réapprovisionnement non nul de S1 peut étre décidé alors
que le nivéau du stock n'est pas nul.

Démonstration.

Soit V0 un contrdle optimal vérifiant les propriétés Py et P,, mais
.s (k)
non P%' C'est & dire qu'il existe k 2 1 tel que y%1 > 0 (voir la défi-

nition de s(k) en début du paragraphe III)
Nous définissons

k-1 0,1500-1 Oi?(k) .1(k)

A = Min {V0’10 » V' , v1’ 0,1

» Yy } (52)

Les positions des différents réapprovisionnements non nuls consi-

dérés sont données par la figure 4, construite comme la figure 3.

i i |
Gor ,’“(b 1\(\# ¥ > Stock SO
; : ; { Temps
! ! | !
xRt x x —l %%t _x—x-— Stock S

T

i? (k) -1 i? (k)

Figure 4.
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Nous construisons Va de la maniére suivante :

Vﬁ =

Les états correspondant & V* s'écrivent :

<
0

Nous

[en

Les états correspondants sont donnés

a
VT

a

71
71

a
Yo

a
Yo

C, b .
construisons V° comme suit :

(k) -1

a,i

a,i

s 1

, 1

-
-

-
=

S

S

1]

(x) ) o,if(k)

,is(k)_1 C0,i (k)
1 = v,
_ 1
.s(k) .s(k)
a = v0’11 +
1
ol = V?’l ailleurs
k-1 k-1
g = vg’lo - A
.k .k
g = vDlo 4 g
sy o1 ailleurs

¢

0,i . 45091

y1’ - A si

-1

A

1

y?’l ailleurs

yg’l - A sii

yg’l_ailleurs

0,150

v

1

i .
v,? ailleurs

Vg;l'ailleurs

- A

s(k)-1
0

-1

A

+

A

<i <1

.s(k)
1

par :

(53)

(54)

(55)

(56)

(57)

(58)

(59)
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Y?’i = Y?’i + A si i?(k)—1' <i < if(k)
b
1 . . _
y?’l = y?’l ailleurs
yg,i _ yg,i A si ig(k)—1 < i< ls(k) |
Yb = (60)
0 bi _ 0,i
yo" = yo’ ailleurs

Les relations (53) a (60) montrent, compte tenu de (52), que V2 et Vb

sont admissibles. On démontre alors, en exprimant les cofits associds 3 V& et

0

Vb en fonction de V-, que v? et Vb sont optimaux (la démonstration est analo-

gue a celle du théoréme 3 et nous ne la répétons pas).
37
La relation (52) nous conduit i considérer trois cas.

-5 (k) - .s(k)
a) Si o = y?’ll on pose V'1 =V et ona y;’11 =0

v! comporte donc un indice k de moins que V0 qui 1'éloigne de la pro-

priété P;. On passe 4 la seconde parties de la démonstration.

o,i?(k)

1 b 1,15
1 [

b) Sia =1v on pose V. =V~ et v1’ 0

La conclusion est la méme que dans le cas a. et nous passons a la seconde

partie de la démonstration.

0,iS (k-1 1

. 1_.a 18091
c) Sia-= vyt on pose V. =V~ et v,

v 14 = 0

On obtient un contrdle optimal qui présente une composante strictement

positive de moins en S1.

-k
d) Sia = Vg’lO on pose V1 =Vetv

On obtient un contrdle optimal qui présente une composante strictement
positive de moins en SO'

Nous passons i la seconde partie de la démonstration.
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B Seconde partie.

Si, au cours de 1la pfemiére partie de la démonstration, on a.abouti a
1'un des cas a. ou b., alors V'1 est plus proche de la propriété P; que VO.
Si V1 vérifie la propriété PS’ la démonstration est terminée. Sinon, on

construit V2 a partir de V1 comme V1 a €té construit a partir de VD.

Si, au cours de la premiére partie de la démonstration, on a abouti
d 1'un des cas c. ou d., alors V1 comporte une composante strictement posi-
tive de moins que VO. Oﬂ construit alors V2 a partir de V1 comme V1 a été
construit & partir de VQ.

On est donc conduit d construire une suite VO,V1,V2,...,Vk, de contrd-

les optimaux,et un terme Vk de cette suite (k > 0)
)‘.

- soit comporte un indice de moins que Vk"1 qui 1'éloigne de la pro-
priété P,

- soit comporte une composante strictement positive de moins que Vk-T.

Ces deux ensembles d'indices étant finis, nous sommes donc assurés :

- soit d'aboutir a un contrdle optimal dont toutes les composantes sont
nulles et qui vérifie P,,P, et Py par défaut |
- soit d'aboutir & un contrdle optimal qui vérifie P3, mais aussi P,
et P2 car V0 vérifiant ces conditions et aucune des transformations
0,12 k

mises en oeuvre pour construire la suite V',V ,V7,...,V ,... ne

remet ces propriétés en cause.

R

Le théoréme que nous présentons maintenant simplifie encore les pro-

priétés que nous venons de dégager.

Théoréme 6

-0

il existe un contréle ontimal V vérifiant les propriftés PT’PZ et P, et de

Sous les hypothéses (5) et (6) et si i?

‘plus la propriété Pys a savoir

is(O) , iO ’
Si y11 > 0 alors yOO =0 : (61)

En d'autres termes, il existe un contrSle optimal tel que, si le premier
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réapprovisionnement non nul de S; ne se décide pas anrés le premier réap-
nrovisionnement non nul de SO’ alors si le premier ré€approvisionnement non
nul de S1 qui sult le premier réapprovisionnement non nul de SO est décidé
alors que le niveau du stock S1 est strictement positif, le premier réapQ

provisionnement non mul de S0 est décidé alors que le niveau de SO est nul.

La figure 5 illustre cette pronriété. Les notations sont celles des fi-

gures précédentes.

¥ ¥ ¥ ¥ > Stock Sy

f i t ! temps

' 1 s

i f ! ]

' ! ! ; .

v I ° L

e i ST K e YSS H ¥ S VI S > Stock S

f temps

stock = 0

Figure 5
Démonstration :

Soit VO un contr6le optimal-vérifiant les nronriétés P1, PZ, P3 et ne

vérifiant pas P4, c'est a dire y?’ii(O) >0 et yg’ig >0
Posons : A = Min V?’if(O), v?’i?(O)-1, yég (62)
On construit v et Vb :
v?’ii(O)_1= V?’is(O)-1_ .
V@ = vﬁ"l?(o) - vg”if(o) .0 | (63
v?’l = v?’i ailleurs |
Vg = vg | | (64)
O 0O
Vo V?’if(m: vg”i?(o) - (65)
v?’i = v?’i ailleurs |
vg . vg | (66)




On montre, en utilisant la méme démarche que dans la démonstration du

PN a b C : .
th€oréne 3, que V- et V° sont admissibles, puis ontimaux.

Partant de la relation (62), nous sommes conduits A envisager plusieurs

cas
N 0,i9 1 _ b
a. Si yO 10 on nose V. =V
1, O
et vy 0 o =
1
Alors V' vérifie P4 tout en continuant a vérifier P1, P, et P.. La
démonstration est terminée.
0,150 o1
b. Si A = v%’lT , On pose V1 = Vb
.s(0)
et \/:’11 = (
Nous aboutissons & la méme conclusion que dans le cas a.
.s(0)-1 )
c. S1 A= v?’11 on pose V1 = V2
.s(0)-1
et v1’11 =0
Dans ce cas on a une décision de réapprovisionnement non nul de moins
N o
pour V1, €n 15(0

.. . . - . i : ' P .
- S1 s{(0) » 1 on construit VZ d partir de V' comme V1 1'a été a partir
.0 .. . e
de V' et ainsi de suite. Au bout d'un nombre fini d'itérations, on

est assuré d'aboutir aux conclusions de théroéme
- Sinon le probléme ne se pose plus.
0

Le théroeme 6 joue un rble particulier. Considérons la {igure 6.

i0
0
X N Stock 5S4
temns
x x . >  Stock S
i? is(0) temps_

Figure 6
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Cette figure est tracée pour le réapprovisionnement optimal vérifiant

les propriétés Py, Pyy Pret Pyet noté V.

En nous référant au théroréme 6, nous sommes conduits & envisager

deux cas

i5(0)_ j0
a. ou bien y11 >0 et ydO =0

Alors

..:,S(O) -1
i ) .
z Vi = yf
i=i! b
1
et
aj- v%, i= i?,...,i?(o)-z , sont des réanprovisiongements qui condui-

sent le niveau du stock a satisfaire exactement un certain nombre
de demandes ultérieures consécutives dont la suivante est la pre-

miére. Cet énoncé disparait si s(0) = 1

;s(0) -2
;s(0) -1 4 -1 ;
a,. vyl =Y, Ly Vvq- La some est nulle si s(0) =1
B i=1i,
is(O) iO
b. ou bien_y11 = (Qet yOO >0
Alors V%, i= i?,..., i?(o)—1, vérifient la propriété énoncée dans

a1
Dans tous les cas

i . _ .s(0) s (0)+1 .d
Vi, 1 = 1] > 13 yeess 111

vérifient les propriétés énoncées dans a,.
Dans tous ce qui précéde, nous avons supposé que le niveau du stock Sy
a 1'instant initial n'est pas suffisant pour compléter S, de facon a satis-
faire les demandes (condition (6)). Le théoréme qui suit s'intéresse au cas

ol le niveau total des stocks 3 1'instant initial, suffit & satisfaire 2a

l'ensemble des demandes.
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Théoréme VII.

Sous les hypothéses (5) et (23), il existe un contrdle optimal tel
que
in
y11 =0 pour n = 1,2,..., d1
En d'autres termes, sous les hypothéses (5) et (23), il existe un

contrdle optimal tel que les réapprovisionnements strictement positifs,

a 1'exception peut-&tre du premier, n'ont lieu que si le stock est nul.

Démonstration.

Le théoréme 2 indique que, sous les conditions (5) et (23), il existe
un contrdle optimal V = (VO,V1) tel que toutes les composantes de Vg sont

nulles.

I1 suffit alors de reprendre a4 1'identique la démonstration du théo-
réme 3 en observant que la condition n e {1,2,..., d1} et

n#sk, k=0,..., d0 se réduit a n «{1,2,..., d1}. 0

.Ce théoréme nous permet de conclure que, sous les conditions (5) et
(23), les réapprovisionnements strictement positifs conduisent le niveau
au stock S1 d satisfaire exactement un certain nombre de demandes consécu-
tives, la premiére de celle-ci étant celle qui suit la décision de réappro-
visionnement, 3 1'exception peut-étre du dernier réapprovisionnement lorsqu'
il est &gal au stock restant en SO'
L'ensemble des résultats qui précédent permet d'obtenir, dans tous les

cas de figure, un ensemble fini de réapprovisionnements possibles et de ni-

veaux de stock que 1l'on peut explorer a 1'optimum.
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IV. EQUATIONS DE LA PROGRAMMATION DYNAMIQUE DE TYPE RETROGRADE.

Nous notons

y" (yg,y?)‘le colit optimal pour la restriction du probléme i [n,N]
lorsque yg est le stock pour SO sur [n,n+1[ et y? est le stock pour S1
sur [n,n+1[.

Les équations de la programmation dynamique s'dcrivent alors :

UN =0

Pour n = N-1, N-2,..., O

n_.n .n n ,.n n . .
U% (v, YY) = £y ) + £ O7) + inf {ep (vp) + el v

n.n
V'O,v1
n+1 n n n+1 n n n+1
U gt ve vy L vyt vy - dp )l

yg, y?, VS, VT sont déduits des conditions a et b page 30 et du

théoreme 7.

CONCLUSION

Les résultats obtenus montrent que :

- soit le stock initial SO est transféré entiérement au niveau bas, en une

ou plusieurs fois.

-~

- soit les transferts de S, vers S, se font de maniére a satisfaire un nom-

0 1

bre exact de demandes.

On observe €galement que le calcﬁl des décisions optimales de réappro-
visionnement de SO é un instant n-1 nécessite le calcul préalable des déci-
sions optimales de réapprovisionnement de S1 a l'instant n.

Les deux niveaux de stockage ne sont pas séparables..D'oﬁ une complexité

des calculs comparable 2 celle du probléme 3 deux produits et niveau unique.
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