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RESUME

Dans cet article, nous nous intéressons a& "bien" discrétiser une .
Equation Différentielle Stochastique, en vue d'approcher numériquement

les espérances d'une large classe de fonctionnelles de la solution.
Les méthodes classiques sont peu efficaces (paragraphe 1).

Pour les 8quations unidimeénsionnelles, MILSHTEIN [2] a proposé ume

nouvelle méthode et conjecturé sa vitesse de convergence.

Nous prouvons ici-le résultat annoncé et nous introduisons de mnou-
veaux schémas ayant la méme vitesse de convergence que .celui de MILSHTEIN

et permettant de traiter les équations multidimensionnelles.

ABSTRACT

In this paper, we are interested in 'well" discretizing a S.D.E,
in view to approximate numerically the expectations of a large class of

functionals of the solution.
Classical methods are not very efficient.

MILSHTEIN [2] has praposed a new method, and conjectured its rate

of convergence.

Here, we prove the announced result, and we introduce new schemes,
which have the same rate of convergence as MILSHTEIN's one, and permit

to treat the multidimensional equations.




0 — INTRODUCTION

Soit (Xt) 3 valeurs dans fRd solution d'une Equation Différentielle
Stochastique (1) sur un espace probabilisé filtré (Q,F,P,(E,)) remplissant

les conditions habituelles :

m t . K
(1) X, = Xo + T /r_ Ak(s,XS) dws
' - k=0 0
ol
) o
(1) Wt ="t
(i1) Wt i= (Wé,...,wi) est un gt-processus de WIENER standard a

valeurs dans RP.

Qi) A, : R, x RO > Y, 0sksm

(iv) XO est go—mesurable et posséde des moments de tous ordres.
>
Nous nous proposons de discrétiser (1) afin d'approcher, par une
méthode de MONTE-CARLO, des espérances du type (2)

m B

T
2) E {g(Xp) exp ( I / qk(s,Xs) dwlg)}
_ . k=0 0 . _

avec .

q. ¢ R, X ]Rd - R, O0<k<m g :IRd -+ 1R

Nous allons commencer par citer quelques applications en renvoyant

a TALAY [6] pour une présentation plus complidte.

0.1. - Applications

1) Calcul des momenté_gg_§T_

Dans ce cas, q =0, 0 < k <met x» g(x) est une fonction

polynomiale des coordonnées de X.



. d d
Soit a : R® —+of( ]Rd, IR™) ; on suppose que, pour tout
i . P P .
x, a(t,x) = (aj(t,x)).est une matrice symétrique non négative ; soit

(A;(t,x)) telle que :

1<i,j<d
* X
A(t,x) . A(t,x) = a(t,x) ;

on se donne, par ailleurs, une fonction A : R, % ]Rd *—Zmd et 1'opérateur

+
Lg défini par ( 8 désignant 1'opérateur "dérivation par rapport a la i-Eme

coordonnée de x")

d . d .
1 1 1
3 L = I A (t,x) 9., + — z a.(t,x) 3. 9.
t i=1 0 1 2 i,j=1 ] 1]
soit enfin c : R X rY » R, £ RS SR et 3 1'opérateur "dérivation

par rapport 3 la variable t". On suppose que les fonctions Ay, A sont

réguliéres.

'On considére alors 1'E.D.P. parabolique suivante, rétrograde

en temps :

(4) % BOv(t,x) + L v{t,x) + c(t,x) v(t;x) =0, 0<¢t<T

L v(T,x) = £(x).
. t,x .
Soit (Xe’ ) solution de :
m 6
(5) Xg’x =X + I / Ak(s, th:,x) dwi
: k=0 " t

et soit v(t,x) définie par :

_ - T ,
(6) v(t,x) := E {f(X;’X) exp (/’ c(s, XZ’X) ds) }
t

. _ _ 5
_ Sous de bonnes hypoth&ses (par exemple : f de classe C" et

3 croissance polynomiale & 1'infini et ¢ bornée), on montre que Vv est

 solution de (4) ; par comséquent, une approximation numérique du terme de

droite de (6) permet d'approcher numériquement la solution de 1'E.D.P.

(4).




3) Traitement numérique d'une équation du filtrage non_linEaire

En filtrage non linéaire, on s'intéresse au probléme suivant :
on suppose que (Xt> est un processus de diffusion non observé et que 1l'on

observe :
t
Y :=/ h(XS) ds + Vt
0
ol Vt est un processus de Wiener.

Le probléme est d'estimer au mieux une fonction de XT’ g(XT),
connaissant le passé de Y jusqu'd l'instant T (par exemple, nous voudrions
calculer les premiers moments de la loi conditionnelle de Xp sachant le
passé de Y) ; sous de bonnes hypothéses, l'estimateur minimisant le risque

quadratique est une espérance du type (2)..

0.2. - Nouvelle formulation du probléme (2)

Savoir approcher toute espérance du type (2) est &quivalent &

savoir approcher toute espérance du type (7) :

(7 E f(XT)

avec f :IRd > IR.

En effet, si 1'une des fonctions q, n'est pas identiquement

k
nulle, on pose :

kel

t m k
(8) ¢ i (X.» exp {/; kio qk(s,XS)deS})

d .
@: (x5 %) € R x R >9(x, x2) = g(x).x,
(it) est solution d'une E.D.S. et il s'agit donc de calculer :

E 0(Xp)



Remarquons, par ailleurs, que, dans les exemples d'application
donnés au paragraphe précédent, la fonction g pouvait étre 3 crolssance

polynomiale & 1'infini ; dans ce cas, il en est de méme pour .

En définitive,nous sommes amenés @ reformuler le probl&me ini-

tial (2) de la maniére suivante :

)] "ETANT DONNE UN PROCESSUS DE DIFFUSION ARBITRAIRE, (Xt), COMMENT
APPROCHER NUMERIQUEMENT TOUTE ESPERANCE DU TYPE n, '
LA FONCTION f POUVANT ETRE A CROISSANCE POLYNOMIALE A L'INFINI"

(En fait, nous verrons que f et (Xt) ne seront pas tout & fait
arbitraires, en ce sens que nous-imposohs quelques hypothéses (raisonna-
bles, pensons-nous) de dérivabilité a f et aux coefficients de 1'E.D.S.

dont (Xt) est solution).

0.3. - Principe de la méthode

Revenons a (9).Sauf cas tr&s particuliers, nous ne connalssons
pas la loi de X, et nous ne pouvons pas non plus disposer de réalisations

de XT'

Nous sommes conduits 3 procéder en 2 Etapes :

On discrétise (1) afin d'en obtenir une solution approchée,

notée (Xt).

D (s

.- On simule N réalisations de iT’ XT
calcule la somme :

1.

N .
i

E f(§§i))
I

»

o2

la loi forte des grands nombres montre que cette somme converge Vers

E f(iT) quand N + +o, presque siirement.




L'erreur ainsi commise satisfait 1'inégalité :

f@ﬁJMjSIEfO%)-E:HXR[

o=
L

1
|E f(XT) ol
.1

M 2

Xél))’ M)

|E £Xp) - §
Pour minimiser €95 il suffit de choisir N assez grand (il
" est, cependant, souhaitaBle de rédulre le temps de calcul autant que pos-—
sible ; des techniques permettent d'optimiser le choix de N ou d'affiner

1'algorithme de MONTE-CARLO : cf. RUBINSTEIN [4], par exemple).

Il reste 3 construire une méthode de discrétisation mini-

misant €y~

Nous nous imposons quelques contraintes : comme nous devrons
simuler un nombre important de réalisations de iT’ le schéma de discrétisa-
tion devra étre de nature aussi simple ﬁue possible et devra ne faire inter-—
venir que des variables al@atoires dont les lois sont simplement et rapide-
ment simulables sur ordinateur (la limitation aux lois discretes semble &tre

la situation la plus favorable).
0.4. - Plan
Cet article est divisé en 4 parties :-
~ dans le paragraphe 1, nous montrons que les schémas de dis-
crétisation des E.D.S. usuels conduisent, en général,a
1l'estimation : A
|E £(Xp) - E £(Xp)] = 0(h)

ol h'est le pas de la discrétisation.

Notre but est de constu1re de nouveaux schemas, conduisant

3 une erreur a' ordre h . -



~ dans le paragraphe 2, nous présentons quelques résultats
simples concernant une classe de problémes de CAUCHY de type
parabolique ; ces résultats constituent 1'outil indispensable

pour les preuves des paragraphes suivants.

- dans le paragraphe 3, nous &nongons un crit&re suffisant pour

qu'un schéma d'approximation de (Xt) conduise 3 l'estimation
JE £ - E £(X)] = ow?)
T T :

- dans le paragraphe 4, nous construisons quelques exemples de

schémas facilement implémentables satisfaisant le critdre du

paragraphe 3.

0.5. - Familles de variables aléatoires "MONTE-CARLO’équivélentés“.

Par la suite, nous aurons souvent recours 3 la définition sui-
vante :

Définition

Soit Fl = {Xn, n < M} et F2 = {Yn, n < M} deux familles de
variables'éléatoires dépendant d'un paramétre h ; F2 est dite '"MONTE-CARLO

-~

équivalente & Fl" si la propriété suivante est vérifiée :

"pour tout choix d'entiers positifs ou nuls i, iZ’ ey ig
tels que i] + iz + ...+ 15 = 5 et tout choix d'entiers Ny Ny, ..., Og

compris entre 1 et M :

R g
E(X " X «e. X7) =0 o0u C.h ou C.h
np o s

2

avec C constante indépendante de h, implique

=
~
<
<
<
N
|
23]
~~
»
i
P
-t




0.6. - Notations

a) Dans toute la suite, T sera un temps final arbitrairement.

choisi.

On considérera des discrétisations de [0,T] de pas h de la

forme :

=
]
Z 3

"
avec N ¢ N .

Soit Z(h,p) une variable aléatoire dépendant de h et d'un

. . T
entler p compris entre 0 et N = 5

i

S'il existe une constante C dépendant &ventuellement de T

mais indépendante de h et p telle que
E |z(h,p)| < C .1t
on &écrira :

Z(h,p) = o(hh)

b) Pour i = 0, ..., det je¢ IN*, 1'opérateur 9; © 9 ;.. o 3

(j fois) sera noté : ai (rappelons que la notation Bi a été introduite au

paragraphe 0.1).
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1. — RESULTATS ANTERIEURS

1.1. - Insuffisance de 2 schémas classiques

On suppose que (Xt)'et (Wt) sont 3 valeurs réelles et que les
coefficients Ak sont indépendants de leur premiére variable ; on écrit
alors (1) sous la forme :

t t
(10) X, =X + /; b(X,)ds +'/g o(X) dW,

Soit L 1'opérateur de diffusion associé a (Xt). On suppose que

E L3 f(Xt) existe pour tout t et est borné.

La formule de ITO montre :

E £(X) = E £(X)) + (t-s) E[L £(X )] + % (t_—s)2 E[sz(XS)] + o(t—s)3

Considérons alors le schbéma d'approximation suivant :

Nh'
% =%
~h ~h ~h. oh
X, . =X +o&) AW ., +b(X) h
pr1 = Xp T o) B *p)
T
(ol : AW =W -W, 3 t_=p.h, 0<p N=o).
p+l toel  tp P h

Ce schéma vérifie 1'égalité suivante

1

=h . ,h h ~ ~h 2
11 E £(X =EfX) +ELEfX)h+5Ef(X)h
(1 &) &) &) b+ 5 EIE)

- . t 3
+ reste majoré par C € . h

~

mais f, en général, est différente de sz, si bien que :

(12) E f(X

cho| _ ch
eriyn) ~E EELD B £ ) - B £E)

+

. "'\h
{E L f(Xph) - E L.f(Xp)} h

P t 2
+ reste majoré par C R
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On en déduit :
E£X) - E £(&) = 0h)
‘ T T
(ol 1'on a écrit'ih our Nh).
, T P
Un exemple montre qu'il est inutile d'espérer un meilleur ordre

2 oz .
de convergence : pour b = 0, o(x) = x et £(x) = x, en itérant la relation

(11) pour p allant de 0 & (N-1), on est condult & :

E(ig)z exp (T) - %—T exp (T) h + 0(h%)

E(XT)? - % T exp (T) h + 0(h%).

On sait que le schéma précédent conduit &galement 2 une conver-

gence d'ordre ,/h quand on veut approcher (Xt) en moyenne quadratique.

© Par contre, un autre schéma est, en un certain sens, de qualité

optimale pour les approximations en moyenne quadratique et trajectorielle
- (cf£. PARDOUX & TALAY [3]) : '

sh
(13) XO = X0

ch  _ch _ch N 1, ch 2
Rour = Fp # 0@ 4y ¢ (0 - 500 YE) b+ 5 oot @y )

It

Or, il s'avére que ce schéma conduit lui aussi & une relation

du type (12) ci-dessus et donc 3@ une convergence d'ordre h ; bar exemple :

pour b(x) = %-x, g(x) = x et f(X) = x4, on obtient :

4 13
E(ZD)

exp(8T) - 5= T exp(8T) h + oh?y

E(xp)" - 2> T exp(8T) h + 0(h°)

Pour aboutir & un meilleur ordre de convergence, on pourrait
s - 2
. penser utiliser un schéma approchant (Xt) en norme L avec une convergence

d'ordre n? ; mais un tel schéma utilise des variables aléatoires dont la

£
p+1 B 2
. (Ws Wt )7 ds, cf.

PARDOUX & TALAY [31). - P P

simulation semble difficile (par exemple :
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I1 apparalt donc nécessaire de construire un nouveau schéma,

lequel vérifiant la relation (11) avec £ = sz.

1.2. -= Le schéma de MILSHTEIN

En 1976, MILSHTEIN [2] a proposé le schéma suivant, sans en

8tablir la vitesse de convergence (désormais, nous &crirons Xp au lieu

de ih) :
P

s X =%
- - . 1 s
Xp+l = Xp + c(Xp) AWP+1 + (b -5 a0 )(Xp) h
+ l—qg'(i Y (AW )2 + l-(bcr' + b'o ; 1-020")(2 YAW h
1 A 1w 2.,= 2
*+5 (bb' + 5 b" 0 )(XP) h |

On vérifie aisément que ce schéma conduit 3 une égalité du type
(11) avec f= L2 f ; par conséquent, si eﬁ désigne l'erreur :
E f(Xph) - E f(Xp),on en déduit :
f f Lf

€p+1 = ep + ep b+ 0 (h3)

(notation de 0.6) ; malheureusement, cette relation de récurrence ne permet

de conclure 3 : ef = O(h2) que dans des cas particuliers (cf. TALAY [5]).

N

Pour remédier & la situation précédente, nous utiliserons le

probléme de CAUCHY connu sous le nom d'Equation de KOLMOGOROV rétrograde :

Bov(t,x) + Lv(t,x) =0, 0=t <T

- v(T,x) = £(x)

(L est 1'opérateur de diffusion associé 3 (Xt)).‘
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L'idée est de remplacer 1'estimation de E f(XT) - E f(iT) par
celle de E v(T,X;) - E v(T,X.) .

C'est cette idée,que 1'auteur doit & A. BENSOUSSAN,qui est mise
en oeuvre dans la preuve du théoréme 4.1.1 qui établit e§ = 0(h2) sous des

hypothéses assez raisonnables.

En fait, nous montrerons que cet ordre de convergence est
atteint aussi par de nouveaux schémas, plus intéressants du point de vue
numérique qﬁe le précédent, notamment parce qu'ils permettent de traiter
le cas oli 1'équation est multidimensionnelle (ce point’ est détaillé au

début du paragraphe 4.3).

2. — ETUDE'D'UNE FAMILLE DE PROBLEMES DE -CAUCHY

Dans ce paragraphe, nous considérons 1l'opérateur Lt défini par (3) et

1'8quation (4 ) avec ¢ = 0, soit :

(15) 2oV (E,x) + Lv(t,x) =0, 0<t<T

v(T,x) = £(x)

Par la suite, f sera appelée a &tre celle de 1'énoncé (9), nous impo-
" sons donc 3 la condition finale de (15) d'&tre 2 croissance 3 1'infini de

type polynomial.

En outre, L  sera appelé 3 &tre le générateur infinitésimal de la
. - N . . i : '
solution de (1) ; par conséquent, a t fixe, les fonctions x Aj (t,x) peu-

vent s'annuler et sont & croissance éventuellement linéaire 3 1'infini.
Ceci nous conduit 2 utiliser 1'interprétation probabiliste de (15).

On note (X;’x) le processus défini par (5) et Pn(]Rd,IR) l'ensemble

d

des fonctions g de R~ dans IR telles que :

Jce R/ Jg@| <c (lxl|®+ 1), ¥x e ®?
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L'idée directrice des 3 &noncés ci-aprés est la suivante : on &tudie
P .- tyx o o q
la régularité de Xe’ par rapport d (t,x) [(Lemme 2.1] ; on en dé&duit la

régularité de la fonction v(t,x) définie par:
t
v(t,x) := E {f(XT’X)} ;

cette régularité permet alors d'établir que v(t,x) est solution du probléme
de CAUCHY (15) [th&oréme 2.2] ; on en déduit 1l'existence, la régularité

et le type de croissance de certaines dérivées partielles de v [théoréme 2.3].

Le lemme 2.1 et le théor&me 2.2 sont, pour l'essentiel, exposés et
prouvés dans KUNITA [1, chapitre II, § 3] ; une variante minime (toutefois
indispensable pour la suite) est 1'indgalité (iii) de 2.2 qui se démontre

sans difficulté.
Lemme 2.1

On suppose les fonctions Ay (0 £ k £ m) continues et :

HD) pour tout t de [0,T], la fonction x ¢ ﬁRd

> A;(t,x) (i-éme
coordonnée de Ak 50<k<m, 1 £1 <£4d) est de classe
Cp, D€ IN" et toutes ses dérivées partielles d'ordre j

(1 £ j < p) sont continues bornées.
Alors

(1) pour tout T, il existe une constante C telle que :

¥n e IN, ¥t ¢ [0,T], ¥6 ¢ [t,T], ¥x « Eﬁ :

t,x) | n 2n

B JXEF] 1 < e+ 1= 12

(i1) il existe une version du processus (Xe’x) qui est p fois conti-
‘nﬁmentAdifférentiable par rapport & x, presque sfirement ;

désormais, nous identifierons le processus et cette version

- .o S .
"réguliére". En outre, les processus BiXe’ s 1 £1i<p, ont des
moments de tous ordres bornés uniformément en (6,t,x) sur

0,13 x [0,7] x Y. |

(iii) 3 o fixé, xg’
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De ce lemme,on déduit le ;

Théoréﬁe 2.2

On suppose les fonctions Ak (0 £ k £ m) continues et :

d,, Ai(t,X)

(0<k<mgj; 1 <1 <d) est de classe C2 (respectivement C)

HD pour tout t de [0,T], la fonction x ¢ R

et ses dérivées partielles sont continues bornées.

(HZ) : f est de classe C2 (respectivement C6) et vérifie:il existe
_ . p ;

un entier n tel que toute dérivée partielle d'ordre au plus 2

(respectivement 6) appartient & Pn(]Rd,IR).-

Soit v la fonction définie sur [0,T] x :md par :

2.1

16)  v(t,® = E £
Alors :

(1) la fonction v est deux fois (respectivement : six fois) continfi~

-ment dérivable par rapport i X.
(11) v est solution de (l15).

(iii) v et ses dérivées par rapport & x sont continues.en (t,x). En
outre, .pour toute fonction g(t,x) égale 3 v ou une dérivée par-

tielle de v de la forme :

8: e 3., v(t,x), 1 €i, <d, 1 <k <2 (respectivement 1 <k <£6),
11 lk ]

nOU.é éVOHS H
3r ¢ N, ¥T > 0,3C ¢ R, ¥x ¢ 1Y, ¥t ¢ [0,T]
|g(t,00 | < ol lx] [T + 1)

A 1'aide de ce théoréme et en différentiant 1'é&quation (15), on

obtient le
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Théoréme 2.3

"On suppose les fonctions A (0 £k S'm) continues et :

(a1) pour tout t de [0,T], la fonction x € ]Rd +-A;(t,x) (0 £k <m;
1 £ i £d) est de classe C6 et toutes ses dérivées partielles’

sont continues bornées.
(H2) f est de classe C6 et vBrifie : il existe un entier s tel que
toute dérivée partielle d'ordre au plus de 6 de f appartient

a B (R, B)

Alors :

1) les fonctions aoai\x, aoaiajv, 808i8j8kv, aoaiajakagv
(1 < i,j,k,2 < d) sont bien définies et continues en (t,x) sur
Co,Tf » .

(ii) en outre, si g est 1'une quelconque de ces fonctions :

3r ¢ W, 3Ce R, ¥x ¢ RY, ¥t ¢ [0,TC

lg(t,x)| < c(|]x]]|" + 1).

3. - CONDITION.‘SUFFISANTE D'ORDRE DE CONVERGENCE h2

Soit (ip , 0 < psN-= %b un schéma de discrétisation de 1'équation (1).

Le but de ce paragraphe est de construire une condition suffisante et
facile 3 vérifier pour que, pour toute fonction f "convenable", (ip)
satisfasse l'estimation :

(17) 3¢ > 0, ¥h ='.§. ™ e m, [E£E) -E @] < c.h?.

Pour un expos& plus clair, nous commengons par traiter le cas oill (Xt)
et (Wt) sont 3 valeurs réelles (le cas multidimensionnel'ne présente pas
de difficulté théorique supplémentaire mais la multiplication des indices

~ rend son &tude pénible & lire et & &crire).
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3.1. - Cas unidimensionnel

Pour ce paragraphe,nous revenons i la notation usuelle Ay = b,
Al-= o si bien que (1) s'écrit :
t t .
(18) Xt_= XO + /; b(s,XS)ds + /; c(s,Xs)dWS.

Au paragraphe 1.1, nous avons vu qu'il est important de bien
contrdler 1'évolution de 1l'erreur E f(X ) - E f(X ) (cf. 1'égalité 12)) 3
or ceci revient @ dire que E f(X 1) - E f(X ) reprodu1t
2 f(Xp+1)h)
précision doit &tre d ordre h

E £(X ) avec une prec151on sufflsante ; dans notre cas, cette

Or :

- - (1) _ iy
E f(xph) = E E £ (Xph)°E{(x(p+l)h xph) |.gph}

i

E f(x(p+l)h) |

+ reste d'ordre h3.

Ainsi nous sommes amends 3 souhaiter les implications suivantes,
pour i = 1,...,5 ’ '
"Soit 8; telle que :

i _ T I
E{(X YIE .} = gi(Xph) + reste d'ordre h™;

(p+h ~ %pn’ 1Epn

alors :
X - X s = Y . . ' 3
E{(Xp+1 Xp) lgp} gi(Xp) + reste d'ordre h™",
oll Ep est la tribu engendrée par {ij; 0<j<pl
Ceci justifie intuitivement la condition (C2) ci—apréé.:

_ De fait, nous exigerons que le schéma (X ) satlsfasse aux
conditions (CO), (Cl), (C2) suivantes (les notations : O(h ), 9 i ont été

introduites au paragraphe>0.6) :

(co) X5 = %o



(ch)

(c2) (1)

(ii)

‘(iii)

(iv)
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pour tout n € IN, il existe une constante C telle que :

¥h =%, Ne N, % =0,1, ..., N : E]ip-ln's c
= s Iz t +1 s t +1 = s s
E{X ., -X |F} =/ P p(s,X )ds +/ LA b(s,Xp)/ b (u,X_)duds
1 = t 4 P t 1 Jt P
P p .
t - s
1 +1 .2, = ) : 3
+ _Z—/t p Blb(s,Xp)' /t (c(u,Xp)) duds + o(h™)
P
< = 2= o+l o2 o+l - 2
BOE,,, - X)E) =-/tp (o(s,% )" ds + . b(s,X )ds)

t s
+./t Pl (3,0 (s,X )? /. (0 (u,X ))? duds
p t S
P P
t s
+ 2‘[ Pl b(s,X )'/ (6(u,X ))? duds
tp 1 P tp P

t S
p+l _ - -
+ 2 [tp o(s,Xp) alo(s,Xp)/tp b(u,xp)duds

Lot = 2 - s S N2 g
+/t p o(s,X ) 'c)lc(s,X ) / (oc(u,X )" duds
> P’ ° P’ St P

+ 0 (b

t el = 2 Eoel -
3 /t P (0(s,X))" ds /t P b(s,X )ds
P P P P

- -— 3 -
E{(xp+l - xp) lE }
t s
pt+l = S = 2
+ 6 /tp o(s,Xp)‘ alc(s,xp) /tp (o(u,Xp)) duds

0(h3)

+

: o . N . |
E{X 4 - Xp>4l£p} 6 /; o (o(s,xp)z_/tp (q(u,Xp))2 duds + O(h7)

P
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- X )51

(v) E{(Xp+1 o

- o)

o(h)

@i B, - B)°IE)

Théoréme 3.1.1

On suppose que les fonctions continues b, o et £ vérifient

les hypothéses de régulérité du théoréme 2.3, 3 savoir :

(HD) . pour tout t ¢ [0,T], les fonctions X » b(t,x) et x b o(t,x)

sont de classe C6 et toutes leurs‘dérivées sont bornées.
6 e e (6).
(H2) . f est de classe C° et vérifie: Js e N, £ e P (R ;R).

On. suppose, par ailleurs, que le schéma?(ip) satisfait les
conditions (CO),(CI) et (C2).
Alors

% (N e W9, |E f(Xi) - E f(iI)I < C.n?

ic > 0, ¥h

(2 nouveau, on a écrit X; au lieu de XN).

Preuve du théoréme 3.1.1

Tout d'abord, nous introduisons la notation suivante : pour
s : P

deux variables aléatoires intégrables X et Y, nous écrirons :
E oy . s
X 2 Y au lieu de : E(X) = E(Y).

» La preuve est rendue longue par une &tape calculatoire, &
laguelle nous consacrerons le lemme 3.1.2 ci-aprés ; admettons—en pour
1'instant le résultat final, qui est le suivant : on considére 1'E.D.P. (15)
avec L, = opérateur de diffusion associé au processus (Xt) défini par (18) ;
on considére ensuite'la solution de (15) définie par (16) (énoncé du théo-
réme 2.2) ; alors, sous (CO), (Cl), (C2) N
(19) v(t

3 E z 3
p+l,xp+1) = v(c X)) + o(h’)
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On en dédult pour tp+l =T :

o(r, %) E v(0,X) + 0(h?)

v(0,X5) + ot?)  (par (cO))

v(T,%) + o(h?)

Soit :

3¢ >0, ¥ : |E v(T,X) - E v(T,Xp]| < c.h?

On suppose satisfaites les hypothéses du théoréme (3.1.1).

I

Alors 1'égalité (19) est satisfaite.

Preuve du lemme 3.1.2

Nous utiliserons ad libitum les résultats des théorémes 2.2

et 2.3 qui justifient toutes les différentiations ci-aprés :

t
-— p+1 -
+l) + /; aov(s,Xp+l) ds

V(tp+l’xp+l) = v(tp,Xp
p .
= v(tp,Xp) + 121:TT’(XP+1 - X)) alv(tp,xp)
t
et - 6 .6 p+
+ (Xp+1 X)) Blv(tp’x +1) + /tp 'aOV(S’X +1)ds

* . =
avec Xp+1 compris entre Xp et Xp+1.

En utilisant (C2-v et vi), nous réécrivons 1'inégalité suivante

sous la forme :

1 -
v (Xp+1 _

S’
+
[T e I

- i i -
- X ayvit X
1 ) 217 p

N .
p+! < ‘ 3
+ /tp aov(s,Xp+l)ds + 0(h7).
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'Notre but est donc de montrer (20)

1 i o = = iz .
(20) TR v E) B (R, - RTIED

ono

i
: t

"] Tptl < _ 3

+ E /;p aov(s,Xp+1)ds o(h™)

Pour cela, nous utiliserons les expressions explicites des-

espérances conditionnelles données par (C2) ; il apparaft n&cessaire de
' . . . 'tp+l =
trouver, par ailleurs, une expression approchée de t aov(s,Xp+l) ds

dans laquelle les dérivées de v sont considérées au seul point (tp,ip) H

le théoréme 2.3 permet la dérivation en x (&ventuellement plusieurs fois)

de aov(s,x) ; par contre, il nous manque la dérivabilité en s de cette fomc-
tion, pour laquelle il faudrait la dérivabilité en t de b(t,x) et o(t,x)
(mais il est crucial pour les applications au filtrage de supposer seulement
la continuité de b et ¢ par rapport a t (cf. TALAY [63) ; cette difficulté
va &tre contournée en utilisant (15) et la dérivabilité en t de Blv(t,x),

E%V(t,x), etc. (théoréme 2.3)

t t '
p+l S E _ / p+l- =
/; aov(s,Xp+l) ds = tp- L V(s,Xp

Grdce 3 (Cl), (C2), on en déduit :

i

t t
- p+l = _ / p+l =
/t . Sov(s,Xp+l) ds ‘ st(s,Xp) ds

P

(Xp+1

t
-3 p+l 3
Xp) ftp Blst(s,Xp) ds

t |
1 e =2 [Fpe1 2 - 3
7 & - %) /; B Lev(s, K )ds + o)
, _
(21) B _R -R . -R, ohd)
: 1 2 73 o

Commencons par traiter :

=
I

c
- p+l z
1 /;p st(s,Xp)ds

Lo+l _ o1 [l L =2 2
ft P b(S,-Xp) alv(s’xp)ds + 5 /t P' (g~(s,Xp)) 31V(.S,X")ds .
| o | p’
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Or, pour tout x ¢ R :

1}

(22) /t P b(S,X) alv(s ,X)dS »aiV(tP,X) /t p b(S,X)dS
P P

+

' tp+l S
/tp b(s,x) j;p aoalv(u,x)duds

It
1
alv(tp,x) /t P+ b(s,x)ds
p .

t s .
+1
- /;pp b(s,x) /;p alLuv(u,x)duds

t
Blv(tp,x)/t p+l b(s,x)ds -
’ - P

¢

t s .
5,v(t_,x) / p+l b(s,x) /’ 3,b(u,x)duds
1" 7p tp tp 1

2 [ e s
5, v(t_,x) /. p b(s,x) b (u,x)duds
1 P tp _ tp

t S

-2 +1

alv(tp,x) j; P b(s,x) /; g(u,x)alg(u,x)duds
P p

1.3 tp+1 s 2
7,31v(tp,x) tp b(s,x) tp (o (u,x))” duds

t s
- p+1 / _ ) -
/; A b(s,x) " alb(u,x).(u tp)aoalv(au,x)dudu
, ) ,
- /' p+l b(s,x) / ° b(u,x).(u~t_ )3 BZV(B x)duds
t y tp ," hd P O 1 u’
s
- /; p+l b(s,x) /tp g(u,x)a]g(u,x)

2
x (u—tp) aoa'lv(yu,x) duds

1 Soa s 2
-3 /t P b(s,®) ft (o (u,%))
P p .

x (u—tp)_aoalv(éu,x)duds

avec o, B, Yu’.au appartenant a ]tp,u[.
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a

dce au théoréme 2.3 (ii) et a (Cl), il est donc justifié

[+
la]

d'écrire :

tp+1 = — ' E - tp+1 -
(23) /;p b(s,Xp)alv(s,XP)ds = alv(tﬁ,.xp) /tp b(s,Xp)ds

gyt X ) / pHl x ) [ Y b(u x ) duds

P v(t X ) / P+l X ) / b(u, X )duds

t ) s
2 /p+1 ) [ ous .
alv(tp,Xp) ‘ b(s.,Xp) t:c(u,.Xp.)alor(u,Xp)vd_uds

9 v(t )/ p” x)[ (c(uX)) 2 duds

+

O(h ) §

De méme :

t - ' '
1/p+1 =22, =
7 /e (c(s,Xp)),BIV(s,Xp)ds

P

[{]eo]

2 = tp+l = 2
'alv(tp"xp) /tp (g(s,X )" ds

%/pp” ((s,%)) ] Lv(uX)dudsv

t.
1 2 - p+l - 2
> alv(tp,Xp) “/tp (o(s ,--Xp)) ds

=

- (24)

N} —

NOR RN AN SIC LY S
"-_EIth’p tpv os,p tp 3y u,p uds

2 o "‘p+1 = 2% - |
al'-v(tp,Xp) /tp (o(s,Xp))v /tp' alb(u,XP)duds

' s
-2- v(t X )/ P+l ‘ (S,SEP))Z/tP o(u,Xp) a%c(u,‘?(p)duds

1 - ] p+1 - 2/3 -2
- ’c)lV(tp,Xp) tp (c(s,Xp)) tp (arlo(u,XAp)) . duds
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1.3, = Eosl =2 [° =
i-alv(tp,xp) tp (c(s,Xp)) tp b(u,Xp)duds

3 - el =2 (5 < =
Slv(tp,xp) t (c(s,Xp)) ¢ o(u,Xp) alc(u,Xp)dudsb
P P .
1

, 4 = . [ Tp+1 = .2 [8 5 2
-7 alv(tp,xp) /;p | (c(s,Xp)) /;p (o(u,Xp)) duds

+ 0(h3)

Finalement, R, est égal 3 la somme des termes de droite des
égalités (23) et (24). |

Considérons & présent Ry. Grédce a (C2) :

X

R2 p+1

t
-3y { ptl - 3
Xp) /; BILSV(S,Xp)dS
\1

t +1 = t +1 | = 3
. P* b(s,X )ds ._/ P 3,L v(s,X )ds + 0(h”).
P P tp s P

]es]

En effectuant des calculs similaires & ceux qui relient (22) 3

(24), on vérifie :

et

t - - t ‘
L p+l 3 _ 3 /’ p+l "
(25) R, /;P b(s,Xp)ds.{alv(tp,Xp) tp 'alb(s,Xp)ds

+

t
2 3 / p+l T .
alv(tp,Xp) tp o b(s,Xp)ds

+

2 .. = /'tp+l _ = -

alv(tp,Xp) tp o(s,Xp) 31°<S?xp)ds
1.3 = [ Tp+ = 2. 3

+ alv(tpéxp) /¥pp (o(s,Xp)) ds + 0(h™)

De méme : ~
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R=—1-()_(. —)_()z/tp”azL(i)d

3 2 p+l p tp 1"s" ?’ P s
26 EL [P (e, B aste v R [, P 2, (0 % yds
(26) =3 tp o(s,X, ) ds{3,v tp, > tp 9 5,X )ds

: .
2 P /p+] =.
+ 2 alv(tp,xp) ¢ 3lb(S,Xp)dS
b )
3V p? p) - 9,0(s, p) s
P
+ 9 v(t X ) /' p+l o(s,X ) a o(s, X )ds

+ Q?V(t . ) /- p+ 1 (s,ip).ds

+

t
3 = / pt+l = =
¢ _ 2 alv(t?,xp) tp o(s,Xp) alc(s,Xp)ds

%- AV(t X5) / pr! (o(s,X )) 235} + 0(n3).

+

A présent nous revenons a (21) ol nous remplagons Rl’ R2, R3

par les expressions données par (23), (24), (25), (26).

Dés lors, la preuve de (20) est immédiate grace aux &galités
de (C2). ' : [ |

3.2, - Cas multidimensionnel

Nous allons énoncer l'analogue du théoréme 3.1.1.
D'abord, il nous faut réécrire les conditions (CO0), (Cl), (C2)

(on note i; la i-éme coordonnée de XP)

(co) . X0 = X,
(ch pour tout n, il existe une constante . C-telle que :

T v* -, N i -
Pho= o (N K, ¥p =00 b N T ,(.‘l

¥
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. . t . .
.y e R s =/p+11’—
(€ () E(X - X} ‘) Ap(s,X )ds
d [t - s
+1 1. = k, =
+2/P aA(sx)/ A (u,X )duds
0 s b
k=1 tp k P t o P
m d t
R /p+1 A(sX)/p+lA(1X)A(uX)duds
2 .- e 9380
j=1 k, 2=l .
+ 0(h™)
i i, i i

.. o=t =t =t =2 =
(1) B, - X OE - XOIE)}

m t i i

p+l 1 = 2 =
= . . X
ji] /; Aj (s,Xp)AJ (s, p)ds

+

t i, t i
p+l M1, = /p+1 2, =
/; . AO (s,Xp)ds c AO (S,Xp)ds

P | P
d m t i .1
.3 ¥ /t p+l 3 A s,%) 3 A.%(s,%)
kp,ky=1 j,0=1""p 1] P 23 P
/‘s kl. _ k2 _
X N Ag (u,XP)Az (u,Xb)duds
P
d m +1
+ 3T sz (sx)/ (uX)A(uX)duds
k=1 j=1:
d m t +1
+ I by /; BkA (s X )/' (u X )A (u, X ) duds
k=1 j=1
d m t i
+ I by /; p+l (s X )3 2(s X ) /; A_(u, X Yduis
k=1 j=1"~F%p

d m +1 i ‘
+ I z/tp (sX)BA(sX) A(uX)du

k=1 j=1 ""p
d m t. i i,
1 p+l 1
—_ ) . X
+ 5 I T N AJ (SX)BBQA (s )]

k,2=1 j,n=1 P

< J An(u,Xp) An(u,Xp)duds
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d m t i i
i / p+l 2. = 1, =
+5 I ) A."(s,X )3, 9,A, (s,X)
2 k,2=1 j,n=1 tp J pT k2] P
| Sk, = M T
x /tp An(u.,Xp) An(u,Xp)duds
+ o(h>)
i i i i, i i
i =1 <"1, 52 =2,,23 _ 23
(i) B,y = X0 - X000, - %, )IE}

t i t i i
p+l 1, = /' p¥l T2 = 3, =
/t Ao (s,Xp)ds tp Aj (s,Xp) Aj (S,Xp)ds

]
.
[ =]

t i t ., 1 i
p+l 2 = /’ p+l Y3, = 1, 3
/t Ao (s ,Xp) ds tp Aj (s ,Xp.) A-_j (s "Xp) ds

m t_. i ' t i i
- p+! 3, = /. p+l 1, = 2, =
+ 'il /t AO (s,Xp)ds tp AJ .(s,Xp) Aj. (s,Xp) &

tp+1 i2 _ 13 a
+ X z / A “(s,X )3, A "(s,X)
. t ’ k >
k=1 j,e=1 P L P % P

s 1, _ k _ ’
X/ A. (u;X)A.(u,X )duds
t J Pl P
P
i

d m t i
p+l 3, = 2 3
AQ (s,Xp)akAl (S’Xp)

+ I z
. t
k=1 3,2=1 P

S M, oy ks
X/ A, (u,X) A.(u,X )duds
tp | p hj P

d m /tp+1 '13 _ 1, _
+ I . T ‘ AQ (s,Xp)BkA2 (S,Xp)
k=1 j,2=1 P A

x . Aj (u, Xp) Aj (u,Xp) duds
P
m t i i :
p+l 1 el 3 b
) /' T a, (s,K)3A " (s,X)
p=1""5p g P g P

/'S- by ok, = '
x tp Aj (u,Xp) Aj (u,_Xp)duds-



i
(I.V) E{(Xp+l

- (v)

(vi)

_'11
E{ (xp-l-l

i

=1
E{(Xp+l

+

-+

d
z

m

k=1 j,e=1""p

d
z

/s iy k-
A, ,X ) A. :
Jp A (s, p) A_] (u,Xp)duds

m- /t
L t

k=1 j,2=1 'p

m

z
2,3

taepg 3

24

1

s i, _ K. - 3
X/t A. (s,Xp) Aj(u,Xp)duds + 0(h™)

i
& 4

/ tp+1
t

P

/tp+1
t

P

X

_15

.. (X

p+

i
=76
(XP+

p+1

‘A. (s,

P

p+l 1

p ]

i
X F

i, i

J

D 2

i
A.
J

P

il i

]

3 ALV STRIOR
t g (Safp) By (8, X,

2, =1, -
A,O, (s,Xp) akAQ (s-,Xp)

- 2 -
A. (s,X )A. X )d
P) B G, p> s

t i i
+1 "3, = b, =
x/;: PTL A (s,Xp) A!L (s,Xp)ds

| = i3 =
(s,XP) Aj (s,Xp)ds

i

t i
p+1 2 = 4, =
xﬁ: A2 (s,Xp) Ag, (s,Xp)ds

- 4L, =
X) A X
p) 4 (s p) 4

i

- 28

/'tp+1 Aiz - 3, = 3,
¢ A (s,Xp) AQ' (s,Xp)ds + 0(h™)

P

—i —

i
—6 -
- X F

o)

o3
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Théoréme 3.2.1

.On suppose que les fonctions continues f, A (0 £k <m) véri-

fient les hypoth&ses du théor&me 2.3, 3 savoir :

HD pour tout t ¢ [0,T], la fonction x »-Ak(t X) (0 k <m,
1 £1i < d) est.de classe C et toutes ses dérivées partlelles

sont bornées.

' 6 e e . . . '
(H2) ’ f est de classe C et vérifie : il existe un entier s tel que
toute dérivée partielle d'ordre au plus 6 de £ appartient &

d
PS('IR 5 IR).

‘On suppose, par allleurs,qu un schéma (X ) satlsfalt les
condltlons (CO), (Cl), (c2) de ce paragraphe 3.2.
Alors'(ip) conduit 3 1'estimation : 3C > 0, ¥Vh = %(N e N,

|E £(Xy) - E £(Rp] = C.hP,

)

4. - QUELQUES SCHEMAS EFFICACES

4.1. - Processus unidimensionnels : schéma MONTE-CARLO

Les notations sont celles du paragraphe 3.l1. On suppose de plus
que les fonctions b et o ne dépendent pas de la variable t ; le cas contraire,

plus difficile, sera traité& au paragraphe 4ot 3 (18) s'écrit alors :-
X, =X +/tb(X)d o [E s aw
%t T %0 o s’ 98 o O'fg) g
Considérons le schéma suivant :

(27) X o= x.

0 0
— - - - 1 = -
= F 4 : Jh + (b3 - = UYL b
Xp+£ . 1 G(yp)Up+i h + [b(Kp) 5 o(Xp)L ‘Xp" b
1 A 2 1 Ve gr L g 2qn 3/2
+ 7-070 (XP)(UP+1) h + ?-(bc +b'o+ 7 \(Y U +1 h
4 1 1 12;1— 2
E-(bb + 7—U~b )(Xp)h
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~

la famille {U, /R, ..., U Wh, ..., U y/h} est MONTE-CARLO &quivalente 3 1a
famille {W,, ..., w(p+l)h - th, T - W(N—l)h} (voir définition 0.5),

On peut ainsi choisir, par exémple, la famille (Up) de variables

aléatoires discrétes satisfaisant (28), (29) :

(28) - la suite (UP, 1 < p <N) est une suite de variables aléatoires
indépendantes et identiquement distribuées ; cette suite est

indépendante de XU,

(29) - chaque Uﬁ est de loi&fb caractérisée par :
|
P{Up = ’\/?} =7
1
-P{U.p —"A/E} =%
2
P{Up = 0} = =
On remarque, par ailleurs, que, pour Up+1 h =‘w(p+l)h - wph, le
schéma (27) est celui de MILSHIEIN (voir paragraphe 1.2) ; nous préférons,
cependant, le choix précédent des Up,car nous pensons réduire le temps-
calcul en simulant des lois discrétes plutSt que gaussiennes.
Théoréme 4.1.1
On suppose :
H1) b, 0 sont dérivables jusqu'3d 1l'ordre 6 inclus et leurs dérivées

sont continues bornées.

(H2) ' f est de classe C6 et vérifie -:
3ds ¢ W, f(6) € PS(IRiIR).

(H3) M e R,, ¥x ¢ R :
|02(x) a"(x)| s M(]x| + 1)
Ioz(x)_b"(x)l < M(|x| + D)
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Alors le schéma MONTE-CARLO défini par (27) conduit 3 1l'esti~

mation :

aCc > 0, ¥n =

AT

, N el : |E f(XT) - E f()";T)I < c.h?

Preuve du théoréme 4.1.1

Les fonctions b et ¢ &tant globalement lipschitziennes, il

existe C > O tel que, pour tout x :
b)| < c(x| + 1) et oG] =cx| + D).

Cette remarque et 1'hypothése (H3)‘permetteﬁt de montrer que le

schéma MONTE-CARLO satisfait (Cl). On vérifie, par ailleurs, (C2) sans

¥

difficulté. Donc, sous (Hl) et H2), le théoréme 3.1.1 s'appiique. - B

Remarque 4.1.2

L'hypothése (H3) est.peu naturelle et restrictive. En outre,
le calcul des valeurs prises par les dérivées secondes de b et ¢ peut se

révéler coliteux en temps-calcul.
Ceci justifie 1l'introduction d'un nouveau schéma, de type
RUNGE-KUTTA que nous désignerons par "schéma MONTE~-CARLO-RUNGE-KUTTA" ou

"schéma MCRK" et palliant les défauts du schéma MONTE-CARLO.

4.2. - Processus unidimensionnels : schéma MCRK

Commencons par construire ce schéma ; a cette fin, considérons

1'Equation Différentiélle‘Ordinaire.:
y(0) =y,

y'(t) = f(y(t)), 0 <t <T
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Le schéma d'Euler (yg), construit 3@ 1'aide d'une discrétisation
de [0,T] de pas h, s'écrit pour cette &quation :

~h _
Yo = %o

~h

_10
p

= N

+1=yp+hf(yp)a p=0,1, ...,

On suppose f de classe C2 5 la convergence de ;3 vers yn est

d'ordre h ; d'ailleurs

|y - 58] s ¢ n?

Par contre :

: ~h/2 ~h t
(30) ly®) - @ $/F - §h | < cte pd
\1
puisque :
~h/2  ~h _ h
2¥; T Y =¥ *h il + g £y))
Posons :
-h
(1) Yo = Yo
<h _ -h -h _ h _.-h
(32) Y1 = Yo + h £(yy + 5 £(vy))

et interprétons (31), (32) comme les premiers termes de la suite récurrente
(;2) définie par :
=h -h -h h -h
(33 =¥ +hEG 4o £
) . Yp+1 yp (yp ) (yp))
Ceci définit un nouveau schéma, de type RUNGE-KUTTA d'ordre 1,
appelé& "schéma du point-milieu". Comme (30) le suggére, sa convergence est

d'ordre hz.

Ce schéma du point-milieu "d&rive" du schéma d'EULER en ce sens

que
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Revenons 3 présent aux Equations Différentielles Stochastiques

et considérons i nouveau le schéma (13) du paragraphe 1.1.

Le schéma MCRK dérive de ce schéma, en ce sens que nous défi-

nissonslih, ih par :
0 1
_h_"i'l_
XO = X0 = XO

ch _ o ch/2 _ <h
x? =2X X

. ~ sh gh . o
On interpréte alors XO’ Xl comme les deux premiers termes d'une
suite récurrente. Cette suite permet de définir un nouveau schéma qui fait

intervenir les variables aléatoires W -W., W -W s
phe ph PR URFDR T, on

Wip+idh ~ Yo

§

Nous construisons enfin - le schéma MCRK en remplagcant ces varia-

bles aléatoires par des variables alé&atoires Up+1’ Vp+1’ Zp+1 telleg que

(a) la suite {U, V,, Uys Yoy vens v, vp, cevs U g VN_I}
est une suite de variables indépendantes ; cette suite

est indépendante de Xy

} est MONTE-CARLO &quivalente a

(b) la fam111e,{Up+1, fol’ Zp+1
- W }’

la famille {W - W, W -W
oh+ %h ph> " (p+1)h

pour tout p = 0,...,N-1.,

? W(p+1)h ph

1
ph+ 5h

| Vg VB
Par exemple, on peut choisir : Up+1 = Up+1\/z_, Vp+1 = VP+1;Z§~;
= (Up+1 + Vp+1) VE; avec UP+1’ Vp+lsatisfaisant (a'") et (b") :

p+l

~ N2
z 5

! - . .
(a') 1a sultg {0y, Viy Uy, Vo, oes, Up, vp, cees Uppo VN_I}
est une suite de variables indépendantes, identiquement

distribuées.

(b') 1a loi commune desg UP et Vp est la luiéf, caractérisée

par les égalités (29).
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On obtient donc (§é+ est analogue au terme 5; + %.f(§g) de

(33)) :

- - No - 1 1 T 1 - 2.
Ry =X+ o®)U Wb+ 5 (- 5000 YE D + 7 00" R b

S A S CE IS LA R ERc SRV AT

p+tl  Tp
W2

*7—-0(ip)(Up+1 + VP+1)Mﬁ;} + (b- %—o.c')(ip+)h

1 1o 2 ‘ try
+ {5 0.0 (Xp) (Up+1) h + §1 0.0 (Xp+)(Vp+1)2 h

1 ' 3
- c.c.(Xp)(Up+1 +V

2
4 p+l)

h}
Le théoréme suivantAsé montre comme le théoréme 4.1.1 :

Théoréme 4.2.1

Sous les seules hypoth&ses (Hl), (HZj du th&oréme 4.1.1, le

schéma MCRK conduit & l'estimation :

3C > 0, ¥h = -; (N e N, |E £(Xp) ~ E f()'('T)I < C.n?

4.3. - Processus multidimensionnels : schéma MCRK

La remarque 4.1.2 devient particulilrement importante quand les
processus (Xt) et (Wt) sont multidimensionnels : le calcul des dérivées
partielles d'ordre 2 des coefficients de dérive et diffusion limiterait les

qualités numériques d'un schéma de.tybe MONTE~CARLO.

Par ailleurs, il est crucial ici de remplacer les variables

t . . . .
- . +1 . . . - . .
aléatoires /t P (W1 - Wt ) dwi par des variables aléatoires d lois dis-
p
crétes ; en effet, les lois de telles intégrales stochastiques semblent

difficiles 3 simuler.
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Nous revenons aux notations du paragraphe 3.2, en supposant que

les fonctions sont indépendantes de temps 1'é uation (l) s'écrit alors :
p ’ q
m

k
X =X.,+ L /P (X)) dw
t | 0] k=0 Ak s [}

Nous proposons le schéma suivant, de type MCRK : (I =1 <4d)

..i _
X0 = %o |
s _: m PR j _1. i fud
x* =X + eig Z A}(XP)UP+1 J£-+ 2 AO(Xp)h
p+! p 2.7
j=1
d m
+ I T 'a A (x ) AT (x ) s¥d n
i,r=l j,2=1 e
=i . 5z abE |
X =X + N2 ® {A.(X)U +A X V
p+l P i=1 3 p) p+l ( ) p+1
_ 1 i 3
: A SRR SR EY
i - d m-
+ A(X HYh + = {23 at (X )A (X )S
0" p+ i,r=17,0= ] p’ p+l
+ 23 A (x JALR yrd - g A (x )a% (X, )z"J } h

2 Tp+ Tp+l

ol pduf tout p = 0, ..., N-1 et tous j, k, %, a, B, v, §, €, ¢ choisis

arbitrairement dans {1, ..., m} :

(a) la suite flnle {U o1’ VJ S'Q'J J 131} est 1ndepen-

p+l’ “p+l’ Ti+1’
dante de la trlbu engendrée par {Xl""‘ X }
b

J V— . aB . wY$ .
(b) la famille L—f— i vr— p+1 Vh s sy by Ty

;qﬁ h} est MONTE-CARLO &quivalente dla famille

-l k k

j . _ .
Wiope1yn/2 ~ ¥on ¥ Wepetyn ~ W(2p+l)n/2 3

h

t + o : t " t '
) 2 1
/t Pt ] )dw ; /' LY -y h)dw6 ; /’ P e yau?
P £ + - s vtp S tp s’ .
p 7 P :

2
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Par exemple, on choisit des variables Up, Vp, ﬁ;, Vp telles que :

(34) - la suite {Ug, V;, ﬁﬁJ, ViJ, 1 <j<g 0<psN-1} est une
suite de variables aléatoires indépeﬁdantes.

Y (p =0, ..., N-I

“e
=
1]
—
-
.
a
.
-
=)
N

(35) -~ toutes les variables U;, v

ont méme loic@% définie au paragraphe 4.1.

(36) toutes les variables ﬁgj, Gij (p=0, <., N=1 5 j,2 =1, ..., m
- ont méme loi &quirépartie sur la paire {-1,1}; pour j > 2 :
I N K=

P p p P

On définit alors SILJ TQJ Zle par :

p+1’ Tp+1? Tp+

(37) s =g @l p? -
o - ((vfwl.)\2 -1
.Ziil - %'(Ug+li+ VIJ;H)2 - %
(38) pour tous £,j distincts (2,j =1, ..., m) :
Siil = %'(U§+1 Ug+1 * ﬁii])
'Tiil = %;(V§+1 Vg+1 * Viil)

A & AT S
Zor1 = S5 I 2 Ve Your

A 1'aide du théoréme 3.2.l,on vérifie sans. difficulté le :

Théoréme 4.3.1

On suppose que les fonctions continues f, Ak (0 £k £ m) véri-

fient les hypothéses :

(H1) pour tout t € [0,T], la fonction x A;(t;x)-(o <k £m
1 £ i <d) est de classe C et toutes ses dérivées partielles

sont bornées.
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H2) f est de classe cb et vérifie : il existe un entier s tel que
toute dérivée partielle d'ordre au plus 6 de f appartienne &

PS(]Rd :R).

Alors le schéma MCRK conduit 3 l'estimation :

3C > 0, ¥h = 2

=z 3

,Ne W', [E£(X) -E £&p| s Ch

- 4,4, - Cas de la dépendance en temps des coefficients

Rappelons la remarque qui suit 1'énoncé du théoréme 3.1.1 :
pour certaines applications, il est important de supposer que les fona-

tions to+'Ak(t,x) sont seulement continues.

) Malheureusement, pour ce cas, il ne nous a pas &t& possible de
& ) .

construire un schéma de type RUNGE-KUTTA..

2

Dans TALAY [6], on peut ‘trouver un exemple de schéma de type
MONTE-CARLO appliqué a une équationnnﬂtidiménsionnelle liée au probléme de

filtrage.

Nous donnerons ici un autre exemple de schéma, appliqué & une

équation unidimensionnelle mais moins particuligre que celle du filtrage. .
Supposons donc que (Xt) soit solution de : .
X =X, + [ F b X')&+/t(x)dw
t (0F 0 885708 0 OS54 s

oli (Wt) est un processus de WIENER & valeurs réelles.

Le schéma s'écrit alors
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+ D + E

X . =X +A +/Fp+lb(§)d + 3 . c
p p+l t S P s p+l p+! p+l

+1
P_ P

t ) _ s - )
+/ p+l 3,b(s,X ) / b(u,X_)duds
€ A P

+1/tp+lab( i)/s(( % ))? duds’
’?ftp 2738 % tpou’PvuS

oli,pour tout p= 0, ..., N-1, la famille {A }

p+l? Bp+l’ Cp+l’ Dp+l; Ep+l
satisfait les conditions (39), (40) suivantes

(39) - elle est indépendahte de la tribu engendrée par {io,il,...,ip}.

(40) -~ elle est MONTE-CARLO &quivalente 2 la famille :

tp o(s, D s 3 tp. 1948, p tp o(u, o u»ws b

rt : s
Tl g / 3 .
/;p Blb(s,Xp) tp U(u,Xp)quds 3

. |
/t p*l 2,0(s,%) / b(u,X ) dudi
p

_./ p*l 4 (sX)(/ o(uX)dW) ).

~Par exemple, on pourra simuler des varlables aléatoires U1 ..U

satlsfalsant les conditions (28), (29).

Soit alors :

: t
- p+l = 382 1/2
2.1 (/;_ (c(s,Xp)) ds)
p .
t 8 -
- ptl -2 /' -9
bp+1 = /L (BIG(S,XP)) ¢ (o(g,xp)) duds
, p >
t S
= p+l by hod / - 2
cp+1 2 /;p o(S,Xp) Blc(s,Xp). tp (c(u,XP)) duds

N-1




/’tp+1 = s =\ 2
d = /. P alb(s,Xp) /;p (c(u,Xb)) duds

t ' s
= 'p+1 : - - / -
ep+1 j; c(s,Xp) alc(s,Xp) ¢ b(U,Xp)duds
. P ' 0
t . [s
_ | el 2,z / -
fp+1 /t _3] (S,Xp) £ (O(U,Xp)) duds
P P
. 2 .
0Lp+1 - Cp+1 / (ap+1) 51 ap+1 #0
=0 sl ap+1 = 0
Bp+l = dp+l / 2. si 1 #0
= O sl v p+1 = 0
Ypel = €pul / 3541 sia # 0
= Q0 Si a‘p+1 = 0
6p+l = fp+1 / 2541 si o a # 0
=0 si ap+l =0
’ 2
Ap+l = - 2 O..p+l + 6bp+1

On définit alprs Ap+l’ .eey Ep+1 par»:
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Remarque : A est positif ou nul car :

p+1

/tp+1 I S - 2
= E{( ¢ 310(S,Xp) c o'(U',XP)qudWS) 3
P P

(2]
{

/tp;l - 2 /tp+l - s -
= E{( tp O(S,Xp)dws) tp Blo(s,Xp) /;p c(u,Xp)qudws}.

Remarque 4.5

I1 est clair que, d'un point de vue numérique, un rdle non

négligeable est tenu par la compiexité de l'expression analytique dgs

coefficients de 1'E.D.S. 3 laquelle on s'intéresse.

. Par conséquent, il peut s'avérer intéressant de trouver un
* . . . ’ . .
processus (Xt), satisfaisant une E.D.S plus "simple" que celle satisfaite
par (Xt) défini par (8) et tel que, néanmoins, le calcul de (2) se raméne 3

celui de 1'espérance de w(XZ).

Pour ce faire, mous pouvons effectuer un changement de loi de
probabilité de référence 3 l'aide d'une transformation de GIRSANOV : on

définit P* par :

* t m t m

ap* k1 2

= exp {/O E qk(s,XS)dWs 7/0 ' Z_I (qk(S,Xs)) ds}
q=1 q=1

Notons E” 1'espérance sous la loi P*. Il s'agit de calculer :

E" 9 (X)),

w _ ox(l) _x(2)
Xp = @, x)

t £t m 2
= _(Xt’, exp {:/0. qo(s,XS)ds +/0 kil (qk(S’Xs)) ds})

e
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Sous la loi P*, (X:) est solution de 1'E.D.S. :

* (1 * o 1 . *(1
axg™ = gyt + 351,Ak(t’xz( ) q (exfN) at

o
*(1) xk
+ zl Ak(t,xt ) dwt

k=]
«(2) . * (1) o *(1),,2, ,*(2)
dX, = {qo(t,xt ).+ kzl (qk(t,xt )7 X0 dt
ol
. m t
W :=W_- % /’ q, (s,X )ds
t t k=170 k s

. * .
est un (Q, F, Et’ P ) mouvement brownien.

5. - CONCLUSION

En raison de sa vitesse de convergence et de sa simplicit&, il nous
paralt préférable d'utiliser le sch&ma MCRK (paragraphe 4.3) pour la

mise en oeuvre de la méthode décrite au paragraphe 0.3.

Des tests numériques ont déja bien mis en &vidence que le schéma
MONTE—CARLO (paragraphe 4.1) est plus performant en précision que les
schémas du paragraphe 1.1 lorsqu'il s'agit d'approcher E £(X;) (voir
TALAY [5], PARDOUX & TALAY [3] ol il est &galement montré que ceci n'est
plus vrai ni du point de vue théorique, ni du point de vue numérique

lorsqu'il s'agit d'approcher (X.) trajectoire par trajectoire).

D'autres tests sont en cours, comparant les performances du schéma
MCRK avec celles des autres schémas - du point de vue de la précision:
mais aussi du temps-calcul, de la stabilité asymptotique, de la sensibilité

par rapport au nombre de simulations, etc.

Leurs résultats feront l'objet d'une autre publication.
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