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'RESUME

On présente un modéle mumérique pour la simulation de déplacements
compréssibles irmnisci%lés dans un miliéu- poreux. Lé modéle est basé sur
une formulation mathématiqué incorporant la notion de pression globale.
L'éqﬁaﬁion en saturation est approchée par une méthodé d'éléments finis
mixtes en combinaisoh avec une méthode de décéntra’gé i la Godunov, et
1'équation en pression par des €léments finis mixtes. Une méthode TMPES
est utilisée pour la disCréfisation en temps. Des résultats mumériques

sont présentés dans le cas unidimensionel.

'ABSTRACT

A mumerical method for the simulation of a: compressible, immiscible
displacement in a’ porous medium is présented. The model is based on a
mathexhatical fornulation incorpbrating the notion of a global pfessuré.
The saturation equation is approximated by a mixed finite element
method together with an upwinding scheme é- la Godunov and the pressure
equation by mixed finite elements. An IMPES method is used for the time

stepping. Mumerical results are presented in the one dimensional case.

Mots Clés

- Simulation de réservoirs, éléments finis mixtes, décentrage, schéma en
temps.
Key Words

Réservoir simulation, mixed finite elements, upwinding, time stepping.



I - INTRODUCTION

On considére le déplacement diphaéidue, immiscible d'un fluide
compressible par un autre dans un milieu poreux. Le modele mathématique
gqu'on utilise est un systéme non linéaire formulé par Chavent. [2] employant
1'idée d'une pression globale. Le systéme se compose de deux équations
paraboliques, une éguation en pression et une équation.en saturation du

type convection-diffusion.

Le but de ce travail est d’'étendre au cas compressible les méthodes
employées par Chavent et Salzano dans le cas incompressible [31, [8l].
Dans 1'équation en saturation le terme de transport, gui peut-8tre non
monotone, est approché par un schéma du type Godunov pour les éléments
finis qui se réduit & celui de Lesaint et Raviart [8] dans le cas mono-
tone tandis qu'une méthode des €léments finis mixtes est.utilisée pour le
terme de diffusion afin de permettre 1'emploi d'éléments finis discontinus pour
approcher la saturation. Pour 1}équation en pression, comme on veut bien
approcher les vitesses, on utilise aussi des éléments finis mixtes,

cf. [43 [51 [71].

Pour le schéma en temps, on empléit une méthode du type IMPES
(Implicit en Pression, Explicit en Saturation), ¢f. [1] . L'équation en:
pression est résolue avec un schéma aux différences retardées, bien que
les coefficients qui dépendent & la fois de la saturation et de la pres-
sion éoient évalués a 1'instant précédent. Puis, 1'équation en saturation
est résolue explicitement en utilisant un schéma aux différences avancées.
La dérivée en temps de la saturation qui apparait dans 1l'égquation en
pression est éliminée en lui substituant  son expression tirée de 1'équa-
tion explicite en saturation. Le systéme non linéaire en pression-vitesse
obtenu ainsi est résolu par des itérations de point fixe. Avec ce schéma
on a pu multiplier le pas de temps d'un facteur 40 par.rapport au pas
de temps admissible pour un schéma explicite sans augmenter de fagon

notable le temps de calcul par pas de temps. -



Dans la suite pour simplifier, le schéma est décrit dans le cas uni-
dimensionel car nous ne présenterons de résultats numériques que pour la
dimension un. Le cas unidimensionel est intéressant pour lui-méme dans 1la
simulation d’expériences de laboratoire dans 1l'industrie pétroliére, pour
la détermination des propriétés de carottes de gisements. Cependant, le

schéma peut 8tre aussi bien écrit pour le cas multidimensionel.

Le paragraphe deux formule le modéle mathématique. Dans le paragraphe
trois on présente le schéma en espace et dans le paragraphe quatre on -
décrit la discrétisation en temps pour ce schéma. Le paragraphe cing con-

tient les résultats numériques.

II - FORMULATION'MATHEMATIQUE'DU'PROBLEME

On identifie un barreau poreux § avec 1l'intervalle [a,E] ot {a}

est la frontiére d’'injection et {b} -est la frontidre de production.

BDans la suite on utilise le modéle mathématique formulé par Chavent-

dans [2]. On appellera fluide 1 et fluide 2 respectivement le fluide

2

pectives. La saturation E& peut varier entre S et EﬁJ respectivement

non mouillant et le fluide mouillant et ;i et s, . leurs saturations res-

saturations minimale et maximale du fluide 7. Omnote s, la saturation

‘réduite du fluide 1,

(2.1) s = :%;*‘jfg >
Sy T *m

Y

qui varie donc entre 0 et 1. Comme on s'intéresse a la production
d'huile par injection de gaz, on dira souvent "gaz” et "huile” - au

lieu de "fluide 1" et "fluide 2".



Soit p 1a pression globale, cf. [2] et appendice 3, comprise entre
Py et Py les pressions des deux fluides. Le modele est obtenu.é partir

de la loi de Darcy, de la loi de conservation de la masse et de la loi de
la pression capillaire. Les vitesses de filtration des deux fluides étant

¢1 et ¢2, avec les'hgtations de 1'appendice 1, ces lois s'écrivent,

en. négligeant 1'erreur faite en évaluant les fonctions de densité et de

viscosité avec p au lieu de p,:
J

Loi de Darcy

(2.2) ¢j = ~(x) kj (s,pj [ grad pj'— pj(p) g grad z(x) 1, j=1,2

-"Loi de conservation de la masse

1
(=
-
[}
1l
o
-
N

3 : -
(2.3) SE-[ d(x,p) o(x) Bj(p) 5 1 + div ¢j

Loi de la pression capillaire

(2.4) . P, -~ Py = PCM(X) pc(s).



En ﬁotant 4 la vitesse totale,
f2‘.5? Q@ = qbl + ¢2 s
et en utilisant les notations de lfappendice 1 on peut écrire (cf. appendice 3) s

(2.8) cpl =

i Mo

-Bj<s,p> a5 () - T(x,s,p) grad als).

j=0

On porte cette expression de ¢1 dans {2.3) avec j = 1, on note

2

' f(x,s,p,qo) = I Bj(s,p) qj(x), et on introduit comme inconnue indé-
j=0

pendante r = F&(x,s,p) grad a(s). On obtient ainsi 1'équation en saturation

qui s'écrit sous la forme du systéme du premier ordre :

(2.7) g%—[ ¢ (x,p) Bl(p) (s¥smin) l+ div [ f(x,s,p,qo) +r ]

(2.8) .r = -@kx,s,p) grad a(s).

On obtient 1'équation en pression en faisant la somme des deux équa-
tions (2.3). On additionne les équations (2.2) et on exprime les pressions

P, et P, en fonction de la pression globale, ¢f. Appendice 3. On obtient

ainsi 1l'expression suivante pour q,

2

qy = - (x) d(#,s,p) grad p + d(x,s,p) I Yj(x,s,pj 9 (X)-

j=1



Introduisant comme inconnue indépendante on peut écrire l'équatdion

9

en pression sous la forme du systéme du premier ordre :

(2.9) ¥ g%:{ ¢(xj[B1(p)(s + smin) + B2(p)(smax -s)] } + div q, = 0
(240) 9y = -¥(x) déx,s,p) grad p + d(x,s,p) I Yj(x.s,p) qj(X).

~‘Les conditions au bord

L

Pour 1 equatlon en saturation on utilise les conditions au bord decrites

dans [3] Sur 1a frontigre d’ 1nject10n elles sont .

i}
n

.sbit : s(a) ad

1]
-©-

soit : ¢1(a) od

ou sad et ¢ad représentent respectivement une saturation donnée, qui’
en pratique sera toujours 1, et un débit d’'injection donné , gui en pra-

tigue sera qo(a).CeS'conditions représentent dans les deux cas une injection de
fluide 1, et on observe que, soit avec Sad=1’ soit avec ¢ad=q0(a),

la condition de continuité des pressions est satisfaite, i.e. les deux

i fluides ne peuvent pas traverser la Frontlere simultanément sauf quand

’

la pression caplllalre est zéro.



‘Afin de satisfaire la Condltlon de continuité des pressions sur la

frontlere de production on impose :

s (b) g S,
EXON >0
(s(B)-sc) ¢, (b) = 0

ol s, est la saturatlon qui annule la pr95510n caplllaire. Ainsi la satura-

tion de Flu1de 1 ne peut pas gtre plua grande que la saturatlon pour laquelle
la pression capillaire est zéro, le fluide 1 ne peut pas entrer par cstte
frontiére ; et en outre, le fluide 1 ne peut pas sortir a moins que la ‘
pfession capillaire ne soit égale & zéro. On reﬁarque que dans le cas qui
nous intéresse, ou le gaz injecté est le fluide non mouillant, s, = 0,
ce qui implique s(b) = 0. Ainsi, dans ce cas, la saturation du gaz injecté sur
la - frontiére de production est toujours nulle, méme lorsqu'il la traverse.
Pour‘l!équation en pression on impose comme conditions au bord soit

‘Dirichlet soit Neumann. Sur la frontiére de production elles sont

soit p(b)

il
o

= Fpa
soit qo(b) = Q4

.ol Pyq ©t 9pg sant donnés. Sur la frontiére d’injection on impose :

s?it p(a) = Pad

soit qo(a) = 4y
ou P

ad et duq sont donnés.



On pose les conditions initiales ':

K

'ITI-' APPRGXIMATION EN ESPACE

On note C%;la_discrétisation de l'intervalle €,

1 I

q5T= {a=x <”x2 ceseses <X = b } et on pose h = sup {X1+1 X,: i= 1, vesy I lle
guand il n'y aura pas danger de confusion, on omettra la variable X

Dorénavant,
en écrivant les .fonctions qui en dependent
' Pour 1'équation en saturation on utilise le schéma décrit dans [3] et

[9] . C'est une approximation discontinue utilisant une méthode d’'éléments
o finiS'mixtes pour approcher la diffusion et une généralisation de la méthode

de Godunov pour approcher le terme de transport.

On note XE, X ME un espace de Raviart-Thomas d’'index k, k ; 0. Dans le
cas de la dimension 1, X: est 1'espace des fonctions continues polyn8me
de degrév k + 1 dans chaque intervalle ; Mﬁ est 1'espace des fonctions

discontinues polyndme de degré k dans chaque intervalle. De plus la
solution s de (2.7),..., (2.10)) a une trace sur la frontiére et nous

définirons aussi une approximation { S, SB } de cette trace.

Etant données des approximations qoi]et ph de la vitesse et de la
9

pression, on cherche une fonction (fh, sh) de 1l'intervalle de temps

k k . 2
J dans Xh X Mh et une fonction _(Sa’ sb) de J dans R



gatisfaisant. :
xi+1 X1+1 Br
f { ¢(p,) B (ph) (s, + smin) }owdx + f Bx w dx
Xi Xi
{3.1)
X141
- EGpag ) B ax £, Wiy, ) - £ wxy = 0
e _
i
k
WeX o, i=1, ....,I-1
et
oo b 1 b 3vh .
(3.2) S = cr,ovidx - [a(s ) — + a(s ) v(a) - als.) vib) = 0
o ~ h h a » B
a Y(s,p) a ox _

etvdés qonditions aux bords.

" Les f(Ei) sont des valsurs de Godunov définies dans [al,

telles que f(&, ) = f(x 185 ph(xi), 9, h(xi)) ol ,
sgn(s -s)) flx, ,E ,ph(xi>,qo’h(xi)> < sga(si-s)) Elxyskopy (250594 1, (x5))

' +
pour chaque k entre s et s, , avec

i i
+ + )
s; = Sh(xi + Q) ; =1, .., I ~1, sy = S
s; = sh(xi -0 i=2, ..., I, s = 5,-



Notons que méme si les valeurs Ei sont éventuellement non uniques,

c'est éeuiement la valeur f(Ei) qui nous intéresse et elle peut gtre

- +
gcrite comme fonction de s;. et si :

(3.3)  £GE) = 8(s], sp.

La vitesse de filtration- du gaz ¢1 est approchée par

338 ¢1h(x) = f(x,sh(x),ph(x),qo’h(x))-prh(xi),xi<x<xi+1? i21,0.,1-1.

O G = EED TG, el L, T

On initialise le processus en prenant pour sh a t =0 une approxi-

. k .
mation de g dans Mh“

Pour les calculé, la condition au bord en b est réduite soit & une condi-

# tion de Neumann, ¢1($) = ¢Ed = 0, soit & une condition de Dirichlet,

s(E) = 8,4 = So Donc pour. approcher les traces de s, 11 suffit de définir

les approximations des conditions de Neumann et de Dirichlet. Rappelons

gu'ici "sc = (0 et la condition en b est_simplement s(b) = 0. La

condition de Dirichlet devient
(3.4a) s = s e=a ou b,
et la conditiomn de Neumann,

(3.4b) ¢1h(x15 = ¢ad en X = a

¢1h(XI) = ¢bd en x =Db.
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La condition de Neumann est plus compliquée parce que f(El) et

rh(xl) (repectivement f(EI) et rh(xI)) dépendent d'une fagon non
linéaire de s, (respectivemeht sb], mais on verra que dans le cas

k = 1 cela ne pose pas de probléme, cf. [3].

Pour approcher 1’équation en pression on utilise les 6léments finis

mixtes. On approchera aussi la trace de P en '{a,b}. On note

' Xﬁx M_ﬁ' un espace de Raviart-Thomas d'index & , 2 2 0 , correspondant .

\»)
a E . Etant donnée une approximation s de s on cherche une fonction

h
( ) de J dans X’Qx L et une -Fovnction ( p) de J dans
99,n’ Ph n My Pys Py
IR? satisfaisant
Xi+lé . Bl(ph) (s_h + smin) + BZ(Ph) (smax - sh)
Jooae Loy T ) | }voax
o x
(3.5) i
i+
+ f -;}—c-qOh.vd:i=O veXf;, i=1, ..., I-1
s

Xy
et

b ' b :

1 dw

J — q wdx - [ p o dx
(3.8)

b 1 2 :

= = I dx - p, w
£ m o Yj (Sh’ ph) 9 9% -py w(b) + P, w(a)
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avec les conditions aux berds,

(3.7a) soit p_ Pod

(3.7b) . soit 9g. e = 9ug° e=a oub,

On impose au temps t = 0 la condition initiale p = py , Ol B, o est
» . ] .

' . . : 2
une .
approximation dans Mh de Py
Il nous faut encore compléter la définition de notre schéma car les

valeurs de Godunov dépendeht des valeurs ph(xi) qui ne sont pas définies
puisdue Py est digcontinue en X C’est pourquoi pour évaluer f dans
(3.1), et donc aussi pour déterminer les valeurs f(Ei), i=1, ..., I,
on_remplace' ph par une approximation Eh Qontinue{ Convenaﬁle}

Dans nos calculs nous avons approché la saturation dans un espace
de Raviart-Thomas d'index k = 1, et comme on s'attend & perdre en
hrécision dans 1'approximation de la saturation & cause du décentrage, on
a utilisé pour 1'équation en pression un espace d'un ordre de moins que
dans 1'égquation en saturation, i.e. 2 = 0. Donc sy est discontinue et

linéaire par morceaux et est déterminée sur 1l'intervalle  ( X xi+l)

ar 1 val * t N i =1
p es eurs s, e S;410 1L, .ol I-1.
a °1°
8141
+

Msf\\\\\\\\‘ S5 1
- +
s
2 Si

ry 3 [} -+ i




- 12 -

La fonction 2N est continue et guadratique par morceaux. Elle est °

déterminée par les valeurs r, = rh(xi), i=1, ... , I et

r ((x, +x,. )/2), 4=1, ... , I - 1.
h i

i+1

Tie1/2 ©

La fonction Py, est discontinue, constante parmorceaux, et elle est
déterminée par ses valeurs Py constantes sur l'intervalle (xi, x1+i);

i=1, ..., I-1. L’approximation continue ;h est égale 3 p, en

(= + X00/2 =1, «.. , I-1,3ap en x,, & p, en x;, et elle est

a
linéaire entre ces points.
Py
_'_.—7.,\_._.
-
N
pa N /// N
N // \,\ ~
AN T e ~Pp
N P. o
N\ — i-1 e———————
P .
1 | Pisl
L ) b - .
X X X X,
1 2 i i+l
.La fonction 94 1, est continue et linéaire par morceaux et donc elle
) 3

t d - : = i = v ee [}
es onnee par les valeurs aux points xi s qO,i qh(xi) , 1 1, o I

do,1
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On a utilisé la formule de
tion en saturation,

Ainsi (3.1) est devenue :

3 o
5;-{ ¢(Pi) Bl(Pi)vE
— [ S?i f 4ri+1/2 -
1 +
n C fi + 4f +1/2 +
(3.8]
2 ek, B ) L
ot i 1714
1 [ r., + 4r
h i i+1/2
1 +
7 L f - 400
ol f+ =

et - =
- fa1/2

1
2

avec
Xi+1/2

(3.1) et (3.2).

+ ~. )‘ -
3 = Elegs py (=), 30,1)’ £

f(S(X:ul/z)' ph(xi+l/2)’ 99 h 1+1/2

(x + %

Simpson pour galculer les intégrales dans 1'équa-

2(51 - smin) + (si+1 - smin) 11}
L ]
f1+1 - 6£(E,) ] - 0 i=1, ... , I-1,
(s; —'smin) +’2(s;+1 - smin) ] }.
= 5ty
- £+ 6f(&i+1) 1 =0 1=1, eee o I=1

i+l

= (s,

i+1 101°P a1 o, 1417

),

i+1) 1T
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et

(3.2) est devenue
Lo v Lt - odo,+ ac1+8a6) = 0
~F ] 1 3/2 2 : c
wl h h
‘If 1 + - _ _ -
’JJ’ ri+1/2 + h [ 40Li - 40Li+1 :] = o ’ i 1 s sesa I"l
i+1/2
(3.8)
1 1 1 + - +
( o + $+ )ri + K'[ -, o+ 4“1—1/2 + 304 - Bai
i i - ’
40072 % 1 = 0
i=2, ..., 1-1
1 r + - 6 , _
—— I + L =0y 4aI_1/2 + 30, ] 5 osy) 0
1) h 4
I
N
o o = a(sh TE =9 (x. + 0))  etc
Si‘. , n A Xi s S. ph xi . .
Examinons les cbnditions aux bords. En a, on a soit la condition de

Dirichlet, et Sa est connu,. soit

étre déterminé par :

+ 6

3.10 bl
( ) > 81) * ¢

B(s.
a

4
U ats) =

la condition de Neumann, et sa peut

1

Son @ *+g }

¥ {3a1 + Aa3lz-a2
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- une fois que sh. et ph sont connus,et ol 6 est la fonction de (3,3).

I1 en est de méme pour les conditions en b. Pour plus de détails vair

[31.

En utilisant la formule des trapézes pour calculer les intégrales dans

l'équationben pression (3.5) et (3.6), on & pbtenu -:

+ -
1 3 S; 4 8 |
= —I[ ¢(Pi) Bl (pi) ( 2 smin)
2 3t 2
s+ +'s,
S I S £
C1(3.14) + ¢ (p) By (py) (smax R )
v L (q -q, ;) = 0
h 0,i+l 0,i
i=1, ... , I-1
et
q 2
h 0,1 h 1
Tyt Pp TPy T T T L YJ,l 93,1
2 wldl 2 lPl j=1
' q ~ - | 2
(3.12) < BBt el Ly -p, s 2 3 [Y.i"Y;i]q
= ’ I .
2 1Pi di dy ZWi.J 1 3l
i=2, ... , I~
q 2
h 0,1 h -
POl s Sl 2 0 A S S T 3
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1l
—
-
-
A
o
L}
-
-
N
o

DD*'wi'? W(xi) ,i=1, ... , I, qj,i = qj(xi) i

+ ' oy .

+ '=; i = -
et de la méme fagon pout Yj,i et Yj,i 3 1, 2, 1 1, ... , I=1,

Remargquons que en ‘a, soit P, soit 9 1 est connu, et en b,
’ .

soit Pb soit qO,I est connu.

Afin de mettre le schéma ci-dessus sous la forme matricielle, on note

S 1le vecteur (sI, Sy s;, cee si), R 1le vecteur (rl, r3/2, Tos eees ;I).

P le vecteur (pl, Pys eee "pI—l)’ et 'Q le vecteur (qO,l’ 9,2 ""'”qO,I)'

On utilise aussi la notation FIBj(P) = (¢(p1) Bj (pl)', ¢(p1) Bj (pl),¢(p2)gj(p2)'

¢(p,) By (Pz)’ v 0P ) Bj(PI—l)’ ¢(p;_;) Bj(pI_l)?, j= 1,2, et

-+ - + -
A(S) = (ul’ q3/2’a2’a , ..t,aI). Donc on peut récrire 1'équation en saturation

((3.8), (3.9)) :

(3.13) - .271 335 [ FIB (®) (5 - Sm) ] +@1 R = TR (S,P,Q)

(3.14) YD Cacs) + o TS, PIR = BC_



- 17 -

et 1'équation en pression ({3417, (3.12)):
) PR :
(3.15) 9w (FIB, (B) (5 +8) +FIB, (P) (S, - 5) }
+ .@0 Q=0

(3.16) -9ty . " +eMlq = cep + BC,

0

oqf;s = (smin, ... , smin) et SM = (smax, ... , smax) sont de longueur
2I-2, les produits FIB1 (p) (8 - Sm), etc.sont faits composante par compo-

sante, et les matrices ‘:]1’ @1,@66 :Od@% (S,P),go, .@0, et@/% et

ainsi que les vecteurs des membres de droite sont définis dans 1'appendice 2,

IV - SCHEMA EN TEMPS

_ Dans la suite pour simplifier 1'exposé on supposera qu'en a des condi-
tions de Dirichlet aux deux extrémités de barreau aussi bien pour la pression

que. pour la saturation. Soit une discrétisation { tl, vee s N } de 1'inter-

N 1. On note comme d'habitude la valeur d’une fonction

valle J = [ tl, t
(.) & instant t? par (), et on pose At(.) = ((.)n+l - (.)n) / At od

A = £ P,

On utilise une méthode = IMPES, i.e., implicite en pression et explicite
en saturation. L'idée est d'éliminer 1'expression At(S) dans 1'équation implicite
~en pression en utilisant 1'équation explicite en saturation et aprés avoir

' fésolu 1'équation en pression de mettre & jour la saturation explicitement.
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Le schéma aux différences awvancées pour 1'équation en saturation

(3.13), (3.14) s'éerit :

} : Df : ) n - n n n
(4.1) b, TFIB (B) (5 +5) 1+ Z, & = we®, 2, QM
(4.2) DBas™  +eAdHs®, PP &° = 3¢

et le schéma aux différences retardées pour 1'équation en pression (3.15), .

(3.16) s'écrit

(4.3) fﬁb A, [ FIB; (B) (s + 5y+ FIB, (P) (S, - ) ]
. @0 Qn+1 = 0
(4.4) ;(QES Pn+1 . G,/%}(Sn’l_,n)Qn+1 - GCP(Sn, Pn) + BC:+l

otrla matrice de,coefficientsczﬁ%(S,P) et le vecteur GCP(S,P) sont évalués
‘ave¢ les valeurs de S et P & 1'instant prééédent car ils dépehdent de

S aussi bien que de P.
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Le premier terme dans (4.3) peut 8tre remplacé par l'expression :

n+1 n+l

)) A.(S) + A (FIBL(P))(Sn +5)

P .
;)6 L (FIBI(P ) - FIBZ(P

. n
+ 4, (FIB,(P)) (5, - 8T 1.

En remplagant At(S) dans 1'expression ci-dessus par sa valeur

extraite de (4.1) :

-1

(4.5) ' At(s)= FIB,

n+l ' n
e -8, FIBIGP) (s® + 5 )

+ I - EZ% R" + TR(s", P", QM 1

on obtient,

. n+l. -1 n+l n
g?% [ FIB2 (P 7) FIB, (P ) At(FIBl (P)Y(s™ + sm)

1
n+l 0
+ A, (FIB, (B )) (s, - 8T
' n+l -1 o+l -1 n ..n.n.n
* U,y - P18, @7 prelt ™) JTT -2 8" 4 ™",
ov 1,, , = (I, ..., 1) estde longueur 2I-2.
(Notons que FIBl(pn+1) ne peut pas avoir de composante nulle et qu’on peut
donc effectivement écrire. FIB—I(Pn+l),)

1
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Donc (4.3) devient

n+l

: n+l, -1 n
i?b C FIBZ(P ) FIB, (P ) FIBJ (s + Sm)

' . _ ol ‘ - n+l
+FIB, (5, -5D 1 & + i q

(4.8) |
1

n+ly FIBII(Pn+

= =Ty [, , - FIB, (P )

x j?;l'{— 2291 R" + TR(s”, 7, @M 1]

ot FIB' est le vecteur obtenu de FIB,(P) en dérivant par rapport &

3
P, j=1,2.

Maintenant on identifie le coefficient de At(P) a une matrice dia-

gonale qu'on appelle QﬁkPn+1). De plus en appellant MD1 le membre de
droite dans (4.4) moinsc;%%(sn,Pn)Qn plus. £2§3 pn’ et MDZ(Pn+1) le

membre de droite dans (4.8) moins ‘QDO Qn, on peut écrire le systéme (4.4},

(4.6) comme un systéme en At(P) et At(Qy :

(4.7) Me(s™ 2™ 8,0 - G5 a.(») = w1

wp2 (P71 .

(4.8) 2, 8 (Q +ede™ A (®)

Donc connaissant toutes les vafriables a 1'instant n on les calcule

& l'instant - o + 1. de a fagon suivante. On obtient P ot Qn+1 en

résolvant le systéme (4.7), (4.8), puis on obtient Sn+1 en utilisant (4,5)
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et Rn+1 grace & (4.2). Remarquons que comme<2ﬁ&9€est ‘diagonale et 5%

. . . L n+l n+l
peut étre inversée & la main, pour calculer S et R on n'a pas

de systéme linéaire & résoudre.

Résolution du probléme alpébiidque

Pour résoudre le systéme [4.7); (4.8), comme les coefficients dépendent

~de’ P™*1, on utilise des itérations de point fixe, i.e. on résout le systme

(4.9) eMos®, 2™ @) - Z5 a n@D = w1
4.10) D (s, @) R (4 (py) 1) = w2 ®

_ en'iinitialisaht avec (B, (P))‘O) = 0, et ol eﬁﬁk) = odlP™ + (At(P))(k)) etc.

Aprés- convergence on pose Pn+1 = p" + (At (P))(k}l).et Qn+l = QF+(At(Q))(E+l),

Quant au systéeme linéarisé (4.9}, (4.10), observons quecﬁﬁ‘k) est
diagonale et supposons que méme si les coefficients diagonaux deeﬁf(k)

sont trés petits, ils me s’annulent jamais vraiment. Or on a :

{(4.11) (At(P))<k+1)=(@}f(ik))_l(MD2(k) _ "@O(At <Q))(k+1))

et

412y s, oY + DAy ) 6 @) T w1+ Ded Oy hey,
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'LAé'A:'matribe:@%(Sn, ?nj'-?"_@t‘dk%-l@' est tridiagonale et déf-‘inie .
p051t1ve. On calcule donc: (A (Q))(k+1) dans. (4. 12] en utllisant 1 élimi-

nation de Gauss et (At(P))(k+1)est calculé*avec.(4.113.

'Remarque 1 :

En'supposant que 188 COB{?lCle”ts diagonaux de Gﬂ{ ne sont jamais zero.ff

}on impose. la restriction gque soit. smin est non nuly’ soit la compressibi-

‘1it€& de Ffluide 2 est non nulle,_i;é;<Bé ‘n'est pas zéro. Dans:. -notre test
on a remplace le cas de compr9951b11mte Zéro par une. compr9351bllite de.
“l'ordre 10 -1z et -3’ algarLthme a bien fohctionné.

Re‘marque 21

D'un autre cdté on a résolu le systéme (4.7), (4.8) en Combinant les 1ta-
rations de- .point fixe avec une itération de la méthode du Lagrangien aug-
menté [6] pour (4.8), (4.10). Mais, avec nos données, sans essayer toute-
fois d'optimiser le paramltre de descente, 1.s. en choisissant seulement
celui-ci égal éu paramétre d’augmentation du Lagrangien, on n'a pas réussi
a converger en moins d'environ 20 itérations,fandis que 2 ou 3 ité-

rations seulement sont suffisantes avec la méthode gue nous avons décrite.
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Remarque 3 ,

La loi de conservation satisfaite par notre méthode est

1+l Fitl o
S 8, L oG8 () (s, + smin) }dx = Ar) oo o], ax,
X
% . , - : 1
X X, . .
i+l . 1+13
- _. 9, n+l .0
f At {6 (py) B, (p) (smax - syt dx = Atf - (qo,h ¢1.h)dx,
X, X, .
1 . 1
' n n . n ~n n
ou S p = Th * sy Pp 9p )

Cette loi va 8tre satisfaite tant que 1'approximation FIB} At(P) a

At(FIBj(P)), j =1, 2, est précise. Dans les cas de nos tests numériques,

Bj est une fonction linéaire de p et il n'y a pas de problame.

Plus généralement, il faut_poser

FIB, e - FIB, (p™1

) a la premiére
p? _ p?l itération de point-
| fixe
FIB; = , |
FIBj (Pn+(AP)<k%_ FI?j (Pn) pour les autres

(AP)(k) itérations.
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Remarque 4 ;

Obsefvons gu'on arriverait au méme schéma (4.1), (4.2), (4.7), (4.8)
si on discrétisait d'abord en temps et aprés en espace pourvu qu'on
discrétise les termes, qul apparaissent dans 1'équation en pression lors

‘de la substitution de At(S) par sa valeur extraite de 1l'équation en satu-

ration, de la meéme fagor qu'on les a discrétisés dans 1'équation en saturation,
Cela_est nécessaire aussi pour que le schéma reste conservatif. En parti-

culier le terme avec f doit &tre approché avec le schéma de Godunov

c.a.d.

14l |
‘f 3 L (sh, Pp? qO,h) wdx -~ (f(Ei+1) - f(Ei)) w(xi+1/2)
X

i

pour W€ Xh ,» 1=1, ... , 1 - 1.

Remarque 5.

Le schéma IMPES standard consisterait 3 remplacer TR(Sn,‘Pn, Q"
dans (4.1), et donc dans (4.6), par TR(Sn, Pn, Qn+1). Dans le schéma

standard ¢1 serait approché par o+ fn+l s ou plus précisément

n n+1 n n
he Ph) qj.

n n+1l n
v Pn) 9o,n

n* 99,1 b, (s

j=1

RS

par ™ + £(s" |, p = ™+ b (s
h 0
Pour notre schéma en espace, comme le vecteur TR(S, P, Q) depend des
valeurs de Godunov qui dépendent de Q, 1l serait trés couteux de vou-
. . - +
loir évaluer TR avec Qn 1, car cela augmenterait beaucoup le temps

de calcul de chaque itération. Evidemment on peut penser ici & 1'idée
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d'utiliser une valeur _6n+1 extrapolée des valeurs de Q° et Qn-l, pour

calculer TR . Cependant, dans notre cas, cela n'a ‘amélioré ni la

~

stabilité ni la précision par rappert & la méthode consistant & calculer

IR avec Qn.
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V - RESULTATS NUMERIQUES
5.1 - Les domnées
On a utilisé des données relatives & une expérience de drainage gaz-

hu1le dans un barreau poreux constitué de grés fin, un peu argileux et

Frlable, dont les caracterlsthues sont

25.1 em

Longueur $-§ =
Section constante o] = 43.83 sz
Porosité constante ‘ o = ,305

3.079 x 1077 cm?,

Perméabilité absolue constante k ,

Le barreau est vertical et on étudie des déplacements de 1'huile qui y
est contenue par du gaz injecté & travers son extrémité supérieure ,

X = a. Initialement le barreau est imbibé d’'huile & 67.3%Z dont 19%

irréductible,et d’eau irréductible & 32.7%.
Les caractéristiques des deux fluides sont pour le gaz :

1.83 x 10-—<4 poiseA

1.213x 10‘3 + 1.197,><10'9 (p-Pr) g/cm3

]

viscosité ulA

densité pl(p)

et pour 1'hoile

1.25x107! poise

8.28><10_1 + 1.0X10—13(p—pr) g/cm3

viscosité u

densité pz(p)
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ot la pression de référence Py est la pression atmosphérigue.

Pendant 1'expérience, le gaz est injecté & la pression p.+ Apr, Apr-

2,07 % 105 baryes et 1l'ensemble gaz-huile est récupéré a la pression atmos-
phérique, P Ces. conditions se traduisent par les conditions initiales

et aux limites suivantes :

en saturation :

a t=20 s(x,0) = 0 x € [a,b]
en x = a . ¢ad = qo(a) t=220
en x=0D> Sﬁd = éc= 0 t=20
en_préssion :
a t=0 p(x,0) = p, * 8,28 10—1 > g * (x-b), x € (a,b)

1 X .
en x = a Paa =P, ¥ ap. + [ y(s,p) = 3 p.(s) 1 Poy »
t 2 0
en = B ' - = t =2 G,
X pbd : Pr >

La condition en pression en x = a signifie simplement que la pression

globale est continue en x = a, cf. appendice 3.
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Les perméabilités relatives et la pression capillaire normalisée

sont données comme fonctions de la saturation réduite en gaz dans la table 1

e représentéés sur les figures 1 et 2. La pression cépillaire maxi-

(x) = 50 000 baryes, et donc ql(x) = 0.

male est constante

PCM

TABLE 1 Perméabilités Relatives Et Pression Capillaire
T .
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
S 0. 0.103 f 0.207 | 0.311 -0.414. 0.518 | 0.621 { 0.725 | 0.828 0.932 } 1.000
krl ,Q°’ 30i01 - 0.02 6.04 0.0675 0.105 0.145 0.21 0.31 0.425 0.535
£2 l.. 0.575 1'0.365 0.225 | 0.13 0.065 § 0.03 0.01 0.005 ¢ O. 0.
p_ 0. |o.s2 foes | o0.76 0.78° | 0.80 0.84 Jo.86 fo.s2 fo.ee |1,

PCM(X) =

50 000 baryes.
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Pression €apillaire Narmalisée

Saturation Réduite en Gaz Saturation Réduite en.Gaz

FIGURE 1 : FIGURE 2 :
Perméabilités Relatives , Pression Capillaire Normalisée

Les fonctions des mobilités & la pression atmosphérique sont

représentées sur les figures 3 et 4 . On observe que le rapport de

mobilité maximum du gaz & 1'huile est 362, ce qui est trés élevé et

rend l*éxpérience difficile & simuler. La fonction a est donnée sur la
figure 5. Les fonctions EO’ bl’ et 52 dépendent simultanément de la .
saturation et de la pression mais comme q est identiquement nul, b1 est

sans objet. Sur les figures 6, 7 représentant bO et b2 on remargue qué

" ces fonctions ne dépendent que faiblement de la.pression pour les valeurs

de la saturation supérieures & 0.3 . En fait, cette valeur est dépasSée

trés rapidement aprés la percée du gaz & 1'extrémité inférieure.

Pour ce gqui concerne la fonction de transport £, elle est reprééentée
sur la figure B8 pour une faible valeur de qq et sur la figure 9 pour des
valeurs plus fortes. On souligne qu'elle est non monotone dans le premier

cas dans les zones du barreau & faible saturation en gaz.



- 30 -

du Gaz

Mobilité

Saturation Réduite en Gaz

FIGURE. 4.

Mobilité de 1'huile & la pression

(1)}
-
Ul
3
=
—
(9]
©
@
g
e
i
i
0
O
Saturation Réduite en Gaz
FIGURE 3.
Mobilité du gaz & la pression
de référence
1R
1 .
o(s) /
O l- \] v T T -~
0 N 1

Saturation Réduite en Gaz
FIGURE 5 .

La Fonction «

de référence
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-—l "
] P=P,
] p=p,*Ap_
bo(s) . bz(s)
OI T i 1 Ll
0 1
Saturation Réduite en Gaz Saturation Réduite en Gaz
FIGURE B FIGURE 7
Le "Fractional Flow " by _ La Fonction b, pour les
pour les valeurs extrémes de la valeurs extrémes de la pression
pression '
7 T
0. 004 0:3 - f.:ﬁ'_""’-——
11
| ] | — qo=.0.5
I eiieiig = =
] o 9o = 0+0004 ; 9,=-3  p7p, \
: ] / 17 qo_'3 P=Py *EPy
; ] / , jl
£(s) | | 2O Y
1 N/ !
amﬁ" / > 0.0
'. C - T T T T ll O T T 1
~ Saturation Réduite en Gaz Saturation
FIGURE .8

"FIGURE 8

La fonction de transport f

‘La fonction de transport f

pour 4, plus grand

pour d, ‘petit
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5.2 - Les résultats

Les résulfats décrité ci-dessus ont été obtenus aprés avoir discrétisé
1'intervalle [a,b] en 10 intervalles de longueur Ax = (B—a)/lO = 2,51,

Les courbes de saturation donnent d'importantes informations sur le
phénoméne gu'on simule. Sur la figure 10, on représente les profils de satu-
ration & des intervalles de temps équidistants pour une simulation de
2309.2 secondes. La percée, i.e. le moment ol le gaz commence & sortir par
1'extrémité de production, a eu lieu & 1039 secondes. Le gaz injecté par
1'extrémité supérieure du barreau, s'accumule éu voisinage de celle-ci, i.e.
déné la partie gauche de la figure. Les profils de saturation présehtent
des fronts qui se déplacent de 1'extrémité d'injection vers 1'extrémité de
production. Les fronts ont une hauteur constante (environ 0.1) et sont

adoucis par la diffusion capillaire (PCM(X) = 50 000 baryes).

Ily a discontinuité entre les saturations & 1'intérieur du barreau et

la trace de la saturation s, &N x = a, et aussi avec la trace Sy 0

en x = b mais seulement apr&s la percée pour cette derniére.

La figure 11 montre les profils: de saturation quand la simulation a
été poussée jusqu'ad 20783 secqndes, cad. 20 fois la date de pepcée; On
observe que les saturations n'augmentent que lentement car le gaz sort du
barreau par 1l'extrémité de production presque aussi vite qu'il est injecté
par l'extrémité d’injection. On observé aussi la' férmation d'une couche
limite en x = E car la condition au bord en x = b fixe la saturation

Sy a 0 alors que le barrsau se remplit doucement de gaz.

1 ./\

Saturation Réduite en Gaz.

—b T l**fr*l'z'sr'- ‘
Abscisse Le Long Du Barreau Abscisse L& tong Du Barreal
FIGURE . 10 FIGURE 11 :
Saturation au cours du temps V Saturation au cours du temps
(Intervalle de temps entre (Intervalle de temps entre

deux courbes 115 sec. ) deux courbes 1039 sec. )
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Les Figﬁres 12 et 13 représentent les vitesses dans le barreau a dif-
férents instants. On constate que mis & part les toutzpremiers.instants,de
la simulation ol la vitesse est grande a l'extrémité d'injection, la vitesse
devient trés rapidement presque constante dans le barreau. Cela traduit le
fait que en dehors des tout premiers instants, 1'expérience est trés peu

- compressible.

Par ailleurs, les vitesses augmentent dans le barreau au cours du
temps car 1la "mobilité” d de 1l'sensemble des deux flﬁides augmente au
fur et & mesure que la saturation en gaz augmenﬁe,puisque le gaz est
plus mobile que 1l’'huile. La discontinuité en temps des vitesses constatée

sur la figure 12 correspond a la percée du gaz.

,aAO.3-‘! —~

g 3

@ ®

o =~

g ] ' . "‘E,

D 7 o

~ ’ ~

Z c)

C . -

o : o

i) === @

; %Efééiiiiiiiiiiiﬁiﬁiﬁi;:iﬁ % |

Q - e

g‘o.oTF\"E,,,.,. e ————————— S T L

| 0 , 22 o 25
Abscisse Le Long Du Barreau . Abscisse Le Long Du Barreau

FIGURE 12 . : : - FIGURE 13

Vitesse au cours du temps ' Vitesse au cours du temps
(Intervalle de temps entre deux {(Intervalle de temps entre deux

courbes 230 sec,) . ' courbes 1039 sec.)
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Les figures 14 et 15 représentent les hro?ils de pression & divers

instants. Sur la figure 14, on observe que le profil de pression change

brutalement au début de 1'expérience. Puis, les pressions augmentent

jusqu'a la percée,chutent ensuite, puis réaugmentent doucement.

Pression Globale (m bar)

; A e
{1230 7 t= 0.0
i e t=230.92
; T L t=461.84
S A s - - t=692.76
[ I L_-:—‘ '
] I
- tmEse l‘_l_
] t
1 vt
] Lo
990 ——f—d—::“'f '
. T e

Abscisse Le Lang Du Barreau

FIGURE 14

Pression au cours du temps

‘(Intervalle de temps entre

deux courbes

230 sec).

Pression Blobale (r bar:

eeeem-at= 923,68
i B 4 . t=1154,60
1230 3 ———£=1385.52
kS e ——-t=1616.44
] T om o —t=1847.36
. ; 2 -
990 . . ey
¥ T L 25 -

Abscissse Le Long Du Barreau
FIGURE 15

Pression au cours du temps

(Intervalle de temps entre

230 sec.)

deux courbes

Les courbes des débits & 1l’extrémité de production sont représentées

sur la figure 16. On y voit que le débit d'huile grandit juste avant la-

percée puis tombe fortement aprés, pour rester ensuite presque constant &

un faible niveau -alors que le débit du gaz croft légérement.
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o 0.2 4
Q | -
m .

\ .

) i ‘ ) |
: ‘ gaz
Tl N i
13 |
x -y
C /

a
"
ot ﬁ
2 0.0 e S e
0 e ey

Temps (secondes)
FIGURE 186 :

Débits en x = b

Les figures 17 et 18 représentent respectivement les volumes d'huile
et de gaz produits. On notera la différence d'échelle en volume entre les deux
dessins. Il-y a beaucoup plus de gaz produit que d’huile; En d’autres ter-

mes, le gaz traverse le barreau en ne déplacgant que trés peu d'huile.

Volume d'Huile Produite (cm”) .

60007

Volume de Gaz Produit [cmB)

O‘O-ﬁ""'""“'""20783‘:
Temps (secaondes) _ Temps (secondes)
 FIGURE 17 & | FIGURE 18

Volume d'huile produite Volume de gaz produit
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Il y @ une trés bonne correspondance entre ces résultats st ceux de
l'expérience de laboratoire. Concernant la conservation des masses, les
o : : -6
bilans en masse pour chacun des deux fluides sont de l'ordre de 10

en valeur relative.

5.3 - Choix du pas de temps et temps de calcul

Pour ce qui concerne le pas de temps, avec la discrétisation en

espace décrite en 5.2, on a observé que

1) Jusqu’ad deux fois la date de peroéé (t = 2078 sec.), le schéma est

stable avec At = .502 gec., i.e. At/Ax = 0.2.

ii) entre deux fois et guatre fois la date de percée (2078 sec. <t <

4156 sec..) le schéma est stable avec At = 1.004 éec.,i.e; At/Ax = 0.4.

iii) entre guatre fois etdix sept fois la date de percée (4156 sec.
£t < 17664 sec.) le schéma est stable avec At = 1.506 sec., i.e. At/Ax =
Au deléa, le pas de temps doit &tre réduit & cause de la formation de la

couche limite.

Ces contraintes de sfabilifé doivent 8tre appréciées en se rappelant
bqu on simule ici une experlence difficile au rapport de mobilité tréé
élevé (362).
v Une méthode de pllotage du pas de temps automatique a retrouvé sensi-
blement les mémes pas de temps. |

Ces résultats représentent un progrés important par rapport 3 un
schéma complétement explicite, en multipliant par 40 les pas de temps admis-
sibles . Cela a été& obtenu sans augmenter de facgon notable le temps de

calcul par pas de temps.
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~

En fait, le temps de calcul est consacré essentiellement & 1'évalua-
' tion des fonctions non linéaires et le programme devra &tre optimisé.
Pour le moment un pas de temps occupe environ 0.5 sec. sur H.B. DPS 68

- MULTICS.

5.4 - Effet dé'laldiscrétisation en saturation des fonctions non

linéaires :

En 0bservant.attentigement les figures 10 et 11, on constate des
paliers correspondant aux valeurs de la saturation ol ont é&té discrétisées
les fonctions non linéaires. Pour montrer la sensibilité de la simulation
a cette discrétisation des fonctions non linéaires, on a ajouté un point.

aux perméabilités relatives et & la pression capillaire.

TABLE 2 : Perméabilités relatives et pression capillaire (le deuxiéme point

a été ajouté a la Table 1)

0.00.052 {0.103}0.207}0.311]0.414 }0.518}0.621}0.725}0.828}0.932}1.0

., 10-0f0.004f0.01 f0.02 f0.04 {0.0675[0.105}0.145]0.21 [0.31 {0.425}0.535

£2 1.0§0.760}0.575}0.365}0.22510.13 10.065}0.03 {0.01 }0.005/0.0 }0.0

0.0}0.32 {0.52 }0.68 }0.76 {0.78 {0.80 }0.84 {0.86 }0.92 [0.96 ]1.0
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La courbe o (cf. fig. 19) a été considérablement modifiée. Cet ajout
augmenté beaucoup .la diffusion capillaire. Pour le "fractional flow" b0
(cf. fig. 20}, la saturation de Welge, qui fixe la hauteur des fronts de
saturation avant la percée et qui coincide ici avec le premier point de
discrétisation, a éteé abaissée. On voit alors sur la figure 21 (& comparer
avec la figure 10) gue le premier palier s'est encore formé a la nouvelle
saturation de Welge, et les fronts sont moins raides du fait de 1'augmen-

tation de la diffusion capillaire.

La percée se passe pius en douceur comme on le voit sur la figure 22
(3 comparer avec la figure 12) ol la discontinuité des vitessesest plus
faible et sur la figure 23 (& comparer avec la figure 16) o0 les débits

varient moins brutalement & la percée. De plus, la guantité d'huile pro-

duite est moins grande.

2.4 .o
] U roints 1 /1/-
] t2 POINTS R // '
; 11 pomnTs,
I e atd 1 ! / 12 POINTS
] . ¥
i - . ‘;I
n o b i
¢ ' 0 ( s) ’/
3 il
k ;: 1 .'I’
i 4t
O : A 1 ] ) v T - O v T T T -
0 1 0 i
Saturation Réduite en Gaz Saturation Réduite en Gaz
FIGURE 19 = FIGURE 20 :
La fonction o avec des discré- Le "fractional flow” b0 avec
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- Pour conclure ce paragraphe, il faut ajouter que ayant constaté la
sensibilité des résultats aux points ol sont données les fonctions non
linéaires, 11 est important de se soﬁvenir que le temps de calcul est
,lQi aussi trés sensible au nombre de ces points, au moins si 1'on n'uti-
lise pas de tables equidistantes, car ces fonctions sont évaluées- un

trés grand nombre de fois.

IV - CONCLUSION

Aprés avoir présenté la formulation en pression globale des
écoulements diphasiques compressibles, on & décrit 1l'approximation en
espace basée suf des technigues de décentrage discontinu pour les termes
de transport et sur les éléments finis mixtes. On a ensuite. présenté un
schéma en temps de type IMPES qui a permis d’accroitre d'environ 40
fois leé pas de temps par rapport & un schéma tout explicite, sans augmen-
tation du temps de calcul par pas de temps et on a ainsi montré lé faisa-

bilité de la méthode.
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APPENDICE 1 : Notations

" Constantes :

a,b = abscisse des extrémités du barreau

g =  accélération de la pesanteur
s = saturation réduite du fluide 1 pour laquelle la
¢ pression capillaire Bst nulle (guand le fluide 1

est le fluide non mouillant sc gst habituellement 0 )

Eﬁ = saturation ifréductible du fluide 1-
&gﬁ = ' saturation maximale du fluide 1
smin = s, / (sy = s)
smax - = saturation maximale du fluide 2 / (SM - sm)
1 = pressidn de référence
I = densité du fluide j & la pression de référence,
J j=1,2
ujO = viscosité du fluide j & la pression de référence,

j=1, 2

i = nombre de points de discrétisation de [a,bl
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Fonctions d'espace x

Z(x)
o(x)
K{x)

Y(x)

n

]

it

profondeur
section du barreau
perméabilité absoclue de 1a rdche a x
o(x) K(x)
pression capillaire maximum & x
*
- Y(x) grad PCM(x)
- () 1/2(p) + 0,008 grad(-Z(x))
saturation réduite du fluide 1 & x au temps initial
approximation numérique de so(x)

pression globale & x au temps initial

approximation numérique de po(x)

‘Fonctions du temps t :

ad

bd

[}

approximation numérique de la trace de la saturation s en x
approximation numérique de la trace de la saturation s en x
condition au bord de Dirichlet en saturation en x = a

condition au bord de Dirichlet en saturation en x = b



- 45 -

¢ad = .condition au bord de Neumann en saturation en x = a

¢bd = condition au bord de Neumann en satgration enx=b

pa = approximation numérique de la trace de la pression p en x = a
\pB = approximation numérique de la frage‘de la pression p en x ='b
P4 = donditidn au bord de Dirichlet'en pression en X = a

de = condition au bord de Dirichlet en pressicn enx = b

94 . cqndition au bord de Neumann en pression en x = a

94 = condition au bofd de Neumann en pression én x=bh

Fonctions de x et t

E&(x;t)'= saturation du fluide 1 & x au temps t

— = saturation du fluide 2 & x au temps t

sz(x,t)

s(x,t) = (Ei - Eﬁ) / (;& - ;g) = saturation réduite du fluide 1
Sh(x’t) = approximation numérique de s(x,t)

ri{x,t) = diffusion capillaire

rh(x,t) approximation numérique de r(x,t)



By (x,t)

R (%)
p(x,t)
p, (x,t)
':¢J.1(x,c)’ |

¢jh(x,t)

]

qo(xﬁt) =

qh{x,t) =

‘Fonctions de-
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pression du fluide 1
pression du fluide 2

pression globale

‘approximation numérique de p

vitesse de filtration du fluide j, j =1, 2
approximation numérique de ¢j(x,t)fformule (3.3a))
¢l(x,t) + ¢2(x,t) = vitesse totale

approximation numérigue de qo(x,t)

la saturation s

pc(S)

krj(S)

a(s) .

o(s)

[}

pression capillaire normalisée

perméabilité relative de fluide j, j = 1,2

k_.(s) k__(s) k_ . (s) k_ (s) dp

{ rl™"/ r2° 7 /o rl + z_;fi;-) } —E (9)
Mo Hog H10 H0 ds

S

f a(Z) dZ

S
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1

!-_.:».,# Fo- T}

»Fonctions de la pression p

pj(p). = densité du fluide j , j =1, 2
uj(p)' = viscosité du fluide 3§, j = 1,2
B, o= . .
J(p) pJ(p)'/ P50
M, = u®) £,
J(p)_ UJ(p) # Moo

Fonctions de  x et p

CH
®(x,p) = porosité de la roche
$Ge,p) = (y(x) -5 (x) a(x) d(x,p)

S g

Fonctions de s et p

lé'j (s,p) = k'rj (s) Bj(p) / uj (p) = mobilité du fluide j, 3 =1, 2

‘,,“"?o(s's'p) =k (s,p) / (k) (s,p) + k,(s,p))*

bl(s,P} = {kg(s,p) ky(ssp) / (e (s,p) + ky(s,p)) } p (s)

* On remarque dﬁe notre notation différe de [2] par b0[2]= 2b - 1.
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Py (seP) =Py (5p)

Ez(s,p) = { EI(S,p) kQ(S,p) / (kl(s,p) + kz(S,p)) }
(ploﬁplo)lz

s 1 ch *
: (bo(ﬁ,p).- E‘) e (z) d 2z

c

]

Y(s,p)

Fonctions de x, s, et p :

(x,5,p) L fsab"( ) p (2 az*
Yl X,8,P; = Y, p) 2,p) pP_\z z
_ oy s c
(1 PCM(X) ap(s,P)) SC
v sy = ; k) (s,p) p,(P) *+ k,(s,p) p,(p)
2 72T .
A (1-Poy (5L (5,0)) [k, (5,p) + k,(s,0))/2] [(p)5#0,0)/2]
dG,s,p) = (- P ) §XGs,p)) ey (s,p) * kyls,p))”
N B (P) B (P) (k'rl(SsP)/u + krz(S.P)/u )
Uix,s,p) = V)P (x) P 10 20
T cM M, (p) M, (p) &, (s,p) + k,(s,p)
Fonctions de . x, s, p, et 45
f(x,s,p,q,) = b,(s,p)q, *+ b. (s,p)q, (x) + b_(s,p)q (x) = 1le terme de
0 0 0 1 1 2 _ 2 transport
o  On remarque que nos nofations différent de celle de [2] par

2] = 1/2 9 et bO[Z] = Zbo—l et d[2] = 1/2 d.



4

- 49 -

APPENDICE 2 - : Matrices et vecteurs issus de la discrétisation en espace des

LN
N

1 21I-1

- 2I-1

N

=3

4
-1

N -

" équations

21-1

-4

0
4

1
-4
3

-1
-5

-1
-5

-3 -

-1

5 -4
4

i

wb-

- 31

-1
-3

211




Q/QZ')%(S s P) =

(Diagonale)

21-1

TR(S,P,Q)Zi_l

'J:R(S,P,Qj21

BC
5
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2T-1
1
~4
¥
1
Loy
v, ¥y
1
Y572
1
by
—l[f++4f +f_-6f(5)]i=1 1 -1
" h i 2i+1 i+l i .
2
B Y - £+ 6£(E, )Ii=1 I -1
h i 2i+1 141 i+l .
2

h
(vecteur des conditions sux bords en saturation).

6 (—ot(sa), 0....0, a(‘sb)) est de dimension 2(I-1),
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21-2 1
1 1 -1 1
1 1 -1 1
oy -1 229 1 '
70 2 0 h '
| 11
I-1 1-1 -1 1
.: I
1 '
hd ’
1 1 1
m ( =t g+ )
2 2 72 :
Matrice
“"des mobilités”
cAEs,») = % .
(Diagonale)
1
I wIdI
DE oo s de D, matrs -
? o est la transposée de % » matrice de la divergence,
2 2 :
1,1 + 1 - +
GCP ==( = Ly, . — I (Y, ,+Y ) q, Ceewe
A T B S e FE R g
1 2 -
: Ei j§1 Yj,I qj,I) (vecteur "de gravité et,pression capillaire®).
BC = -% (ﬁa, 0, .... , 0, —pb) est de dimension I,

{vecteur des conditions aux bords en pression)-
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APPENDICE 3 : La pression globale

On décrit ici rapidement la pression globale introduite par Chdvent
dans [2] . Briévement parlant, c’'est une pression de l'ensemnble des deux
fluides qui est reliée a la vitesse totale q, d’'une faqoh qul ressemble

a8 la loi de Darcy. On suppose que la pression capillaire PCM(X) est

assez petite x e [a,b], f. [2], ce qui est toujours le cas dans la
pratique. Alors la pression globale p(x,t) est définie de fagon unique

par.

(A3.1) plx,t) = %—[ pl(x,tj + pz(x,t) 1+ PCM(x) y(s(x,t),p(x,t)),

x ¢ [a,bl, t € J.

car le membre de droite est une fonction contractamte de p.

En utilisant (A3.1) et la loi de la pression capillaire (2.4), on

exprime les pressions Py et Py ©n terme de s et p comme suit @

Py p- {1 v6,p) - 1/2 p (s } Py ()

(A3.2)

]

py, = p = {v(s,p) +1/2 p (s) } Py (x)
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Afin d’obtenir une relation entrs p et qp> ©n additionne les
équations (2.2), i.e.les lois de Darcy pour les deux fluides, et en uti-

lisant la définiticn de (2.5), on obtient

99

g = -W(k; Vp; *+ ky Vpy) + W(k py + K, P,) 8VZ.

Puis on remplace les-pressions pi et p dans 1l'éguation ci-

dessus par leurs expressions (A3.2) en termes de la pression globale p

et de la pression capillaire. Donc on a :

9, = —\_J{(k1+k2)Vp + lIJ(k1+k2) (Vy Poy * YV PCM) -
ki
- ¥ ; (p, VPoy * PCM.Vpc) +
+ lP(k1 Py * k2 p2) gvz.
Aprés quelques calculs, on aboutit a
qg = Wk ) (1-Py, ap) Vp - Wik +k,) S P ds Ve,

+ w(k1 p1 + kz pz) gVz.

Finalement, en utilisant les notations de 1’appendice 1, on a la
relation voulue entre g5 et p.
2

{A3.3) q ‘= -YdVp- Ppd I Yj qj .
j=1



s On ‘peut maintenant exprimer les vitesses de filtration en terme

de s, p, et 9 Ecrivons :

5 = ! oK%
1 K+E, ‘o

En utilisant la loi de Darcy (2.2) on obtient :

k &, k,
qo - q)
1+ )

¢, = (Vo B) = (py - 0,) &8 V2)

ce qui s'écrit avec les notations de 1'appendice 1 :

3. = ' »
(A3.3) ¢1 b0q0+b1q1+b2q2+r
t m = -
et comme d)z 9 ¢i ,0n a
(A3.4) ¢, = - -
' 2 a b0)<_10 bl 94 b2 1 r
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