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RESUME

Nous étudions dans cette note, de maniére analytique, les propriétés de
protocoles en arbre pour la résolution de collision dans un réseau i accés
multiple. Ce protocole a &té proposé par Capetanakis d'une part et Tsybakov-
Mikhailov d'autre part. Nous établissons les équations fonctionnelles vérifiées
par les séries génératrices des temps moyens de résolution de collision, de
délai de transmission de message, des &tats de surface, etc... On montre aussi
comment leur résolution permet de tirer les valeurs moyennes de ces quantités pour
une utilisation continue du réseau. En annexe sont donnds quelques résultats
numériques ainsi que 1'exposé d'une méthode d'étude du comportement du temps
moyen de résolution de n collisions quand n croit indéfiniment.



Abstract

We study in this paper, in an analytic way, a protocol of the tree-
algorithm type. This protocol has been introduced independently by Capetanakis
and Tsybakov-Mikhailov. We establish the functional equations for the generating
function of the mean collision interval, the delay of transmission of a random
message, the top of the stack state etc... We obtain explicit expression for the
mean values of these quantities in the case of a continuous use of the channel.
In an appendix we present some numerical results and a new way for studying
the asymptotic behaviour of the mean resolution interval of an n-collision
when n goes to infinity. |



 En particulier lorsque deux stations (ou plus) émettent en méme temps leurs

I - INTRODUCTION

Les Protocoles de type ALOHA ont été a T'origine d'un grand nombre'de
méthodes d'accés & des réseaux Tocaux. Nous nous intéressons ici 3 une classe
de protocoles en arbre due a Capetanakis [Ca77] en 1977.

Le probléme considérg est 1'acces aléatoire d'une grande population
d'émetteurs sur un canal de Tiaison commun (un céble coaxial). Dans le cadre
d'un réseau local On peut négliger les dé]ais'de Propagation. De plus on suppose
tous Tes émetteurs identiques et'contraints d'émettre leur message par paquets
de durée fixe. Le temps est donc -partagé en intervalles é1émentaires de
transmission (slot) sur lesquels les Stations sont synchronisées. Comme toutes les
stations sont en écoute permanente, les messages transmis sont entendus de tous.

-messages interférent et leur résu]tanteldevient totalement incompréhensible :
on dit'qu‘il Y @ eu collision. Une telle collision est.a]ofs détectée immédiate-
ment par 1'ensemble des stations y compris les stations emettriceé.vEn conséquence‘
da la fin de Chaque intervalle élémentaire de temps les stations sont informées

de 1'état de cet intervalie, c'est-a-cdire détectent s'i1 Yy eu

= un blanc : pas de message

= Un succés : un seul émetteur actif, donc son message est
‘ ~ passé.intact ‘ -

~ une collision.

dans le canal obéissant i 1a 1o de Poisson.

II - LE PROTOCOLE CAPETANAKIS-TSYBAKOV-MIKHAILOV (C.T.M.)




‘1.1 - Le principe

Les émetteurs qui entrent en collision sur le slot N° 1 tirent a pi1e
ou face ceux d'entre-eux qui -vont reemettre au slot N° 2. Les émetteurs qui ont
tiré pile vont attendre que les autres emetteurs qui, en tirant face, ont réémis
sur le slot N° 2 se soient tous départagés et aient passé avec succés leur
message. Pour ce faire, les emetteurs en attente entrent dans une pile dans
laquelle ils évoluent de la maniére suivante : en entrant ils passent de 1'état
de surface 0 au premier niveau l. I1s restent & 1'écoute du canal et chaque fois
qu'ils entendent une collision ils descendent d'un cran dans 1a pile. Quand au
contraire ils se rendent compte que Te canal est blanc ou qu'un message est
passé avec succes (non co111s1on), ils remontent cette fois d'un niveau. I1s ne
réémettront que Torsqu'ils seront de nouveau ressortis de la pile, au niveau 0.

I1.2 - Exemple

Cilots 0 co1 3213145167 1819

émetteurs en surface ; ABCD ; AB g A8 A 1B N B D
emetteurs en pile . . - : (D : AB cp B bep - 1D
S T N P S S
les croix "X" indiquent les collisons
Tes fléches "+" indiquent un passage avec succés de message
Commenta1res

' Quatre emetteurs, ABCD, entrent en co111s1on au s]ot 1 AB tirent "face"
“CD t1rent "pile" et entrent en pile. S]ot N° 2 : AB entrent en collision. Tirage

- au, sort personne ne tire "face" (cela peut se produire!), AB tirent “pile" et

'entre en pile. CD, du fait de la collision, descendent d'un cran. Slot.N° 3 :
personne n'émet ; les émetteurs en pile remontent donc d'un cran (non collision)

.
*

et AB se retrouvent en surface pour le slot suivant. Slot N° 4 : re-collision AB.

Ld le sort est p]us favorable et départage A et B : A tire nface" tandis que B,
en tirant "pile", entre en pile, et CD redescendent. Sur les deux slots suivants
A puis B passent avec succés leur message et au slot N° 7 CD reparaissent en
surface...




On peut décrire 1'évolution des événements grace a la lecture d'un arbre
binaire ou chaque noeud représente une collision et chaque feuille une non-
collision. C'est pourquoi on appelle souvent ce genre de protocoles, des protocoles

en arbre.
1
ABCD
(face (pile)
2 7
AB B cD

3 4 8 9
) AB C D

5 6

A B

L'ordre chrono]dgique des &vénements se retrouve par la lecture en ordre
préfixe de 1'arbre, et 1'6tat de la pile, a chaque instant, pour la remontée
lexicographique (en lisant les noeuds & droite de 1'axe de remohtée). Par
exemple, au sTot N° 4, état de surface AB, on ne 1it qu'un seul noeud & droite

de T'axe : CD ; d'ol 1'état de la pile : AB en surface et CD au niveau 1.

II.3 - L'intervalle de résolution de co]]ision}

L'exemple traité ci-dessus illustre le cas ol on considére qu'il n'y ait
pas d'arrivée nouvelle de message (d'émetteurs nouveaux désirant passer un
message par le canal dans le cadre de 1'hypothése de 1'accés aléatoire) durant
 tout 1'intervalle de temps ol ABCD'ontfréussi a se départager. Appelons un tel
interva]]e,-1'interva11e‘de résolution de collision (C.R.I.). Pour étre plus
~ précis, cet intervalle de résolution de collision va désigner le laps de temps
- qui sépare deux passages de la pile & 1'état vide (personne en attente, personne

en surface).

IT.4 - Protocole & arrivées bloguées et i arrivées libres

Tous les émetteurs potentiels sont a 1'écoute du canal et on suppose que
lorsqu'une collision est én cours de.résolution, tout nouvel émetteur s'abstienne'
d'émettre tant que le C.R.I. en cours n'est pas achevé. Les arrivées sont donc
bloquées durant le C.R.I. et sont toutes débloquées.le.slot suivant la fin du C.R.I.



L'inconvénient du protocole précédent est que tous les émetteurs potentiels
-doivent effectuer une gestion permanente des informations sur 1'état du canal
-méme s'ils n'ont pas de message & faire passer dans 1'immédiat- ; ceci pour
évaluer correctement s'ils se trouvent ou non au cours d'un C.R.I. quand
d'aventure ils voudront faire passer un message. '

Le protocole aux arrivées libres supprime ce probléme car il permet &
chacun d'émettre dés que nécessaire et ceci sans attendre la fin du C.R.I.
Le principe du protocole reste le méme dans 1a forme. Si on reprend 1'exemple
étudié précédemment, CD ne devront plus attendre seulement que AB soient passés
pour émettre mais aussi que d'autres émetteurs éventuels soient passés avant
de remonter & la surface suivant le processus normal d'incrémentation et de
décrémentation de pile. On peut imaginer un nouveau déroulement des opérations :

1 2 3 4 5 6 7 8 9
X X X¥ 4 X + 4 X
ABCD AB g ABE A BE B 3 cD
- cD AB cD BE cD E cD -
- - cb - cD - cD - -

la fléche "+" indique 1'arrivée d'un nouvel émetteur E.

Au slot N° 4 :'1e nouvel émetteur E entre en collision avec AB qui

ressortaient de pile. E va suivre, avec AB, le processus
de départage.

IT est c]air que cette modification n'altére en rien les propriétés
structurelles dq protocole, comme la lecture en arbre, etc...



. TII - PROPRIETES MOYENNES DU PROTOCOLE C.T.M. A ARRIVEES LIBRES POISSONNIENNE

. -+ -La. population d“émette&rs virtuels étant supposé trés. large on fait
1'hypothése d'une arrivée de message obéissant & la loi de Poisson et indépendante
d'un slot & 1'autre. On note A le paramétre de Poisson. Donc, sur un slot, si X -
désigne la variable aléatoire du nombre d'arrivées on a

P(X=k) = kT e
k &étant un entier naturel.

ITI.1 - Récurrences et équations de base

Supposons qu'a 1'instant O de début de processus i1 y ait une collision de
n émetteurs - n=2. Durant le s]of 0 tous Tes émetteurs se rendent compte de la
collision et tirent & pile ou face. Pour né pas diminuer la généralité on
suppose les piéces €galement biaisées de telle maniére que pour chacun la probé-
bilité de tirer face soit p et Ta probabilité de tirer pile soit q ((p,q)e(IR+)2 )
ptq = 1),_$oit,Ln la longueur de 1'intervalle de résolution d'une collision avec
'n interférants (LOéLlél, car non collision). I1 se dégage deux sous populations

par tirage au sort.

ny i ceux qui réémettent au slot suivant

n, : Ceux qui attendent

n :i:::::::::: | o (n1+ﬁ2 = n)



La premiére sous population, émettant en 1, se voit rejointe par une
arrivée X1 Donc la population n, devra attendre Ln1+x1 avant de refaire surface
et de se voir elle-méme rejointe par X2 nouveaux arrijveés.

On peut donc écrire la relation [F.F.H.82]

L =1+1 + L pour nz2
n n1+X1 ny+X,

Appelons o 1a valeur moyenne du temps de résolution d'une n-session (c'est~
d-dire un C.R.I. commengant par n interférants). Soit CX la probabilité d'avoir -
X arrivées sur un slot donné X1 et X2 sont indépendantes. Dans le cas Poisson

AT =)
Cx =xTe -
On a donc podr nz2 :
n n n n
_ 1 2 ,n 1 2 ,n
(1) an-1+anl+x.CX.p . q (n1)+°‘n2+X'cx"p - q (nz)-

On introduit alors la série génératrice exponentielle des o, définie
par : '

Supposons que la relation (1) soit valable pour tout n entier positif.
On aurait donc

o - ny n,
a(z) = o fr= e+ o m_m‘_ TnytX X'LPT\?!— ‘EnLZZ)'"

En suivant une arrivée de Poisson on obtiendrait :

nq+X n, (n.+Ax)!
_ .z 1 X 1 1 qz-\
a(z) = e” + n1+x T v. A7 . (pz) W e
a ) |
notx X ( Z)n2 (n2+x). epz-k
(n2+xj' q * nz.IX.



que 1'on peut réarranger en

Z-A epz—x )

a(z) = e + a{A+pz) el + a(A+qz)

Si on tient compte maintenant du fait que (1) n'est valable que pour nz2,
la relation précédente se réécrit avec quelques termes correctifs. Si Hza désigne
1a série génératrice tronquée des deux premiers éléments :

Héa(z) = a{z) - ao -op.z s a(z) - a(0) - a'(0).z
on obtient la. véritable relation :

-A
qZ)

-(ﬁza)(z).= Hz(ez)_+ Hz(a(k+pz)e + Hz(a(k+qz)epz'x) ,

soit avec 1'introduction de termes correctifs :

a(z)-1-z = e%-1-z + a(d+pz)ed? -

- (pa' (A)e™ + qa(r)e™)z
+ G(X+QZ)epZ-A"a(X)e-k - (qa'(A)e'A + pa(A)e-A)Z
Ca(z) = €t +‘a(A+pz)eqz-A + a(xqz)eP? - 20(n)e” - (o' (A)e™ + a(A)é'A)i

que 1'on peut réécrire en posant ¢(z) = a(z)e

8(z) - o(Mpz) - 0(Mqz) = 1 - (20(A)(142) + ¢' (A)z)e?

aQec : $(0) =1, ¢'(0) =0 :_¢(z)‘= 1+ 0(22)

On constate que le premier membre admet une méme évaluation (-¢(2X)) quand
- Z = % et A . Donc '

\ A 2 Ay
260(A) . (1+%)-e Py o () % e P - 2600 . (1+%)e 94 ' (2) .%e 9
en posant
‘ A A
q__p
= - e - e
A S
q P



on obtient

o' (X)) = 2¢6(%) . (K-1)
et 1'équation se simplifie en
¢(z) - ¢(Mpz) - ¢(A+qz) =1 - 2¢(2) . (1+Kz)e.z

Pour plus de commodité nous allons appeler 0z > A+pz, Oy, 22 A+qz

les deux contractions du plan complexe. o admet %-comme point fixe et Oy %-.

ITIT.2 - Résolution del'équation ¢ - $o0p = ¢o0y = f (f fonction entiédre)

Lemme [FFH82] : L'équation ¢ - a¢ool - 8¢002 = f avec a,8 complexes tels que
la] + |B] <1 admet une solution unique qui s'écrit par itération

¢ = Z (2,8)° foo .

oeH

Notation : H désigne le semi groupe dénombrable de contractions du pian complexe
engendré par {01,02} plus 1'identité. '

soit o = 0102 . olozeH

|o] = longueur de 1a permutation

lo| | = nombre de o) dans o
Iol2 = nombre de o, dans ¢
g [011 . B!GIZ

(asB)” = a

Démonstration :

Dans un premier temps remarquons que, 01507 étant des contractions, o(z)
reste confiné dans le triangle z, %, 3 (on peut méme dire que plus o est longue
Plus o(z) ne rapproche du segment '[%-, %J). Ceci assure la convergence absolue

et uniforme sur compact de 1'itération, si on constate déja que :E:: (Jol+18])°
oeH



converge. Or

Z’ ol [8])° Z Z (ol l8])° Z(IaMBI " Tl

qu

- o e - e - e - - - -

I1 est bien évident que

Z (a,B foo ,

oeH

tant qu'on est assuré de la convergence de 1'itération, existe et vérifie - .
1'équation ¢4a¢001-8¢002 = f,

IT suffit de démontrer que l'équation homogéne ¢—a¢0018¢002 = 0 n'admet

r;qhe Ta solution nulle. Soit ¢ une so]ution de cette équation et K un convexe
borne du plan complexe contenant [— %]. On a supposé n'étudier que les solutions
ent1eres ou tout au moins cont1nues On a donc

max|¢| = max|a¢oo-+s¢oogl la| max Jo| + B8] max [¢| ;
K K 9y ) cz(K) :

or ol(K) et OZ(K) sont inclus dans K car K est un convexe contenant les points
fixes de 9 et 0y- Donc '

max|¢| < (fa|+]|8]) max |o].
- K K

al+]B] <1 donc ceci n'est possible que si ¢ est 1dent1quement nulle
sur tout le plan complexe. O

THEOREME : L'équation ¢=¢ 00=¢o0, = f quand on connait $(0) et ¢'(0) admet une

" solution au plus qui s'écrit
6 =¢(0) +¢'(0).z + :g; [foo-f(0(0)) - f'(o(d)).ao.z] “
o . O¢ : :

o a, = (p,q)°.
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Preuve : On dérive deux fois 1'équation : ¢" - p2¢"001-q2¢"002 = f",

On se retrouve alors dans le cas évoqué en Temme (p2+q2<1). On résout :

oeH ©

et on intégre deux fois, élément par é&lément :

¢ = ¢(0) + ¢'(0)z + zz:[ffoo - £(a(0)) - f'(a(0)) a z ].

oeH

- Remarque : Le raisonnement entraine immédiatement le fait que la série
[ foo - f(0(0)) - f'(c(0)) az ] converge et est en O(ag) puisque elle résulte

de la double intégration de agf"oo elle méme en O(ag). Néanmoins on peut aussi
remarquer que o(z) = o(0) ta.z et que T'on a

2

foo(z) = f(0(05) + £'(a(0)) ajz + 0((a,2))

ce qui assure aussi la convergence en O(ag) de 1'itération. -0

o Discussion

En posant f = (1+Kz)e'Z et D(f(u) ; z) = :E::[ foo-foo(O)-f'oo(O)aoz ]
oeH

on a donc

¢ =1-2¢(X) D(f(u) ; z)
et
o(A) = T»*'?%('AT avec D(A) = D(f(u) 5 A) .

On constate que 1'existence de ¢ dépend de 1a condition (=D(A)) <%~ (qui a
une interprétation probabiliste comme on le verra plus loin). On.appelera Amax
la premiére critique pour laquelle -D(X

max) =7

AII1.3 - Interprétation de ¢())-propriété régénérative du protocole

Comme dans de nombreux problémes de file d'attente, la stabilité du processus
n'est envisageable qu'en terme de cycle. Par période variable le systéme devra
se régénérer,Jla pile passer a 1'état vide. Finalement le processds se résoud
en sessions indépendantes les unes des autres (car elles ne dépendent que des
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arrivées de message, supposées indépendantes du temps). Ainsi 1 ordre des sess1ons
(c est-a-dire le nombre d'interférants a leur or1g1ne) obéira a la méme loi que

1! arr1vee de message. Cette propriété sera a 1a base de 1'évaluation de nombreuses
'~ ‘grandeurs moyennes du protocole. En particulier, le temps moyen de résolution de
collision, évalué sur toutes les sessions possibles sera

o
Zan-ﬁ—!ehw

n=0
d'od 1'interprétation de ().

IT est intéressant d'étudier le déve]oppement de ¢(A) quand AW.
On a '

D(A) :E::[foo - foo(O) - f'oo(0) - aOA ]

oeH

que 1'on peut écrire en Uti1isént=1e déve]oppement de Taylor de fo,o en O :

a: A '
() = B D AT 0((a0)%) 3

oeH

:E:: 2 e0) 2% 00 .

oeH

Donc

Ona f= (1+kz)e-j, donc f"(0) = -1 pour A=0. On obtient donc

1 2 3
¢(A) = =1+ ___"__7?°7?' < AT+ 0(2Y)
| 2000 T (1p-dd)
o(A) = 1+ Z_DIE . xz + 0(23).

Pour p=q=%- ¢(r) =1+ 228 + 0(x3), ce que 1'on peut retrouver avec Tes
2

résultats exposés par Massey [Ma81 J: pour X=0 on trouve a(z)=1+z+ 2’2 +.
(1a durée moyenne d une 2-session est de 5 s]ots) Donc

- : .2 .
'MM=(1-A+L4”J.(1+A+5¥+HJ=1+2ﬂ+“.
OV T2 A 2"
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I11.4 - Répartition statistigye'des etats de surface

‘ La méthode de résolution développée précédemment peut étre étendue & d'autre
grandeur additive que le temps moyen de résolution de collision. Par exemple

soit :
k

n

le nombre moyen d'états de surface d'effectif k dans une session d'ordre n. Et
considérons '

la fonction entiére de variable u. On a la récurrence additive. :

P =u"+ P + P pour n22
n Nq+Xq No*Xo

P0 =1

P1 = u

En effectuant les regroupements habituels avec
n

Cor oy L z' -2
P =P(u,z) = Pn nTe s

on obtient 1'équation fonctionnelle analogue a celle du C.R.I.

(2)  P(2) - P(oy(2)) - Ploy(2)) = e T2 - (2P(a) (142) + P,2(1)2)e”?

et P(0) =1
P,z(0) = u-1

Tieu & une succession de sessions indépendantes, et de longueur finie et d'ordre
distribué selon la loi de Poisson. Donc, pour .un processus probable, les statis-
tiques des états de surface tendent, selon la loi des grands nombres, vers
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<  nombre moyen d’ etats de surface k pour une session

- P(x,u
P(A,I) © =« nombre moyen d'états de surface pour une session

Donc la distribution moyenne des états de surface est (en fonction génératri;e p)

P(X,
o(u) = BRI
' ) e b A _ k _ -
Remarque : I1 est bien évident que Pn(l) = N, = % longueur moyenne de session

et P(A,1) = ¢(2).

IT est intéressant de particulariser les états de surface de non co111s1on
correspondant & k=0 et k=1.

I11.4 (a) - ﬁoyenhe des slots vides : p,

" THEOREME % =-% A+ ey

‘Démonstration :

Po(z) = P.(z, 0) ver1f1e 1'équation obtenue a partir de (2) avec u=0 :
Po = Pgody = Ppeo, = € 2-(2Pg(A). (1+2) + Po(A)z)e”?
avec PO(O) =1 et Pé(o) = -1.

En &liminant Py(X) -comme on 1'avait fait pour ¢'(A) au III.1- on obtient

0 =0e%- (2Pg(A) (272 + nze™2- + POV aze™?)

avec 1a convention : af(z) désigne la différence de valeur de f(z) entre

: -z
2. Ainsi K=-lf8_
9 rze

et z =

N
"
o>

Donc Pé(A) = -K + ZPO(A) . (K-1) ce qui donne 1'é&quation simplifiee

P Poool it P

0" 0207 = (1 = 2P5(1))(1+Kz)e™?

que 1'on résout par la méthode développée pour ¢ au 111.2.
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(1-2P4(2)) -u '
1-2z+ B TINE D((1+Ku)e = ; z)

O
[en]
—
N
~—
1]

soit encore

(1-2P, (1))
1-2z+ —0y (¢(z)-1)

R
o
—
N
~—
i

ce qui donne

A —1)

¢
o(2) (1-x- o (X

>
~
n

Donc finalement

-1 A+
P0 =2 26(%)
I11.4 (b) - Calcul de Py
Pl(z) = P,u(z,0) vérifie 1'équation issue de (2) :

P=Pjo0y = Pyo0, = ze72 - (2P (3)(142) + Pi(A)z)e”?

1
avec A Pl(O) =0
P(0) =1

En suivant une démarche analogue 3 la précédente on obtient :

PI(A) = 1+ (K-1) 2P (A)

1

soit 1'équation :

Py = Prooy = Proo, = 2P (3) (1+Kz)e 2

L P(3)
Pi(z) =z + SOT (o(z) - 1) 3
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ce qui donne
' AO(X),

©
.
—_
>
~——
[}

et finalement

Ce résultat était par ailleurs évident : en effet le taux des sbrtiéé, bl;
- est &gal, en régime stable, au taux des entrées, A. '

Remarquons maintenant que

op+ oy =3t gy = - (D)

L'interprétation probabilistique de (-D(X)) est maintenant &vidente : c'est
la statistique des collisions. On remarque aussi que lorsque A se rapproche de
Xmax’ ¢(X) croit indéfiniment et PotPy tend vers %~ par valeur supérieure.

"En effet plus on se rapproche de 1a valeur critique du taux d'entrée, plus les
sessions s'allongent et, dans la description du protocole en arbre, les feuilles
-les états de surface vides ou singletons- deviennent identiques en proportion
aux noeuds internes .(états de surface 22). Donc en statistique quand. A=xmsx
il y a autant de feuilles que de noeuds internes, ce que 1'on peut traduire

par 1
Pp + P =7 -

D'une maniére générale 1'état de surface k vérifie 1'équation :
Pk - Pkool - pkocz = 'ET e - (2Pk()\)(1+z) + Pf(()\)z)e )
avec ' Pk(o) =0

P.(0) =0 (pour k22)

ce qui sé résout aisément.
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I11.5 - Temps moyen d'émission d'un message

Soit wn la valeur moyenne des temps cumulés de passage de tous les actifs
d'une session d'ordre n. De méme, sojit Tn le nombre moyen d'actifs dans une telle
session.

La proprigts régénératrice permet de dire que le temps moyen t de passage
d'un message dans une utilisation continue du canal vaut :

’ | n
§ :Wn . %T e-A
n
T:
:E::Tn .
n
W n -z Tn _.n -z

en posant comme d'Qabitude W(é) = BQ Z'e et T(z) = nT2e

W(A
T(A

n

>

e-A

>3

I11.5 (a) - Evaluation de W())

W, vérifie la relation de récurrence :

an =n+ wn1+X1 + wn2+X2 +n, Ln1+X1 pour n22
wl =]

En effectuant les kegroupements habituels on obtient 1'équation fonction-
nelle :

W= Mooy = Wooy = 2 - g¥(Mgem2 ) 800 (2) = (2W(A)(1+z) + W' (3)z2)e"2.
On &limine W'(z) par 1a maniére habituelile :
- - %(A), -z -z, -z ' -z
0=4a(z-gq ze © + gz ¢°cl(z) - (2W()) (se “+aze ) + W'(X) aze

soit
A(z+qz %00, (2))

sze™ ¢

W'(A) =

- Q0(X) + 2W(A) . (K-1) .
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5(z+qz ¢°ol(z))

Pgsons A(x) = -
‘ : Aze © .

On trouve donc 1'équation simplifiée :

W= Mooy - ooy = 2 = A(A)ze™% - 2W(M)(1+K2)e ™ + az ooy

La résolution d'une telle équation donne
W(z) = z - A(A) D(ue"%;z) - 2W(Q) :7é%fy (6(2)-1) + qD(udoo,(u) 5 z) .
En posant f(u) = (1+Ku)e™™ “on a

¢ =1 - 2¢(x) D(f(u);z)

Z [foo'ol - fo0'(0). - ag f'eo'(0) . 01(42) 13

¢°01 =1 - 2¢(})
. o'eH

-

D(U¢’ocl(u);z) Z 2 _
= o(z) [fgw-foT(O)-an?or(O)-z 1 + 2z7a a [f'et(0)-f'e0'(0) ]
=26 (1) 0,0'eH ‘ o _ _ ot
T=0'010

que 1'on notera 1(z).

Posons C(z) = D(ue Y;2). On obtient 1'expression de W(z) :

W(z)

2 - A(\) C(z) + %%%} (6(2)-1) = 2q0(A)o(z)
d'od

2 ; = X - A(V).C(A) - 200(2).0(})
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I11.5 (b) - Evaluation de T(})

Tn vérifie la récurrence simple :

T =T + T (n22)
n n1+X1 n2+X2

T0 =0

T1 =1

d'oli on tfre rapidement 1'équation fonctionnelle :
T - Teoy - Too, = -2ze7% = (2T(A)(142) + T*(A)z)e”
on tire
T'(A) = =1+ 2T(2) . (K-1)
d'ol 1'équation simplifiée :

T - Tooy = Too, = =2T(A)(1+Kz)e ™

que 1'on résout
T(2) = 2 + g3t (6(2)-1) -

On a donc
CT(A) = A . o(A) .

Le temps moyen de passage est :

T=1-A()\).g)%\-)--2q.¢(>\).g-9)-

Remarque : C(A) et o()) sont négatifs dans le domaine X<\ .. .



111.5 (c) - Développement 1imité en O

On se propose d'examiner le comporfement’de T lorsqug A devient trés

petit.
Az+qA(z¢ocl)
On a A()\) = '—'—_-—Z—
Aze

En.développant & 1'ordre 1

ey

AU)=5N%==LT2-HQ lll
z-2 z- - —
T P-q

N 1
PO
i

On a aussj.. " = . v

S

“""‘ .. . 2 _z
1 1 .2 d7(ze .2
() =7 795 (e ) (o) g - )

3

Par contre o(X) = 0()7).

- D'od vl 8 s 00d) L

Conséquence :

(cf. 111.3) .

T, considéré comme une fonction de p,q, pour A fixé petit est minimisé

par  P=Ppin * :
Pmin = 2 -2 =0,586.
Quant A augmenfé,'dh cdnsta£e>qué le minimum, p

3 critique.

1 mi
de p=q=§- pour coincider & A=Ama

X

I11.6 - Profondeur de pile -

in» fonction de A, se répprochg

On appelle profondeur de pile & un instant donné de niveau le plus bas
occupé dans la pile, 1'état de surface étant & 1'origine 0. Soit Dn(u) = dZu?
la fonction génératrice de variable u du nombre moyen de passages au niveau e

de la profondeur de pile dans une n-session. (au passage Dn(l)

an).
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On a la récurrence additive :

1+ub (u) f Dn

D, (u) = Onpx, 2+X2(u) pour n22
Dl(u) =1
Do(u) =1
‘ ? o temps
' —>
n Xy Xy .

1 4
profondeur de pile

Posons 1a double série génératrice :

n
D(z,u) = %T Dn(u)e z,

On obtient par regroupement avec D(0)=1 et D'(0)=0

A

D(z) = 1 + ubooy(2) + Deoyp(2z) = ((1+u)(1+2)D(2) + (q+pu) D'(A)z)e”Z

On remarque qu'il est impossible d'éliminer D'(x) avant la résolution.

L e

D - uDooy - Doo, = f avec D(0) et.D'(0) connus .
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IT1.8 - Etat des niveaux

On peut affiner le raisonnement précédent en examinant le nombre’mqyen
de passgges d un niveau e avec une population d'effectif p dans une n-session.
. n L . L. .
So1t{}tﬁ cette grandeur et Nn(u,g) =={Jt e . uegp la double série génératrice,
' - P

en u et £, associée.

On constate la récurrence simple :

: n
2
N = gn + N + N +&£"u.D pour nx2
n n1+X1 n2+x2 n1+.X1
'Nl - g

. . n =
ce qui donne 1'équation fonctionnelle, avec N(z,u,f) = %T Nn(u,E)e z

N - Nooy = Noo, = e-(l-&)z'+ e-q(l-é)z u . Dooy - u(qE2D(A) + D'(2)
- (2N(A)(142) + N,z(A)z)e"% .

(Au passage Nn(l,l) est la somme cumulée de toutes les profondeurs de pile
durant une n-session : Vn, volume de la session. Ce volume vérifie

n.+X n,+X '
171 0,272
+V + Ln1+x (n22)

1

<<
1]

<
f

—

IV - RESULTATS NUMERIQUES

Tableau_ I : pour 'p=q=%— on a effectué pour différentes valeurs de XA les calculs
du temps moyen de résolution de collision, ¢, et de passage de message, T, ainsi
qbe lTeurs simulations : avec un astérisque, sur 100.000 slots, avec double "
astérisque, sur 1.000.000 slots. I1 apparait que la valeur critique Amax se situg
entre 0,35 et 0,40. Remarquons aussi que la grande différence entre ¢ et T est
normale. En effet ¢ comptabilise toutes les séssions y compris les sessions nulles,
ol aucun message ne passe, tandis que T ne compatibilise que les passages effectifs

de message.
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On intégre séparément 1'équation brute et 1'équation dérivée :

D = D(0) + D'(Oii + :E: (u,l)O [ foo - foo(0) - a f'leo(0)z ]
oeH

D' = D'(0) +-:§:: (u,1)° a_ [ f'oo - f'eo(0) ]

(0]
oeH

D'ol un systéme qui permet d'éliminer D'(X).

ITI.7 - Occupation des niveaux

Soit, comme précédemment, nn(u) = nzue Ta fonction génératrice de
variable u du nombre moyen cumulé d'émetteurs passant .par le niveau e dans

une n-session (au passage : nn(l) = Nn : temps de passage cummulés).

On a la récurrence additive

n,(u) =n+n (u) +n
n n1+X1 n2+X2 ni+Xy
nolu) =0
nl(U) =1
z:n -2
Comme précédemment avec n(z,u) =0T nn(u)e » on obtient 1'équation

fonctionnelle :
n(2) = Meoy(2) = Me0,(2) = 2 + gzubeoy (2) - qzud(A)e”?
- (2n(A)(1+2) + n' (A)z)e”?
avec n(0) =0 gt n'(0) = 1.

Ceci est aisé a résoudre par la méthode générale du moment qu'on connait
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Tableau_IT : pour p#q “Tes simulations et les calculs coincident ré]ativement
bien. 11 faut cependant mentionner quelques divergences aux valeurs extrémes de
P (de 1'ordre de 3%). . :

Le tableau exposé met en évidence le décalage du minimum de T & X fixé
quand X est petit. On a vu que ce minimum est toujours atteint pour p 1égérement
Supérieur a % . On a calculé pour X voisin de 0 Pmim = 2-/2 = 0,586. Les valeurs
en tableau calculées parordinateur encadrent le minimum entre p = 0,58 ét 0,61
pour X = 0,01. Par contré pour ¢'on constate la symétrie de valeur entre p et q.

En passant on remarque 1'exactitude des développements ]imités.

2

AT+ O(AB)

T=1+ -%;%i C A+ 029

=

Tableaux III et IV : les états de surface. k est 1'effectif de 1'état de surface,

. Py sa statistique calculée, p; sa statistique simulée sur 2.000.000 de slots.
Comme i1 était aisé & prévoir les séries Pr progressent de fagon géométrique.
De sérieuses divergences entre calcul et simulation apparaissent & partir de
1'ordre k=8 étant donné qu'a ce niveau ces états de surface n'apparaissent pas
assez souvent (de 1'ordre d'une unité par million de slot) pour &tablir une

statistique sérieuse.

Remarque générale sur les simulations :

_ 11 faut tenir compte du probléme suivant. Quand X tend vers 0, les
messages deviennent trop peu nombreux pour une statistique valable: donc T ést
difficile'a évaleur tandis que ¢ 1'est.plus aisément. Quand A se rapproche de

Aoy
max
donc ¢ et 1 deviennent difficile & obtenir.

les sessions s'allongent démesurément et.deviennent trop peu nombreuses
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p. K T
0,25 1,00027 1,049
0,28 1,00025 1,044
0,31 1,00023 1,041
0,34 1,00022 | 1,038

0,37 1,00022 1,036
0,40 1,00021 1,034
0,43 1,00021 1,033
0,46 1,000 | 1,032

10,49 100020 | 1,031
9;52 1,00020 1,03081
0,55 1,00021 1,03046
0,58 1,00021 1,03034
0,61 1,00021 1,03645
0,64 1,00022 1,03082
0,67 1,00023 1,031
0,70 1,000 | 1,032
0,73 1,00026 | 1,034

TABLEAU 11
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APPENDICE

Etude asymptotique de la durée moyenne d'une n-session quand n croit
indéfiniment.

Cet appendice est en complément de [FRH-82 ].

On rappelle que an désigne Ta durée moyenné d'une n-session et

2" -2
o(z) = O, - 7T € s'exprime par
6(2) =1 - 26(A) . D(f(u)sz)
avec f(u) = (l+Ku)e .
‘ z,_ {n]J : : [kl d¥f
Donc a, = (e“+0) (puissance symbolique f(z) "= E—E (z=0) )
2
o, = 1~ 26(2) . :E::[ (e%+fo0) ™ - £,0(0) - na f'o0(0) 1.
oeH
-u

Pour f = é on a :
(e‘z+1°oo)[nJ = (1-ao)" e'd(o) .

Pour f = ue Y :

n_-o(0)

(ez+foc)fn 1_ (ez+o(z)+e‘0(2))[n]==0(0)(1_$0) e + nao(l-ac)n'l oo(0) .

D'od 1'expression exacte de o

o =1 - 26()) }E:[:(1-acj"-1+na03e'0(°).(1+Kc(0)) + na [ (1-a )" 117 ke (0)

oeH
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Si on effectue 1'approximation exponentielle on retrouve :

: -an _ -a_n )
a, v o(n) =1 - 26(1) :E:['e 7 -l+na_ 1(1+ko(0))e™(0) 4 nafe °=13k.e0(0)
oeH

Donc 1'étude asymptotique de o quand n croit indéfiniment sera équivalente
a 1'étude asymptotique de ¢(x) quand x croit indéfiniment.

Transformée de Mellin de ¢(x) [ FFH-82 ]

©

On a v/f (e'x-1+x)xs'1 dx = I'(s) pour -2 <Re(s) < -1
0

J/. x(e-x-l)xs_1 dx = I'(1+s) pour -2<RRe(s) < -1
0 ) .
Donc 1a transformée de Mellin de o

*

07 (s) = -26(2) . (T(z)<w_(| (1+ku)e™ > + P(l+s)<w_ e %)

<uglr(u)> = Zaf, rea(0),

oceH

avec

r etant une fonction continuement différentiable de [0,%-] et s un complexe

telque 1<Re( )<2 (on suppose 0 < % <% ).

On se fixe le but de trouver les singularités de W -

La forme linéaire <ws[r> = 2 :aé roo(0) , définie sur les fonctions r
oeH

continuement différentiable sur [0,%-] - C (et Re(s) > 1), peut étre considérée
comme une distribution (au sens Schwartz [ Schwé6 1). D'ailleurs w est une
mesure de support [O,%- 1.

Lemme [FFH82 1 : La forme linéajre I = (l-ps-qs) ws est bonée pour Re(s) S|
et peut étre prolongée sur Re(s) > 0.
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Preuve : On peut écrire, pour Re(s) > 1

> r<0)'+.Z as (roo(0) - reo(o]'(0)))
OeHol o ) .
P 2 as (reo(0) = reo(oy (0)))
O€H02 ‘ )
or  o(0) = 0. (o7}(0)) - a (o71(0))
° 1 c'"1
~ Donc
|<Tfrs| s max e+ max el (Jool(0)]+]o3t0)) L
S = \ \ 1 2 . 1 S+1 S+1
[0.7] 053 Slem e

et sous cette nouvelle forme on peut définir Hs sur Re(s) > 0.

Mg prolonge (l—ps-qs)wS rsur Re(z) > 0 en une distribution & support

compact d-ordre 1 (majorée par : [<H5|r>| <A. max |r] |r'|. A étant une

A
[O,q ]

constante ne dépendant que de Hs). Pour s réel > 1, T_ est d'ailleurs une’

3
mesure . positive de norme <1.

HS est donc une forme linéaire de H = {r/r, Cl : [0,% 1+ C},

C - espace vectoriel normé par max |r|,[r'| =|[r] . N est un &lément

S
A
[O,q ]

de H* son dual qui est un espace de Banach.

Lemme : (i) T : {Re(s) >0} =>#H*

->
s HS

est continue ‘en s

(i1) T est holomorphe en s (& valeur dans le Banach H*)
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Preuve :

(1) et (ii) se déduisent du fait que I est limite uniforme sur tout
compaét de fonctions continues et holomorphes & valeur dans H*.

Remarque : Tous les théorémes sur les fonctions holomorphes restent valables
quand e]]eé sont & valeur dans un Banach quelconque (excepté le fait que la
multiplication entre deux fonctions holomorphes n'est possible que lorsqu'une
des deux est & valeur dans C et 1'autre dans le Banach).

Corollaire : HS admet un développement 1imité en s=1.

Mg =1, + 0(s-1)

(HleH*,_de plus, par continuité, c'est une mesure de norme <1).

1
~ S , - :
Donc Wy prolongée par Ej;gjaz, est méromorphe sur { Re(l) > 0} et
admet en s=1, comme <> un pole simple de résidu hlnl ol
1-p~-q
h. = entropie = - —
1 pInp+qing °
Donc
. nl
w, = ——=——+ W, + 0(s-1)
s 1_ps_qs 1

O(s-1) étant prié au sens de la topologie de H™.

Calculons Hl

THEOREME : Hl est la mesure uniforme du segment [

o>
o>
[}
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Démonstration :

On a <wslr - psroo1 - qsr002> = r(0) = <§|r> en effectuant un calcul
formel (& est la fonction de Dirac). Donc, & la limite,

(3) - < Hllr = Pro0Gy = Qroo, > = 0

et on sait que -Hl est une mesure -ou tout au moins une distribution- & suppoert

compact inclus dans [0,%—].

o Une solution évidente est effectivement la mesure uniforme sur le segment
A A : ’
‘5Tal A

o>
o>

o L'unicité se démontre en remarquant

<H1|1? = <H1ll> (ce calcul est possible car Hl est
-2 a support compact)
<H].IX> = ;;2——-;-2— <H1l1>

---------------------------

. P : i .
<H1{x > = combinaison linéaire des <H1|x >, 1<n

[coefficient indépendant de H;l x <H1]1>
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Donc si deux solutions & (3) existent, elles sont colinéaires sur 1'espace des
polynomes et, par densité de 1'espace des polynémes dans 1'espace des fonctions,
les deux distributions-sont donc purement colinéaires.

Donc Hl existe et est unique & une normalisation prés. Or

<H1|1> = <M |1> = 1.

Calculons w1
Ty

W =w, - — vérifie 1'équation
s 3 1_ps_qs

<Ly | (p-P°reo+(9-°) rooy>

s s
<W_|r = poreo, = @7reg,> = <§|r> -
S 1 2 l_psqu

donc 3 1a limite

<W1|r - procl - qr002> = < 6|r> - <H1!BY001 + af002>

°

- plnp . — Tn
avec P = PTnprqlng » 97 pTnprqing
On a
<H1]1>
<.w1l1> = <wsl]_> = <wsl]_> - 1_p5_q5 =0 ;

donc wl admet une'primitive 6 de méme support qui vérifie donc

<Olr - Pzrool -qzroc2 > = <Y - E@ooil - Eboogl | r> (+ <cste|r>)

avec ¢ : primitive de Hl :
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A
|
1 L.
%
}_
0 2 A
p q
et Y = fonction de A '
Heavyside primitive 1
de §
La fonction ? =Y - Ebooil - abooél est 4 support compact aussi, donc on a
cste = 0. F résulte de la some de :
A
|
1

‘@p
Pq na

| pAnp+ganq

l

6 est la primitive d'une distribution d'ordre 1 (De=w1), donc c'est une mesure.
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Expression de 6

On a donc 1'équation : <@|r - pzroo1 - q2r002> =<Flr> ,

Cette équation a une solution unique (pour les méme raisons que 1'équation duale,
¢ - p2¢001 - q2¢002 = f) et son expression est

NI e

oeH

serie absolument convergente que 1'on peut écrire

<0|r> = <Z(p,q)° Foo'll_r>
g

La série de terme (p,q)° Foo !

est absolumente convergente au sens
A
LZ(EO’EJ car ,

A ' ' A
N q q
ol (p,q)ct_/; (Foo™ )2 11/2 . (p,q)c’t(p,q)o/O F2 11/2

l(p»9)° Foo

(car supp(Foo-l) c [0,%-1)

I(p.a)° Foo™ b = (pvp,avq)® |IF]|
)O'

et la série (pv/p,q/q est absolument convergente tant que pvp + q/q < 1.

Donc la série converge dans L, qui est complet. Donc 6 est une fonction
au sens L2( [0,%5]) ; une fonction qui fait office de mesure positive.

Et on peut é&crire

I

_ 1
W s+ D8 + 0(s-1)

1-p®-g



ou bien
Ys = g?T T
avec h1 = - BTHE%ETEE
2 2

h = pin_p+ginq
2 pinp+qing

Les singularités de W

permet,  a

asymptotique de o [ FFH82 1].
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