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RESUME

"Nous introduisons ici un calcul de processus fondé sur une .
composition paralléle asynchrone, et quelques primitives de synchro-
'nisatipn. Nous monfrons qu'on péut y formuler de nombreux mécanismes
de synchronisation ; en particulier il s'avere équivalent au calcul
synchrone de R. Milner. Nous évaluons sa puissance d'expression en

termes de langages de comportements.

ABSTRACT

—————

We introduce here a calculus of processes, involving an
asynchronous parallel compositi0n and some synchronization primitives.
It is shown that in this calculus, many synchronization mechanisms
can be formulated ; in fact, this calculus is equivalent to the
R. Milner's synchronous calculus. We evaluate its expressive power

by means of languages of behaviours.

Mots Clés : sémantique, parallélisme, synchroniéation, calcul de

processus
Keywords : semantics, parallelism, synchronization, calculus of
' processes.
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1. INTRODUCTIOHN

Notre propos est de présenter dans cet article un modéle forme; de
la notion de processus, l'objéct1€ étant d’élaborer un cadre adapté a la
description des mécanismes de synchronisation. Il y =& dg nombreuses
approcheskpossibles de cette problématique de la synchronisation des
processus : nous adoptons 1ci‘eomplétement le point de vue algébrique
des calculs de R. Milner [6,8]. Un processus p y est congu abstraitement
comme un objet qui accomplit certaines Aétions a (dont nous ignorons ici
la sémantique) et ce faisant se reconfigure en un autre proceasus p°,
relation dénotée par ’

a
p -->p°

Nous considérons ici que les actions sont instantanées, ¢ est-d-dire
atomiques du point de vue temporel. Traiter de la synchronisation sup-

pose

(1) rendre compte de la simultanéité : un systéme de processus mis en
paralléle doit pouvoir accomplir une action résultant de 1'activité

simultanée de ses composants -



(2)
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rendre compte de contraintes temporelles : ceci suppose un échange
d’information, une certaine forme de communication-(qui n’altére
pas autrement le comportement d’un processus qu’en contraignant le

développement de ses actions dans le tenps).

Ces deux points sont formalisés par l'idée;fondameﬁtale de R. Milner

{7,873

- 1°ensemble des actions forme un semi-groupe abélien : 1 °action

qui résulte de la co-occurrence temporelle de deux actions a et b

est leur produit a.b . Cette opération de composition est

naturellement commutative et associative H

- certaines actions sont des actiona d°échange, qui ont un inverse
la communication,'élément neutre pour la composition, rémulte de

la co-occurence de deux actions d°échanges inverses 1°une de
1 autre.

Etant intéressés ici par la synchronisation pure, nous socumes con-

duité & adopter comme fondement de notre calocul la atructure de

1’ensemble des actiona déorite comme suit

- pour écrire des programmes paralldles, nous disposons d un ensem-
ble & d’actions (ou plutdt : schémas d’actions) de calcul, tels

"calculer”, "mettre®, "prendre”, etc.

- nous nous donnons par ailleurs un ensemble S de signaux, chaque

signal o déterminant deux actions de synchronisation « et &, qui
forment 1°ensemble § ;

- 1’ensemble ™ des actions est alors le quotient du monoide commu-

tatif libre (les paquets) engendré par A u § par la congruence
donnée par

X0 = oLoOe 1 pour X € S

(1 étant 1°élément neutre).
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On peut donc également déerire M comme le produi't d‘un monoide commuta-

tif libre (engendré par QA) et d’un groupe abélien libre (engendré par
S). On voit que le rdle des actions o et ® est parfaitement symétriqueb

(& = ), méme si leur connotation resp. dans ce papier est celle de o?
(réception du signal «) et a! (émission du signal o).

En optant pour cétte présentation du monoide d’actions, nous avons
un point de vue un peu plixs restrictif que celui de R. Milner. Cette
structure de produit fait apparaitre le role ambigu de 1°81ément neutre:

d’un cbté action de ne rien faire, ou d’attendre, pendant un instant ;
de I'autre‘action de communication. De fait nous n’utiliserons Jamais
explicitsment, séuf 4 retrouver les constructions du calcul synchrone de
R. Milner [8], 1"aétion 1 .cémme action d’attente. Ceci nous améne a une
seconde différence avec SCCS : dans ce calcul (voir aussi {71) sont

i{ntroduits des opérateurs de désynchronisation explicite.
¥ .

A 1'1mierse nous voulons essayer de synchroniser des processus a priori

temporellement indépendants. Cette derniére hypothése se traduit dans la

définition opérationnelle de la composition paralléle décrite par :

a a b b
p ==>p° P==>p’ 29 ==>0’ q ==>9°
a a.b b

(P//7q) -=> {p°//q) (p//q) ==> (p°//q") (p/7/qQ) ==> (p//q°)

Ceci signifie que

e c
(p//q) ==> r ssi (1) J p°t p-=> p” et rz(p°//7q) ou bien

. a - b
(11) 9 a,b J rpha’:p > P’ ,q-=>q°

et cza.b, r=(p’//q°) ou bien

' e o .
(1) 3 q%: q -=-> q° et r=(p//q”)

¢’est-a-dire que les premiéres actions de (p//q) sont celles de p ou q, -

ou uné action résultant de 1 activité simultanée de p et q.v, Ainsi on



voit que 1°un des deux peut "attendre" par rapport a- 1‘autre, sans

P

accomplir pour autant 1l action 1.

Précisons maintenant les traits caractéristiques de 1°‘approche
algébrique adoptée :

(1) un processus, ou plus exactement -un agent, est un terme d une
algébre libre. Nous avons déja vu 1°un des constructeurs de ce lan-

gage : la composition paralléie ; nous décrivonz les autres plus
loin 3

(2) 1les transitions initiales possibles d’un agent sont décfites, ainsi
que nous 1‘avons vu pour (p//q), par induction structurelle. Nous
suivons 12 le style de G. Plotkin [9) qui montre que la admant ique
opérationnelle d’un langage s’exprime trés naturellement par ce
genre de systéme de réécriture de termes conditionnel i

l 'j:

(3) comme ce sont plus les comportements que les termes qui nous
intéressent, les processus sont les éléments d’une algébre quotient
par une congruence compatible avec les transitiona.

Cette congruence induit de nombreuses propriétés, ce qui justifie le
terme de "calcul®™ pour 1'algébre des processus. Celui que nous intro-
duisons dans la seconde section est baptisé MEIJE. On peut, de fagon
quelque peu arbitbaire, y distinguer deux types de primitives $

°

(1) les constructeurs proprement dits, qui sont :

- le préfixage pab une action a, opération qui s’éerit asp et dont
a T
la sémantique est donnée par aip --> p

~ la composition paralléle,.déjévévoqhée

- la déclaration ouvdéfinition récursive. Elle prends la forme :
(xi where»x1 (= Py ocesy X & pn)

ou les X, sont des identificateurs et p, des termes. Sans donner

le détail de la sémantique de cette construction, disons que ce
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terme se comporte comme le corps pi de la'définition de xi, dans
lequel les identificateurs sont récursivement 1iéa & leur
définition.

(2) Les primitives de synchronisation, qui visent a modifier le com-
portement d’un processus : '

- le renommage par un endomorphisme P du monoide d’action : «prp

- la restriction sur un signal &, qui s’écrit p\X. Cettebopération
a pour effet d‘interdire toute action qul comporte (de fagon
irréductible) 1 °émission ou la réception de ce signal.

Cette famille d’opération est plus restrictive qu’en SCCS puisque nous
n‘autorisons ici des restrictions qu’ad certains sous-monoides de M. Par
contre nous introduisons deux primitives de synchronisatioﬁ' qui
~ n’apparaissent pas expliciiement dans les calcula de R. Milner (mais y
sont définissables) @

- Le déclenchement d‘un agent p sur une action de synchronisation
s e ﬁ, noté (s => p), qui vise & lier les premiéres actions possi-
bles de p & 1°émission ou réception simultanée d’un signal : ’

a
p-->p°
8.a
(s => p) ==>p°

- La pllotage de p sur s ¢ $, que nous notons (s®p), qui lie toutes
les actions possibles & partir de p 4 17action de synchronisatioﬁ
83 '

a
p -=>p°’
s.a .
(s®p) ~=> (s¥p")
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Cette opération consiste en quelque sorte a régler le comportement
d un agent sur une ‘horloge.

Un intérét de ce type de formalisme est quil n’y a 1a aucune
différence entre processus et systéme {synchronisé) de processus. En
effet un mécanisme de synchronisation apparait comme un opérateur (ou
plus généralement un systéme d‘opérateurs) qui organise les comporte-
ments d’un certain nombre de processus. Iei 1°on peut spécifier un tel
mécanisme comme sont décrites les primitives ¢ par la description struc-

turelle de sa sémantique opérationnelle. Par exemple on peut ainsi
décrire la somme de deux processus :

a b
p==>p’ qQ=-=>9q’
a b
{(pq) -=> p° {p+q) --> q°
.“,
ou la composition synchrone de SCCS :

a b .
P-->p’ ,9-=>q’
a.b
(pxgq} -=> (p°xq°)

Mais 11 est aussi possible de définir (ou réaliser) ces nécanismes comme
des opérations dérivées dans le langage '11 a‘agit 1& de trouver un
contexte (expression du ‘langage avee des variables libres) tel que,
lorsqu’on y plonge les composants du syztéme, le terme obtenu 2@ COm-
porte exactement (3 la congruence prés) comme 1°indique la spéeification
axiomatique du mécanisme de synchronisation. En général un tel contexte
apparait sous la forme d’une mise en paralléle des ocomposants du
systéme, soumis a des contraintes de réception de signaux, avec un agent
sSynchronisateur (souvent une horloge) qui distribue les signaux. Ainsi

par exemple nous verrons'que 1°on peut définir la somme s

(p«a) ((ox => p)//( oLz >q)//ex 0\ x
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(od ® est un agent qui n’a pas d’action) et la composition synchrone :
(pxq) = (x®p//x%q// (x where x <= K.x:x)) \ «

od h = (x where x <= H.x:X) est une horlbge‘ qui émet ‘deux topsv
simultanément. ’ :

3

Nous éonsacrpns la. 3eme section de ce papier & {illustrer cette

démarche par de nombreux exemples, en montrant la validité des construc-
tions proposées et en donnant quelques propriétés algébriques dei-
qpérateurs dérivés (avec 1lesquels 1la congruence est compatible
puisqu'ils sont définis par une expression du 1ang§ge). Nous
retrouverons en parﬁiculier les constructions finitaires de SCCS,
c’est-3-dire la version de ce calcul-donnée en [T]. Nous montrons qu'en'
fait ce calcul et MEIJE sont équivalents : chacun est sous-calcul de
1‘autre, au sens de [8].‘ Ceci aignifie que les deux approches :
désynchroniser des processus synchrones (SCCS) ou. synchroniser des pro-

cessus asynchrones (MEIJE) ont la méme puissance d’ expression.

‘Nous évaluons dans la y&me

partie cette puissance d expression :
modélisant le comportement des processus par des langages de suite-
d’actions (et 1°on retrouve 12 une approche largement utilisée, voir par |
exemple [2,3,5,16]), nous montrons que tout langage récursivement
énumérable apparait comme le comportement, en ce gens, d‘un processus de
notre -calcul. En particulier pour tout gécgnisme de synchronisation
déerit (comme par exemple celui qui régit les rapborﬁs de
production/consommation & travérs une file d’attente) par une grammaire

algébrique (ie "context-free") on peut construire un processus qui le
réalise.

2. SYNTAXE ET SEMANTIQUE

Ainsi due nous 1°avong dit, notre calcul repose sur la présentation
du monoide M des actions (dans lequel la composition est notée . et le
neutre 1) comme quotient du monoide commutatif libre engendré par A v $

par la congruence donnée par



ol - A est un ensemble d’actions de calcul

- S est un ensemble (disjoint de M) de signaux, désignés par
Us@rT oo et § - {ox, 00 7 x € S} est 1’ensemble (supposé disjoint de

f v S) des actions (atomiques) de synchronisation.

D’ une fagon générale, un élément de M sera désigné, a une permutation

prés, par un mot réduit de (A v #) et lorsque ce mot m n’est composé
Que d’actions de synchronisation,; désigne son inverse, de sorte que

; = m. Par abus de langage ‘encore, on dira qu‘une action a est facteur
d‘une action b (ou divise b) si, 3 une permutation prés,. le mot réduit a
est facteur du mot réduit b. Formellement : -

. ¥

pour BCcA u & on note par

- B0 le quotient par la congruence engendré par {x.x = 1 / x & S}

du sous-semigroupe engendré par B du monoide commutatif libre

engendré par & u ﬂ. C’est-d-dire que B@ est 1”ensemble des paquets
non vides d éléments de B, que 1°on réduit (on peut done avoir
1&8 )

Exemple : pour ac A , a@ = {a, a.‘a_', 2.8.3, ++.} @t 8i ®% €S 2

{a.x , o“Z}e =z {a., &, 8y, a.a.d, c-x..;, a.a, eenl

- BQ - 8% u (1) (done ™ = (A v #)@ par dét'inition)

-MB=(@auf -8>

Par abus de notation, pour BCA u S, on désignera aussi par
8 : . 8
B0 y B , M\B reap. les structures .CQ s C 4 M\C ou

= (Ba@) v {ayx / o € B].
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La structure adoptée pour le monoide des actions nous permet de
décrire les endomorphismes . ceux-ci sont entiérement déterminés par

leur image sur les générateurs, ¢c’‘est-a-dire sur A u {x/ xe S} puisque
¢ (F) = ¢l)
(une action de synchronisation ne peut étre renommée que par un paquet

” . @
de telles actions, c’est-a-dire que ¢(§)C §).

Pour écrire les processus nous nous donnerons un ensemble X (dis-
joint de MY d’identificateurs de processhs, ou variables, généralement
déaignés par X,¥yZe... (éventuellement {ndexés). Les expressions du lan-
gage (que.nous dénoierons par p,q,r, -.) sont les é1léments de 1°algébre

1ibre &, dont la syntaxe est décrite par 3

(1) © est une expression de Z (ob @ é X uM) agpsi-que tout identifi-

cateur de processus.

(1{1) 81t ae M et pe%, alors a:p est une expression du langage, le

préfixage de p par a.

(141)Si p et q sont des expressions, alors (p//q) est une expression, la

composition paralléle de p et q.

(1v) 51 {x,y..-ox }G X et {pys++-1P,}e o alors pour tout 1(1 ¢ 1 < n)
(x1 where x, <= Pyyeces X, = pn)

est une expression (qu’on écrira souvent (xi vwhere R)).

(v) 51'p est une expression et ¢ un endomorphisme de M alors <g>p est

une expression.

(vi) Pour % € S, si p est une expression alors (p \ ®) est une expres-

sion (restriction de p sur.¥) .
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(vii)Pour s € §, si p est une expression alors (s => p) et (g ® p) sont

des expressions, resp, déclenchement et pilotage de p par s,

Remarques :

(1) On verra qu’on peut définir 1‘expression 0, mais 11 est commode d’en
disposer. On pourrait également limiter les opérations de préfixage au

cas ok a€ A U §, ce qui serait peut &tre plus naturel.

(2) Nous n‘utiliserons en fait 1°opération <p> que pour des endomor-
phismes tels que {a/ae A U $ & ¢(a) # a} est un ensemble fini. ~'Si cet
ensemble est {a1,...,an} et si q(ai) = bi’ on notera <¢>p par

<b1/a1,...,bn/an> p

(cette opération n’est pas une substitution). A
;

(3) L"’un de nos objectifs est de développer un systéme de manipulation
de processus formels. Aussi nous n’avons pas de primitive “ihfinitaire"
comme dans {8]. Par contre nous admettons des primitives qui pourraient

étre réduites (point (1)), pour obtenir plus de souplesse dans
1 écriture.

Dans ce papier, nous prendrons quelques libertds avec la syntaxe
formelle qui vient d’étre donnée en ce qui concerne le parenthésage
(sans pour autant expliciter les priorités entre opérateurs). Comme 11
est usuel, on peut définir inductivement les notions d’occurrence libre
et 1lide d’une variable dans une expression, et de variable 1libre ou
liée. Le nom d‘une variable muette est 4videmment sans importance,-et
nous considérerons que deux expressions sont syntaxiquement identiques,
ce que nous notons = , si elles ne different que par le nom des vari-
ables 1liées (c’est la a~conversion du %-calcul) Cela étant, on peut
définir inductivement 1°opération de substitution d’expressions
p1,...,p & des variables y,,...,y en toutes leurs occurrences libres
dans 1 ‘expression p (avec un changement de variables muettes dans p 8711
Yy a lieu d’éviter des conflits). Le rdsultat de cette opération (défini
modulo 3) est noté ' -
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(P /¥qreeesp /v 1p
ou, lorsqu’il n’y a pas d ambiguité, (pi/yi]p'. :

Sans définir formellement ces notions, notons seulement que

- [q1/y1,...,qn/yn3 (xi where x, <= Pareves X <= pk) =

(x'i where x’1 <= (qj/yj][x’h/xh]p1,...,- x’k <= [qJ/yJ][x’h/xh]pk)

ou chaque x’h est une variable qui n‘est ni un y_, ni une vériable libre

J
d’un q .. .

3

-~ On considére aussi qtie la regtriction est une opération liante :
lp, /%, 1(p\2) = (l;pi/xi]C(é /xIp) NS

.ol [§_ n’apparait dans aucun pi, c’est-a-dire n’est pas dans leur sorte,

comme nous le verrons.

Nous appellerons agents les expressions closes (sans variable
libre), qui forment 1 ensemble r/*

Lea transitions possibles d‘une expre'ssion sont données par les
a .

relations -=> pour aeM, émi sont les plus petites relations satis-
faisant 1la défidition inductive (ou structurelle, cf {9), donnée ci-

dessous. Indiquons d’‘abord que lorsque nous écrivons

a,. a
1 n
p1 -=>p 19-°-,pn -=> p a
b1 , 'bk

q.‘ --> q 1"")qk "-> q k

c’est 1& un élément de 1'a‘déf1nitio'h inductive de la (plus petite) rela-
tion T £ xMx¥ qui satisfait (entre autres) :
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(p1ya”p 1) T A ‘to.’\ (pn,an,p n) T =>

(q.‘)b‘vq',i) eT v e V,(qkybk’ka) eT

La sémantique opérationnelle des constructeurs de % est done spécifide

par @

a
(1) asp -=> p

a ' a b b
p=-->p P-->p  , q-=>4q’ q -=> q°
(11) a a.b b ’

(p//q) ==> (p°//q) (p//q) ~=> (p°7/q9°) (p//q) ~<> (p//q°)

a
[(x, where R)/xJ] P, ==>q

A| 3 : = =
(111) 2 0% R = X, <= Pyyeeeyx <= p

(xL where R) «-» q

a
p -=>p°
() ¢(a)
P>P wmm=m > <p>p”
(v) pour ¥ &€ S ¢ -
a
p~=>p’ ,a€ M\«
' a

(P \X) ~=> (p° \ &)

(\?i) pour s & # e

a a
p -=>p’ . p-=>p’
8.8 8.8

(s 2> p) ~=> p’ (s%p) -=> (s%p”)

a
. Remarque : puisque les relations de transition --> gont les plus

petites satisfaisant ces propriétés, on peut voir que les
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' expressions © et x pour x & X n’ont pas de transition. .
Fxemple

Seit p = v(a:(a“(bzc:m)//-d:(ocﬂ c:0)) \ & ot a, b, c, d, sont dans & et
o € 8.

On a par exemple, en posant p = (q \ «)

. a ] ) d
a1 (X#(bsc:0)) --> c#(b:c:0) , d:(X => ¢:0) ==> (X => c:0)

a.d _ o
q -=> (x*(b:c:0)// x=> c:0)
a.d ' . .
p -=> (x#(b:c:0)//X=> c310) \ &%

" puis @ )

b [0
bic:® -=> c: cid -=> 0
- o0
- b X => (e10) «=> 0
o (b:c:0) -=> y?*{c:0)

- , b.e _. ,

(x®(b3ei0)//K => c:) -=> (x®(e:0)//0)

v b-c ’

(X*(bs2e20)// X=> c:10) \ & ==> (&-’(030).//0) \ o

et 1°on peut tracer le graphe' des transitions possibles & partir de p
(en emettant les expressions intermédiaires)

ib‘.c

(x®c:0//0) \ &
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et 1 expression (x%e:0//0) \ % est bloquée.

Exemple

soit p = (x where x <= (asg => bix//ecso = d:®) \ o)

Posons p, = as (o=> brx)

Py e :}_d:@)

et qQ = (p1//p2) \
de sorte que p = (X where x <z q).

On a

. N , | a
[(x where x <= q)/x]p, =-> ol => bs(x where x <= q)
- 1 ‘ -

¢
[{x where x <= q)/x]p2 -=> K => d:0

a.c
d’ott [{x where x <= q)/x]q ~-->.q° par exemple (le lecteur pourra écrire

1 'expression q°) et donc

a.c
(x where x <= q) -=> @’

et le graphe des transitions possibles & partir de p est donné pér :

/ \ c / \ 7 ’ ‘
\\\ 4
S B o a¢ . —bd

P

> - ((PIONG [fONE - - - - -
\\ / \ ,/ N
< ‘-\\ a . e s : \ .
WS _ ‘kﬁ,// a .
Exemple |

Soit p = (x where x <= {as®//x))

On peut voir que
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a .
p --> {®//p) donc
a.a

p --> (0//(0//p)) etc.

.
, a
C’est-d-dire que Yne N J Pyt P==>p.

Cet exemple montre qhe 1‘ensemble des actions possibles d’un agent et de
ses actions initiales peut étre infini (branchement'infini). Cependant
ces ‘actions ne sont composées que d un nombre fini d‘actions atomiques.

On peut 1le voir en définissant la sorte d’une expression, partie de

A us:
(1) sorte (D) = ¢ = sorte (x) pour tout x € X

(11) sorte (az:p) = B u sorte (p) ou.B est le plus petit sous-ensemble de
ﬁ& uS tel que ac B (donc par exemple B = ¢ 81 a = 1)

(11i)sorte (p//q) = sorte (p) u sorte (q)

(1v) sorte (x, where R) = l_J sorte ([(x, where R)/x, 1p,)
R K 22ETC kP

ou R = x1<= p1.....xn<= pn

(ici on pourrait avoir une définition plus restrictive, en ne
faisaht intervenir que les indices j des variables xj' dont 1la
définition coptribue effectivement aux actions de 1°expression
considérée) |

(v) sorte (<g>p) = B ol B est le plus petit scus-ensemble de A u S tel
que p(sorte (p))g '

(vi) gorﬁe (p \ %) = sorte (p) - {«}

_ (vii)éorte (s =$ p) = sorte (p) v {&} = sorte (s%%) si s & {x,u}.
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proposition :
Pour tout pe, sorte (p) est une partie finie de A v S telle que

a’ ®
p --> p° => a € sorte (p) et sorte (p’)c sorte (p)

preuve: par induction sur la structure de p et la définition des rela-
tions de transition, routinew )

Reparques ¢

- sorte (p) est, modulo les renommages et restrictions, 1‘ensemble des
actions qui apparaissent de fagon irréductible dans l'expression P.

- sorte (p) n'est pas en général le plus petit sous-ensemble de A u S

satisfaisant la précédente probosition. Par exemple la seule action pos-

sible de 1 expression (X => &:0)_est 1, mais sa sorte est {5}.

- A l7inverse ‘i1 se peut que sorte (p) = ¢ mais que p ne soit pas pour
autant bloqué. Il ne peut alors effectuer que des actions 1. C’est le
cas par exemple pour (¥:0//0:0) \ . |

La question de savoir si, pour une expression p, 1 ensemble

' . a
{(a,q) 7 (a,q)e MxL & p -=> q}

est vide ou non n’est donc pas complétement triviale (essentiellement &

cause des restrictions, car pour les termes écrits sans cette opération,
cette question est décidable). ‘

I1 ne sera peut-étre pas inutile de préciser ici la définition de
la substitution [ / x] qui intervient dans 1‘opération de substitution
de termes a des variables libres ¢ ' '
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pour X , f dans S -
1) pralo =0 et [pp / %Ix = x pour.x & X

(11) [p 7 a)(azp) = ?(a):[ﬁ / Xlp ot @ est "i’endomorphisme déterminé
par ¢ (x) =3 ' ' '

(L) 7 «lp 7/ @) = ([g /7 «p /7 [/ &)a)

(iv) [Q / g]'(xi where X, <= Py veres xn'<.::‘ pn) =

(xi where x, <=‘[E,/ Og]p1 yeeey X_ <= [(_§ / ﬁ]pn‘)

n

(v) (g7 %](«F)r): <"{rocp) p ou «{, est 1’‘endomorphisme déterminé par

(o) =B

(vi)

. (p\Y) si Y=
[(} / EL_](D\__) = ([{;, / E.‘][I’ / _Y_‘_]P) \ I" ou ile{&,o_(} sinon

.6

I

(vi){a /7 al(s => p) = gls) => [3 / xlp et
| (3 7 «l(s®) = ¢(s) ® [2/«ip

ol @ est 1 endomorphisme défini par ¢la) = (.

Remarque: cette opération n’est pas un renommage, {c’est une sorte de
renommage avec portée).

On a par exemple

[a:0/x , Xb:0/y1((<wa/a>x//<db/bdy) \ %) = (<fa/a>¥a:0//<b/b>abs0) \

On a vu dans les ekemples précédents que, par exemple, le terme

. (X*c:0//0) ,\,a_é', tout commé 0, n’a pas'd'ac‘;ions, que (dans le second
exemple) (p//Q) \® a le méme graphe de transition que p-(au nom des

noeuds prés).

Il import,e,' pour rendre compte de la signification intuitive des
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opérations choisies, de ne pas distinguer ces termes. C’est pourquoi
néus définissons, en nous inspirant de la notion de bisimulatioﬁ_de R.
Milner [8] et d°observation (3], des équivalences entre agents (rap-
pelons ici que 1’ensemble ot des agents est formé des termes clos,
c’est-a-dire sans variable 1libre). Chacune de ces équivalences est
relative & un critére d “observation, qui  est une  famille
d’"observables"{ chaque observable & son tour est un enéemble de suites

(finies) d’actions (séquences dans le temps) observables mais indis-
tinguables entre elles. Formellement @

un critére d’observation est une famille E de parties de ™M ; chaque

élément de e est un obsarvable dans le critére considéré.

. @ : ’ X '

Ici M désigne le monoide libre (ensemble des suites finies) engendré
par M. Nous désignerons par £ son élément neutre, et la concaténation
d’un mot u et d’un mot v sera dénotée u:v (alors que la composition

f
instantanée d’actions a et b est parfois notée ad plutdt que a.b).

On peut étendre naturellement les relations de transitioﬁ aux séquences
w .
L]
finies d’actions, en définissant --> pour we M :

W
p-->p 831 (1) w

£ et p" = p ou bien
: a u

(11) w = asu & 3 qQ: p --> q & q -=>p’

Du point de vue d°un oritere By un agent p satisfait une observation
e€ E ssi , par définitton 2

. u
Jueed pitp -=>p’

relation que 1°on peut noter, suivant [3): p => p’ (transition modulo
E)’

On peut alors dire qu’une relation d’équivalence R sur 1‘ensemble ¢ des
agents satisfait le critére d observation E =i deux termes équivalents
(modulo R) sont indistinguables via les observables de E. Autrement
dit: si les relations de transition’ modulo E passent au quotientc&/k

(suivant R. Milner (8],~on,pounrait appeler une telle équivalence une"
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»E-bisimu\.ation). Formellement :

une équivalence R sur & satisfait le critére d observation E ssi

(p,a)E R => YeeF Vp” 81 p =>p’ alors
. e

-] q9°:q => q” & (p"yq") € R
(propriété de commutation : R o =>G=> 0 R pour e€ E).

Appelons 'G le treillis complet des équivalences sur ¢4 pour 1 ordre de
finesse ¢ (c’est-i-dire 1°inclusion inverse) et G 1’ensemble des
équivalences sur ?A qui satisfont F. ‘Rappelons que dans G la borne
inférieure d une famille non vide {Ri/i € I} est donnée par

N Ry =(J R ) ~ (fermeture transitive de 1’union)
iel 1€l .

l"

11 est facile de voir que, 3i {R /1 é I}CEE, alors c’est l& encore la
borne inférieure de cette t‘amille dans ZE Comme la diagonale de cAxdt

(1a relation {(p,p)/pect}) est une équivalence satisfaisant E plus fine
‘que toute autre, & tout élément R de % on peut associer 1°équivalence

fE(R) satisfaisant E 1a plus grosg?ére plus fine que R :
F(R) = A (R/R'€E Ty & RCR

Cette application de © vers %E est une fermeture de G, ie :

(1) R < R => £(R) < fo(R")

(41) R & fR(R)

(111) £ 0 £ = fp

En particulier, elle est monotone, et donc admet (théoréme de Knaster-
Tarski) un plus petit point fixe ME qui est donné (puisqu évidement
f'E(R) R <=>Re D )par:

- +
~g 2 UIR/R € T )
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Comme nous 1 avons dit, toutes 1les équivalences satisfaisant E sont
points fixes de fg, cette équivalence (qui satisfait E) est 1a plus
grossiére de toutes :

Re Z.E => -Pg'\"E

Nous 1’appelerons éguivélence'gg E-observation (et nous pourrons parler
en général d’équivalence d’observation). La propriété qui vient d’&tre

énoncée fonde un principe de preuve, bien connu sous le nom d'inductidn
de Park (voir (8]). Nous utiliserons ici :

principe de preuve (relatif & un eritére d‘obaervation E) :

pour que p~.Q, 11 (faut et 11) suffit qu’il existe une relation
" Pg ﬂx(ﬂ'symétrique, telle que (p,q) € P, qui satisfait (le principe
de preuve) ¢ ‘

. e .
(p,q)€ P => VYeektkV¥p’ : si p =>p° alors 3 qQ°
e

qQ:=>q9" et (p’,q") & (P u~E)*
validité: il suffit de voir qu‘alors (P UNE)* est dans T,'E, d’ou P¢ &
Sans entreprendre ici une étude systématique de 1la notion

d “équivalence d‘obsem'rat;ion, on peut donner quelques exemples (voir
18): '

(1) La plus grossiére équivalence d‘observation est d‘lxrﬁ', déterminde
. ,
par le critére trivial L = (M }.

(2) A 1°opposé, si 1°on se donne comme critére d observation que toutes
les séquences d’actions sont observables, et toutes distinguées,
c’est-a-dire

»
T={iw}/wenM}
alors on obtient 1la plus fine de toutes les équivalences

d“observation, que hous noterons simplement ~, et qui sera (pro-

visoirement) désignée sous 1le nom d°équivalence d,'observati-oh.
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forte.

Notons que le critére d observation T estAéquivalent a (détermine

la méme équivalence que).

{{a} /7 a € M)

et c¢’est cette présentation de 1°équivalence forte qui sera adoptée
lorsqu’il s’agira de faire des preuvés.

Ce que R. Milner appelle équivalence d observation (ef [3,8]) est
celle, notée =, qui est associde au critére

0=t /ue - (1H)

. : 8 )
ol T est la projection {(morphisme) du monoide M sur lui-méme

déterminée par (1) = £ (et W(a) = a pour a€ ™M - {1}).

La signification intuitive de ce critdre d’obaervation eat que
1’action 1 est interprétée comme une action d’attente ou de délai,
qui, entre les autres actiona, n’est pas observable : toute autre
action est observable en elle méme, mais non le moment exact auquel

elle intervient, puisque les observables sont iei
% ) ) & 8 £}
1 et 11} a, 01} ... (1} a {1} pour a, € M - {1}
R. Milner montre ((8]) que ce critere est équivalent a
a * ,
{f11 , {1} a pour ae ™ - {1}

Par contre on n’obtient pas la méme chose si 1°on décide que

1’attente »‘n"est pas observable, c’est-d-dire avec -

o = 1’ LT 1 /0 se M- (1))

1

ou ({1} asaem™- (1]},



- 22 -

Par exemple, on a (en utilisant la somme qui sera définie plus

loin)

(1: 0 + a: m)fvo, a: 0

alors que ces deux termes n‘entretiennent pas la relation Y. Ona

aussi H

1: 00 mais 1: 040

(4) On peut imaginer d’autres critdres d“observation. Par exemple on
peut admettre que lfaction 1 (qui exprime auaéi, -noua 1l’avons vu,
une communication interne) est inviaiblé, mais prends du temps. :

Y

c’est-3-dire que le temps d’attente d‘une action observable est
lui-méme observabdble, ce qui est traduit dans f

= {11"™) /neN & agm- (1))
Toi encore on a
1:.o~Eo et (12 0+ a: 0)~Ea=0
Par contre 1: a:t 0 =~ a: © alors que 1: a: °+E a: 0.

Si 1°on voulait exprimer que deux actions a et b n ‘entrent pas en
conflit et que 1°‘ordre de leur exécution relatif n ‘est pas ‘pertinent, on
peut avoir un observable comme

{atb , ab , b:a)

Ou encore, si une action a "tfait la méme_ chose" qu’une séquence
b1 Seeat bk’ on admettra comme observable

{a,b1 teeat bk}

La notion d observable permet donc dfintroduire un peu de aémantique des
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actions.

Les équivalences d observation concernent les agents. On peut les
étendre aux expressions du langage, en considérant celles-ci comme des
contextes, ou plus exactement comme des schémas de fonctions sur

1 “ensemble des agents : si {x peeey Xy } est 1‘ensemble des variables.

i
1 k
libres de 1 expression q€ X , cette expression définit une fonction a k
arguments sur4, avee '

a -oa. =.r vae v
qlp, seeey pk) .p1lx11 geacsy pk/xik) q (substitution)

D°ou la définition de 1 extension d’une égquivalence d'dbservation ~, &

g
b

pour p,q dans X
p :E q s=si pour toute substitution close (de X dans A)

¢ [plp~y Lola

SurX, cetts relation est évidemment une équivalence stable par substi-
tution (quelconque) compatible avec les relations de transition, dans

laquelle chaque identificateur constitue une classe.

D‘une fagon générale, un calcul de processus (voir [8)) apparalt

comme la donnée :

- d‘une syntaxe : les opérateurs primitifs _
- d’une sémantique opérationnelle structurelle

- d’une équivalence d observation ;E qui est une congruence.

~ Les deux premiers points qul définisasent le calul que nous appelons
MEIJE ont déja été introduits ; il reste a voir que :

proposition:

Z est une congruence (sur:ﬁ) : la congruence forte.

La preuve en est exactement la méme que celle que donne R. Milner pour
‘la proposition analogue concernant SCCS [B]. Nous ne la répétons pas.

Indiquons seulement dans deux cas (simpies) comment y est dtilisé le



principe de preuve :

- on veut montrer par exemple que

.

P=p" & q=q° = (p//g) = (p°//q°)

Pour cela on considére la relation (symétrique) Pc chAx A constitude des
couples ((p//q) (p°/74°)) pour p,p°,q,q° .dans & tels que p~.p’ et
qQ~ q° . On montre que P aatisf‘ait le principe de preuve relatif‘ au
critére d’observation qui définit 1°équivalence forte:

: a
(ryr’)ePz>VaeM VYVt si r-=>t alors J e

a
rre>t’ & (t,t)e (P uyn~)t

Par définition des relations de transitions, on a iei trois cas

a a

(p/7Q) ==> r <=> (1) p ==> r, & r= (r1//q) ou bien

(11) 3 b,e €M : azb.c et

b e

P - Py Q== r, & r = (r.'//rz)_ ou bien

(141) q -=> r, & r= (p//rz)

Dans le second cas par exemple, comme on a par hypothése P~p’ et
qQ~q’, et puisque, par définition, ~ satisfait le critére d’observation
{{al/a e M} :

P-->r & pw~p =>-3r1:p-->r & r’'. ~r

L
¥
U
v
"3
-
3
Z
-3

-=> 2y Ape
q r, & q~g >]r2



a

Dol (p7//q7) ==> r’ = (r //r7)) et (r,r’) €P, ce qu'il fallalt

-montrer. Les deux autres cas se traitent de la méme fagon. Dol PG et
dans z

g -~

p=p & q=gq° = (ps//q) = (p°//q°)
par définition de = .
- pour montrer, pour s € §, que

p = q =) (s =>p) = (s => q)

on considére

P = {({(s => p),(s =>q)) / p,ﬁ e & p~q)

On a :
e b
(8 =>p) ==>r<=>Jbrp-=>r & c=s.b
' b
Donc si q~p_:ar'.:q-—> r° & r'ar

Par conséquent :

c
(s 22q) «=>r" & r’'aAar

et 1a encore P satist‘ait' le principe de preuve -

On appelera processus (du calcul ﬂEIJE)._uﬁ élément de 1’algébre
quotient 9 =/, 1°algébre S =d/= étant celle des schémas de pro-
cessus. Les opérations quotient et relations de transition quotient y
sont dénotées comme dans L. Le resie de cette section est consacré

montrer quelques propriétés de cette algebre.

On .a vu que la congruence = est stable par »substitution. En fait .
les opérations de substitution (la classe d’un identificateur étant
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réduite & cet identificateur) passent au quotient puisque :
propriété 1 :

81 0 et ©° sont des substitions telles que e ='9'
(1e ¥x € X : p(x) = " (x).)
alors p = q => [plp = [p°1q

greuve:lpuisque P=aq=[plp= (¢°la, 11 suffit de montrer que

- PP > VeeX : [plp 2 [p')p
En fait on montre que
P=p’ & ©=¢ = [plp = [l

. . ¢
par induction structurelle sur p, en utilisant 1le fait que = est une '

congruence m
La congruence forte contient d‘ailleurs 1°‘identité syntaxique :

propriété 2 :

(par induction structurelle).

Notons que ces deux propriétés, ne tenant qu'&l la défrinition de
1°équivalence sur ¢, sont vraies de toute congruence observationnelle.

On peut voir également que modulo la congruence forte, le n-uple de
termes ’

(x1 where x, <= Py seeer X <= p“)1$iﬁﬂ

X p

1 1
est solution du systéme d“équations { x'
n

1 -rs

P
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C est-a-dire que :

propriété 3 :

pour R = x, <= Py seces X <=p et 1< 1 <n

1 n n

(xi where'R) = [(xJ whefe R) /’xj]ﬁi

preuve: on vérifie aisément que la fermeture symétriqﬁe de la belation
= {(tel(xi where’R) ’ Qs][(xj where R) / xJ]pi) /
1 & 1< n et O substitution close}

‘satisfait le principe de preuve.

D’une fagon .générale la preuve des propriétés données ici
s‘obtient en appliquant le principe de preuve & la. fermeture symétrique
des relations données par les couplea de termes dont on veut montrer '

1 équivalence. On obtient par exemple @

propriétés 4 :

(3ﬁ //, 0) est un monoide abélien.
Ceci signirie que, pour p,q,r expressions du langage :

(p//(a//r)) = ((p//q)//F)
(0//p) = (p//0) =
(p//a) = (a//p)

De ce fait on pourra utiliser la notation (p1 S eooll P, e IV vy a 13 une
différence essentielle avec SCCS, dans lequel ‘1 élément neutre de la
composition parallele (synchrone) est donné par :

1 2 4ep (x where x <= 1:x)
qui n’est donc pas un terme "fini". Il n‘y a pas non plus ieci de rela-

tion simple entre préfixage et composition'parallélé (comparer avec 1la
proposition 5-3 de (81)." ’
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Concernant les restrictions, on a :

propriétés 5 :

() (N NG =(p \R) \
(p V&) V= (p\g)

(2) o ¢ sorte(p) => (p\ &) = p

a: (p\&®) si aeM\ & -

(3) (azp) \0—":{0 sinon

(1) (B soop) \p = (p\ )

s => (p\ %) si s ¢ {a,x)
(5) (s =>p)\ gz

0sise (o, et & ¢ sorte(p)

s * (p\«&) si s ¢ {a,xX)
(s ® p) \ol =4

0 si s € {K,X} et 9_{¢ sorte(p)

(dans les autres cas, is si s€ {&,X} et X € sorte(p), on ne peut rien
dire de général).

I1 n'y a pas de relation simple entre les restrictions et la composition
paralléle ; en général :

{p/79) \ & ¢ (p \%) 7/ (q\&) (par exemple p = X:0 et q = X:0)

Cependant cette propriété de distributivité est vraie si
® & sorte(p)n sorte(q). ' '

La propriété 5-1 autorise 1 éeriture d‘expressions de la forme

(p \ o, youas 9’11) pour {gf_1 yeoey t'J._Cn}(;S'
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ou méme (p\B) si B est une partie finie de S.

En utilisant les propriétés ci-dessus on peut montrer le fait, déja

mentionné, que certaines primitives du calecul pourraient étre réduites :

propriétés 6 :

(1) 0 = (x where x <= x)

(2) a.bix = (X => as0 // X => bix) \ & o a,beM\
Ctix = (X:0 // oix) \ &

Pour q;endomorphisme de M :

propriétés 7

(1) si a € sorte(p) = (p(a')éa alors <¢>p'= p (pour peA)
En pai'ticulier L] <cf> <=0

(2) <p>(a:p) = g(a): <P>p
(3) <p>(p//q) = (<@>p // <p>q)
(4) @p>(<y>p = <P o yY>p

(5)

(31 2) eee (sn 2> <p>p)...) si 9(s) = Syese8 .

<<P>(s => p) ={<@p si tp(s)‘= 1

<p>(s @ p) :{(E!_1 '-..(sn ' 4>p)...) st ¢ls)
| <P O stgla)

1

81.-.Isn
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propriétés 8 :

(8=>0) = O

(V) (s%9)

{(2) (s => (a:p)) = s.a:p

(s ® (atp)) = s.a: (s”b)
(3) (s => (s7%p)) = (" ® (3=>p))
Par contre en général

s '=> (p//q) £ (82>p) 7/ (8=>q)
s 2 (p//q) # (a%) // (s%q)

(faire par exemple p = a:0 , q = b:0 avec a,bEM \ {s,s}). On peut
noter qu’il y a des contextes permettant d‘annuler 1‘effet du
déclenchement gt du pilotage sur action de synchronisation :

si 8 & (‘X:E.}

x = ({8=>x) // 8:0) \ &
x = ((s®x) // (y where y <= s:y)) \ o.

3. SYNCHRONISATIONS

Un exemple typique de synchronisation entre probesaua est celui qui

régit le partage d‘une ressource & accés mutuellement exclusif. Suppo-
sons par exemple que ce partage doive se faire entre dsux processus qui
exécutent de maniére cyclique la séquence d‘actions

"calculér" ! "prendre® : "utiliser® i "pelacher®,

On peut les formaliser par les expressions (pour 1 = 1,2)

q

q, = (x vhere x <= e, + Pt LA x)

Ce que 1'on veut obtenir, c‘est un ‘syétéﬁe synchronisé t, mettant

q, et Q, en'paralléle, qui réalise 1e graphe de transitions :
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«

Formuler cstte synchronishtion dans notrz langages consiste a trouver une
expression qui, lorsqu on y plonge. 4:11 et q2,7 réalise ce graphe de tran-
sitions. Pour ce f'aire, on va soumettra, par renczmmage, 18 possibilité
de pr-endre et relacher la ressource & la reception de signaux _ et
Ces signaux seront émis cycliquement dans 1°ordre convenable par un pro-
cessus synchronisateur (sémaphore), 1 dchange des signaux &tant obligé

par restriction. Le terme recherché ici est done @

(<’q:'>q1 /7 (cp>q2 // (x where x <= E{'z@sxﬂ \ %, {'.'3

o @(p) =x.p et ¢(v) =f.v (1ci on suppose que e,,cé,p,v,u,’,uz sont
dans Q). ’ v '
Un inconvénient de cette f‘aeon de faire est qu‘en général (pour

- d’autres processus que a et qz), 1 un des agems peut sortir de sa sec~

tion eritique sans y é&tre en;ré, lorsque 1°gutre y est entré. Avant de
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" remédier & cela, on peut cependant voir un avantage de 1la sémant ique

adoptée ici pour la composition paralléle lorsque 1°un des processus
est entré dans sa section critique,'le'proceasua synchronisateur attends
(sans rien faire) la demande de sortie, sans bloquer 1‘agent actif. De
méme si 1 autre processus demande 4 entrer dans sa section eritique, i1
attends sans bloquer le systéme. Ici 1°on n’'a pas a introduire, comme
dans SCCS [7], des attentes explicites désynchronisant les processus, ce
qui en général conduit & des attentes infinies.

Pour résoudre la petite difficulté soulevée ci-dessus, ii faut
pouvoir 6istinguér, dans le synchronisateur, & quel processus est donnée
1 autorisation d’entrer ou de sortir de sa zone critique. Pour ce faire
nous avons besoin d’une opération de gomma, notée +, qui exprime que
(p+q) se comporte comme 1‘un ou 1 ‘autre §e8‘proeesaus p.et q. Formelle-.-
ment, 1é sémantique opérationnelle de cette construction est spdcifide
par (ef (71) -

a b
p ~=>p’ g ==>q’

a b
(p+q) ==> p~ ‘ (p+q) ==> q°

La encore, nous voulons définir cette opération comme une construction
dérivée. C’est-d-dire trouver un contexte qui, & la congruence prés, la
réalise. L idée est simple : 11 suffit de déclencher les agents sur 1la
réception d un signal, et de ne donner gu‘une seule "autorisatiou” (ie

disposer d’un synchronisateur qui émet un asignal et puis = arrete).
Formellement :

(x+y) % der (&=>x. 7/ at=dy 7/ o390} \ o

(ot x,y € X).

I1 faut montrer que cette définibion est oorrecte, ¢’'est-d-dire satis-
fait bien la spéeification annoncée. Supposons que, pour p et q dans

—_ o a
[p/x 4 @/y¥=D>x /7 ®=dy /7 &30) \ oL —=> p



- 33 -

Fn examinant les cas possibles (ou, compte tenu de la définition de la

substitution, on peut supposer g# sorte(p) u sorte(g)), on voit que
ceci équivaut a C '

a
(1) p==>p  &r

(p* //0t=>q // ©) \ ¢ ou bien

a
(1) g ==> q¢" & r

(@=>p 7/ q° /7 ©) \ &

Dans le premier cas

(p’ 7/ x=>q) \ & (propriété 4)
(p’ 7/4& =>q) \ &) (car « ¢ sorte(p’), et
on applique prop. 5-2)

(p° //ot=>q // 0) \ &

(p° 7/ ®) (prop. 5-5, car g_¢.sorte(q))

p° (prop. )

§

Et de méme dans le cas (i1i) on a r=a’. Par conséquent' 1’expression

choisie répond bien, modulo la congruence fortas; 2 la spécification de
la somme. On peut donc ganipuler cette opération, avec laquelle

1 ‘équivalence forte reate compatible, par sa spécification. Avant
d ‘énoncer quelques unes de ses ‘propriétés, montrons comment 1°utiliser
pour le probléme du partase de ressource évoqué au début de cette sec-
tion. En notant pour la circonstance par % cette synchronisation :

(x X y) 240 (<?1>x 11 <@y /1 sem) \ &, géi s ,.ﬁ,_z

N = : “ . ] \ : . " . 3 ‘

ot @,(p) =%p, P (v) B,v pour 1=1,2 et

sem = (z where 2 <= (n{.1 s (b,’ T 2 +o£2 H @2 ‘: z)) (aémaphore)

(on pourrait vérifier que ¢c’est 13 une o'pération commutative et assocla-
tive,  qui admet © pour élément neu%:re) Donnona maintenant des
propriétés de 1a somme (en notant (p+q) pour [p/x , a/yl(x+y), c’est-a-

dire pour [p/x» , a/y)o=>x /7 L=dy /7 d20) Vo))
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propriétes 9 :

(1) sortel{p+q) = sorte{pn) v sorte(q)

(2) ((p+q)+r) = (p+{fn+r))

(p+0) = (B2p) = p
(p+q) = (q+p)
(psp) = p

(3) (p+a) \ & = (P\X) + (q\K)
p>(pag) = <@Pp + <p>q
2> (p+q) & (s=>p) + (3=>q)
s % (p+q) = (s%) + (s%q)

Ces propriétés se montrent soit par raiscanement dquationnel (¢ ’est 1le
cas par exemple pour 1 idempotence), en utilisant les propriétés déja

connues de la congruencs forte, soit en utilisant le y?ineipe de preuve.

"Dans la suite de cette section nous traitons ainsi de nombreux

exemples de synchronisation :

- un mécanizme de aynchronisation apparait ccmme une’ fonetion sur
les processus (ou plus généralement surf). Nous en spéeifions la
sémantique opérationnelle dans le style structurel de [9) adopté
fei. '

- nous donnons une expr@ssion du langage qui, modulo la congruence
forte, réalise cetts fonction. (Pour &+tve toub-d-falt rigoureux, il

. faudrait utiliser ici la relation de transition modulo = @
a . - a . .
prA—=>q ssi 3 qQ 1 p~=>q" & 9" = q),

Nous omettrons en général les preuves de 1°adéquatisn de 1 expression
proposée et des propridtds de 1 opératsur dérivées (et 1a& deux tech-

' niques sont possibles : en utilisant la priﬁcip@ de preuve, compte tenu

de la nouvelle spéeification, ou par ralsonnement équationnel sur les
expressions). .

On peut par exemplé étendre les opérations de'déelenchement et de

pilotage, sur des acfimns 2a€ M quelconques. La spécif‘i_eation en est
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évidente : pour les réaliser, i1l suf’t‘it de declencher (resp. piloter)
‘simultanément le processus considére et un synchronisateur‘ qui exécute

' (répétitivement) 1’action a :

{a=>x) 24af (0?:)3( /7 ®.a:0) \ &

(a®x) =Ide§1,' (x®x // {y where y <= xazy)) \ o

o o est tel que a€ M \X.

Ces opératiohs ont des propriétés analogues 4 celles de s=z> et s?, 2
quol on peut ajouter :
propriétés 8° :

a => (b => p} = (85 > p) _ ; .
a® (b®p)=(adb @ p)

Une autre opération tréa souvent considérée dans la littérature

(£3,5,10]) est 1‘entrelacement ("1nter1eaving“’, ou "shuffle®, ou encore

"merge”) (p I q) de p et q. C ‘est une c@mposition paranele qui con-

*

siste a entreméler les séquences d’actionz de p st q, an interdisant
leur simultanéité : '

- a A : : b
p ==>p’ g ==>q’
a2 : _ b
(pTq) ~>(p"Ia) (p1gq)-=>{(pIqg’)

Pour définir cette opération dans le langage, il suffit de piloter p et
q sur la réception d’un méme signal, avec un synchronisateur qui ne
délivre qu’un seul signal a la fois ¢

(x Ty) = et (ot®x // oy //'(z vwhere z <= ®:2)) \ X

En notant encore par (p I q) le résultat de la substitution de p & x et

de q 4 y dans 1 expression en membre droit, on 2 iles pbapriétés :
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propriétés 10 3

(1) prIaq)Irm2(pIlqlr)
(p10) (0 Ip)zap
(p1a)z(g1Ip)

[ 3]

(2) (pIq)\&=(p\a I (q\w
<p>(p 149) = ((<@d>p I <p>q)
(s2(p T q)) = ((a%p) I (s%q))

Par ocontre (nous laissons au lacteur le soin dg trouver les acontre exem=
ples) en général '

tp/7(q T )Y ¢ (psra) 1 (p//r)
(peq) I r # pIr)e{glr)
s 2> (pIr)f (s2dp) T (m2dr)

11
Une autre forme de composition paralidle a ¢été introduite par R.

Milner ([7,8)]), ¢“est la composition synchrone (p x Q) qui au contraire

ne peut qu’exédouter des actions qui résultent de 1 activitd asimuitanée
de p et de q ¢ ‘ ‘

e b

pe=>p’ , qa==>qg’
" &b

(p st g) «=> (p" xq")

Le principe de réalisstion de cetts synchronisation est le méme que pour
1’entrelacement, mals ici le synehronisateur doit forcer 1°aotivité
simultande, ¢ est-d-dire émettre on méme tomps les deux signaux qui
pilotent p 8t q ¢ '

(x X y) =, (&% // x® // (z where z <= wol12)) \ X

On peut aussi avdir iei une solution "distribuden :

(x x y) 2 (%) //0ify) \ &

On retrouve pour cette opération les propriétés données par R. Milner :
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propriétés 1o

(1) (pxq) xr) = (px(q x r)
(pxa) = (qgxp) ‘
(T xp)=p (oﬁ, rappelons-le : 4 = (x where x <= 1:x).)
(0 xp) =0

(2) (a:p) x (b:q) = ab ¢ (p x q)
@ (p x q) = (K>p x <@>q)
a => (p x q) = (a =>p) x g

a® (pxq) (a ®* p) x d

pr{g+r)Zpxq+p=x r

(3) (a => p) = ((p x (x where x <= a:1))'
(a ® p) = (p u (x where % <= atx))

I

Dans les exemples qui viennent d’&tre traités (dont certains sont
des cas particuliers d ordonnancement pur, quil prend 1la  forme

(x¥p 7/ B®q // syn) \ &« f ol les actions possibles de ayn sont dans

@ , E}e), on voit apparaitre une forme commune de processus synchroni-
sateur. Ceux-ci font une action donnée Te M et se reconfigurent en
eux-mémes, ¢ est-a- dire que leur spécificatiou est @

.

hy == hy

C’est pourquoi nous les appelercns des'horloges (déterministes, 1 ‘action
T étant le "top"): on a deja vu comment les définir i ’

h,. =

" (x where x <= Tz2x)

dgf

Par exemple 1 est une horloge, et 1°on a évidemment :

~Te
h,C TE®q »
Le sémaphore du prémier exemple (seconde version) de éette section est
un' cas particulier d’horloge non-déterministe. La forme générale de la
spécification est ici, pour B = {b goeuy b lem ¢
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b

¥beEB :hy -y

(on verra plus loin cdmment,'dans certains cas pérticuliefs, réaliser
des horloges non-déterministes & branchement infini). On peut 1les
définir par

FB % def (% where x <= (b1:x Feaad bn:x))

mais la forme la plus satisfaisante de définition est peut-étre :

h (hy, I...1h_ )

B “def ‘b b
1 ~°n

Revenant & SCCS, on peut retrouver les fopérateura de

désynchronisation, par exemple le délai initial &(p) [7,8] qui autorise
& attendre avant d’activer p :

_ _ a
. 1 >’
6(p) - 6(p) & —L——-E—L-
8(p) -=> p°
Comme le note R. Milner (8], cette opération peut-adtre dérinie'par :

&) %4er (¥ Hhere y <z iy + x)

Ou encore, pour poursuivre dans le style de ce papier (aveec un
synchronisateur qui peut attendre ‘et & tout moment décider de passer le
contrdle au processus mis en délai):

8(x) Zgep & > X /7 (y where vy <= 1:iy + &:0)) \ *

et 1’on retrouve les propriétés :
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alors, par définition de § .

3 r-: 68(p) ~=>r° & r° =r -

L’autre opération de désynchronisation utilisée dans la premiére
 version du calcul synchrone de R. Milner [7] est £\, qui introduit des
attentes entre les actions d une séquence. De fagon imagée, si 1°on a :

31 8.2

p —-) o -") e o -

alors on aura @

al 8,y

Ap "">©-_—>O es
T 1
La spécification de cet opérateur est (er 17])

a
p==>p°

a
Ap -=>8AD’

Pour formuler la définition de cet opérateur dans notre iatigage, l’idée
est de réaliser, aprés les premidres action de p, 1l entrelacement des
reconf‘iguvrations de p avec un processus qui ne fait qu‘attendre, et qui
n’est autre que {. Pour imposer de commencer par p, on lie les premiéres
actions de p au premier top de l'borloga qui eonstitue le synchronisa-

teur de 1 entrelacement, par un déclenchement mutu_el s

D (x) % gep (ot 2> (Thx) // 't"““llv//r o =) h%) N\ ¥,T

A titre d’exemple montrons 1°adéquation de cette définition ; on a :

11 .

Alp) ==>r<¢=>aeM\ &% r=(r \x71T) avee
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propriétés 12 1

§(0) = 1, 8§(p) = p+1:8(p) = p+b6(p)
8(p \ &) = 6(p) \ &

8(<g>p) = <> 8(p)

88(p) = 6(p)

A titre d’exemple, donnons la preuve de cette derniére propriété : on

applique le principe de preuve 3 la fermeture symétrique dellavrelation
P = {(86(p) , §(p)) / pech)

en utilisant la spécification de 1°opérateur de délai initial (3 1la
congruence prés). On a donc

g

a ,
86(p) ==> r <=> (1) a=1 & r = 66(p) ou bien

a
(14) 8(p) ==> r° & p=p’

On a aussi

1
3 r" 2 8(p) «=>r" & rr = §(p)

donc dans le premier cas :

1 1 :
§6(p) -=> r => 3 rm o §(p) ==> r" & (r",r)E = o P'1 o=

Dans le second cas, on a directement (par définition de 1la
spéeification) :

a a
88(p) «=> r 2> a r°: 8(p) ~=>r’° & r’'z=p

Maintenant si

a
8(p) -=> p
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- a
(ot => (®p) // 29 /7 & => h,-E) -=>r’

Compte tenu des spécifications de 4 et de hi? on voit en examinant les

sept cas possibles qu'envfait on a nécéssairement

a .
p-->p° et r’ = (T’ // %1 // hz)

c’est-d-dire que, comme attendu : r = (p” I 1) (la restriction sur & ne

servant plus & rien).

Utilisant la spécification de §, 1 et 1 et le fait que, par définition
de [\ , comme on vient de le voir : ‘

' a | .a
D) «d>r=Dp-=>p” & r=(p° 19
il faut don¢ montrer que
Vaq: SlA(q) S(q1
On vérifie alors due la fermeture symétrique de lh_relation
- P = ‘{(ISA(Q) y (@I D)) /7 qedt)

satisfait le principe de preuve :

\ - a
-ona §A(Q) -=>r ssi

. 1
(1) a=1et r=8A1(q), au quel cas, puisque ¥ -=> 14 :
]
(q114) ==>r° & r"=(q1% donc
° - ‘ .
3 r°:2(q@I114) -=>r" & (r'y,r)e =o P" o=

ou bien :
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a

(1) A(@) ==>r° et r" Zpr , done
a

Ja :ta-->q" & r z(q 1

Alors par définition de T :
a ,
3 r*" (@I A -=dDpr & pr Zp’ Zp

a
- on procéde de méme pour (q I §) --> r . Les détails sont lajssés

" au soin du lecteur ®

. Nous ne répéterons pas ici les propriétés de cet opérateur, qui sont
donnédes dans ([7].

Remarque : il semblerait que la désynchronisation "totale® soit plutSt
1’opérateur V= 8§ A , soit encore V(x)=(xI4. Comme le note R.
Milner [73, 1la notion d‘asynehronisme quilpourrait 8tre lide & ¥V n’est
pas respectée par la somme. Ceci s’explique ici par le fait que cette
notion n’est évidemment pas compatible avec les opérations de synchroni-.
sation, comme le déclenchement. Il est intéressant de noter cependant
que c¢’est par cet opérateur de désynchronisation que 1'on.pqut définir
en SCCS notre composition paralléle (compte tenu'qu’on peut y définir
nos primitives de synchronisation, propriété 11.(3)). En effet on a :

(x/7y) = (V (&%) x QY ((b‘“y) % (z where z <z X3z + §zz < E-(L":z)) \ o_{,(S_

(cette définition est due & R. de Simone).

Cette propriété explicite la signification de 1°équivalence entre SCCS

de [7] et MEIJE, c’est-d-dire la dualité (interdéfinissabilité) de deux
calculs fondés :

- 1'un sur la composition paralldle synchrone x, avec des
opérateurs de désynchronisation (ou d’attente) 6,(5

- l7autre sur la composition paralléle asynchrone //, avec des
opérateurs de synchronisation s=)> et s% ,

L’un des mécanismes de synchronisation les plus utilisés (voir



- 43

[21,[43, [{101) est le rendez-vous sur une actionm, dénommée pour la cir-
constance événement, ou opérateur de diffusion de cet événement (pour R.
Milner [8] : conjonction sur cet événement). Il s’agit 13, étant donné
ee My ﬁ, de faire fonctionner deux proceséus en paralléle de fagon que
lorsque 1°un exécute une action contenant e, 1’autre doit faire de méme
simultanément : et le systéme synchronisé effectue alors une action qui
contient un seul événement e : il reste donc disponible pour une syn-
chronisation du mémé type avec 1l environnement. Formellement,
1 ‘opérateur de diffusion &e est spécifié par @

®
si a,b€ B avec @

vl - fe} si ech

B =.
(Aul) - leye} st ee §
alors :
o a
(1 T

(p'&e q) -=> (p° &e q)

a b
p-->p° , q==>q°
ab
(p &e q) -=> (p &e Q")

b

q =-=>q°
b

(p &e q) —-) (p &e q’)

ae be ®
(2) p-->p° ,q-=>q" , a,b€B
. abe

’---> . I
(p &, q) (p" & a7
L expression de cet opérateur se fait comme en Sces ¢

(x & V) 24,0 (</e>x /7 <pledy // h&@é). \
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(ob e ¢ la, &, by p}).

On peut généraliéer cet opérateur 4 la diffuston d‘un événement e non
atomique (e € M - (1}) ; dans cette famille de synchronisation, la plus
' interessante est sans doute celle qui rends compte des rendez-vous sur
paquets d’événements : cest, étant donnd un  ensemble fini
E = ;31 yosey en} d actions (que 1‘on supposera atomiques - mais cect
n‘est pas vraiment une reatriction -, ie BgA v 3, et telles que E ne
contienne pas deux actions inverses 1’une de 1°autre, ie 1¢ E ),
1 “opérateur &E qui a la méme spécificatton, mais ot 1°‘on aonsidére que e

est un 4lément quelconque de E (un paquet ~ non vide - d‘événements de
E). Il est aisément défini dans le langage :

(x & y) =, (<?>x 1Py N

‘ol ' ple,) = “i‘y ¢(°1) & Ei ®4 (E = {01"°°;en})

avec Er1{a1,& / 1Ki¢nt = f

i

Cet opérateur a des propriétés remarquables ; en particulier, il admet

un élément neutre : c‘est 1° agent qui aocepta tous les rendez-vous sur

e & Ee. Sa spécification est donc du type horloge (non déterministe,
avec branchement infini) :

e
@ [ 8

Ve €k t Hp -=> Hp
Pour définir cet agent dans le langage, il faut utiliser les définitions
non gardées (qui sont une manidre de réaliser des sommes infinies, voir

(8)). D’une fagon générale :

pour B = {a yeens ak}t_:_m ‘soit
8
HB Zger {(x where x <= (a 20 //eot/ a, '0 /7 %))

Montrons que cet agent satisfait la spéeification :

*
¥Yb E.Be t H, -=>H
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Soit T 1 ensemble d agents défini inductivement comme le plus petit tel
que '

.
(1) HB e T

(2) si p €T alors, pour {11,...,in}i;{1,...;k} :

(a, :0//..u// a, ¢t 0// P& T
i1 : tn

(3) sipeTetqm~palorsqe T

Le premier. point A& montrer est :

(1) peT & p=-=>r = acs® & rerT

§

par induction sur la définition de T :

. t .
- dans le cas ot p = HB , on procéade par induction'sur 1’inférence

a
@ . .
de HB -=> r . Par définition, on a :
v 8 . 8
HB =) r <2 (31:0 /7ol akzo 7/ HB) -=> P
alors ¢

-~ 80it 3} {L,5e0e5i }C{1,0.0,k}(n#0) tel que a =a, ... a
1 n » ; }

Si {‘11,-10’31} s {1,...,!‘} - {11,uu-,in} H

: .
t® //...// a, D // H
raa (aj1 Jl B)

donc r € T et la propriété est vraie dans ce cas.

-- soit, avec les mémes notations :

a’ : .
3 a’ 3 r’ o H; -=>r’ et ‘a=a .eea, a’
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et r~(a : 0 //..1/ a :0// 1)
NP ' .11

et on applique 13 1°hypothése de récurrence.

i

- si 3 qeT:p = (a 20 /el a; 20 7/ q)
1 in

ou si 3 ae T:pn~q
on applique de fagon évidente 1 hypothése d“induction sur q.
Ensuite on vérifie que
a

_ A i
(11) ¥YpeT Vi greT:p-»r et

aa,
a : i
YPeT V1 VaEBO_s_;l'E] re'!.’:p--)ralorsaqe'r:p--->q

(par induction sur la définition de T)
d°ol 1‘on tire la propriété :

b
® -'_:]rETA:p-->r

(111) YpeT yben
Grace & (1) et (111) on montre enfin :

(iv) (py) T =>. paq
en appliquant 1‘e principe'_de preuve a P = "r x T

d“ou finalement :

b

] ® [ ]
HB -0~ r <=> b EB & r~H

ce qu‘on voulait montrer = ga
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propriétés 13 s
. ' ) » . . .
(1) (Z/=, &F, HF) est un monoide abélien :
T PR Jey |
P épa) bpr) = (p &y (a by r))
Wt ) = (p &t H) =
Hp dg P) = (P &g Hg) = P
FISTARR IO
(2) de plus, pour p,qe'rﬂ‘, avec

Et

(Enl) u {of / {6,&bnE £ #)
. , ' o
- 81 sorte(p)C E’ alors (p &E pP)A D

- si (sorte(p) u sorte(q))nE = ¢ :
or s
(p &E q) ~ (p//q)

Un autre mécanisme d “ordonnancement (inverse en quelque sorte du
rendez-vous) se rencontre fréquement (accds & une ressource partagée par
,v exemple) : c’est _celui qui rend compte de l'exclusioa‘ ‘mutuelle
d’actions. Suprposons que B={a1_...., an)r.:.m soit un engemble d actions

de caleul atomiques deux & deux incompatibles, ¢’est-d-dire qui ne

doivent pas avoir 1ieu simuitanéent (chague action est incompatible
-avee elle-méme - mails ¢’est uné hypothése dont on pourrait se passer :
‘on considére généralement qu’une relation de compatibilité est réflexive
et symétrique) :{ alors on peut spécifier 1°opérateur #B de mise en
paralléle avec exclusion mutuelle sur B par @ ' '

€ dénotant l'ensem.ble des actions qui contiennent au plus une
~ occurence d’une action de B, ie C = ({1} v B)M\B :

a ) b
p"->E',aéC q_-->q:,b‘ec
. 5
(p #B q) -=> (p #B q)  Ap ,B a) ==> (p ng')

a b A
p-=>p° ,q-=->qg" , a,bE C et a& M\B oubé& MB.
. 35_
{p e q) -=> (p’ ¢y a’)
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Cette spécification est satisfaite par :
(x #B y) Zqep (SPX 1/ o>y 1/ he) \ &

ol ?(ai) =,a(ai pour 1 ¢ 1 < n

{si on voulait seulement interdire les actions de (p//q) qui ont un fac-
‘teur a,a, pour 1 # 3§, on prendrait

17

(<Px 77 <y 7/ syn) \ Korooes gn

I =)
-.aI H&
\ n

R! »

oﬁ«}(ai) = aiai et syn = (H

propriétés 14 :
(p #B (a 'B r)) = ((p 08 q) #B r)
“Ap OB q) = (q 'B p)

(p + q) OB r<(p #B r) + (q #B r)

Nous nous servirons dans la suite d’une opérétion de composition
séquentielle, qui fait gpﬁel 34 une notion ds terminaison ; aussi nous
réserverons pour toute la suite un signal distingué ¢ qui sera le signal
de terminaison. On peut déji définir ]’arrét sur 1°émission de ce sig-
nal d‘un processus p, opération notée (p \ g) : ce terme se comporte
comme p tant qu’il ne signale pas qu'il a terminé, et blogue p lorsqu’il
émet o (on considére comme anormale 1°émission simultanée de plusieurs
signaux de terminaison). La spécification est donc : | ‘

a | ac |
p-=>p’ ,8@M\ o : P==>p’ . aEM\ o
a as
(pyg) ==> (p" WO (pxg) -->0

Tl s’agit donc de bloquer 1°agent p dés qu’il a émis o : pour cela on va

piloter p sur un signal et le contrdler par un synehéonisateur qui donne



T

1 ‘autorisation correspondante tant qu il n’enregistre pas la terminaison
de p. Cependant {1 faut que (b \ o) signale 1ui aussi sa terminaison a
1’environnement : on est donc conduit a renommer cette action dans p
d’ol la définition :

s

(x \ @ =det"(°L' (<o’/05x) 7/ (y where y <= W1y + xo'0:0)) \ &,0°

(rappelons que le renommage <o’ /0> renomme o en oT').
propriétés 15 :

({pxya Yo =(p o)

a: (p\No) st aeM\ o
(asp) Vo ={a:© si abem\gza=b3-
]

sinon

(p+q) Vo = (pNo) +(qgyo
8(p v @ = 6p) v o |
(p &a_q)\g 2 (pvo &.&(q\._q)

Remarquer qu’en général on n’a pas distributivité de cette opération sur
les compositions paralléles //, I et x. L

Une classe d°expressions qui paraft particuliérement intéressante est '
celle des p € L qui satisfont p = (p ¥ o). On peut par exemple formuler
14 des propriétés de blocage. '

On a dit que 1°opération (p ¥ @ ("p jusqu’a o %) nous servait a
définir la.-composition séquentielle p;q. La signification de cette syn-

chronisation est évidente ; précisons seulement que la transmission du
contrdle est instantannée, ¢’est-d-dire que la terminaison de p est

simultanée avec 1°activation de q. De plus 1 expression p;q doit signa-

ler sa _tgminaison par 0. La spécificavtion est :
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a ac b
p -->p  , a€ Mo p-->p°” ,q=-=>q" , a€ Mo
a ab i

(p;q) -=> (p7;q) (p;@) -=> q°

Pour réaliser cela, il suffit de déclencher q sur la terminaison de p
(que nous devons renommer):

(x;y.) %des (<o/od(x N o) // o =>y)\o .

»

(ot &' # o).

propriétés 16 :

(psq);r = ps(qsr) (associativité)
(piq) = (p % @)sq ‘
. . i
p:la W o) = (pjq) v o (la terminaison de p;q est celle de q)

(0:0)ip = p
p;(ot0) = (p ¥ o
~aip = (a1om0);p si aeM\ o

s =>(p3q) = (s =>plsq i s ¢ {oy0}

On voit donc que la composition séquentielle respecte la propriété

P=(p¥%g), et que dans la classe de tels termes, o : 0 est &lément
neutre de la composition séquéntielle.

Pour terminer cette section, nous donnerons un dernier exemple de
synchronisation, dont la spécification est un peu plus élaborée que
celles déja traitées. Il s’agit d‘un mécanisme fort utilisé dans 1le
contrdle des processus, celui du chien de garde (ou "time-out®™. Nous
nous inspirons 1& de la construction donnée par R. Milner [8] dans un
~ cas particulier). Intuitivement, étant donné un délai qui est un entier
k, ¢’est un opérateur ek(p,q,r) qui alloue & p un "temps de travail" k.
Iei le temps est celui d’une horloge h,t('re Av g, et Bk décompte les
occurences du top T dans la suite des actions de p (on considére comme

anormal un agent qui produit simultanément plusieurs tops) de telle
fagon que : ‘
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- si p termine (ie émet ¢g) dans les détails impartis, on passe 3 la

suite normale, c’est-a-dire que le contrdle est - transmis

instantanément a q

- sinon 1l alarme r est déclenchée au K ome top enregistré et p est

instantanément bloqué.

Formellement, k € I étant donné, on peut spécifier mutuellement les ej
pour 0 ¢ § < k par ¢

)
r -=>p’
b
eo(p,q,r) =17’

et,'pour 4>0 (si k>0), en notant

§

B = (o} u ({T}lnd) v (& / ) n la,&) # @) ¢

a , at

p -->p’ , a€MB p-=>p” , a€MB

a ‘ at
e ( r) «=> 0.,(p° r) e.( r) -=> 8 (p’,q,r)
3 P»ay 3 P Q> 3 PyQy 3=1 P +Q,

ao b

p -=>p  ,q=-=>q° , 8€Moc
-ab
ej<p,q,r) -->q’

Pour réaliser cette spéeification, on va piloter p sur la réception d’un
signal Y 3 le contréle est assuré par un synchronisateur qui émet f toui
en décomptant éventuellement les T (par rendez-vous &T) et qui, lorsque
le délai imparti est écoulé, déclenche, sur un signal spécial «,
i'alarme r: '

soient to = '6-&"!0

et pour 0 < J< ko
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ty = (v wherg v <= (pev o+ Yt:tj_1))

alors :
ek(x,y,z) % yer ((¢®x &_ctk) VY s (a+ => r)) \ o

(od Ty0 ¢ {&,d, Y, Y1)

(le lecteur pourra développer dans cette formule les opérateurs
&r » 3 2t + en fonction des primitives).

lLa preuve de correction de cette définition (par récurrence sur J»
0 £ J £ k, et par cas, en raisonnant sur la spécification des opérateurs

. utilisds) est facile mais fastidieuse ; nous 1 °omettrons ici.

g

Remarque : on pourrait considérer un autre contrdle @’k(p,r) dont 1la
terminaison est celle de p si celle-ci se produit dans le temps imparti,
ou sinon . est celle de 1°alarme r. Mais en fait on a :

®°, (p,r) = ek<p.5w,r)

4. LANGAGES DE COMPORTEMENTS

Dans cétte section nous établissons un lien entre notre calcul at
une autre approche de la notion de proceasus couramment adoptée, oﬁ
ceux-ci sont représentés par 1’ensemble des suites finies ou 1nf‘1nies
d actions qu’ils peuvent exécuter. Catte approche est naturellement tras
11ée avec celle des réseaux d° automates, systémes de tmnaitions, et
expressions algébriques de description des langages, telles les exXpres-
sions de chemin, de flot, d ‘événements (voir par exemple (2,4,5,10]). 18}
est trés naturel ici d° associer a4 une expression pez un langage L (p)

de séquences f'iniea ou infinies d‘actions (1°‘ensemble de ces suites
étant M = M MY ), par s

Lw(p) = Lip) v Lw(p) ' ot | /



' w
8 .
L(p) = tw/weM & a'p"ex t:p-->p°l et

w oW
(ai)ieN € L (p) ¢=> 3 (pi)iem €% telle que

a
1
po = P & YieN :p ->p,

Si de plus on considére les comportements (finis) "terminés" de p. comme

formant 1 ensemble

Np) = {wwto e L(p) &weE (M\_o_-)..}

" (ce .qui n'a en fait d’intérét que pour les expressions qui satisfont

- B
Lp)c (Mg u {o}) , et telles que p=pY g) alors le triplet
<Lip) , NXp) , Lw(p))» forme un processus au sens d‘Arnold & Nivat. [23.

De méme on peut asspcier & un agent p un automate G.(p) dont
1’ensemble (en général infini) des étatas est (en notant 'q 1la classe
dans &P de 1f,agent q) 3

, a W
Q(p) = {q/ -3 wWEM :p -=>q}

dont 1la fonction de transition A (de Q(p) »x M dans 1’ensemble des par-
ties de Q(p)) est donnée par

: a
"edNq,a) ¢x> Jr’rq->r’ & rar

dont 1°état initial est ‘p, de telle sorte que si p=pXg et

, . . _ : _
L(p) & (M\g) u {o}) alors /Np) est reconnu par cet automate avec pour
ensemble d’états finaux : '

' o
0°(p) = {'d/Tealp) & J a2 q-=>q"}
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Remarque: 11 est facile de voir que p~q <=> @(p) = A(q).

L’objet de ce paragraphe est d°évaluer la puissance de notre calcul
a travers 1’application A\, Pour ce faire nous introduisons un "sous-

caleul” (au sens de [8]) de MEIJE, qui est celui des (schémas de) pro-
‘cessus séquentiels non déterministes:

on considére que & est un alphabet fini d'actions.‘uf’ est le plus

petit sous-ensemble de  qui contient (1la classe de) 0:0 et les
identificateurs, satisfaisant

(1) si pef et aec A alors a:p € NP
(11) s1 pe Fet qe chalors (peqlech’ et (pjqle A

(111) si (X, yeeny xn}gx et {p, 4.ury pn}gdf" alors
pour 1<idn : (x, where x, <= Py seees X <= p“)ec/V~>

lemme 1:
a ' _
s1 pecNet p -=> p” alors p’ech’ et ae A u {o1,
et si de plus a = o alors p° = 0. o : P

preuve: par induction sur la définition de c/V’ et, ‘dans '1e cas d une

défrinition rééursive, par induction sur la longueur de 1’inférence de
a .

P-->p" =

On a done

e =>pzpy get L{(p)ec(A v {'5-})', donc aussi A(p)¢ IA'

Les opérations constitutives ' de c/\F sont naturellement relides aux
opérati;ms sur les langages sur A :

lemme 2: pour p,q dans A: '
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No:0)

= (g}
Na:p) = {a} A (p) pour a € A
Np+q) = Alp) u Nq)

ANp:q) = AXp) A (q) (produit de concaténation des langages)

./\.(x_,L where R) ;/\([(xj where R) / xJ]pi) ol
R = x1 {= -p1 $ocel xn {= pn (et VJ pJeUﬁ

preuve: triviale (modulo la spécification opérationnelle des construc-

teurs dedf). Pour le dernier point, on utilise la propriété 3 puisque

p = q =>ANp) =Na)

lemme- 3:

pour toute. grammaire algébrique G sur A engendrant un langage L, ‘on

peut construire une expression p de N telle que A(p) = L.

preuve: soit G = (& ,E,P) la grammaire ("context-free®) considérée, que
1‘on peut supposer (si L # @, mais on a évidemment /(%) = ¢ pour x € X)
propre et réduite, ou: ‘

S {3,1 yeoos En} est 1°alphabet non-terminal
- 5@3 est 1’axiome (L = LG(S))
- P

~ . rd
, partie finie de S x (S0 A) ' est 1°ensemble des productions.

~— L
On définit 1°application ﬂ(: (=u A) ->c/V’par' :

“S: ‘-) 'xj (element de X) si'w =£
fp( j !t W = '

x‘j :'tl(u) sinon

péfinissons alors, pour 1 < i< n ¢

p'i = (x:l vhere x, ¢= .q1......\ X {= qn,) ou
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:f\l(w‘:']) et ’l(wi Y si
‘ 3

1
{W:" goway w{( }

= {w/(E, ,w) € P}
AR

On verifie alors grice au lemme 2. que  le n-uple de langages
(A(p1),...»,' A(pn)> est une solution de P qui, la grammaire étant propre,
admet une seule solution (théordme de Schutzenberger). Dol le lemme si

1‘on pose p = p, pour 1 tel que E = Si ™

i

Ce résultat (ou plutét cette construction) est intéressant en 1lui-
méme dans la mesure ol il permet de rendre compte dans notre éalcul de
synchrcnisatibns qui s'expriment naturellement par un langage algébriqué
(ordonnancement). Supposons par exemple que p et q soient deux processus
qui‘communiquent par une file d4° attente non bornée, et que les actions
de "mettre" et de "prendre” sur cette file soient resp. a et b (dans A).

Les processus p et q fonctionnant en paralidle, 11 faut synchroniser

LY

leur accés & la file, de fagon & ce qu’une action b ne puisse avoir lieu

que si la file est non vide. Pour ce faire on va renommer a et b de
fagon & lier & 1°émission d’un signal P (production) et b & la réception
d‘un signal Y (consommation). Le synchronisateur chargé de distribuer

les signaux correspondants doit etre tel que

L(syn) = {w/we& {p,¢} et pour tout facteur gauche
udew: lul > jul.}

| §

' Ce langage (algébrique) n’est rien d‘autre que 1°ensemble des facteurs
gauches des mots du langage de Dyck‘ restreint sur une lettre. Comme tout
facteur gauche d“un mot de L(syn) est encore un mot de L{syn), 11 sufrit

en fait de trouver un agent r tel que Alr) soit 1le léngage de D'yck
évoqué, engendré par la grammaire :

§=£+ezg:§:‘§

D’oll le terme



r = (x where i & 550'+ (ezx) : (?:x))

Naturellement on veut que le synchronisateur ne s’arréte pas : on posera’

donec (syn = ru), voir plus loin)

syn.-= (y where y <= r:y)
,Finalementile systéme synchronisé est décrit par :

(©a/a,{b/b>x // <Ga/a,yb/bdy // syn) \ @Y

(En fait cette synchronisation vaut pour un nombre quelconque de pro;
cessus en paralldle partageant une méme file d’attente $ on pourrait

' g
~aussi 1’écrire en terme de & le synchronisateur é&tant alors une

a,b’
expression de chemin). :

On peut figurer 1’automats (3 pile) de l°agent r :

r3(tr)stir) ===

)

En fait on peut obtenir par /A beaucoup plus que 1les iangages
algébriques (si 1°on considére des processus qui ne sont pas danscﬂ5,
Par exemple on peut construire pecf} tel que

Ap) = (a™"" / ne N} ({a,b,clcA)

L 1dee est de dupliquer 1 agent qui permet d obtenir {a b / n€ N}, et
qui est donné (grace au lemme 3) par:
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q = (x vhere x <= 010 + (a:x) ; (b:o:0))

en liant b a 1°émission d’un signal & qui va forcer une copie de q (dans

laquelle on renomme a par ® et b par ) i produire (pour terminer)

autant de ¢ que q produit de a et de b :

p = (&b / bdq ke <%/a , ¢/bda) \ &

(ici on peut avoir un blocage de p, par exemple sur a:a:b:e). D’ailleurs

on peut voir facilement que :

lemme 4

si sorte(p) u sorte(q)C A v {g} alors

*
Np &mu{'&}‘” = Np)n/Nq)

Et on peut réaliser dans le calcul de nombreuses opérations sur les lan-
gages (qui font éventuellement sortir de la famille des langages
algébriques), qui apparaissent comme des opérations de synchronisation

-

"globales" (par opposition 3 1la méthode de spéeification sémantique
adoptée dans la 3°®€ section).

Paf' exemple
' -
(pour des agents p,q tels que p = p X\ get L(P)SC (A v {o}) )

8 -—
Ap) =/ (x where x <= 010 + p;x)
NpP)Y = A (x where x <= P + p;x)
w
Ap) = LY (x where x <= p;x)

et si, comme il est usuel (cf [5)]), w dénote 1 opération de mélange
("shufflen) '

- ANp) w ANaq) = ANp Iz q)
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ou Ia_est un opérateur d’entrelacement avec rendez-vous sur le signal de

terminaison :

- &8 4 5 :
e To v)  def (<ot/o>(@x) /7 <p/o>(x¥y) // h{’i’,d@’ﬁﬁ-}) \ g,\é,_’t_:

et le mélange itéré t est donné par

KA(p)T = /\(x where x <= (020 + (p Ia,, x)))

Par contre il est moins évident_'de rendre compt;_e des opérations qui com-
portent la notion d’et‘facemeni (par exsmple "inverse shuffle, cancella;
tion®, cof [51). Quoique nous n'en ayons pas de preuve formelle, ceci
semble inhérent au caractére synchrone de notre calcul (muni de la
congruence forte) % les possibilités de discrimination temporelle sont
trop fortes pour que 1°on puisse effacer autre chose que 1 image commu-
tative d’un langage (donme quelque chose ixui ne peut gudre décrire de
synchronisation). On trouve par exémple dans les expresgaions de flot ou
d’événements (ef (10,5]) des m‘éeanismea‘ de ce type : mais 13 encore, 1la
 synchronisation prends du temps, que l'dn décide d’ignorer. C’est pour-
quoi on retrouve ici un résultat analof;ue a4 ceux de (1,51 : modulo
1°équivalence observationnelle =2, tout langage récursivement énumérable

est réalisable par une expression MEIJE :

grogosition:

Soit A un alphabet fini d’actions. Pour tout langage récursivement
] ' .
énuméradble L A il existe pect tel que L =T(A(p)) o T est la
: 2 [ ]
projection de (A u {1}) sur A donnée par W(1) =E£.

preuve: il est bien connu que tout langage récursivement énumérable L

est image par un homomorphisme ¢ de 1’intersection de deux langages

algébriques. On a déja vu comment thenir les langages algébriques et
comment réaliser 1 intersection. Il faut donc montrer, en supposant
1’alphabet A assez grand pour que ¢ puisse éﬁre considéré comme un
endomo"rphi.sme de A%, que pour q& dt tel que ’
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- B ’
Lg)e (A v {o}) 11 existe pE(A tel que

- 3
Lip)C(A u {o,1}) et WD) = p(Nq))
Pour cela on pose :
p = (<¢>q // syn) \ (ga/'a € QY

ol f_g_la/a € AICS
J(a) = %_ pour tout a& A

syn = (x where x <= 3 w :X) avec

aefd
v -{xaa1.:,°°': an Si CP(a) = 81:-.4\".2 an
'l
a si (f'(a) = £ =

5. CONCLUSION

Le calcul MEIJE que nous avons présenté est équivalent au caleul
SCCS de R. Milner, dans sa version finitaire [7) : dans le sens formel
de (8], 1les constructeurs de 1‘un des deux calculs sont définissables
par une expression de 1’autre, la congruence étant la méme (chacun est
un sous-calcul de 1°’autre). Ce résultat est intéressant dans la mesure
ot i1 montre 1°équivalence de deux points de vue : 1‘un consiste i
penser les processus comme des unités "autonomes®, donc asynchrones
(dans un sens qui n‘est pas le sens formel de (7,8]), et & se donner 1les
moyens d’organiser la cohérence d‘un systéme de processus. De 1‘autre on
voit tous les processus réglés sur une horloge universelle, et 1°on se
donne. des outils pour rompre cette organisation., Le choii entre les deux

modéles n‘est qu’une question de convenance,

Ceci nous améne & une seconde remarque : notre objectif était
d‘élaborer un calcul qui permette de traiter commodément des problémes
de synchronisation. Nous pensons que la troisiéme section de ce papier
montre que nes primitives sont 13 assez bien adaptées. Cépendant pour
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étre entiérement convaincants sur ce voint, il nous faudrait définir
formellement la notion de  synchronisation (effective) et de
apécification, et prouver que toute synchronisation est réalisable dans
notre calcul. L‘étude menée dans la quatriéme section est un premier
pas dans ce sens. Elle n’est cependant pas entidrement satisfaisante,
"méme 3711 était vral que tout langage de comportements récursivement
énumérable est "réalisablen. Car un résultat de ce type ne concerne que
1 ordonnancement des tdches, au sens strict. Il ne dit rien des
 simultanéités possibles (et souhaitables, st 1°on veut vraiment traiter
du parallélisme). Quoiqu’il en soit notre calcul paralt &tre un cadre

bien édapté pour aborder cette problématique.
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