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SUR LE SEMI GROUPE NON LINEAIRE ASSOCIE A L'EQUATION DE RICCATI

~ Michel SORINE
INRIA

RESUME

On donne ici une expression du semi-groupe non linéaire associé
@ 1'équation de Riccati intervenant dans le probléme de contrdle d'un
systéme parabolique.

Cette formule exprime que ce semi-groupe non 1inéaire‘b(t) est

"homographiquement semblable" & un semi-groupe 1inéairea€(t), c'est-a-
dire que 1'on a une identité :

Pty H L) H

003{ est une homographie.

On déduit de cette relation des résultats de régularité pour la
solution de 1'équation de Riccati et une nouvelle méthode d'obtention des
équations de Chandrasekhar.

* Kk * %

ABSTRACT

We give here a formula for the nonlinear semigroup associated
with the Riccati equation arising in the control problem of a parabolic
system. * ' ‘

This formula means that the nonlinear semigroup(a(t) is "homogra-

phically similar" to a linear semigroupge(t). We have the following identity :
Py HL. L H

wherei*{is an homographic transformation. :

We deduce from this identity some regularity results for the so-
Jution of the Riccati equation and a new way to obtain the Chandrasekhar
equations.

Ce travail a été effectué au Centre de Recherche de Mathématiques Appliquées
de 1'Université de Montréal, grace a la subvention B-8730 du CRSNG (Canada)

et & une subvention FCAC du Ministére de 1'Education du Québec (cf. Rapport

CRMA-10557. '
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0. INTRODUCTION )

Nous donnons ici une application d'un résultat obtenu dans [1]
sur la diagonalisation de 1'opérateur hamiltonien intervenant dans le
probléhe de contrfle d'un systéme lin€aire associé 3 un colit quadratique.

Mous montrons que le semigroupe non-linéaire associé‘é 1'équdtion
Qe Riccati est "homographiquement semblable & un semigroupe linéaire"
opérant sur 1'algébre de Banach des opérateurs linaires continus sur
1'espace d'état.

Nous tirons deux types de conséquences de ce dernier résultat.
- des propriétés de fégu]arité de Ta sb]utiqn de 1'équation
de Riccati

- une méthode d'obtention des équations de Chandrasekhar et de

" Riccati.

Le plan de 1'exposé est le suivant:

1. Motations et rappels.
2. Une expression du semigroupe non-linéaire de Riccati.
3. Quelques rééu]tats dé régularité du. semigroupe non-linéaire
de Riccati.
4, Obtention des &quations de Chandrasekhar et de Riccati.
5. Le probléme de 1'unicité pour les équations de Chandrasekhar.
6. Une varfante des résultats précédents dans un cas non-variationnel.

7. Exemples.



1. NOTATIONS ET RAPPELS .

Soient V,H,E,F des espaces de Hilbert réels séparab]es tels que
(on identifie H & son dual) -

V c HcV', chaque espace €tant dense dans le suivant avec
(1.1 ,

injection continue.

On note ((.,.))s Il (resp. (.,.)s |.]) le produjt scalaire
et la norme dans V (resp. dans H), ("')X’ I.IX désigneront les '

mémes quantités pour un espace de Hilbert X.

On donne

A e J(V,V') tel que 3a > 0, X = 0, Yo € V, (Apr0)*h|o]® = allol?
(1.2) 48 ¢ LEV'), € e QV,F) |

N e £(E,E), tel que NeN* et 3v > 0, Wv € E, (Nv,v); = vlv|Z .

Introduisons les probidmes de contrdle suivants:

Probléme (P): L'état du systéme est la solution de 1'équation:

Sy + av(v) = By
(1.3) 2
(Vg =hs ylv) € L10c(0,“,v)
\ 2

ol v €U =15 (0,=E), h €H, 1le colt (fini ou infini) est donné par:

Toc

(1.4)  J(v) = 7B|Cy | dt + (Nv,v)gdt,

E
le probleéme s'écrit:
trouver u €U tel que:

P)
J(u) =Jd(v) . .Y €U.



Probl2&me gﬁg:. L'état du systdme est la solution de 1'équatioh 1

(1.5) ) 4t 2@ *A‘Z(q), = O

2(0)] g = ks 2(@) € LT (0,730)

ol q €Q = L?oc(o,”;F), k € H le colit (fini ou infini) est donné par:

~ ) ) - - [~ 2
(1.6)  J(a) = S5/ 2 Bz (q) 1Zdt + f7lalgat,

le probléme s'écrit:
- trouver p € Q, tel que:

(P) N ~
J(p) =Jd(a), V¥q €AQ.

Pour résoudre (P) (resp. (P)) les propriété&s suivantes sont utilisées:

Définition 1. Nous dirons que la paire (A,B) est C-stabilisable lorsque:

Vh € H, v €L2(0,=E), Cy(v) € L2(0,;F). .

Définition 2. Nous dirons que la paire (A,C) est B-d8tectable lorsque

' 1

la paire (A*,C*AF) est AE B*-stabilisable. o

De plus ces problemes sont associés a des &quations de Riccati
que nous allons préciser.

Posons

= gy lal -
D] = BN AE B*, D2 = C*AFC . | .

~ Notons xL 1'ensemble des opé&rateurs P vérifiant:

(1) on note A

1'isomorphisme canonique de 1'espace de Hilbert X sur son
dual X'. "

X




(i) P ¢ L(H:H) n L(vV,v), P =P*> 0 au sens des opérateurs.

de L(H.H)

(1.7) 1 ii) -(A+D]P) a une restriction a H qui génére un semigroupe C°

k1'1'1') PA+A*P+PD]

De 1a méme fagon notons ’J+ 1'ensemble des opérateurs Q vérifiant:

P=0D égalité dans J(V,V').

2’

(1) Q€ Q(H.H) n Lv,v), Q = Q*> 0 au sens des opérateurs
0.8 de L(H.H)

ii) -(A*+D20) a une restriction & H qui génére un semigroupe c®

i) QA*+AQ+QD,Q = D, Egalité dans Jv,v).

Nous avons alors les résultats suivants (cf. [1]):

Théoréme 1.1.  Sous les hypotheses (1.1); (1.2), les propriétés

suivantes sont équivalentes:

i) (A,B) est C-stabilisable

ii) Vi"l ¢ H, (P) a une Solution

iii) A # .

De la méme maniére les propriétés suivantes sont équivalentes:
") (A,C) est B-détectable |
AND) vk € H, ('5) a une solution

533 & ta.

Associé a un &lément P de 1& nous noterons AP = A+D]P et de méme, nous

~

noterons pour Q ¢ ’3+,- AQ‘= A*+D,Q.



Théoréme 1.2. Sous les hypothéses'(1.1), (1.2) supposons qu'il existe

PeJJr et Q€J+ alors

(1.9) (I —Q) est un isomorphisme sur VxV, HxH et V'xV' et

P I
v -1
A D 1 -Q\/A 0)1 ) .
] - P i, ot YA ]
(1.10) (Dz _A*)~ (P 1)(0 A (P I). danis  LuxV;V'xy")
(1.11)  A*+D,Q = (I+PQ)']:(A+D]P)*(I+PQ) dans JV,V'). o

Notons A= (A D]) . Sous une hypothese supplémentaire la diagona-
A%
. 02 A
lisation précédente conduit au résultat d'unicité suivant:
Théoréme 1.3. Sous Tles hypothéses (1.1), (1.2), lorsque VY6 € R,
M*Gi)—] EX(HXH, HxH), on a:

A, # 6 =4, aauplus un élément

A, # o=, aauplus un &lément .

En particulier lorsque (A,B) est C-stabilisable et (A,C) B-détectable

1'équation de Riccati (1.7) iii) a une solution unique dans \8+. 0

2. UNE_EXPRESSION DU SEMIGROUPE NON-LINEAIRE Dt RICCATI

Les notations étant celles du paragraphe précédent nous &tudions

ici 1'équation de Riccati suivante:
d

(2.1) ﬁP(t) +P(t)A+A*P(-t)+P(t)D]P(.t) = 02
P(0) = n avec ' €L(H,H).



Nous donnons pour 1'instant & (2.1) 1e sens suivant: Supposons que le

systéme aux deux bouts qui suit a une solution

Sy 0 y.p € LE(0,T3Y)

(2.2) p'+A*p-D2y 0

p(0) = my(0), y(T) =h avec h €H
alors on pose:
(2.3)  P(T)h = p(T).

Un calcul formel classique montre que P(t) d&fini par (2.3) est solution
de (2.1). Nous préciserons en quel sens (2.1) est vérifide.’

Notons P(t_) 1'application .
(2.4) B(t): > P(t).

®(t) est ce que nous appelons le semigroupe non-lindaire de Riccati.
C'est 1u1_qﬁe nous étudions ici.

Introduisons encore les transformations suivantes associées a
Ped, etd Qei:
(2.5) Wi+ (1+7Q) ™ (P-n)
qui est une application homographique dans &(H,H) définie par exemple
pour les m tels que m = * =20 (cela se vérifie simplement, cf. [1]).
.Nous noterons C; le cdne de J&H,H) constitué des opérateurs autoadjoints
semidéfinis positifs.

| Un calcul simple montre que 7‘/'] est ainsi définie:

(2.6) Wliw > (Peo)(14Qu)". :



Enfin on note X(t) le semigroupe Tindaire sur £(H;H) defini par:

-At -A t
2.7) dt)w-> e ¥ we P

Nous pouvons é&noncer le résultat principal de ce paragraphe:

Théordme 2.1 Sous les hypothéses suivantes notées (H): (A,B) est C-stabilisable
et (A,C) B-d&tectable, (1.1) et (1.2) ont lieu; nous avons:@t) introduit en
(2.4) est pour tout t un semigroupe nonlinéatre séquentiellement continu

de <:+s sur lui-méme (ou on note C . C;‘muni de la topologie de la conver-
gence forte des opérateurs de J£(H;H)), c'est-a-dire que:

i) ) =1

CHi) P(ts) = P(£)o0(s),  V¥s,t> 0

iii) Mo ' dans C+S=56’(t)'(nn),»6’(t)n dans Cl-s
iv) t > P(t)(n) est continue de [0,=[ dans C+s’ Y €C+S.

Enfin on a 1'expression suivante pour @(t):

(2.8) (t) =N At)HN sur &, ¥t=0,

ce qui nous a fait dire dans 1'introduction que °(t) est homographi-

quement semblable a un semigroupe linéaire. ' o
Nous montrerons ce théoréme a 1'aide de plusieurs lemmes:

Lemme 2.1. Sous les hypothéses (H), Te systéme (2.2) a VYh € H,
Y € C+ une solution unique. La définition de P(t) par (2.3) a un
sens et on a P(t) €L, vt=0.

Démonstration. C'est un résultat classique qui se montre en &tudiant

le probléme de contrdle associé & (2.2), cf. par exemple [2]. a]



Lemme 2.2. Sous les mémes hypoth&ses, la solution du systéme (2.2) est

donn&e par la résolution du systéme suivant:

0

-0'tApo
(2.9) +¢'+AQW, A
Po(0)+w(0) = m(o(0)=Qv(0)), o(T)-Qu(T) =

{y =p -Qv |
(2.10)

it

0

p = Poty

Démonstration. 11 suffit'd'appliquer la propriété de diagonalisation

(1.10) au systeme (2.2) qui a une solution d'aprés le lemme 2.1. , 5

Lemme 2.3. Si R ¢ C; et S-S dans C;S, alors:’

(1+85,) 7"~ (1+85) ™" dans X, (WD)
(s R (1#sR) ! dans 2 (H3H).

Démonstration: Notons T = (I+RS)(I+iR) et T = (I+RS )(I+wR).

On a montré dans [1], lemme 5.1, que pour u > %ISIZ-IRI, on a
(Th,h). > %Jhlz Yh € H et pour p = %¢Sn|g|Rl, on a de méme

(T h,h) Ih! Yh € H. Comme Sn -+ S dans C;s’ on a (d'aprés

le théoréme de Banach Steinhaus) ISnI < ¢ et donc pour u assez grand,

indépendant de n, T et Tn sont coercifs. Les inverses de 1'énoncé

-1, -1

existent donc et IT;]I <2, comme d'autre part: vYh ¢ H, T, h-T 'h =

-1 -1 ,
Ty (T-T )T 'h, on a:

(1) X(X,Y) désignant 1'espace des applications lingaires continues d'un
Hilbert X dans un autre Y, nous noterons Ji (X,Y), J( (X,Y), J<N(X Y), cet

espace respect1vement muni des topologies de la convergence uniforme,
forte, faible des opérateurs.



|T;1h-f1h| < 2|(T-Tn)T']hI + 0, d'ou le lemme,

la deuxiéme propriété se montrant de la méme facon. o

Démonstration du théoréme 2.1.  Montrons d'abord (2.8). D'apras-

le Temme 2.2, on a:
-A.T

o(T)-e L ¥(0) = h
-APT )
(P-m)e " o(T)+(I+mQ)¥(0) = O
+ ' N -1 'APT .
coome © €7, on tire de 1a: V¥(0) = -(I+vQ) ' (P-m)e = o(T), soit
AT o
encore V(D) = -Nm)e P o(T), d'ou:
AT -A.T

(1+Qe Q4/(m)e © )o(T) = h,

soit encore avec (2.7):
(1+Q(2(T) M) (7))o(T) = h.

Comme Yh € H, 3o(T) € H vérifiant cette relation, on a:
(1 QM) € L), 7 v €C,

Enfin on a
APT
)o(T)

| ' AT -
P(T)h = Po(T)+¥(T) = (P-e O H(m)e

(P- (L(t) ) (1)) (1+Q G2 () M) (7)) T,

d'qﬁ, avec (2.6):
P(T) = @1 od(t) M) (),
d'ou (2.8).
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i) et ii) sont des conséquences immediates de‘(2.8) ét du fait que
A(t) est un semigroupe lindaire sur X(H;H).
iii) résulte du lemme 2.3 appliqué deux fois: 7f(nh) N dan§
XS(H;H), d'od (A(t).¥)(m,) converge, d'ou iii).

D'autre part il est clair que t - Gl(t)éﬂ)(n)' est continue

de [0,~[ dans XS(H;H), d'ou iv) en appliquant encore le lemme 2.3. o

3. QUELOUES RESULTATS DE REGULARITE DE LA SOLUTION
DE L'EQUATION DE RICCATI '

Proposition 3.1. Sous les hypothéses (H):
(3.1) ¥ € Gy PO () € Co(00,=3 X (H,H)INCT(J0,=[5, (H,H))
nEe (30,03 4™ (K (H.D(A))).

(3.2) ¥r € €00 ((D(R,).D(A)),
€(-)(r) € C2([0,=[5W (A(D(A,)3D(AQ)) INC ([0,L 30, (H,H)).

Démonstration. On vérifie facilement, grace & 1'analyticité des semi- .
groupes ‘e-A i et e_AQJc que VYo GX(H,H), |

A(-)(@) € Co([0,=[f (HH))NC” (10,02 (H.H)INC (10,20, (H,D(AG))).

De Ta formule (2.8) et du lemme 2.3 on déduit alors (3.1). (3.2) se

montre de fagon analogue (cas de 1a solution forte). o

Corollaire 3.1:  Sous les hypothéses (H), lorsque on suppose de plus
que (cas de 1'observation distribuée):

(3.3) € € X(H,F),
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la dernidre inclusion dans (3.1) s'écrit plus simplement:

(3.4)  ¥n €€, B()(n) € c°(J0,[ Ls(H,D(A*)).
. De méme, sous ces hypothéses (3.2) se réécrit ainsi:

(3.5) v € Crl(H.D(A*)), B()(m) € CoLL0, =L, (HsD(A*))NC! ([0, <[ o (H:H))

Démonstration.  Remarquons qu'ici, D(Ag) = D(A*+DQQ) = D(A*), car
D,Q ¢ J(H,H). 11 suffit donc de  montrer que W (A(H,D(A*)) <
L(H,D(A*)), soit encore que Vo € L(H,D(A*)) tel que (I+Qm)-]‘existe,
(P-w) (1400) " € L(H,D(A%)). Comme o(I+00) € L(K,D(A%)), i1 faut
et i1 suffit de montrer que P(I+Qw)_1 ¢ L(H,D(A*)), soit encore.que

P ¢ X(H,D(A*)). Nous allons donc montrer que:

(3.6) Sous les hypothéses du corollaire, P € L(H,D(A*)). "

En effet; considérons le systeme
y'+Ay+Dyp = 0, y(0) = h

'p|+A*p'Dzy = Oa D(T) = P.y(T)

=Ajt

alors on sait que Vvt =0, p(t) = Py(t) avec y(t) =e P h.

En particulier:

-A*T awitoey  -Aos
Ph = e p(T) + fge AX(T S)Dze P'h ds
. "A*T P 1 « ez
et pour T >0, e p(T) € D(A*) (conséquence de T'analyticite
~A* .
de e A t)u 11 suffit donc de montrer que VYh € H,

-A_s
(3.7) z= fTe_A*(T'S)D e T hds € D(A*).

0 2
’ -APs -Aps
Posons f(s) = Doe h, comme D, € L(H,H) et e est analytique,
: -Ays ‘ :
on a, Vs € ]0,T], Vh €H, I%-'(s)l =-%|DZAPe P h| =C d'ou

If(t)-f(s)lvs c|t-s|, Vt,s € 10,T], alors i1 est classique que e’A*t

étant analytique, z = fge_A*(T's)f(s)ds € D(A*). D'oQ (3.6) et le
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corollaire est démontré. ‘ =

Nous allons donner maintenant des propriétés de réqularité de
P(t) par rapport a 1'espace V. Ce sont les analogues de P,

(1+QP) ™ € J(v,v).

Proposition 3.2: Sous les hypothéses (H) nous avons:

(3.8) ¥n € €% B)(m) € (10,054, (V,V))
(3.9) v €€, (14P(-)(m)™" € C(10,5[5, (V,V))

(oU on note .‘(u(V,V), L(V,V) muni de la topologie de la convergence
‘uniforme des opérateurs).
Démonstration: Commencons par montrer 1'identité suivante:

: -At -A t :
(3.10) ¥n ¢ €, vtz o, (L0P(6)(m)! = (1ge IN(me P )(1+aR).

Soit © €€t et W(w) = (1+aQ) ' (P-w). Ona
1+QN(0) = 1+Q(1+6Q) " (P-0) = (1+00)” ' (1+QP)

d'old: |

(3.11) (1+Q) ) = (1+0Mw))(140P)™', Ve € €.

(3.10) suit en faisant o = P(f)(ﬁ) et en utilisant (2.8). Montrons
(3.9). D'aprés (3.10) et Te fait que (I+QP)™' et Q € LV,V), il

: -AQt -A t -
suffit de démontrer que t >e ~ N(m)e Peg (]O,ME;XU(V,V)). Cette
‘ : At -A.t
derniére propri&té résulte de 1'analyticité de e P et e Q et du fait
- que D(AP), D(AQ) cv,

Montrohs (3.8). Ona VYo € ¢+, w = (P-‘J((m))(I+Q11(w))'], d'ou,
avec (3.11 ): o
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(3112) Vo € €, (1400)7 = (P-H)) (140P) .

Faisant alors o = £(t)(n), on déduit de 13, comme pour (3.9):
£(t) () (4P ) () € C7(J0,=L38, (V).

Ainsi (3.8) sera démontré si on prouve que

(3.13) I+QP(-)(m) € C7(J0,=[5 X (V,V)).

De (3.10) on déduit par un calcul dans H(H,H):
(1+4QP) ™1 (140 (t) (v)) = (I+Q'e-AQt’N(")e-A

-At -A .t -A.t -A,t
- 1-ge T (1#(m)e F Qe ©) W(n)e ©

ce qui montre que Yt > 0, I+QF(t)(m) ¢ A(V,V). (I+06’(t)(ﬂ))'] est

t
P ) 1

donc un isomorphisme de V sur V, ¢ sur ]0,+<[ pour la topologie

uniforme des opérateurs de (V,V), d'ou (3.8). a)

4, OBTENTION DES EQUATIONS DE CHANDRASEKHAR ET DE RICCATI

Notons P(t) = ®(t)(w) pour un &lément AR
Nous allons donner une premiére &quation différentielle vérifiée

par P(t).

Proposition 4.1. Sous les hypothéses (H),. nous avons: -

LAUP () + A(P(£)) +N(P(£))A, = 0 dans H(H.H), ¥t >0

(4.1)
H(P(0)) =N(r)

Démonstration. De la forme (2.8) du semigroupe non linéaire (cf.

Théorame 2.1) on deduit: .
-A.t -Ajt

vt = 0, N(P(t)) = e Cymye T dans  JL(H,H)
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grace a 1'analyticité des semigroupes, on a denc VYt > 0, Yh € H:

3 At At
GNP + AHP(E)h + e T H(mAe ©h = 0.

On peut alors é&crire le dernier terme: 7RP(t))APh pour h € v,
_ -ALt
utilisant le fait que Aph €EV' et e P GJ(“["D(APA) ou bien pour
‘ ’ “A,t
h € H, sachant alors que AP €¢1(H,D(A§)‘) et que e P est un

C°-semigroupe sur (D(A;))'. La proposition est démontrée. ]

Nous allons maintenant transformer (4.1) ce qui donnera les
équations cherchges.

Nous commencons par montrer deux lemmes :
Lemme 4.1. Sous les hypothé&ses (H), soit w € C](I;C:) ol I est un
intervalle non vide de la droite réelile. Alors:
‘ d _ -1d -1
(4.2) vt €1, g{ﬂ(w(t)) = -(I+w(t)Q) afw(t)(I+Qw(t)) (1+QP)
Démonstration. Soient Tyatly € €, alors:

EERECN

(14,0) 7 (P )= (T#1,0) ™ (P ) «

((I+TT]Q)-]'(I+HZQ)-] )P+Tf2(I+Q1T2)-1-(I+TT-IQ)-]TI.I

(47Q) ™ fr,Qmm1Q) (T47,0) T P (T, Q) oy ) (140) ™!

(Tm40) ™ (=) (14Qmy) ™' (14QP)

d'od Te lemme en passant 3 la limite sur les quotients différentiels
%{m(t+e)-m(t)) et en utilisant Te lemme 2.3 et le fait que 1orsque'
un ~u dans H et T h > Th dans H ol T, ¢ Z(H,H), alors Tpu, = Tu dans

H. | | .



Lemme 4. 2 ‘Sous Tles hypothéses (H), soit = ¢ & tel qué Ty
(1+mQ)"" € X(v,V), alors on a: '
A N )+H(m)A, = (1+1Q) "1 (D, -rA-A*r-nDy ) (1+Qn) ' (1+QP)
(4.3) Q P 2 P
&galité dans L(V,V'). '

Démonstration. Remar‘quons de suite que sous les hypothéses sur

(1+4Qn)™) = 1- Q(I+er L ¢ X(v,v) car Q e X(V,V). On a donc en
particulier (I+nQ)™ ' ¢ KV',V') et 1'énonce (4.3) a un sens.
D'autre part comme P .e,;((V,V) ona W) eX(V,V) et le calcul
. sin'vant est justifie suf V:

Posons A = A 7{(n)+7/(1T)AP on a

b= (A*D,Q) (T+e0) ™! (Pm)+(1470) ! (P-r) (A+D;P)

e

- (%D, Q) (1+0r) —(I+wQ)']n(A+D]P)+(A*+DZQ)(I+nQ)'1P+(I+wQ)'](DZ-A*P)

d'ou

(I+nQ)a = -((I+nQ) (A*+D

]

2
A%
+D2 Axp

= —(A*n+D2Qﬂ+nQA*ﬂ+ﬁQD2Qn+ﬂA+nD p+ﬁAQﬂ+ﬁB]PQﬁ)(I+Qﬂ)-]

1

+(1+10) (A¥4D,0)(1+1Q) T P+D,-A*P

A* n+nA+D20ﬂ+n(QA*+QDZQ+AQ)n+nD P(I+0ﬂ))(I+Qﬁ)-]

+ I+nQ)(A*+D Q) (I+1Q)" P+DZ—A*P

+

2 1
I+nQ)<A*+DZQ)<I+nQ)"P .

-

(

= ~(A*mrrfhnD n=Dy) (I+Qm) ™' = (D, 4D, P)+D,-A%P
(

) = ') -A*y-rA- nD]n, alors

Notons R(w

Q) (A4D1P) (T40m) ) (140m) ™ +(1410Q) (A*4D,0

)(1+nQ) VP



(140Q)a = R(r) (140m) T +((141Q) (A*+D,Q)- (nD +A%) (I+70) ) (1+1Q)'P

R (1) (1) 1+ (0, 0+QA*+nQD,Q-D, 1D rQ-AkrQ) (1+7Q) TP
R(r) (140m) ™1+ (D,Q-A*nQ-rD, ntm (QA*+QD,Q-D; )) (1+7Q) " P
R(m) “lop
R(m) |

I+Qﬁ)-]+(DZ-A*ﬁ-ﬂA—nD1 w) (1+Qn)
1+Qm) 1 (140p) ,

d'od le lemme. | ' o

Nous sommes maintenant en mesure de montrer le théoréme
suivants

Théoreme 4.1: Sous Tles hypothéses (H) nous avons:

vr € &Y, vt > 0, P(t) = @(t)(n) vérifie:
(4.4) —P(t)+P(t)A+A*P( )+P(t)D]P(t) = D, dans L(V,V')
P(O) =r .

De plus, t = P(t) est la seule solution de cette équation dans la

classe

P() € Co([0.o[5 L (HaH))nCT (10,50, (HH))
(4-8) | vt 0, P(t) € Cragev, V), (14QP(£))™" € £(V,V).

Démonstration. D'aprds les propositions 3.1 et 3.2, VYt € ]0,«[,

P(t), (I+0P(t))'] € L(v,V) et P(t) est continument différentiable
en t 3 valeurs dans H. On peut alors appliquer Tles lemmes 4.1 et

4.2, i1 vient:

GEHP(E)) = (1p(0)0)! P (6) (1302 (£)) 7 (140P)

Q.

'et -
AQNCP(£)J4N(P(£))A, = (1+P(£)Q)TR(P(£))(1+0P(£)) (140P).
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- Comparant ces expreésiOns 3 (4.1), on déduit immédiatement (4.4).
Montrons 1'unicité. Soit donc P(t) vérifiant (4.4) et (4.5). Comme
vt > 0, P( t) et (I+5(t)Q)_1 ¢ £(V, V), on peut appliquer les lemmes

4.1 et 4.2 et i1 vient:

« %Eﬂ,(l'"(t))ﬂq?((l;(t))+7{(E(t))l-\p = 0, N(F(0)) =N(m)
ol _
WP(+)) € Co(L0,=L5 (H,H)INC! (10, L4 (H,H)).

Cette équétion Tingaire en N(P(t)) a une solution unique comme on le

vérifie facilement. On a donc H(P(t)) = ¥(P(t)), d'oU le théordme. .o

Remarque 4.1. Lorsque D, e L(H,H) ona Q €XZ(H;D(A)) (propriété
analogue 3 (3.6) pour Q). On peut alors supprimer de (4.5) la
condition (I+QP(t))™" € Z(V,V). | o

Nous allons maintenant chercher a obtenir les quations de
Chandrasekhar. La propo§ition aqui suit, conséquence facile des
résultats précédents,<donhe une version généralis€e de ces &quations.
Nous 1la qomp]étérons par 1'examen d'un cas particulier buis par
1'étude de 1'unicité.

Proposition 4.2. Sous les hypothéses (H), nous avons:

v € CHAA(V,V) el que  (I+7Q)71 € F(V,V),

posons:
R(m)
P(t)

Dz-ﬂA-A*ﬂ—ﬂD n

1
P(t)(m), o(t)=(I+0m)"

-Axt
e d (1+QP(t))

(4.6) 1

"

alors VYVt >0, P(t) et ¢(t) ‘vérifient:



18

%EP(t) = ¢*(t)R(n).¢(t), €galité dans L(¥,V')

(4.7) | Geelt )+¢(t)(A+D P(t)) = 0, &galité dans X(V,V')

Démonstration. Avec les hypothdses sur w, on a H(w) € J(V,V)nd(Viv').

On peut donc définir pour t >0, A ¢ X(V,V') par:

Aot et At Hp t
A= A P(t))+7{ AQe H(rw)e N(x) Ap
-Apt .
= e Q (A N(w)+N(w)A )e = (avec le lemme 4.2)
-A.t

&0 (100) R () (190 (10 T

Aot L ARt
‘D'autre part, d'aprés (3.11), ona e = (I+QP) e * (I+QP),

d'ou:
= (1+p(£)0) T 4* (LR () o) (1+QP(£)) ™' (140P).

En uti]jsant la proposition 4.1 et le lTemme 4.1 on a

b= (p(0)0) 7 S (0 (1eap(0)) T (1h0P)
d'ol la premiére &quation (4.7). De plus, on a dans Z(V,V):

-Agt a4 Aot
(t)Qe (1+nQ) -(I+P(t)O)AQ (I+n0) = (avec (4.4))

| e

= [P (£)AHARP(£)+P(£)D P (£)-D,)Q+A%+D Q+P(t)0(A*+DZQ)]e Cren) ™!

-At
- -[A%(1+P(£)Q)#P(£)D, (1+P(£)0)Te . (1+n) ™"

©-

*
—~
ct+
-

1
[aNfa)
(ad

= (AR (6)D ) (), ,

d'olu la proposition. ' o

Les &quations (4.7) prennent une forme particulidrement. intéressante

lorsque R(m) (qui est symétrique) se factorise.
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Un cas important dans les applications en cohtrﬁ]e est n=20
(cf. pour une étude en dimension finie [3], [4] et leurs bibliographies),

on a alors R(w) = C*AFC et si on pose:
1 -1

(4.8) K(t) = N AE B*P(t)
' -A*t
(4.9)  L(t) = Ce T (1+QP(t))

od on reconnait en K le gain optimal pour Te probléme de contrdle associé
a (2.2), on peut obtenir un systéme différentiel en P(.) et L() ou mieux
(pour Tles applications) un systéme en K(-) et L(*).

Nous avons dans ce sens le

4

Théoféme'4.2. Sous les hypothéses (H), P(+), K(+), L(+) définis en
(4.6), (4.8), (4.9) vérifient:
(4.10) . K € €7(10,=[:4 (V,E)), L € CT(10,=[:Z (V' 5F))

.%%P(t)‘= L*(t)agL(t), égalité dans 1(V{,v), ¥t > 0
(4.11)) SL(OHL(E) (AD,P(1)) = 0, qalité dans L(V,F), vt > 0
lP(0) =0, L(0)=¢ |
dk(t) = NIz BrLR(t)AL(t), dgalité dans Z(V,E), vt > 0
(4.12)] SeL(E)+L(E)(A+BK(t)) = 0, &galité dans X(V,F), vt > O
K(0) = 0, L(0) =C.. |

Démonstration. (4.10) est une conséquence directe de Tla proposition 3.2

et de la définition de K et L. (4.11) et (4.12) sont des conséﬁuences

de (4.7). .
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5. - LE PROBLEME DE L'UNICITE POUR LES EQUATIONS DE CHANDRASEKHAR

Des conditions assurantsl'unicité semblent plus difficiles a
obtenir pour les équations de Chandrasekhar que pour 1'équation de
Riccati. La raison est que pour obtenir (4.7) on a d&rivé. ¢ ce qui
traduit que P(?) est C2. La condition initiale sur ¢ fixe ainsi
" la valeur de la dérivé&e premiére de P(+): %E'P(t)lt=6 = R(n), od
R(m) e X(V,v').

Le probléme va étre de donner un sens a cette derniére
€galité, donc d'avoir sur P(-) de nouvelles propriétés de régularité
au voisinage de t=0 et exprimées a 1'aide de la topologie de V: il
s'agit de compléter les résultats de la proposition 3.2. Cela sera
fait sous des hypothéses supplémentaires qui ne semblent pas trés
restrictives.

Pour 1'instant nous pouvons énoncer le:

Lemma 5.1. Sous les hypothéses (H), soient
r e CTV;Y) |
(5.1) P() €€l (20,0, (V.V))s Tol) € ! (0,=Lit (V)

vérifiant (4.7). Alors on a:

(5.2) g-tp(t) + P(t)A + A%P(t) + P(t)D,P(t) - D

ou S e d(V;V') est constant.

2=Ss Vt>0
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Démonstration. De la 187€ relation (4.7) et de (5.1) on déduit que

P(-) € Cz(]O,w[;XL(V,V‘)) et différentiant cette relation pour t > 0,

il vient:
& p(t) = LomR(n)s + oR(NIE
422 qte e T eTRIn gy ¢
= - (AD,P(t)) %6 R ()8 = ¢*R(v)s(A+DP(t))
d'ol

%{(gfp(t) + P(L)A + A*P(t) + P(t)DP(t) -102) = 0, Vts>0,

8galité dans A(V,V'), d'ol le Temme. a

L'objectif est maintenant de pouvoir passer a la limite quand
t - 0 dans (5.2) pour identifier S.

En effet, formellement ona S = gEP(t)|t=0 - R(P(0D)) =0
d'aprés les conditions initiales de (4.7).

Rappelons les expressions déja obtenues suivantes (cf. (3.10),

(3.12)); oli on a posé P(t) = P(t)(n):
Ant -A t

(+Qp(£)™! = (1+0e T H(m)e P )(1+aP)T, ¥t 0
(5.3) , 4 Agt gt :
P(t)(I+QP(t))™" = (P-e “W(m)e ~ )(I+QP), VYt 30
-A.t . =Agt -A.t -A.t
(5.4) P(t) = (P-e U(m)e © )(1+qe (A(r)e T )', vt o

IT est plus facile de déduire la régularité de P(t) de (5.3)
ol 1'effet régularisant des semigroupes est clair, que di?ectement de
(5.4). Mais on voit aussi (N(w) &tant a priori quelconque dans
2v,v)) qu'il est.souhaitab1e d'avoir des résultats de régularité du

type:
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At oAt
(5.5) e ' .e I eco([0,=[:£(V,V)).

Méme avec D1 = D2 =0 (on a alors AP = A, AQ = A*) (5.5) n'est vrai
qu'avec des hypothéses supp1émentaires‘sur A et A*, par exemple de
régularité du triplet {V,H, o.¥ > (Aps¥)} (cf. [51). Nous allons:
donc faire une hypothése de ce genre, mais directement sur 1'opérateuf
hamiltonien , et en dé&duire (5.5).
Nous ferons sur Te triplet {VxV, HxH, Wo.¥)}, avec A
cA= (22 _zl), }'hypothése de ré&gularité suivante: '
I1 existe un espace de Hilbert D, D c H tel que
(R) i) v ést\un'sous-espace fermé Qe I:D,H]]/2 (éventuellement V=[D,H]]/2)
i1) DG{) < DxD, DEA*) c DxD. |

Nous donnerons des exemples ou cette hypothése est vérifiée.

Montrons maintenant (5.5):

Proposition 5.1.  Sous les hypothéses (H) et (R), nous avons:

(5.6)  [D(Ap).H]y,, = [D(AQ).HI, p = V

At -Agt .
(5.7) e ", e € C[0,=[5 (V>V)INC ([0, (V5V')).

Démonstration. Nous savons que pour X\ et p assez grands o4u+x est

VxV coercif, ou °4u= (l Y| et bien sir, DG4H) = DEA). On peut
donc appliquer le résultat de Lions ([5],thm.6.1) et il vient:
(5.8) [D(,A),HxH]V2 = [D(.A*),HXH]VZ' = VxV,

D'autre part on sait que (cf. le théoréme 1.2) T = (g -?) est tel quef

(5.9) Te¢ 1'som(V><V;V><V')nisom(HxH;HXH)nisom(D(AP)XD(AQ);D(p())
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(1a dernidre inclusion résulte de la relation (1.10) du thm.1.2. En fait
elle est obtenue au cours de Ta preuve de ce théoréme). On déduit alors
de (5.9) que:

T ¢ isom(VxV;VxV)nisom([D(AP),H]]/zx[D(AQ),H]]/z;[DQA),HxH]1/2)

et en comparant avec (5.8), on obtient (5.6).

-AP et -AQ générant des semigroupes analytiques (en fait on a
mieux, en renormant 1'espace H, ils sont V-H coercifs) on a:
(5.10) v = d(ay/?) = p(Ay?)

-Apt -AQt -
e et e. &tant encore des semigroupes C° sur le domaine des

puissances (1/2 ici) de leurs gén€rateurs, (5.7) suit en se souvenant

que de plus Ap, AQ e L(V,v'). o

Nous pouvons maintenant donner les premiers résu]tats sur la
régularité de P(t) au voisinage de 0 en utilisant la topologie de V.

Cela‘comp1éte partiellement la proposition 3.2.

Proposition 5.2.  Sous les hypothases (H) et (R), nous avons:
v Td(VLY)  tel que (I+n0)7T € JL(V,V),

(5.11) 3 (1400(+) (1)), €() (m) (1400 ) (M) ™" € €2 ([0,=L K (V1)
nCT(L0,=[sof (V2V1)). | |

Démonstration; L'appartenance a C°([0,m[;X;(V,V)) dans (5.11) provient
de (5.3) et (5.7) en se souvenant que I+QP ¢ isom(V,V), que P,Q‘EJ:(V,V)

et qu'avec les hypothdses sur w, W(w) € J(V,V).
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ieme

L'appartenance au 2 espace résulte encore de (5.3), (5.7)

et du fait que ‘(par transposition) Q, “§(r) € J(V',Vv*). a

Nous n'allons pouvoir conclure sur la régularité de €(t)(n)
en t=0 que pour des n particuliers qui seront sous solutions ou sur-
solutions de 1 equat1on -de Riccati stationnaire assoc1ee Plus

prec1sement posons:

(5.12) &, =l € €d(v,v), (1+nQ)71 € L(V.V), R(m) 2 0}

(5.13) A

4

il € ALY, (1+n)" € LV,V), R(v) < 0}

Une sous-solution sera un é1éhent deg§+, par exemple 6P avec
0 <6< 1. Une sur-solution sera un &lément de §+, par exemple 6P avec
6 =1.

D'aprés la premidre relation (4.7), il est clair que

Y 6)_3+, t - @(E)(r) est croissant ,

(5.14) 1y, E,Z+, t -~ @(t)(v) est décroissant.

C'est cette propriété de monotenie que nous allons utiliser (cf.
TARTAR [6] pour d'autres applications des propriétés de monotonie
3 1'8tude de solutions faibles de 1'équation de Riccati).

Nous commencons par un lemme:

Lemme 5.2. Sous les hypothéses (H) et (R),

3c.',c2, vt € ]0,1],

. 72 L 1/2
]) VTT G‘A \/-f] 6,<t)( ,xv H =C +C2|"liv V) ’

ii) ¥r E)Z_'_, %/——E m-@(t) (w ilzl‘;((v H) <c +C2I"I;((V v)
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Démonstration. Soient =« € §+, heV et {y,p} Tla solution associée
de (2.2). On a, en notant . P(t) = @(t)(n):
(P(t)h,h) = fg{(Dzy,y)+(Dlp,p)}+(wy(0),y(0)),

qui est le colit optimal du probléme de contrdle associé a (2.2).
On a donc pour ce probléme en prenant un feedback @ priori

construit @ 1'aide de P:

t —APS -Aps . =Ajt -Agt
(P(t)h,h) < fo((D2+PD]P)e h,e * h)ds+(ne

((P(t)-r)h,h) < tfo((o +PD, PYe P h,e " h)ds

-A*t ALt
+%((e P're 7 =n)h,h)

0=

ct|—

d'ou, avec (5.7) et (5.14):

)22 < ((D,#PD,P)h,h)- ((AfrwA,)h,h)

A

Tim sup | P(t)-
t-0

IA

2, 2 2
(‘C-|+. CZ'“'X(V,V))“h”
d'ol i). Montrons ii). Montrons d'abord que:

(5.15) wr ed,, w=P.

En effet notons Uy le cohtr81e optimal pour le probléme associé

N . T

3 (2.2). On a avec (5.14); (wh,h) = (P(t)h,h) = fo{(Dzy(uT),y(uT))+(NuT.uT)E}dt
d'ou, en notant ?ﬂ. le prolongement de ur par 0 au delad de T: ﬁ%

est borné dans L2(0,w;E) et donc: ﬁT -~ W dans L2(0,w;E) faible.

Mais, pour T <T,

(PR = 13 (0 )y (u))+{Nogaug) et
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v

(nhah) = Vi nf 75 ((0py () y(Tp)+(NE By )ghde

o 1D,y (), y (w))+ (W) Jdt

v

' ]
avec la faible continuité inférieure de v -+ fg {(Dzy(v),y(v))+(Nv,v)E}dt.
On déduit de 13 en passant & la limite quand T' + « etlen comparant

w & la solution du probléme sur horizon infini que

(b = 51000,y 0+ () Mt > (Ph,h),
d'od (5.15). |

Montrons maintenant que:

SART At Akt
(5.16) ¥n ¢ €, P(T) = Pre | (n-P)[I+(sge ' D " dt)(n-P)] " 'e

| En effet, dans (2.2) posons P = p-Py, il vient:

[ -y ' +Ay+D Py+D,F = 0

:
4 D' +Py +AXFHA*PY-D,y = 0

| B(0) = (r-P)y(0), y(T) =h
ce qui s'écrit encore
-y '+Ay¥D;B = 0
Pread =0 et P(T)h = B(T)+Ph
p(0) = (w-P)y(0), ¥(T) =h
d'od 1'on tire .
y(0) = e_APTh-fge-APtD1e-APt(n—P)y(O)dt
soit encore - :
y(0) = [I+(fge-APtD]e-Aptdt)(ﬂ-P)]']e-APTh, |

1'inverse existant (cf. lemme 2.3)). Comme d'autre part:
~AXT .
P(T) = Phte © (m-P)y(0),

(5.16) suit.
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On a maintenant, en développant 1'inverse apparaissant dans (5.16):

-A%T AT ~RST | q AT
P(T)-w = e (n-Pe = (n-P) - e (n-P)s[I+(n- P)s] ' (m-P)e
. T ~Apt -A;t -1
oU Oon a posé s = fOe D,e dt. D'autre part s[I+(m-p)s] ' =< s car

[1+(n-P)sT*s = s+s(n-P)s = [I+s(n-p)]s[I+(n-P)s] = s+2s(n-p)sts(n-P)s(n-P)s
puisque w-P =0 et s =0, d'ou:

~R&T -ApT -R3T -APT
0= P(T)-m2e (n-P)e -(m-P)-e (m-P)s(n-P)e . On déduit

m
<<

de 13 avec (5.7) que Vh

tim sup 1 (r-P(£))"/ ] = ((A5(n-P)+(n-P)A )h,h)+((n-P)D, (-P)h,h)
P p 1
t-0
= -(R(m)h,h).
On peut alors conclure comme pour i) et le lemme est démontré. o

Nous pouvons donner le résultat de réqularité annoncé:
‘ ' ]

Proposition 5.3: Sous les hypothéses (H) et (R), Vnm € £ Ug

(5.17) (+)(n) ¢ C°<£o,wc‘;.:g(v,v))nc‘([o,m[;xsw,v'>),
(5.18) s()(m) € C°(L0,=[; L (V,V))
Démonstration.  Commengons par montrer que (on pose P(t) = @Xt)(w)):

-A*t
(5.19) e QP(t |i(v vy S © vt € [0,1].

A6]/2+x ‘est un isomorphisme de V
| ~Axt
sur H, .i1 suffit donc de montrer que !(A6]/2+X)e Q QP(t)Lx(v H) <c
| 172 Mgt .
Qp(t)li(V-H) <.c. D'autre part comme

"D'aprés (5.6), pour \ assez grand,

soit encore que |A6]/2e

v e d(v,v), d'aprés (5.7) ona |e Q"IX(V y) S ¢ Pour prouver
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-AX
|A61/2e Q

t .
(5.19) 11 suffit donc de montrer que Q(P(t)-")[K(V Wy S ¢

-Axt
Mais e 1 est un semigroupe analytique; d'ou:
|A*‘/2e-A6t| < &, vt e€10,1]
Q LHH) — g ’

e ' o -
(cf. par exemple [6]). I1 suffit donc de montrer que: VE|P(t) "LK(V,H) <c
ce qui ré'su1te du lemme 5.2, pour m € é+UJ+ (en remarquant que

Mp(t)_")VZIX(H,H) < c pour eg+, major‘a’tion analogue pour
n E;L). (5.19) est montré.
Montrons maintenant que:

(5;26)' 'I+P(t)QIJKV,V) <c, VYt e[0,1].

D'aprés (5.3):¢

: ‘ -Agt QAPt A
14P(t) = (1+0P)(1+Qe U(me ')
-A.t -A.t -A.t -A.t
= 1+QP-(1+QP) (I+Qe Q1 A4(m)e © ) 'oe T4f(mle T
-Agt -Apt
= [+QP-(I+QP(t))Qe ~ N(w)e
ALt Aot ALt At .
= 1+gP-Qe UN(r)e ' -QP(t)Qe (A(me
Akt ‘ -A%t -Agt
d'ou: I+P(t)Q = T,-T,e QP(t)Q avec T, = I+PQ-e H*(n)e et

-A*t
- P A <
T,=e A(w). Comme, grace & (5'7)’,|T111(V,V) <c et

ITZ'i(V,V) <@, ¥t € [0,1], (5.20) suit grace a (5.19). Remarquons
maintenant que (5.11) entraine que (I+P(t)Q)-] a la méme regularité
que (I+QP(t))", en effet (I+P(£)Q)”) = I-P(t)(I+QP(t))"'Q. En
pafticu]ier:

(5.21) (142(6)0)" € co ([0, L3, (V,V)).
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De (5.20) et (5.21) on dé&duit (cf. la démonstration du lemme 2.3

par exemple) que I+P(t)Q ¢ C°([0,m[;d;(V,V)). En particu]ier,

(5.18) est montr&. D'autre part, P(t) = P(t)(I+QP(t)) (I+QP(t))']
(I+P(£)Q)P (£) (1+QP(t)) ™', d'odl, avec (5.11): P(t) € Co([0,=[3& (V.V)).
I1 reste 3 montrer que: P(t) ¢ C]([O,w[; J;(V;V')). Mais d'apreés
la démonstration du lemme 4.1:

1 R -Agt At 1 .
F(P(t)-m) = (I+Q)g((m)-e “N(r)e = )(1+QP) " (I1+QP(t)).

D'aprés les régularités montrées, on a

tin ${P(t)-r) - (1+40) (AH () ¥H(1)Ap) (1+0P) ™! (14Qm) = R(n)

(avec le lemme 4:2). Comme d'autre part

Tim ——P(t) Tim ¢*(t) (m)R(m)e(t) (n) = R(n)
t-0 t-0

(avec (5.18)), la proposition est démontrée. o

Donnons un résultat d'unicité pour le systéme en P et ¢:

Th&oréme 5.1.  Sous les hypothéses (H) et (R), v e, Wd,, e systéme
 (4.7) a une solution unique dans la classe des P(+) et ¢(«) tels que:

P(+) € C([0,=L,¢, (M), (V,V))nC! ([0,oL o, (V¥ )IC (10,50 L (H:H)

(5.22) )
vt > 0, (I+QP(t)) ei(v V).

(5.23) o(+) € C°([0,=[» L (V, V)InC' (J0,=L K (V,V)).

Démonstration. Soient P(+) et #(°) vérifiant (4.7), (5.22) et (5.23).

On peut utiliser le lemme 5.1: dans (5.2) chacun des termes est dans

Co([0,=[,& (V,V')), d'oh pour t=0: 8 = g. t)] 4= R() et en comparant

avec la premidre relation de (4.7) &crite pour t=0 i1 vient S=0.
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On peut alors utiliser le résultat d'unicité du th&oréme 4.1: on a bien
P(t) = P(t)(n) (P(t) € € vient de (4.7)).

Soit alors y la solution du systéme (2.2). On vérifie facilement

que y' = (A+D,P(t))y (en remarquant que Yt ¢ [0,T], p(t) = P(t)y(t)),
od y € W(0,T) d'od, avec (4.7): ($)ymdey = 0, d'od y = cte sur
[0,T]. En particulier:

(5.24) o(T)h = y(T)

ce qui caractérise ¢. Le théoréme est démontré. o

Donnons un resultat d'unicité pour le systéme en P(e).et L(-):

Theoréme 5.2: Sous les hypothases (H) et (R), le systéme (4.11) a
une so]ution unique dans la classe des P(.) wérifiant (5.22) et des L(*)

vérifiant: ‘

(5.25) L(+) € Co([0.eLs &£ (VPIINCT (J0,0L3, (V' 5F).

Démonstration. Un cé]cu] analogue a celui du 1emme'5.1, conduit a
(5.2) d'ou 1'on‘déduit 1'unicité de P(+). De 1a4méme maniére que 1'on
montre (5.24) on montre ici que:

(5.26) L(T)h = Cy(T),

ou y est solution de (2.2), ce qui caractérise L(°). o

Enfin pour ‘1e systeme en K(«) et L(+) on a le

Théoréme 5.3: Sous les hypothéses (H) et (R), Te systéme (4.12) a une

solution unique dans la classe des K(-) et L(-) vérifiant:
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(5.27) K(+) € C([0s[5 L (,E)NC! (10m[54, (V,E))

L(+) vérifie (5.25) et t - fSL*(T)AFL(T)dT vérifie (5.22).

Démonstration. C'est une conséquence imm&diate du théoreéme pré&cédent

en posant P(t) = JCL* (v ) L(v)duhr. o

6. UNE VARIANTE DES RESULTATS PRECEDENTS

Nous donnons ici une variante des ré&sultats précédents qui
's'appliquera & 1'équation de Riccati associée a un systéme parabolique
dans lequel le contrdle est la valeur, donnde dans un espace L2, de
1'8tat du systeme sur la frontiére du domaine (cf. aussi [7] od le
~cas des opérateurs dépendant du temps est abordé).

Nous faisons les hypothéses suivantes:

fV,H,E,F sont donpées comme au paragraphe 1.
AedV.N), 3650, Yo eV, (Aoso) = alol?
B ¢ J(E;D(A*)"), C ¢ L(H;F), N est comme en (1.2)
Lp(al/?3) = v

(6.1)

Remarquons que 1'on a, chaque espace étant dense'dans le suivant avec
injection continue:

D(A) c Vc HcV'cD(A*)' . . .
Si on compare aux hypotheses (1.2) on voit qUe 1'on a pris un opérateuf
B plus 1rr§gu1ier (a valeurs dans D(A*)" au Tieu de V') et un opérateur
C plus régulier (s'appliquant contindment sur tout H au lieu de V).

“Sous 1'hypothése 6.1 on a (cf. [5], [8]):
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o2y = p(172) - v,
(6.2) A]/2 ¢isom(D(A);V)nisom(VyH)nisom(H;V' )nisom(V',D(A*)")

_idem pour A*]/2

Posons alors:

-1/2 -t 1/2

(6.3) B=A"%, C=can?.

bn a maintenant B e(E;V') et C eZ(VsF). Les hypothéses (H)’so.nt
vérifiges (les propriétes de C-stabilisabilite et de Brdstectabilite
proviennent de la stabilité& exponentielle du semigroupe engendré par -A).
Nous allons pouvoir écrire les résultats préc&dents pour le syst@me
(A,g,E,N) puis les tréduire en résultats analogues pour le systeéme
~initial. |

NoUs utiliserons encore'1es-notat10ns D] = BN_]Aé]B*,

-02 = C*AFC. On a:

(6.4) Dy ¢ A(D(A*); D(A*)'), D, eX(H:H).

Nous utiliserons aussi la notation (cf. [9]).pour X et Y espaces
de Hilbert: W(a,b;X,Y) = {¢|o € Lz(a,b;X), %Ew € Lz(a,b;Y) } avec

a < b gre Commencons par donner les résultats concernant 1'horizon

infini:

Théoréme 6.1: Sous les hvpothéses 6.1, nous avons:

i) ‘ vh e¢V', Te systéme suivant a une solution unique -w,p]-vdans
W(0,03 H,D(A*)")xW(0,e;D(A*),H):

Y'+Ay+Dip = 0, y € LZ‘(O,w;H)
(6.5) 4 -p'+A*p-Dyy = 0, p € L(0,55D(A%))

-y(0) = h
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ii) 1'application P:h - p(0), pohr p solution de (6.5),
vérifie:

(a) P ¢ A(H;D(A*)) n(L(D(A*)';H), en particulier P ¢ J(V',V)

et on a (P(Ps\l’) = ((P ’P\‘J/)a (P(DHD) > 0, ~V(Ds\'lf € V-’
(6.6) Nous dirons que P ¢ C?KV',V).(1)

b) -(A+D]P) a une extension 3 V' qUi génére un semigroupe sur V'.

kg) PA*A*P+PD.P = D,, 6galité dans J(H,H).

iii) P ainsi construit est le seul &1ément ayant les propriétés

(6.6)

iv) {y,p} solution de (6.5) est aussi solution de

y'+(A+D{P)y =0, p =Py

(6.7)
y(0) = h. o

Remarque 6.1. Dans 1'énonc& de ce théoréme, A désigne l'extensioﬁ

3 J(H;D(A*)') de 1'operateur de méme nom introduit en (6.1). En fait,

-A* générant un semigroupe sur D(A*), -A génére un semigroube sur D(A*)"'

(et donc sur tous les interpolés hilbertiens entre D(A) et D(A*)').

Le systéme (6.5) peut en fait s'8tudier (avec des seconds membres non

nuls) en utilisant la méthode de transposition. La transformation que

nous allons utiliser (cf. (6.3)) correspond plutdt a un changement

d'espace pivot (V' au lieu de H, [10]). - o

. e M-'l _] ~ ~
Démonstration du theoreme 6.1. Posons Dy = BN A Bx, D, = Cxa.C.

Notons T 1'application de W(0,>;V,V')*W(0,>;V,V') dans

W(0,=3H,D(A*)")xW(0,=;D(A*),H) définie par: T{o,¥} = 1/ 20,px71/243,

?Ty'P1us précisement nous notons C#fV‘,V), 1'ensemble des é1éments de
Q(V',V) vérifiant: Yo,v €V (Po,¥) = (o,P¥) et (Po,0) = 0.
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On déduit facilement, avec (6,2), que T est un isomorphisme.
Montrons‘i). Soit le systéme

~ ~ 8 2

(

y'+Ay+D]ﬁ 0, §¢€ L°(0,=3V) \
3 ,

(6.8) { -p'+A*p 25/‘ 0, e L2(0,3V)

POy =Hh, Pewn.

I1y a une solution unique dans W(0,=3V,V')xW(0,=3V,V') (cf.
[21.[11). Notons {y.p} = T{y,p}. Il est clair que {y,p} est solution
du systéme (6.5) (1a multiplication de la 1ére équation (6.8) par A]/Z,

-1/2 est licite). Inversement 71 associe 3 une

de la 2iéme par A*
solution de (6.5) une solution de (6.8), d'ol 1'unicite.

Montréns ii). P &tant 1'application P p(0), P solution de
(6.8), on vérifie que: |
(6.9) P = axV/Zp1/2)

ii) est alors la traduction de (1.7) en utilisant le théorame 1.1
et (6.2), (6.9). | | |
| Montrons i11). Soit P vérifiant (6.6), alors B = Ax1/2pn1/2 est
un.éléhent de 4+ pour le systéme (A,B,C,N). I1 suffit donc de montrer
que J+ pour ce systéme 3 un seul élément. | |

Comme Jlbest non vide, i1 suffit de vérifier que:

(6.10) 6A+ei)" ¢ LlHH,HxH), ve ¢ R, of J=(A 91)

B, -A*
Soit Tu = (l _#). Pour p assez grand on sait que:

'Re.(TMAu,u > —Hull s Yu €VxV et Re(ei(Tuu,u)) =0

d'olu (6.10) et 1'unicité est démontrée.
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Montrons iv). On a vu que Vt= 0, p(t) = ﬁy(t), d'ou
n(t) = Py(t) et y'+(A+D]P)y =0, y(0) =h. Cette équation est par

ailleurs bien posée avec h ¢ V' gréce 3 (6.6), b). . o

. _ "
Donnons le résultat correspondant au fait que *lr #o.

Clest un résultat d'existence et d'unicité pour 1'équation de Riccati
associée 3 un probléme de contrdle avec contrdle distribué et

observation irréguliére: frontigre ou éventuellement ponctuelle.

Théordme 6.2. Sous les hypothéses 6.1, il existe un element unique
Q tel que:' ‘
() @ € A0 INL(H:DIA%) AV

| de plus Q ¢ CT(V,V')

(6.11)4 b) -(A*+DZQ)~ a une restriction a V qui géndre

un semigroupe sur V

\c) QA*+AQ+QD,0 = D, &galité dans X(D(A*),D(A*)')

1/2

Démonstration. I1 suffit de poser Q = A]/zaA* avec a vérifiant

1'analogue de (1.8) pour A’Bl’ﬁz'- o

Donnons le résultat correspondant du probléme de contrdle

sur horizon fini (équation de Riccati différentielle):

Théordme 6.3: Sous les hypothéses (6.1), nous avons:
i) Yhe V', Vn € C+(V',V), le systéme suivant -a une

solution unique {y,b} dans W(0,T;H,D(A*)")xW(0,T;D(A*),H):
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y-+Ay+o]p =0, yeL%(0,T:H)

(6.12){ -p'+A*p-Dy = 0, p ¢ 12(0,T:D(A%))

y(0) = h, p(T) = ny(T).

fi) L'appiication P(T):h > p(0), p solution de (6.12),
vérifie: ‘
(6.13) P(+) € C2(f0,=[5CL(V',V)) NC’ (10,=0:, (D(A*) ", HINZ (H;D(A)).

P(£}+P(t)A+A*P (£)+P(t)DP(t) = D,,, &galitd dans L(H;H),

(6.14)
. {P(0) =m, V¥Yt>0

iii) P(-) construit en ii) est 1'unique &1ément vérifiant
(6.14) dans la classe des opérateurs tels que (6.13) a Tieu ainsi que
Ta proprié&té suivante: Yt > 0, P(t), (I+QP(t))‘.I € L(H;H) ol
Q est 1'unique é1€ément vérifiant (6.11).

Démonstration: C'est encore une traduction immédiate, cette fois

du lemme 2.1 et du théoréme 4.1. En effet, {y,p} &tant la solution
du systéme (2.2) écrit pour A et

(6.15) B, = a7V 2 ax1/2 § = 1/ 2 a2 5apal /2012 g1/ 2y,

il est clair que

(6.16) y = A2y, p = a% |

vérifient (6.12). En particulier, P(*) vérifiant (4.4), (4.5),
(6.17) P(-) = a1/ 2B )p71/2 ’
vérifie (6.13), (6.14) et iii). | | o
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On peut aussi traduire les résultats concernant les équations de

Chandrasekhar (proposition 4.2, théoremes 4.2, 5.1, 5.2, 5.3). Nous
nous limiterons au cas du systéme en K et L encore définis par (4.8)

et’(4.9) et 3 la traduction de (4.10), (4.12).

Théoréme 6.4: Sous les hypothéses (6.1), soit P(+) la solution de
(6.14) dans la classe définie en iii) du théor2me 6.2, K(*) et L(*)

alors définis par (4.8) et (4.9) vdrifient:

(6.18) KYeC™(10,L:X (H,E)), L(+) € C(10,o[s(D(A%)" ,F))
et vyt > 0:

1,-1

(t) = N AE B*L*(t)AFL(t); €galite dans L(H,E)

(6.19)

aja Qo
B o ot

(t)+L(t)(A+BK(t)) = 0, &galité dans X (H,F)

7. EXEMPLES

| Soit R uﬁ ouvert réqulier de R", T sa frontiéré et pour

0 < T < +ee:
QT
b2

@x]10,7T[,

T r<]0,T[ .

Soient aij des fonctions sur & avec

2
43 € C°(

(7.1) n -
51 X055 = o

)y  1,J=1s...,n

N ~M>3
w—

i

E?, Vgi €R, p.p.dans @ ol a>0.
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Pour H = LZ(Q) et V= H](Q) ou V= HA(R). définissons la forme

bilinBaire continue suivante sur V:

(7.2)  ale,y) = Iy i §=1 a; (x) 5%3- 5%— dx, Yoy € V.

Nous allons considérer les exemples suivants de problémes de contréle:

Exemple I. Probléme de Neumann

On prend:
{v H! (2)
(7.3)
E

L'&tat du systéme est l1a solution dans

1l
-mn
]
—

L]OC(O’N’ (52)) de

S a0 .0) = (8 ol) g o e e #(2), p.p. sur J0,T[

(7.4)

y v)|t=0 = h dans @

od ve L (03l 2(r)) et h ¢ L%(g).

(7.4) s'interpréte ainsi pour T > 0.

f

%Ey(v)+Ay(v) = 0 dans 0_T

(7'5)1 :TA—y-(v) = v dans 3

\y(V)I t=0 = D

avec
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n
d 3
A.D = - > _( s o )
i,g=1 P
(7.6) 0
9%..: - I A gir-@.cos(n,xi)
L e

eme

~ 1 . . 8 .
ou cos(n,xi) est le i cosinus directeur de la normale n @ T extérieure

a Q. Le critére a minimiser est:

(7.7)  I(v) = fgly(v);rlfz(r)dt +yrilvi?, dt ol v > 0.

L4(r)
On a ici |
0 = olps Vo € H(2)
(7.8) | (Bvso) ,-‘-ferplrdI‘x.,‘ w o€ L2(1), Vo € H'(g)
N= v (Identité)
On peut montrer que les hypoth&ses (H) sont verifides (cf. [1]).: Les

hypothéses (R) sont aussi vérifides, en effet si f,g ¢ L2(g) et

( Ap = f, A*y =a dans @

5 BV
+ = + =
g;;w Y] = 0, - olp =0 surT

d'ou 1'on déduit que o,V € HZ(Q). On peut alors prendre dans (R),

Les hypoth&ses (H) et (R) &tant vérifiées, les résultats des
paragraphes 1 3§ 5 s'appliquent. C'est une généralisation des ré&sultats

de [11]:
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Exemple II. Probléme de Dirichlet

a(<p,\j/) est donnfe comme en (7.1), (7.2) mags on prend ici:

v

C1

Bt (9)

(7.9) 0

2my, F= L@

m
[}

L'&tat du systéme est la solution dans L2 (0,°°;L2 (R)) de

loc

a_(p * = —‘ ______a(P
fQT y(v) (- 3t +A*p)dx dt [9 h(x)¢(x,0)dx fZT v 3v1s dz

(7.10) : 2.1 :
VT > 0, VYo € &. = {o|o € H>7(Q), o], =0, ¢x,T) = 0}
T T . ,

(7.10) définit y(v) de facon unique et s'interpréte ainsi formellement
(cf. [2],[9]):

/ )
9 =
5—€y(v) + Ay(v) = 0 dans QT

> N

(7.11) y(V)IZT = v surzT

\ y(x,0;v) = h(x) dans Q

- Le critere 3 minimiser est

2

s v>20
L™ ()

(7.12) I = rgloyl?,  de s gyl
L"@)

avec C € ;((LZ ®), 12 ®)). Remarquons que y(v) défini par (7.10) est’aussi

solution de

d.. ‘

—¥(v) + Ay(v) = Bv
(7.13) dt

.’y(v) £=0 = h.

ol on a noté:
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A, 1'extension a D(A*)' de 1'opérateur A €X(H3(Q),H~l(sz))
associe 3 la forme bilineaire a(w,W) (cf. Remarque 6.1). -A est généiategr
d'un semigroupe sur D(A*)'. »

B, 1'opératéur\défini par: Vv € LZ(F), Vo € D(A*), (Bv,¢) =

-f.v 22 4r. remarquons que B ¢ ®(E, D(A*)1).
T avA*

En particulier Bv ¢ Lioc(o’”;D(A*)') et la théorie générale
des semigroupes s'applique i 1'équation non homogéne (7.13): sa solutipn
s'écrit 4 1'aide de la formule de '"variation des constantes'" et de 1a
on déduit que (7.10) est vérifié. |

Les hypotheéses (H) sont donc vérifies par A,§;E definis comme

en (6.3): Les th&rdmes 6.1, 6.2, 6.3, 6.4 slappliquent.

Exemple III. Observation ponctuelle

C'est une situation symétrique de celle de 1l'exemple II par

rapport & celle de 1'exemple I. D, va étre plus "régulier" que J(V,V')

moins régulier. Changeant D, en D, on pourra alors appliquer

et D 1 2

2

le théoréme 6.2.

afp,¥) est donnée comme en (7.1), (7.2) et on prend ici:

V = Hé(sz) ou Hl(sa)

(7.14)
F =R

~L'étaf du systeéme est la solution dans Lioc(o,m;V) de

%Y(V) + Ay (v) = Bv
(7.15) ‘
yv) (o= h
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avec h € L2(52) et B GX(E;LZ(R)).

E peut étre un éspace de dimension finie ou non, 1'important
est qu'on a ici:
(7.16) D, € L2 @);L°@):

On fait 1'hypothdse suivante sur la dimension de 1'espace:

(7.17) Qc R" avec n < 3.

On considére alors 1lé critere suivant qu'il s'agit de minimiser:
j=P
T 2 T 2

Jw) = foljil cjy(v;xj,t)| dt + vf0|v|E dt
(7.18) _ '
avec xj € Q> c:j € R, j=l,...,p et v>Q.
Comme, grace a (7.17), D(A) c Hzﬁz) c C°(@@), on a
C ¢ LD(A);R), d'ou:

(7.19) D, € X(@),pA)").

Les hypothéses (6.1) sont donc vérifiées en remplagant A par A*

et D1 par D Le théoreme 6.2 assure donc que sous les hfpothéses

2
faites (7.1), (7.2), (7.14), (7.16), (7.17), (7.18), il existe
P e L(D(A),MNLH,DA)INE (V,V') unique tel que:

ij -(A+D1P) géndre un semigroupe C° sur V |

ii) PA+A*P+PD,P = D, &galité dans X(D(A),D(A)")

iii) le feedback optimal du probléme associé & (7.15),(7.18):

ZInf' J(v) est u-= - L B*Py (u). . |
VEL® (0, ;E) v
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