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INVERSIONS EN CLASSIFICATION HIERARCHIQUE :

Application 3 la construction adaptative d'indices d'agrégation

EDWIN DIDAY

~ Résumé

Une inversion se produit dans une hi&rarchie quand 1'indice associé a un
palier h est supérieur a 1'indice d'un palier h' bien que h soit inclus

dans h'. Nous donnons :

)

1) Des conditions nécessaires et suffisantes sur les coefficients
de la formule de récurrence permettant d'assurer l'existence
ou 1'inexistence.d'inversions : 1'un de'ces nouveaux résultats
généralise les conditions données par Ducimetiére (1971),
Milligan (1979) et Batagelj (1981). |

2) Une condition nécessaire et suffisante sur les méme paramétres
qui assure la propriété dite de "réductibilité" de Bruynooghe
(1978) et permet ainsi d'utiliser des algorithmes accélérés de

classification hiérarchique.

Nous montrons enfin comment on peut utiliser ces ré&sultats pour &tendre
la famille des indices d'agrégation classiques de fagon 3 mieux tenir comp-

te du désir de 1'utilisateur.
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INVERSION HIERARCHICAL CLUSTERING :

adaptive ultrametrics

Abstract

We say that there is an inversion in a hierdrchy if the height of a
cluster merged later in the hierarchy is:lower than that of clusters

merged earlier. We give :

1) Necesséfy,and sufficient conditions on the parameters of the
Lance and Williams formula (1966), generalized by Jambu
(1978), which insure the existence or non existence of inver-
sion in a hierarchy ; one.of“thoée new results generalizes the
pdnditions given by Ducimetiéfe (1971)3‘Mi11igah (1979) and
Batagelj (1981). - ‘ ‘

2) A necéssary and sufficient cdhdition on the same parameters

| which insures the "neighbourhood reductibility" property of

Bruynooghe (]978)'and thus peérmits fhe use of anvacéelerated

algorithm for hierarchical clustering.

By using those results and taking account of the a priori knowledge of

the user we show that it is possible to obtéin adaptive ultrametrics.



INVERSIONS EN‘CLASSIFICATION HIERARCHIQUE :

Application 3 la construction adaptative d'indices d'agrégation.

EDWIN DIDAY

1) Introduction

Il se produit fréquemment dans la pratique qu'un utilisateur désirant réali-
ser une classification hiérarchique ne sache pas quel sera le meilleur indi--
ce d'agrZgation pour ses données parmi la panoplie usuelle des indices d'a-
: il peut aussi se produire qu'aucun de ces indices ne

grégation classiques ;

satisfasse aux donndes qu'il doit traiter ; il se pose donc un probléme de

choix parmi les indices connus et un probléme de création &ventuelle de nou-
veaux indices. Parfois les données fournissent un indice naturel, par exem—

ple le flux de transfert démographique d'un département 3 un autre si les in-

-dividus a classer sont les départements. Malheureusement un tel indice peut

faire apparaltre des inversions au cours de la construction de la hiérarchie,

ce qui la rend difficilement 1nterpretab1e ; une inversion se produit quand
1'indice associé 3 un palier h est supérieur 4 1'indice d'un palier:h' bien

que h soit inclus dans h'. Nous donnons des régles simples permeﬁtant de déduire
de la valeur des coefficients de la formule de récurrence de Lance et Williams
(1967) généralisée par Jambu (1978) 1l%existence possible d'inversions. Ces régles
permettent &galement de savoir si la propriété de réductibilité définie par
Bruynooghe (1978) est satisfaite et s'il est donc possible d'utilisér un algo-
rithme de classification hiérarchique accélérée sans risque de déformation.
§i 1'utilisateur a des idées a priori sur la hiérarchie qu’'il désire obtéhir, la
formule de récurrence et les contraintes obtenues pour assurer l'inexistence d'in-

version donne des équations dont les inconnues sont les coefficients a ...a, de 1a

formule de récurrence. S'il existe une solution elle fournit un indice d'agrégation

adapté au désir de l'utilisateur.

INRIA, Domaine de Voluceau, Rocquencourt,v78153 LE CHESNAY CEDEX (France).



2) Quelgues définitions

" Définition d'une hiérarchie

Soit § un ensemble fini,'H un ensemble de parties (appelées paliers) de @, H

est une hiérarchie sur  si :

1) Qe H ' {g'est—é—dire le palier le plus haut contient tous les in-
' dividus}
2) Y¥wef "~ {w} € H (les points terminaux)

3) ¥h, h" ¢e H ona: hnh'=z¢=> ‘hch'ouh'c h..

Hiérarchie binaire

" On appelle ainsi une hiérarchie H dont chaque palier est formé du regroupe-

- ment de deux €léments de H , plus priécisément :

¥B e H: card (B) 21, J(B', B'") ¢ HXH :
B' nB" =4 et B' u B" =B, o

Définition d'une hiérarchie indicée

~Une hiérarchie indic8e est un couple. (H,f) oli H est une hidrarchie et f une

application de H dans R* telle que :

1) £(h) = 0 si et seulement si h ne contient qu'un seul &lément.

2) pour -tout h et h' dans H, h < h' (inclusion stricte) implique f(h) < £(h").

Autres types de hiérarchies indicées

Dans la pratique, certains algorithmes de classification hiérarchique (par
exemple , celui de la CAH, qqi est donné en annexe'l, (voir [2] ou [4] ), peuvent -
donner lieu & des hiérarchies dént-l'indice associé ne satisfait pas exactement

la définition que nous venons de donner : il peut en effet se produire que deux -
&léments h et h' de H satisfassent aux relations h c h', h # h* et £¢(h) = £(h").

Dans ce ‘cas, nous dirons que la hi&rarchie est indicée au "sens large".
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Définition d'une hiérarchie indicée au sens large

C'est un couple (H,f) olt H est une hiérarchie et f une application de H dans
+ .

R telle que :

1) £(h) = 0 si et seulement si h ne contient qu'un-seul &léments.

2) pour tout h et h' dans H, h ¢ h' implique £(h) < £(h').

Définition d'une inversion
I1 peut aussi se produire que 1l'indice associé a certaines hiérarchies donne

lieu 3 1l'existence de paliers h et h' tels que h c h' et £f(h) > £(h'), on
dit alors qu'il y a inversioh ; pour une hiérarchie indic&e ou pour une hié-

rarchie indicée au sens large, il n'y a pas d'inversions.

La construction d'une hiérarchie nécessite la connaissance d'une "mesure de

ressemblance" entre groupes,.cette "mesure" est appelée "indice d'agrégation'.

Définition d'un indice d'agrégation

On appelle indice d'agrégation entre groupes d'individus,:une application & :

P(Q) xP(Q) +R (oii P(R) est l'ensemble des parties de Q) telle que :

1) ¥h ,h, € P(Q), 6(h ,h,) = 0 (positivité)
2) ¥(h ,hy))e ®(@) x B@) 8(hp,hy) = 8(b,,h ) (symétrie).

Considérons une hiérarchie binaire H et un indice d'agrégation entre classes ;
pour indicer H et pour &tre assuré qu'il n'y aura pas d'inversion on peut dé-

finir £ de la facon suivante :
Vhif hj dans H, f(h.1 u hj) = Max (G(hi,hj), f(hi)’ f(hj)).

On obtient ainsi une hiérarchie indicée au sens large. Par contre, si l'on

choisit f ainsi :

: Vhi, hj dans H f(hi U’hj) = 6(hi,hj),

on n'est pas assuré que (H,f) soit une hiérarchie indicée, méme au sens large,

il peut se produire des inversions.
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3) Conditions 3 satisfaire par un indice d'agrégation & pour qu'une hiérarchieé

indicée par f : f(h1 U h2) = 6(hl, hZ) ne présente pas d'inversions

La représentation visuelle d'une hiérarchie H est plus facilement interpré-
table si elle est indicée de fagon & ce que la hauteur de chaque palier cor-
responde 3 la valeur prise par l'indice d'agrégation pour les deux paliers

qui l'ont formé. Autrement dit, si f est choisi 3 partir de § de la fagon sui-

vante :

f£:H->R" telle que £(h) = 8(h ,h,)
, (1
pour tout hl’ h2 et avec‘hln h2 =@ et:h = Elu h2 dans H

Un tel choix de f peut conduire 3 des inversions d'ol 1'intérét de la propo-
'sition suivante qui permet d'énoncer deux conditions nécessaires et suffisan-

tes 4 satisfaire par § pour que ce neisoit pas le cas.

Soit H la hidrarchie obtenue a 1'aide de 1'algorithme de la C.A.H. {(voir annexe

muni de l'indice d'agrégation 6 et f l'application définie par (1). On ndte Ph

. . i
u hi- dans la dérou- .

partition qui précéde la formation de hi = hi—l 5

lement de 1'algorithme (voir figure 1)

Figure |

1)
la

On peut alors énoncer le résultat suivant dont la démonstration se trouve dans [2]

PROPOSITION 1. Les trois conditions suivantes sont &quivalentes :

(:) (H,f), est une hiérarchie indicée au sens large.
(:) Pour tout hi € H, h{ € H avec hi v] hi dans H on a
N '
£(hy u hi) 2z Max {f(hi)’ f(hi)}f

P t . ‘ = h, . . .
(:) our tout hJ € Phi avec h, =h, , v h, o et hJ =h, s hj #h., , on

a»6(hi, hj) 2 f(hi)'

Remarque pour fixer les idées, la condition (:) peut étre appelée "condition

locale" et la condition (:) "condition globale" (voir figure 2) :



h.
1V
S e _.__—_.-_-..—-————Phi
h. h.
i-1 ‘ 3
l ’]hi—z
(:) Condition locale ' ' -(:) Condition globale
£(h, u b)) > Max (£(hy), £(h}) 8(ny,h) 2 £(hy)

Figure 2

4) La formule de récurrence générale

Quand au cours de 1 algorlthme de la C.A.H. deux nouvelles classes h1 et h2

doivent &tre réunies pour former une classe h3-—t12U h € H, 11 faut faire

la mise & jour des 6(hi J hj) pour hi et hj dans thaet d%fferents de hj!et

h . Cette mise & jour nécessite le calcul de &§(h, h, UIIQ pour tout h dans

P, ; il se trouve que pour des choix classiques de 1'indice d'agrégation &,

h
3

-1l est pOSSlble da' exprlmer al'ai
3 1'ajde de &(h, h ), §(h, hy, G(hl,IIQ f(h), f(h ) et f(hz) qui ont é&té

de d'une formule de récurrence 6(h h] Ull?

a

calcul@s aux itérations précédentes ; cecl permet une grande économie de

temps machine et de place mémoire ; on utilise pour cela la formule de récur-

rence générale suivante (Jambu 1978) :
6(h,h} uhy = a, 6(h,hﬂ) +a, §(h,hp + a, 6(h1J1Q +a, f(h) +
ag f(h‘l) + a6'f(h D + a7|6(h,h2) - 8(h,hy) |

Cette formule généralise la formule classique de Lance et Williams (1967) qui

ne considére pas le termes en g,, ag, 2q- Différents choix classiques des coef-

ficients a; sont donnés en annexe 2.
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5) Une condition nécessaire et suffisante sur les coefficients de la formule de

récurrence pour assurer 1'inexistence d'inversions

Si la higrarchie H est indicée de fagon 3 ce que la hauteur de chaque palier

corresponde d la valeur de 1'indice d'agrégation pour les deux paliers qui

1'ont formés. Autrement dit, si la condition suivante est satisfaite :

{pour tout h;, h,, hy dans H avec ky = h; v h, on a f(h3) 6(h;, h,)} (2)

l’

on peut se poser la question suivante :

Existe=t=il ure condition nécessaire et suffisante sur les coefficients (a],..., a )

pour assurer 1! 1nex1stence d'inversions dans la hidrarchie H 1nd1cee par £ ?

.La proposition suivante qui généralise la remarque de Ducimetidre (1072),

prOpOSlthn de Mllllgan (1979) et celle de Batagelj (1981) répond i la question.

PROPOSITION 2

Une condltlon nécessaire et sufflsante pour que tout & satlsfalsant a une formule
de recurrence définie par des coeff1c1ents Bpseees 7, 1ndulse par 1l'algorithme
de la CAH une hiérarchie indicée par f sans inversions est que les quatres condi-

tions suivantes soient satisfaites :

(a) a

7 2 —Min (al,az)

(b) a, + a, ZAO

(Cz al + a2 + a3 =1

(d) a,» ag et ag positifs,

Pour simplifier les notations nous dirons que la: condltlon A est vraie si les 4
relations (a), (b), (c), (d) sont simultanément satisfaites. La condition B. est

vraie ‘si pour tout § satisfaisant 3 la formule de récurrence définie par CIERERRL

1'algorithme de la CAH donne une hériarchie H indicée par f qui n'admet pas

¢

7’



d'inversions. Etant donné la symétrie de la formule de r&currence on peut supposer
que § (h,h)) < 6(h,h2) (la démonstration est tout 3 fait analogue si cette inéga-

1ité a lieu dans le sens contraire).

Démontrons d'abord la condition suffisante, autrement dit que A yraie ==»B vraie.

8 (h’hl) < 6(h,h2), implique que :

§ (h,h

U hy) = (a; - a,) ‘(S(h‘,hl)'+ (ay *+ a,) d(h.,hz) +a, 8 (h5b,) + a, £(h)

1
+ag f(hl.) +a, f(h2).

(a) ='a2 + a,

(d)=‘a420,a > 0, a620 d'ol

8 (h’hi

uhy) 2 (a; + a,) G(h,hl) +a, ‘S(hl,hz)
»PIar construction de 1'algorithme-on a = G(h,h]) > G(h],hz)

et (b) ="al + a, >0 d'ol

S (h,h]U h.2) > (a] + a, + a3) G(h],hz)
or (c) =»8(h,h, u h2) > (S(hl,hz), " qui prouve que B est vraie d'aprés la proposition 1.
Montrons malntenant que B =A ; plus prec1sement nous allons montrer que

A faux =B faux ; autrement dit, il s'agit de montrer que si A est faux, il existe

un indice d'agrégation § , pour lequel 1'algorithme de la CAH donne une hiérarchie

H indicée par f définie par (2), avec inversioms.

_ 4 S
Les quinze -'possibilités( by (;21 = 15) qui rendent A faux (en terme logique

n=1

non A = non aAbAcAd = A = avbvcv d) sont couvertes par les quatre cas suivants

) a,*a, <0 ou a; +a; < 0.
@ a1+a2 <0 ;

@ a]+a2+a3‘<1 3

@ a,»,ag,3¢ MON tous positifs.



Nous allons montrer que dans chacun de ces cas, il est possible de construire un

indice d*agrégatibn tel que .
§ (h, h2) 26 (h,;h]).Z 8 (hl’ hZ)
et -6 (hl’ h2) >6 (h, h] u h2) autrement dit

(1-az) 8(h ,h,)> (ai-a7) 6(h,hy) + (a, + a;) 8(h,h,) + a, f(h) + a; £(h)) +a f(h,) (3)

Considérons les quatre cas :

0, a2+a7 < 0 ou a; + a, < 0.

On choisit 8(h,hy) = 8(h ,hy) et

(1-a,) 8(h , h,) + (a, -~ a_) §(h, h )~F
3 L2 71 .6, h)

a2 + 37

oi F = a, f(h) + aS'f(hl) + ag f(hz).

GA (h,hz) _> Max '

C) a, + a, < o

On peut choisir ,
' (t-a,) 6¢h , h,) - F '
3 1 2’

§ (h,hi) = S(h;hz) > Max

3 a +a,+ay<|

' On peut choisir

- § (h,hz) = 6(h,hl) te o= §(h],h2) + €, avec g, et € > 0

On doit avoir ‘

(a, - a,) 6(h,h,) + (a, + a;) ( §(h,h) + €) +F < (I-a,) (8 (n, h)) + e = €,)
ou -

(@ * 3 8 +€1(ay +a)) +F < (1 -2y s(n, B) + (1= a) (e, - &)

C= ¢ /(a, + a, + a3‘— 1) + e,(1 - a) + F < (1< (a; + a, + az)) &8(h, h)
c

D = 1‘(al+az+a3) &tant strictement positif, il suffit de prendre G(h,h]) >3

pour que 1l'inéquation (3) soit satisfaite.



(:) a, » a5 > ag non tous positifs.

On choisit &(h, h ) 28(h,h ) 2 G(hl,h ) et 1' 1nega11te (3) est satisfaite en prenant
f(h) , f(h ) ou f(h ) sufflsamment grand suivant que c'est a, a2 ou a, qui sont

strlctement negatlfs. Un tel choix est toujours possible pulsqu 'ilyan (n~1)/2

couple de dlstances entre individus et (n-1) (n-2)/2 dlstances entre classes qui

(n~1) (n=2)/2 équations (veir §10) .
g

sont utilisé&s soit (n—l) distances pour seulement

I1 resulte de cette prop051t10n qu'une condition necessalre pour qu'il y ait inver-

sion est que 1'une au moins des conditions (a), (b), (¢), (d), ne soit pas satis-

faite.

6.3 Une condition nécessaire et suffisante pour 1l'existence d'inversions

Dans la proposition 2 nous n'avons pas considéré la condition B, suivante : ¥ ¢
satisfaisant 3 la formule de récurrence, la hiérarchie H qui s'en dé&duit par 1'al-
gorithme de la CAH, 1nd1cee par f définie par a],...,a7 a des inversions ; remarquons

que B, n'est pas le contraire de B. Afin d'étudier cette condition, nous sommes

i
amenés 3 distinguer le cas de la formule de récurrence generale ol a,, ag et ag me
= 0,

sont pas tous nuls, du cas de la formule de Lance et Williams ou a, = ag = ag

Dans le cas de la formule générale on a le résultat suivant :

PROPOSITION 3

Une condition nécessaire et suffisante pour que tout § satisfaisant a une formule de

récurrence définie par des coefficients al,...,a7, induise par l'algorithmé de la CAR,

une hiérarchie indicée par f avec inversions est que les quatre conditions suivantes

soient satisfaites :

(@) 8, < Min (a),2))

(bl) a, +a, <0

(cl) | a, +a, +a, < 1

(d]) a, » 35 » 3 tOus.négatifs non Eous nuls.
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" Démonstration.

.. . . . 1 1 1
On dit que la condition A1 est vraie si les relations (a'), (b ), (c') et (d)

sont simultanément satisfaites.

Montrons d'abord la condition suffisante ; autrement dit que A;== B,.

Comme pour la proposition précédente on suppose que 6(h,hj)'$ 6(h,h2) ;3 d'od :

&(h, hIth) = (a] = a7) 3] (h,'h])'+.(a2 + a7) 5(h, h2) f a36(h], hz) + FT
oi F = a4f(h) + gSf(hl) + a6f(h2).

( + <0 = + 5 (h, h < (a, + a_) &, h)
a) ==>-(a2 a7) (a2 a7) ( 2) a, * a, '( ]

d'od &(h, huh,) = (a

yh, | + 82) &(h, hl) + a36(h]{ hz) + F

1) => (él + a2) 5(h, hl) < (a1 + a2) 6(hla hé) car par construction
8(h, h) = 8(h, h)) d'ol
8(h, huh,) < (a; +a, + ay) 8(h), hy) + F

(b

'y = s, thhz) < 8(h, h)) +F

1 . “ .. . .
(d') = 5&(, huh,) < &(h, h,) qui prouve d'aprés la proposition 1 qu'il

.y a inversion.

Reste & montrer la condition nécessaire ; autrement dit que Bl—$>Al, ou encore,

que A, faux => B faux. Les quinze possibilités qui ‘rendent Alfaux sont couvertes

par les quatre cas suivants :

(:) a7 > —Mlnfal’ 32)‘; <:)‘al + a, >0 3 (:) a, + a2 + a3 > 1 et
(:) H un al (i =4, 5, 6) strictement positif (la possibilité a, = ag = a, = 0

est 3 exclure dans le cas de la formule générale)

Il faut montrer dans chacun de ces cas, que 1'on peut construire un indice d'a-
grégation & pour 1eque1 la hiérarchie (H, f) n'admet pas d'inversion. Autrement
dit, il faut montrer que pour tout h appartenant 3 la partition qu1 précéde la
formation du palier hthz, il ex1ste ® qui satisfasse dans chacun des quatre

cas, aux inégalités suivantes
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&(h, h2) 2- &(h, h]) > S(h], h2)
et 6(h,hf1h2) > 6(hl, h2), autrement dit :
(a; - ay) 8(h, b)) + (3, + a,) 5(h, hy) + F 2 (1 = ay) 6(h, h,)

_(I) a7 > - Min(aj, a2) ==$'a2 + a7 >0

On choisit G(h,hl) 2 6(h1, h2) et

(1-a,) 6(h,, b)) - (a, —.a;)) &b, b)) - F
3 1> 72 1 7 1 , 5(h, b))

§ (h, hé) 2 Max |

Comme pour le cas (:), les cas de (:), (:) se traitent de fagon aﬁalogue a la
démonstration de la proposition 1 ; les inégalités sont en sens contraire mais
‘les dénominateurs sont ici strictement positifs au lieu d'Etre‘strictement né-
gatifs ; pour le cas (:), il suffit de'prendre £(h), f(hl) ou f(hz) suffisament

grand suivant que c'est a,s a5 ou ag qui est strictement positif.

g

7) Une condition nécessaire 3 1'inexistence d'inversions

De la proposition 3 on déduit facilement la proposition suivante :

DPROPOSITION 4

Une condition nécessaire pour qu'un indice d'agrégation & satisfaisant & une for-

. mule de récurrence définie par des coefficients Y induise par l'algoritkme

de 1a CAH une hiérarchie H indic@e par f sans inversiom est que 1'une au moins des

conditions suivantes soit satisfaite :

(a) a7 = “Mln(al, az)
(b) a, +a, 20

(c) a, + a, + a, > 1

a, tous positifs, non tous nuls.

2
(a™) a,, a 6

5?

On a un résultat analogue dans le cas de la formule de Lance et Williams, en se

restreignant aux conditions (a), (b) et (c).



Comme nous 1'avons vu dans la proposition 2 chacune de ces conditions n'est pas
suffisante pour assurer 1l'inexistence d'inversions, il faut qu'elles soient tou-

tes satisfaites simultanément.,

8) Cas de la formule de Lance et Williams (a4 = ag = a, =0)

PROPOSITION g

Une condition suffisante pour que 1la condition Bl (donnée en 6)) soit satis~

faite est que les 3 conditions suivantes soient ‘satisfaites :

(a?) a, < = Min (?J’ az)

(bz) a +a,<0

, 2 . .
(c™) al+a2+a3<l

ol deux au plus de ces inégalités peuvent &tre larges.

La démonstration de cette proposition est tout & fait analogue 3 celle de la

proposition 3.

9) Problémes d'inversions dans les algorithmes accélérés pour les grands tableaux

Parmi toutes les distances qu'il est nécessaire de calculer pour la construction
des classes d'une hiérarchie ascendante, au cours de 1'algorithme général, seules

sont retenues les plus petites. Partant de cette idée, il est naturel d'imaginer

un algorithme dans lequel ‘les seules distances utiles soient calculées. Plus modes-—

tement, il s'agit de calculer le moins de distances inutiles possible. La ques-

tion se posait alors de savoir si la hiérarchie ainsi obtenue &tait toujouys ia
.méme que la hiérachie que 1'on aurait obtenu par l'algorithme général usuel.
Bruynooghe (1978) a alors montré qu'il n'y a pas de dé&formation de la hiérarchie

si une propriété dite de "r&ductibilitd" est satisfaite.

9.1) Définition de la propriété de réductibilite

On suppose donné un nombre p strictement positif. Soit Ph la partition qui dans

le cours de 1'algorithme précéde la formation de h = h] U h2. On pose :

.B‘Jh) = {h; ¢ P/ 5(h,, h uh)) < ¢avec h, # hyeth ¢ h2}, (voir figure 3).
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Figure 3
On dit qﬁe 8 satisfait a la propriété de réductibilité si'Bp(h1 u h2) c
c Bp(hl) U Bp(hz) oi h = hl U h2, hl et h2 sont des paliers de la hiérarchie

H avec 6(h1, h2) < p.

Cette condition peut Egalement s'exprimer sous les deux formes suivantes :

S satisfait 3 la propriété de réductibilité& si pour tout hi € Ph avec

h=h. Uh.. h. 2h, et h, # h,,, on a pour tout p>0 :

1 7 72 1 1 i 2?
§(hi, hl) 2'9 ' |
§(hy, hy) < . .

Autrement dit les paliers de Py qui sont 3 une "distance" de h1 et de h2
supérieure a 0 doivent &tre 3 une distance de h1 U hz'supérieure apsi
8h ), _hz)’gp. ' '

.On peut aussi dire que § satisfait a la propriété de réductibilité si :

§(hy, by U hy) <p : . | _
=> < ] < .

§(hy, hy) S P => &(hy, b)) < pouslhy, hy) <p . (5

Ce qui signifie que les paliers qui sont 3 une '"distance" de h = h1 u h, in-

férieure 4 p sont nécessairement & une "distance" inférieure i p de h1 ou de

hzu quand G(hl, hz) < p.



9.2) Lien entre inversion et ré&ductibilité

PROPOSITION 6

"Une condition nécessaire et suffisante pour qu'une hiérarchie construite par

l'algorithme de la CAH & l'aide de 1'indice d'agrégation 6 soit sans inversions

est que & satisfasse 3 la propriété de réductibilité.

Démonstration

 Montrons d'abord la condition suffisante . Nous allons montrer que si & satis-—
fait 3 la propriété de réductibilité alors la condition (:) de la proposition 1

est satisfaite. Cette condition dite ''globale' s'énonce sous la forme suivante

(voir figure 2) :
pour tout hj € Ph tels que hj # hl"hj # h2, h = hluh2 eH :
(6)
>
on a 6(hj’ h) 2 §(h], h2).
avec hj # hf, hj # 1'1-2 et h = hlLJ h2 implique que :

Orvdire que_hj ePh

G(hj, hl) > G(hl"hz) ét 6(hj, h2) S G(hl, hz) car Ph'est la partition qui
dans le cours de 1l'algorithme précéde la formation de h = LY h2. On déduit

de ces deux inégalités 1'existence de p :

v

8y by) 2 p 2 8(hy, hy) et S(hy, hy) 20 2 8(hy, hy) d'od (hy, b)) 2 p
8Chy, hy) 2 p et 8(h, hy)) <p . ’

\

En appliquant la propriété de réductibilité sous la forme (4), on en déduit

“que S(hj, hl uhy) > p 2 §(Chy, h,).

La relation- (6) est donc satisfaite ; d'aprés la proposition 1, on a bien une

-hiérarchie indicée.

Montrons maintenant la condition nécessaire ; 11 faut montrer que s'il n'y a
pas inversion 1l y a r&ductibilité ; pour cela, nous allons montrer que s'il
ot - I R I . . . - iy e, .
n'y a pas réductibilité il y a inversion. Si la réductibilité n'est pas satis-—

faite, il existe p > 0 tel que pour tout h. ¢ P différent de h, et h
» _ , - 1 }H ] h2 1 2

on ait :



8(h;, h) = o
o(h. > U h

(hl, h2) > p =>6(hi, h1 2) < p
6(h], h2) < p

Choisissons p= 6(h], h2) ; 4 1'étape qui suit la formation de h = hilJ h2

il existe hi € Ph tel que 6(hi, h) < ¢ = 6(hl, h2) ; il y a donc une inversion

d'aprés la proposition 1I.-

0

PROPOSITION 7

Une condition suffisante pour qu'un indice d'agrégation & satisfaisant a la
formule de récurrence soit ré&ductible est que les conditions (a), (b), (c) et

(d) soient satisfaites. Une condition nécessaire étant que l'une au moins

des conditiqns (a), (b), (c) et (dz) le soit.

Démonstration

Montrons d'ébofd la condition suffisante. De la proposition 2 on déduit le fait
que si les conditions (a), (b), (c) et (d) sont satisfaites alors iln'y a

pas d'inversions ; d'aprés la proposition 6 la réductibilité est alors satis—

faite.

' La condition nécessaire se déduit de la proposition 4 qui prouve que pour ne
pas avoir d'inversions et donc pour avoir la réductibilité (d'aprés la proposi-

tion 6) il faut que 1'une au moins des conditions (a), (b), (c) et (d2) soient

satisfaites. ’ . :
-0

10) Etude et extension des formules de récurrence classiques : construction adap-

tive d'indices d'agrégation.

Etant donnée une formule de récurrence on peut dire pour simplifier que soit
les conditions (a), (b), (c¢), (d) de la proposition 2 sont satisfaites, alors
il n'y a pas d'inversions.(pr0position 2),'soit aucune ne l'est, alors il y a
inQersion (proposition 3), soit elles sont partiellement satisfaites alors on

ne peut se prononcer.



En annexe 2 nous donnons une série de formules de récurrence classiques suivies

d'un tableau donnant les propriétés d'inversioms et de réductibilité des indices
d'agrégation correspondants. On peut étendre la famille des indices d'agréga-—

tion classiques en calculant les a; a 1'aide de la formule de récurrence i

partir d'un exemple. Pratiquement 1'utilisateur proposé, sur un exemple issu

de ses données, la hiérarchie H désirée en précisant la hauteur de chacun des
paliers. A'paftir de cette hiérarchie omn peut calculer 6(hi, hj) ol hi et hj .

sont deux paliers quelconques de H en posant :
6(hi, hj) = {la hauteur du plus bas palier contenant hi>et hj}'

A 1'aide de ces quantités et de la formule de récurrence générale on obtient un

.8ystéme d'@quations avec 7 inconnues (les a; pour i =1, ..., 7) comportant

n=-1 -2) L f11 i
-V ) €galités ( n est la taille de la population) ; en effet :
2

Ph étant la partition qui précéde la formation du j°me¢ palier h., on utilise
i i

n-2 équation de récurrence pour construire h, ; s'il faut n-m nouvelles équa-

tions pour construire hm il en faut n-(m+l) pour construire hm+1 (si hm+1 contient

hm il en faut n-m~1 sinon n-m-2+1). Il faut donc utiliser en tout

‘ -1 -2 - .
(n-2) + (n-3) + ... + 1 = 12——%12—-1 eéquations pour construire la hiérarchie.

Il faut trouver les a; qui satisfont au mieux ces €quations et les contrain-

" tes données par la propoéition 2 ou la proposition 4 (par exemple, les con-
ditions (a), (b), (c), (d) de la proposition 2 pour assurer l'inexistence d'in-
versions). En ré&gle générale il y a plus d'équations que d'inconnues ; la so-
lution qui est de‘type moindre carrés sous contraintes ne satisfait pas nécés-
sairement toutes les &galitds : des inversions peuvent donc apparaitre ; pour
palier & cet inconvénient, 1'utilisateur pourra reméttre en question ces choix
de fagon inter-active (en modifiant par exemple les facteurs des paliers cor-

respondant & ces inversions) jusqu'a obtenir les coefficients correspondant

au mieux. & son désir.
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Exemple

. Les données : quatre points du plan dont les distances d(wi; Wj) sont pré-

cisées sur la figure 4

w] Wy | Vg LA
v, 0 1 3 2
w, 1o 2 |3
Wy 3 2 0 2
LA 2 3 2 0
Figure 4

. La hiérarchie désirée est donnée figure 5

N ,
2 Loo._. hy, = {WJ}lJ{Wz}
] | = W :

7 h2 h] U 73
W, W, w3 w4 h4 = h2tJ w4

Figure 5

. Les équations & résoudre

Ftant donné le faible nombre d'individus on se place dans le cas de la formule

de Lance et Williams (a4 = a5 = a, = O).; on a @
ngi, Wj) = d(wi, wj)

Avec i = 3, 4 on obtient 2.équations du type suivant :
. 6(wi, h,) =a 6(w > W) ) + a 6(w , W ) + a36(w , W ) + ay |6(w , WZ) - 6(wi, w])

enfin:. 6(""4’ h )‘_ a 6(W4 h ) + a 6(W ’ w ) + a 6(h1’ w ) + a |6(W4, w ) 6(W43h1)



3 . - . . /
Avec les valeurs prises par & on obtient les &quations suivantes :

—
]

3a1 + 232 + a3 + a7

Za1 + 3a2 + 33 + a7

2a + 2a, + 53

N
"o

Avec les contraintes :

a, 2 —~Min(a], a2)
a +.a2 20
al +.a2 + a3 2 1.
$1 les deux derniéres inégalités sont satisfaites, la condition nécessaire 1'est’
également (proposition:4). Une solution assurant une symétrie entre a et a, est

donnée par

= =3 = =—————] =
al = a2 a7 5 'a 2

Comme a et a,.ne sont pas &gaux, on peut obtenir plusieurs hiérarchies satis-

faisant 3 cette formule de récurrence. On obtient une hiérarchie unique en asso-
ciant a a, la classe de plus petit indice. En la construisant de cette fagon
on obtient la hiérarchie désirée par 1'utilisateur sur les quatre points de

1'exemple.
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Conclusion

Parmi 1'ensemble des résultats donnés on peut retenir les régies suivantes :

si les conditioms (a), (b), (c), (d) sont satisfaites on est assuré de l'inexis-—
tence d'inversions, si aucune ne 1'est il y a inversion, il est nécessaire que
1'une au moins soit vraie pour ne pas avoir d'inversions. Dans tous les domaines
ol les utilisateurs ont une idée précise des classes désirées a partir d'exem—
ples particuliers (traitement d'image, par exemple), les propriétés données dé-

bouchent sur des programmes de génération automatique de hiérarchies & partir

d'exemples.

Afin d'enrichir les possibilités d'adéquation de la formule de récurrence &

1'exemple proposé par 1'utilisateur, il serait intéressant d'étudier la for-—

mule de récurrence générale suivante :

&(h, h, U h)) = ai 5(h, h,) + a, 8(h, hy) + a; &(h;, hy) .
’ | + ag f(h?'+ ag f(hl)'+ a6.f(h2) _
+a, [£(h) = £(h )] + ag [£(h) - £(h,) | + ag [£(h)) — £(h)) |
+a, 18(h, b)) - 8Ch, byl |

 Avec a, = Fi (p(h), P (hl)’ P (hzi), oﬁ'p(hi) est un poids associé au

_palier hi'



’ ANNEXE 1|

L'algorithme général de la classification ascendante hiérarchique

Cet algori;hme (dit de la C.A.H.).consiste 3 construire a l'aide de 1'indice

d'agrégation § choisi, une suite de partitions de moins en moins fines dont les

classes forment la hiérarchie H cherchée. Il s'énonce de la fagon suivante :
(:) Partir de la partition P0 dont les classes sont réduites i un élément.’

(2) Construire une nouvelle partition en réunissant les deux classes de la

partition précédente qui minimisent §.

° P ’ . N . - .
<§) Recommencer le procédé en 2 jusqu'd ce que toutes les classes soient réunies

en une seule.

. 51 a 1'étape (:) il y a plus d'un couple de classes qui minimise &§, on en
choisit_ un au hasard ; il n'y a donc pas toujours unicit& de la hidrarchie obtenue.

On remarque aussi que la hiérarchie ainsi obtenue est nécessairement binaire.
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ANNEXE 2

Valeur des coefficients de la formule de récurence " Pour quelques

indices d'agrégation.

Indice du saut minimum :

5l(h1,h2) = M1n'{d(wl,wz)/wlehl,wzehz}

o
I
W
~

|
w

un

|
o

o)

1
o
n

~
Nf —

1
17 %7 3

. Indice du saut maximum :

Gz(hl,hz) = Mag {d(wl,wz)/wlehl,wzehz}

. Indice d'agrégation de la moyenne des distances

63(hl,h2) —-T;ITT;;T w.ﬁgl d(wi,wj) ol lhil = card'hi
i
w.éh2
b, b, |
a; = —_——, a, = ——— - a, = O pour i>2
hlelnl 2 qnylenl

. Indice de la distance des centres de gravité

(8, (b, hy) = d(G(h)), G(hy)
. - ph ) ., - p(hy) . - “p (0)) p(hy) 2
Copm) o p) p (hy) + p (h) (p (b)) + p (hy))
a, =0 pour'i >3

oi p(h) = Z p(h) est le poids associé & h.
weh
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Indice de 1'inertie
65 (hl,hz) =T (h1 U h2) oill
I(h) = % p (w) d(w,G(h)) 3 G(h) est le barycentre de h ; p(w) est un

weh

poids associé & chaque individu : p(h]UhZ) = p(h1)+p(h2).

p()+p(h)) p(h)+p(h,) _ p+p(hy)
QT T T 3= ‘ a =
T : T 3 T
ph) p(h,) p()
2% T T T BSTTTTT ¥ T 8 =0

oi T = p(h) + p<h,> + p(h,)

. Indice de la variance

1

& (h,h) = var (h,u h.) = I(h,u h,)).
o1y 12 o e+ p(hy) b
p(h) + p(h,)
a; = T = pour 1 = |, 2,
. - ‘ 2
p(h)) + p(h,) 2 p(h)? _ p(ny?
- - _p() _ 2 -
a3 = a4 = = K 1 _ a5 = «a6 = : .
T T2 72 T

. Indice de l'augmentation d'inertie (Ward 1963)

p(h;) p(hy)

67 (hl,hz) = :I(hluhz) - I(hl) - I(hz) =

*
p(h 7o, - 1€ Chy))
P(h)+P(hi) ' p(h)+p(h,) -p(h)
al— a_2= 3_3=__“
T T T
a, = ag = ag = a, = 0

* Si d est une distance euclidienne.
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Indice de 1'augmentation pondérée de variance

: . pa))
68(1'11, h2) = var (h] U h2) - —(h—;;—".‘ var h
' LS Ik
p(h) + p(h;)
a, = , pour i = 1, 2 a, =
i T ‘ 3
aib= 0 pour i > 3.

Propriétés d'inversion et de réductibilité

1

p(hz)

)
p(h1 ] h2,

var h

2"

p(h) ((p(h)) + p(hy))

T2

Dans le tableau sulvant les conditions (a), b)), (c), (d) de 1la prop051tlon 2

sont notées a, b, ¢, d ; (non a ) est noté a.

Indices ! Conditions ! Propriétés
d'agrégation ! satisfaites ! '
greg ,
! !
S} '!a b c d! as d'inversions, réductibilité
1 P
, ! !
| " : . * * Tk
62' t'a b ¢ d! pas d'inversions , réductibilité
] 1
S * *%k -
63 t!a b ¢ d! pas d'inversions , réductibilité
] !
- * k%
64 la b ¢c. d! possibilité d'@tre sans inversions
' ! !
- ’ ' * %
65 '!'a b ¢ d! pas d'inversions’, réductibilité.
I ]
- . *kk
66 ''a b ¢ d! possibilité d'@tre sans inversions
! !
o * * K
67 !a b ¢ d! pas d'inversions , réductibilité.
' | | '
- ' k%
68 'a b ¢ d! pas d'inversions®, réductibilité

x D'aprés la proposition 2.

xx D'aprés la proposition 6.

*x++ D'aprés la proposition 4.

o Car I(h U h ) 2 I(h ) + I(h ) (Huygens) d'ot 6(hl, h ) > Max (f(h]),

. en supposant bien sur que d"est .une distance euclldlpnne.i

£(hy))
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