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ETUDE NUMERIQUE D'UN PROBLEME DE SOLIDIFICATION D'UN ALLIAGE

*

»*
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Résumé :

Nous présentons une méthode numérique de résolution
d'un probléme de solidification d'un alliage. Le pro-
bléme discrétisé en t est transformé en un systéme
d'inéquations quasi-variationelles pour lequel nous
montrons l'existence de solutions minimale et maxi-
male ainsi que la convergence de l'algorithme. Des
résultats numériques sont présentés.

Abstract :

In this paper, the problem of the solidification of

a binary alloy is considered from a numerical point of
view. We transform the problem discretized in time in
a system of quasi-variational inequalities. For this
system, the existence of a minimal and maximal solu-
tion is obtained.We deduce a numerical algorithm, the
convergence of which is proved. Numerical results are

presented.
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Dans cet article nous étudions, d'un point de vue nu-
mérique, la solidification d'un alliage avec deux composants.
Ce probl2me diff2re de la solidification d'un corps pur‘(pro-
bleme de Stefan classique), dans le mod2le considéré, par les

points suivants:

-11 s'agit d'un syst2me couplé (fempératdre-concentra-

tion d'un des composants) de deux équations de diffusion.

-La température de solidification est une inconnue,

dépendant de la concentration.

-La concentration subit une discontinuité le long de

1'interphase liauide-solide.

Le syst®me reprend 1; mod2le étudié dans A.B.Crowley-
J.R.Ockendon |6], G.J.Fix |9], ob différentes méthodes numéri-
ques sont également proposées

Dans la premi2re partie, en introduisant la variable
ws g (c concentration, é pentes des droites du solidus et du
liquidus dans le diagramme de changement de phase), on obtient
une formulation du type formulation enthalpie pour le problame
de Stefan od, ici, les graphes maximaux monotones associfs sont
dépendants de la solution du problame.

Dans la deuxigme partie nous &tudions un systdme asso-

l



cié semi-discrétisé en temns. Ce systdme est du type inéquations
quasi-variationnelles (dans le prohli2me de Stefan la mé&me appro-
che donne une structure d'inéquation variationnelle). Nous dé-
monstrons alors 1'existence d'une solution nour ce systdme par
une m€thode constructive, utilisant les principes de monotonie

(J.L.Lions |12], L.Tartar |14]).

Dans la troisigme partie nous appliquons cette métho-
de pour la simulation numérique du probl2me étudié. Différents

résultats numériques sont présentés.

Le plan de 1'article est le suivant:

I.- Problédme mod2le et formulation mathématique.

I[.1.- Le probléme.

[.2.- Une formulation type enthalpie.

Il.- Etude d'un probleme discrétisé en temps.

IT.1.- Probl2me discrétisé.

I1.2.- Existence d'une solution.

IIl.- Méthode numérique.

ITI.1.- Algorithme de résolution.

I11.2.- Résultats numériques.



I.- Probl2me moddle et formulation mathématique.

I.1.- Le problame.

On reprendvici une formulation présentée dans G.J.Fix
| 9 |. On considare dans un ouvert Q de RN (Ng3), le probleme de
la solidification d'un alliage ayant deux composants. On note
Q,(t) la zone liquide 2 1'instant t, Q,(t) 1a zone solide et
S(t) la frontigdre lihre, front de séparation entre la nhase 1i-

quide et la phase solide (Q= Ql(t)U S(t)Lle(t)).

8;(x,t) (resp. cj(x,t)) représente la température

(resp. la concentration d'un des composants) dans le domaine

91(t) (i= 1,2). On note:

o(x,t)= ei(x,t) dans Qi(t)
c(x,t)= ci(x,t) dans 91(t).

0;(x,t) et c.(x,t) vérifient les équations suivantes:

9

<D

2

-div (a; grad ;)= 0 dans U (o, (t)x{t}); i=1,2

(1.1) ; J

©
=

QL

ot

ocC '
(1.2) 5?1 -div (Bi grad °1)= 0 dans % (Q1(t)x{t}); i= 1,2

avec a;>0 conductivité thermique

3{>0 coefficient de diffusion de masse
p>0 densité du corns

k >0 capacité calorifique

Remarque 1.1.- On peut considérer de l1a m&me fagon par la suite,

le cas od p et k dépendent de 1a température.

Sur la frontiére libre, on a les conditions:



(1.3)

(1.4)

(1.5)

(1.6)

(1.7)

avec

(o, grad 61-a, grad 32)'H=-pL?.F

!

— —_— +__ -
(31 grad cl-B2 grad c2)~n- (c1 c2)

v-»
ls(t)""

8179 s(t)

= 0
€17 o9 s (t)
€2% %2 95 (t)

L chaleur latente de changement de phase

V.n vitesse normale de déplacement du front de solidi-

fication

010, constantes négatives (01502) intervenant dans le
diagramme de changement de phase ci-dessous (fi-
gure 1.1)

Si on suppose que la température de solidification du

corps pur (c=0) est 0°C, on a le diagramme de changement de phase:

8 4

sol

Figure 1.1.- Diagramme de changement de phase.

Ainsi si on refroidit le corps liquide avec une con-

centration CL» la solidification se produit & 1a température



eso]' Dans la phase solide, la concentration est Cg- On a donc a
1'interphase une discontinuité de la concentration entre le soli-

de et le liquide.

Remarque 1.2.- On peut traiter de facon analogue, le cas ol la

température de solidification du corps pur est ed di fférente de

2éro.
Les conditions aux Botrds sont données par:
(1.8) a 2% = q sur £= 3Qx]0,T(
)
. — = 0
(1.9) ™ sur %

od q est une fonction donnée de LZ(Z).

Enfin on a les données initiales:

(1.10) 6(x,0)= eo(x); c(x,0)= colx).

1.2.- Une formulation type enthalpie

On introduit la nouvelle 1inconnue

c;(x,t)

(1.11) | wilx,t)= >

dans Q.(t)
i 1

de telle sorte que w(x,t), contrairement 2 c(x,t), est maintenant

une variable continue au front de solidification.

L'interphase liquide-solide 3% 1'instant t

est alors caractérisée par 1'ensemble des points x tels que



o(x,t)= w(x,t). On a également:

Ql(t)= {x]o(x,t)>w(x,t)}

Q,(t)= (x|o(x,t)<w(x,t)},

wi(x.t) vérifie le syst2me:

oW
(1.12) o 3?1 -div(o B 9rad w;)= 0 dans @, (t)
(1.13) Wi= W
1 215 (¢)
——y. ——— - >
(1.14) (olBlgrad W1=0,8,9rad wz).n= (ol-cz)wls(t)V.n

Au sens des dfstributions les &quations (1.1), (1.2) ol (1.7)

s'écrivent:

(1.15) %% - div (a grad 8)= 0 dans Q= ax]0,T(

(1.16) %% - div (y grad w)= 0 dans Q

(1.17) ueHw(e); veGe(w)

f

avec 01 si o2w
a(8,w)= <

az si B<w

-0181 si 3w
'Y(Wae)= <

et ol H (6) et Ge(w) sont définis de la mani2re suivante, pour w

et 6 appartenant 2 LZ(Q):
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Ho(8)= tuel?(2) | u(x)eX, () (0(x)))
Golw)= (vel®(2) | vix)e Gy, ((x)))

avec }ﬁr(s) et %ris) de graphes:

4
'}{r(S) r pente ok

> s
r
pente pk
Fiqure 1.2.-
4
(s) ﬁ
. %r(s)
pente -02 - pente -0
r S
! > — —>
) ’
’l
4
pente g, ' pente -a,
st rg0 Figure 1.3.- bosiryo0

On a donc des graphes correspondant§ 3 des opérateurs

maximaux monotones.

On peut, de plus remarquer de suite que v(x,t) corres-

pond 3 ~c(x,t).



Remarque 1.3.-

L'étude présentée ici se généralise au cas d'un

diagramme de changement de phase général de la forme :

solide

On suppose que ny vérifie :

{nieCI(R)

Ja,B : Bsni(X)Sa<o

On pose alors W= ni(ci) dans Qi(t)

On obtient pour w l'é@équation (1.16) avec

(
By )
- g si 02w
v =< ni(nl (w))
By

- si 0<w
né(”z (w))

\



et sr(s) donné par le graphe :

gr(sw

Démontrons (1.15)=(1.16)

On a si ueH (8), vyed(q).
U . - dy
A= < =t -div(a grad 8), ¥ S T dx dt + | a grad 6-grad¥ dx dt
Q Q
1o -f u'%{ ix dt-[ " %g dx dt + [ « grad 6-qrad~?dx(dt
1, 1Q, 1Q4V0Q,

avec Q;= Ltl(ni(t)x{t}) (i=1,2).
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En notant S= {(x,t) | 8(x,t)= w(x,t)}, on ohtient:

361 362
A= [ pk -5-;.--"?dx dt - { 3 el+pL)~PNt dr + J pk. —=¥dx dt +
} at
0, S %2
f —_— +
+ Jspk262~P N, dL - JQ d1v(algr‘ad el)~de dt + JS a, grad 6N ¥
1

- J d1v(a29rad 92)~9dx dt - J azgrad ez.ﬁx.? dz .
Q, ] S

D'aprds (1l.1) on obtient:

>
f

-[ (pk el-pk62+p_L)Nt\PdZ+ f (algrad 31-a29raa 52)-N ¥ dz
S . S X
Or comme V.'ﬁx= -ﬁt. on en déduit, avec (1.5):

A= f (oL V.N'xi-(al grad 51-a2 grad 62).WX)~sz= 0 d'apres (1.3),
S
ce qui démontre (1.15).
De méme pour (1.16) on a, avec veG (w), ¥vPeD (Q):

Bs < ¥ -div(ygrad w),~{>>o= -f

v. 4 gy dt+f vyqrad w.grad P dx dt.
) iq dt J

Q

-f v %—f dx dt+[ ygrad w-grad ¢ dx dt
Que, O QU0

W ———a 2 9d ( w, )P N
- - + -
( 94 1)*? NtdZ+I o, N P dx dt[ aoWy ¢

awl 9
B= I -0, —= dx dt-J

1 S
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- div(-o.B,grad w,) dx dt+ (-0,B.grad w )'ﬁ Y dz
le v(-0,8,9 19 ,[S 1719 11Ny

- [deiv(-ozszgrad wZ)Q dx dt-!s(-ozszgraa wz).Nx? dr .

Grdce 2 (1.2), on a:
B= J'S-(-olwlwzwz)ntpdz+fs(-olel grad Wito,B, grad wy) N dE

Soit,

B= fs{-(ol-oz)y V.Wx+(-olal grad w1+0282 grad wz).Nx}‘sz

et donc d'aprads (1.14) B=0, ce qui démontre (1.16).

On a les conditions aux bords (1.8)-(1.9) et les condi-

tions initiales:

(1.18) u(x,0)= uo(x)eHw (e8.)

0 0

(1.19) v(x,0)= vo(x)= -co(x)eGeo(wo)

Remarque 1.4.-

Le calcul précédent a été effectué en supposant que
la frontidre {(x,t) | 6(x,t) = w(x,t)} était réguliére.
Dans ce cas le systéme (1.15)-(1.17) peut s'interpréter

comme (1.1)-(1.7).

Cependant le systéme (1.15)-(1.17) reste valable si
m{(x,c)l 0(x,t) = w(x,t)} # 0 . Dans ce cas, une solu-

tion du systéme peut s'interpréter comme suit :
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Soit un élément de volume de 1l'ensemble
{(x,t).| 8(x,t) = wix,t)} . Cet élément contient
une partie liquide et une partie solide en équilibre. Soit
cq (resp.cz) la concentration de la partie liquide (resp.solide)

D'aprés le diagramme de changement de phase (fig. 1.1) on a :
c cy
(*) w= 0 = —=—

% 9

Soit £ la fraction liquide et c(x,t) la concentration moyenne
de cet élément, c'est-d-dire :

c(x,t) = f(x,t) ¢, (x,8) + (1-f)c, (x,t).

Alors pour c,on a 1l'équation:

3c

3 div (fB] grad c, + (1 - £ )[32 grad C2) =0

et d'aprés (x)

'g—t‘ ((-fO1 - (l-f)Oz)-w) - div(y gradw) =0

avec Yy =-f B0, - (1-£)B,0, > 0 (*%)

IA

h

IA

—
-

Oor comme w= § et 0 on a :

(-fG] - (l—f)Oz) w € GG(W)

Alors en posant vy =(-ﬂﬁ -(bf)oz)w, ‘ on obtient :

g—% -div(ygrad w) = 0 ; v ¢ Ge(w)

ce qui correspond & (1.16) avec vy définie en (x«).
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Dans la zone solide on a. f=o et dans la zone liquide
f=1. On retrouve alors dans 2 le systéme (1.15)-(1.16) sous
la forme

2% - div(a gradf) 0 ;3 ue Hw(e)

v . g
3% div(y gradw)

0 ; ve Ge(w)

avec Y définie comme ci-dessus et :

o = focl + (l-f)a2
u —-pkp
£ = T
P L

Soit V= HI(Q) et V' le dual.

On introduit les opérateurs suijvants:

(1.20) (ACoww) )y y° [g(e".&) grad 6.grad z da.
(1.21) (B(w’e)’Z)V',V= j;(w.e)grad 0-grad z dq.

et on définit hel (0,T,V') par:

(h(t),z)v. v f Qg(t)zdr.
’ 3

On a alors la formulation globale:
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(1.22) S A(e,M)= h 5 ueH,(8)
(1.23) 3t *Blwi0)= 0 5 veB (w)
(1.24) u(x,0)= uo(x)eHwo(eo); v(x,0)= vo(X)eGeo(wo)

I1.- Etude d'un probl®me discrétisé en temps.

————

Dans ce paragraphe, nous démontrons 1'existence d'une
solution sur un probl2me semi-discrétisé en t associé 2 un proble.
ve du type (1.22)-(1.24). Pour cela nous utilisons les méthodes
développées pour les inéquations quasi-variationnelles. Nous
donnons une méthode constructive qui sera utiliséedans 1a& mise en

oeuvre numérique au paragraphe III,

II.1.- Le probleme discrétisé.

Soit le prohleme semi-discretisé en t suivant:

at= = , (N, entier donné)
NT T

: ntl_,n +1  _n+l n+1 n+1
vn¥1_ n n nt+l ntl ( n+l -0 N
(2.2) ——A—E—L +8","" = 0 v eﬁan’rl W ) n= 0,....Nq
0 oy, 0_
(2.3) ul= uo(x)eH 0(e°); vos VO(X)eGeo(w ); 6 = eo(x)
w

avec A". B" et h"+1 définis par:
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(2.4) (A"8.z)yr = I a(e", w"Jgrad 6 grad z.da= a"(e,z)
. Q ;

(2.5) (an’z)V'.V= IgY(w".e")grad w grad z.dQ= b"(w,z)

h(t)dr.

+1)At
(2.6) Rt L f(n

t nAt

>

Remarque 2.1-

Dans le cas du systéme introduit & la remar&ue (1.4)
on retrouve un systéme semi-discrétisé analogue a (2.1)-(2.3)

en remplagént :
I

d(e“,w“) par a fndl + (l-fn)cl.2

n

[

y@™,e™ par Y%= - £" poy - (1-£1) Byo,.

n n
n _ u - pko
avec f x(————-——pL )
0 si v<%0
et x(v)= v si 02 v <l
1 si v >1

11.2.- Existenée d'une solution.

Nous allons:démontrer 1'existence d'une solution
{(e"+1.u"+1). (w"tl;v“+1)}'au systéme (2.1)-(2.2) pour
{(e".u"). (w",v")} fixés, en nous plagant dans le cadre
d'hypothéses plus générales, qui seront hien sir, vérifiées

pour le cas particulier du probleme du paragranhe I.

On suppose que W{r(s) et %,Js) définissent pour r
fixé des graphes.maximaux monotones de R dans R avec o:?&r(O)
et Oe %r(O).Alors i1 existe deux fonctions convexes, continues
de R dans R, notées respectivement ¢ _(s) et P .(s), telles que

ap,(s)= ¥ (s)x %;

29, (s)= G, (s)x 3%

(2.7) avec wr(0)=‘fr(0)= 0

—
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On définit alors pour v donné dans Lz(ﬂ), les fonctionnelles

WV(.) et °v(') de LZ(Q) dans (-w, «] par:

[
1 (D)= |y (2tx)as

(2.8)

o,(z)= ‘rQ\?V(X)(Z(X))dQ

D'apr2s I1.Ekeland-R.Teman |8], ¢ (.) et ¥ (.) sont s.c.i.

En omettant les indices n, le probleme (2.1)-(2.2) peut
s “écrire:

Trouver (e,w)c{Hl(Q)}2 tel que:

(2.9) a(e,z-8)+¥, (z)-¥ (8)3(f,z-0) vzen'(a)

(2.10) blw,z-w)+0,(2)=05(w)a(g,2z-w)  VzeH' ()
n

avec f= n"t1s %f 5 g= %% .

Le sttéme (2.9)-(2.10) est en fait une inéquation
quasi-variationnelle (1.Q.V.), puisque ¥ et ¢ dépendent de la
solution (6,w). Ici aparait la différence avec le prohl2me de Ste-
fan 3 deux phases (solidification d'un corps pur) ol nous avons

une inéquation variationnelle.

Pour démontrerl'existence d'une solution au probl2me
(2.9)-(2.10), nous utilisons, comme pour certaines 1.Q.V., une
technique de monotonie (J.L.Lions |12], L.Tartar 14 |). Nous fai

sons les hypoth&ses suivantes:
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(H1) Les familles {H,(s)} et { Sr(s)} vérifient 1'hypoth2se de

décroissance:

siorysr, Vp133€r1(s) szcgfrz(s) tel que pyxp, ¥scR

si ryer, Vae %rl(S)- qzct%rz(S) tel que q;3q, VseR

(H2) I1 existe mys» m, constantes positives telles que:

, 2
Vp,e® (s)), szclir(sz) (Dl-pz. $1-5,)3M (s7-s5)

¥aj€ G (sy)s ¥aye§ (s,)  (a;-q,, Slfsz)’mz(sl'sz)z

Vsl,szelR. VreR.

(H3) I1 existe des copstantes Hyskaslgs VysVo,Vg (plao.uzao.v1>0.

vZZO)telles que:
vpe® (s), |p| sujls|+u,|r|+u,

VQC%r(S), IQI 5V1I5|+V2lrl \’3

(H4) 11 existe deux fonctions continues monotones croissantes

G et é indépendantes de r, telles que:

4 (s)spg (;(s). VseR

vpe §(s),

avec
1% ()1 lsl,

|§'(s)!<13|s|+14
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(HS) wr(s) et P _(s) dépendent continument de r.

(H6) 11 existe des constantes positives 812655 nyumy telles que:

2 2 1
a(z,z2)+6,]|z| 28] ]z]] VzeH (Q)
217 2(gy) 1 ul(a)
2 2 1
b(z,z)+n,|z| anq | lz]] VzeH ().

Alors a partir des hypoth2ses précédentes, on obtient:

: 2
si wysw, (wicL (Q)) alors ?w

2 1
(2.11)
2 2
si 6,€0, (eicL (2)) alors oez(z)s¢el(z) yzelc(Q)
. + ’

vqleGe(wl) ’ VQZCGB(WZ) (Q1'q2 ’ (WI'W2)+)>‘“‘2| | (Wl'wz

I1 existe K1>0. K2>0 tels que:

[ a(z,z)+ kaZ)aKlllzII2 vzer!(a)
(2.13) gl(n) .
b(z,z)+ °e(2)>K2I|z|| VzeH ()
nl(a)

(2.14)

~‘_—-S

2
9124y, Vzel ()

(z)s¥ (z) Vvzel?(q)
w

2
P12Pys vzelé(Q)

)+ 2

)+'!2

2
'si Wisw, (w;eL(a)), Vpchwl(z), szcsz(z) tel que

2
si 8,c8, (8,eL7(R)), Vq1°Gel(z)' queﬁez(z) tel que

(2.15) Hy(.) et Ge(.) transforment les bornés de LZ(Q) en bor-

nés de L2(Q).

L
[

o
[
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Remarque 2.2.- On vérifie que les hypoth2ses (H1)-(H6) sont véri-

fiées pour le probleme de 1'alliage présenté au paragraphe 1.

On a alors la proposition:

Proposition 2.1.- Sous Les hypoth2ses (HI1)-(H6), Le probleme

(2.9)-1{2.10) admet une solution minimale et une so0fution maxima-

Le.

Démonstration: Nous supposons les lemmes suivantes (dont la dé-

monstration est donnéepar la suite).

Lemme 2.1.- Pouxr w(resp. 6) §ixé dans LZ(Q), L'inéquation vanria-
tionnelle (2.9) (nesp. 2.10) admet une sofution unique 0 (redp. W)

telle que f-AecLz(ﬂ) (nesp. g-chLz(Q)).
On définit les applications de L2(Q) dans HI(Q)

+ w—s 0 solution de 1'inéquation variationnelle (2.9)

T,

TZ: g — w solution de 1'inéquation variationnelle (2.10)

Lemme 2.2.- Sous 2'hypothdse (H1), Tl et T2 sont des applications

erodlssantes, d04%:

WisWy L T1w1‘T1"2

<T.0

Lemme 2.3.- T2 existe, sous Les hypothRses précédentes, des fonc-

tions w et w telles que:



(2.16)

(2.17)

(2.18)

(2.19)

20

veeL?(q) wsTo05w pP.p.

On définit les suites{wj} et {ej} comme suit:

Wo= W 3 8,7 Tiw=8

Wie1® T8y 0541 T1%j41

On a d'apreés les lemmes 2.2 et 2.3.:

z

. ﬂ‘“l‘.'.sszwj"'ls.‘.s

"
D1
]

]
E |

9_‘815.0.59J‘63+1s-0- l

Montrons que {"j} et {eJ} sont bornés dans HI(Q). On a;

a(ej. z-eJ)+va(z)-ij(ej)a(f. z-ej) VzeHl(Q)
b(wj+1. z-wJ+1)+¢q;z)-Oej(wj+1)a(9.2-wj+1) vzenl(q)
Si on prend z=0 dans (2.17), on obtient:

a(ej,ej)wwj(ej)s(f.ej)

D'apreés (2.13), on déduit:

2
UL IR

Donc

2 <c 1independant de j.

6 $
o3l 1 q)



21

De méme si on prend z=0 dans (2.18), on obtient

2
(2.20) gl 1y <o

De (2.16), (2.17), (2.18) on déduit la convergence des
suites {wj}, {ej} au sens suivant:
ej — 8 dans HI(Q) faible, LZ(Q) fort et pup.x
Wy —> W dans HI(Q) faible, LZ(Q) fort et p.p.x

Passens 3 la limite dans (2.17)-(2.18). On a:

Yu

J(z)z.‘i’w (i) d'apras (2.11)

j+l

et wwj(x)(Z(X)) — wm(x)(z(x)) pP.p.X.

Alors d'aprds le théor2me de convergence dominée, grace 3 (2.11),
on a: !

ij(Z) — WH(Z)

De plus on a:

im g, (8)alim @x(ej)awx(g) (car ¥ (.) est f.s.c.i.)

Yy
Donc (2.17) entraine:

(2.21) a(g. z-g)+wx(z)-qx(g)>(f, z-g) vZeHl(n)

De méme, avec (2.18) on obtient:
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(2.22) b(¥’2'¥)+°g(z)'°g(¥)’(9’Z°¥) vzenl(2)

Donc (x.g) est solution de (2.9)-(2.10).

(m.g) est solution minimale. En effet supposons
(w,8) une autre solution. On a wew, et donc TyoT W= wyeTyoT W= w

ainsi de suite, on obtient:

Wi SW Vi et de méme ejse

ce qui démontre le résultat.

Pour l'existence d'une solution maximale,nous opérons

de la méme fagon. en utilisant une formulation duale.

On définit les deux suites {wj} et {ej} par:
W= w3 e=T1v‘u=§
wier® o850 O5e17 Ti¥yn

On a alors deux suites décroissantes

'z
n

.swj+1<wj<. . .‘W1<W

9_‘0-0 Sej+1sej‘o"‘el‘e

et comme dans le cas précédent; Hw.llz1 <c; |e.llz1 <c.
RTRIE) I hb(R)

On en déduit donc la convergence des suites {wj}' {ej}, au sens

suivant:

n,
wj -—+ w dans HI(Q) faible, LZ(Q)fort et p.p.X.

8. —* § d l(q) faible, L2
j ans H™(Q aible, L°(Q)for et p.p.x.

or, (2.17) et: (2.18) peuvent s'écrire:
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fjAojcaww.

J(Oj).;._g;Bwj+1é3®0 (wj+l)7

3

et par dualité, on a les équivalences:

* *
ejcawwj(f'éej) H Wj+1€a¢6j(g'BWj+1)

oD.on‘note h* la fonction po1aire'de h,
Soif '

(2.23) wwj(z) wwj(f A6 )x(z fao5)y, y*aley,04)  VzeH (2)

: IS : 1

(2.24) ¢ej(z)-¢ej(g-8wj+1)z(z-g,wj)v,’V+b(wj+l.wj+1) vzeH'(q)
On reprend alors le m@me raisonnement que pour la soly-

tion minimale, en utilisant le fait que:

* *

0 (z)soe (z2) i 6,%8,
1 2

* * .

wwl(z)swwz(Z) si wysw,

on a alors:

— % *
lim_?w.(Z)SWN(z)
J W

. * * n
L.Un ‘l’wj(f‘AeJ)Z‘l’:\,(f-Ae)
w

——————

1im a(ej,ej)za(g,g)

En passant & la limite dans (2.23), on obtient:
* * Y v Lol
vh(2) - F-A8)a (21, 8), (*a(®,8), vzen (a)

W w

En opérant de méme sur (2.24), on obtient:
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* *
o,\,(z)-d’,\,(g-B'v\v');(Z-g.W)v, v+b(W,W), vzenl(q)
0 0 ’

ce qui équivaut a:

a(%,z-3)+ww(z)-WN(E)a(f.z-%), vzehl(Q)
W ™

b(x,z-w)+¢m(z)-¢g(W)z(g,z-W), vzehl(q)
) 6

Donc (W,@) est solution de (2.9)-(2.10), et, comme nrécédemment,

on obtient qQue . (W.g) est solution maximale.

_Remarque 2.2.- Nous avons donné ici une démonstration constructi-
ve de 1'existence d'une solution minimale, et d'une solution maxi-
male. Le résultat d'existence aurait pu 8tre obtenu directement
en utilisant un résultat de G.Birkoff |2|. En effet, si on défynit
sur Lz(ﬂ) 1'application S= TyoT,, 11 existe deux éléments w, W
tel que wsw; we&Sw; w3Sw et donc 1'ensemble des points fixes de S
(solutions du probl2me étudié) est non vide et poss2de un &lément

minimum et un &lément maximum.

I1 reste 2 démontrer les lemmes 2.1, 2.2 et 2.3, Pour
le premier on fait 1a démonstration des résultats pour 1'I.V.

(2.9), 1a démonstration pour 1'I,V. (2.10) étant analogue.

pémonstration du lemme 2.1.- On introduit le probleme régularisé:

(2.25)  aley,z)+ 57 (KX(8,),2)= (f,2) vzen!(a)

avec H: approximé de Yosida de Hw.
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Ha est un opérateur monotone, continu de LZ(Q) dans

LZ(Q) et on a encore

a(z,zy+ %? (H (z), z)av1||1|| 1o ) Vo

(avec v1>0).

D'apreés J.L.Lions |11],(2.25)admet une solution unique

dans HI(Q). On a: 8, —> 6 solution de (2.9), dans HI(Q) faible.

En effet, en prenant f= 6, dans (2.25) |le,l| 1 )sc
Ho(Q
(independant de \).

.
On extrait une sous-suite 6, telle que 6, —> § dans
Hl(Q) faible.
(2.25) s'écrit:

(2.26) YR ORI U MCINCRY
avec ' Y= (I+RHW)-1

Or, grdce aux propriétés des graphes associés 2 H, et

H:. on a d'aprés (2.15):

*
'Ha(ek) borné dans LZ(Q), et donc J:(ex) —* g dans LZ(Q) fort.

Par passage & le limite dans (2.26), on obtient (H.Brézis |4])

* 1 *
f-A0 ¢ X Hw(e )

Donc 6" Bst sblution @8 (2.27); et d'aprds 1'unicité toute la

suite converge, . On a de plus que f- AecL(Q)

Démonstration’ du lemme 2.2.- Nous ne donnons également, la démons

tration que pour Tl’ celle-ci étant analogue pour TZ.
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Soit w, et w, données dans LZ(Q). avec w. gw...
1 2 1772
On note 6,= T1w1. i=1,2 . Il existe quHwi(ei) tel
que:
1 + +y
Z"t‘ (ql'qzt (91‘62) )""a(el’ezs (61'02) )" 0

Or, d'apr2s(2.14) VqeH (6,), 3JpeH (61) tel que psgq. Soit donc
Pl‘“w2‘°1) tel que py<q,.

On a
1 (p,-q,. (8,-8,)")+a(6.-0,, (6,-6,)%))c0
at ‘1792 %170 1772 Y1772 s

D'aprés 2.12, on obtient

+, .2
||(61-62) |IH1(Q§0 et donc elsez.

Démonstration du lemme 2.3.- On définit w de 1la fagon suivante:

Soit B 1'opérateur de Lz(n) dans LZ(Q) défini par:

8(2)(x)= §(2(x))

alors,
(2.27) (G(w),2)+b(w,2)= (g,2) vzen!(a)
Si w= Tze. @ arbitraire dans LZ(Q). i1l existe veGe(w)

(2.28) (v,z)+b(w,z)= (g,2) vzenl(a).

En retranchant (2.28) 3 (2.27) et en prenant z= (ﬁ-w)+,

on obtient:

(G(w)-v, (w-w)¥)+b(w-w, (w-w)*)= 0
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<1
N
fpli
—
4]
~—

ord'apras (H4), on a VVcGe(ﬂ).

Donc on obtient:
(v-v, (w=w)*)+b(w-w)*, (w-w)*)gn
D'aprés (2.12) on en déduit:
+,,2
' (w=w)" ]| 1, €0 et donc wsw. p.p.
H(Q)
De méme on définit w de la mani2re suivante:

S1 G est 1'opérateur de LZ(Q) défini par:

6(z)(x)= G (z(x)), alors w est solution de

(G(w),z)+b(w,z)= g(,2) vzenl(q).
De la méme facon que précédemment, on a alors

G:w p.p.

I11.- Méthode numérique

Au pas de temps (n+1)At, nous avons a résoudre le sys-

teme. ,
Trouver (e"*l, w"+1)c(H1(n)F tel que:
ntl n
u n,n+tl_ n+l u" | n+l n+l
n+l n
v n ntl v . n+l n+1
(3.2) el R v cGen+1(w )

(un. v') étant donnés.
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Nous utilisons numériquement la méme méthode que celle
utilisée pour démontrer 1'existence au paragraphe précddent. Plus
précisément, nous avons les {térations suivantes, par exemple
pour calculerune solution minimale (On adapte immédiatement la

méthode, pour une solution maximale):

1) Calcul de !"+1 solution de
n+l
O,W n
2= nentl v v 1
(-—7&-— .Z)+b (w ",2) (At .z] VzeH* (Q)
2) §=0, wi*l. "
3) Calcul de 9;+1, solution de:
negntl n+l n+l u’ n+l
(3'3) a (ej ’ z"ej ) +¥ ﬂ*’l(z) \Fwﬂ"'l(e )2 (h + At ° 'ej )
"3 J
VzeH (n)
qui correspond 3 (3.1).
4) Calcul de wgt%, solution de:
n+l n+l - n+l 1_ n+l
(3.0 O LaiDee e (2)-e T 2 2]
h|
vzeHh}(0)

qui correspond 3 (3.2)

5) Test de convergence

S1 vérifié — F]N

Sinon, j=j+1, et retour en 3).

D'aprds le paragraphe précédent, 1'algorithme ci-dessus

converge vers la solution minimale du problame.
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Pour résoudre les inéquations variationnelles (3.3)-
(3.4), on opére comme dans A.Bermidez-C.Moreno |1|, C.Saguez |13],
c'est-2 dire, par exemple pour (3.3):

On introduit un paramdtre w>0 (v peut-étre différent

pour (3.3) et (3.4)), tel que (3.3) s'écrit:

" n+l . n
Y sl w  gntl_ ¥l u”
(3.5) X A ej vy ej h + AT
(3.6) Y3 leHe (63T = (63 o]
- J J '

Si on note H nil 1'approximé de Yosida de Hwn+1,on a

Y §
les itérations:
1) Calcuyl de 9;+1'] solution de 1'équation:
n ntl,1
At 11, gntlnl el WY
05 At = At At
2) y2*1'1+1 donnée par:
n+l,1+1_ n+l,1,. n+1,1 ym1.1
Y =C Hw"+1(e Ay )+(1- cQ
J

Cet algorithme converge pour 2 vérifiant (A.Bermidez-C.Moreno
|1])

203 + >(w-m1)+
et crc(O.lj

Remarque 3.1.- A partir de cet algorithme, des nombreuses varian-

tes peuvent @tre envisagées comme dans A.Bermidez-C.Moreno |1].
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Remarque 3 .2 - Au niveau de 1'approximation en espace des équations
(3.3) et (3.4), si on utilise une méthode de Galerkin pour une |

X
base {e.} ,_ , avec £ e.(x)= 1 (par exemple é1éments
1 1‘1,0 Q’Nx i=1 1

finis Pl)’ on obtient la conservation de 1'enthalpie et de 1la

masse.Ainsi, par exemple, sur (3.4) on a 1'approximation:

ce qui donne, puisque
ci-dessus:
N

X
e.(x)dx= ¢ v?] e, (x)dx
1 g ) ji=1 Vg |

I e I 4
<

De méme, dans le cas d'une approximation par différen-
ces finies, avec un sch&ma 3 3 points classique, on obtient encore

conservation de 1'enthalpie et conservation de la masse.

111.2.- Rdsultats Numériques.

Nous présentons des résultats numériques en dimension let

pour le probleme (1.1)-(1.9).

i) Dimension 1
Nous avons considéré les données suivantes:

(q=]0,1(
= 1’
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Conditions aux bords

q(t)=-1.

Température de solidification du corps pur:

9d= 0.

Conditions initiales:
eo(x)= 0.5 co(x)= 1

Le pas de temps est At= 0,1 et nous avons utilisé

comme discretisation enespace un schdma aux différences finies,

le pas étant:

Ax= 1/20,

Dans le tableau ci-dessous nous indiquons la valeur moyenne

du nombre d'itérations (en j) par pas de temps sur les 20 premiers
pas de temps, avec ¢=%1 et le test d'arrét

max le+1’i-wj’i| <1074,
1cieh,  1Wj+1,il
c. 0.2 0.4 0.6 0.8 1
A -
0.14 7 5 5 5 5
0.16 10 5 4 3 3
0.18 14 | 6 5 4 3
0.20 17 6 5 5 4
0.40 | 44 19 9 6 5
0.60 | 64 31 18 7 6 |
0.80 83 a4 | 27 18 7

Les résultats pour A=0,16 ;¢ =1 sont préséntés figures
3-3, 3-4.
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ii) Dimension 2

Nous avons considéré& deux classes de données. Le
systéme a été approché chaque fois par éléments finis P1 ’
le domaine d'inté&gration &tant un carré de coté a.

a) Nous avons considéré& les données:

- Domaine d'intégration

a =1 cm, domaine discrétisé en 200 é€léments triangu-
laires réquliers.

- Le flux thermique g(t) aux bords est donné sur la figure

ci-dessous (fig. 3-5).

Yy M
fq(t) ="% - 71 x
1 )
q(t) =5 y-I q(t) = o
b
Sv——————— . G . .—m-‘)
q{t) o x
Figure 3-'

- Données physique:s (icentiques 3 la dimension 1)

4
a
i
N
-
Q
]
|

Température d: solidification du corps pur = o.
Conditions {nitiales :

6, (x) = 0,5 ) c (x) =1
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- Paramétres de l'algorithme

Pas de temps At = 0,1

c_ =1 H A =20,16 pour les deux I.V.

- Mé@me test d'arrét qu'en dimension 1 avec e=10-3;

Les résultats sont présentés figures 3-6 a 3-11.
Les courbes d'é&quitempérature varient de -2°C & 0,5°C avec

un pas de 0,1°C et les courbes d'équiconcentration de

0,53 2,20 avec un pas de 0,05.
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-0,5

-0,6

-0,7

0,60

Figure 3-9

Courbes d'équitempérature

Courbes d'é&quiconcentration

1

1'instant t=

a
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B) Cas de 1l'alliage Fe-C.

Nous avons considéré les données physiques associées
d l'alliage Fe-C en coulée continue. (H.K. TASKE, A. GRILL,
K. MIYAZAWA, K. SCHWERDTFEGER [15]).

- Domaine d'intégration

a = 10 cm, domaine discrétisé en 200 éléments finis
triangulaires régquliers.

- Flux thermiques aux bords

q(t) = - 15

q(t) = - 15 q(t) =o

- Données physiques

qQ =a, = 0,816

Bl = 0,0001; B, = 0, 000 000 1

p =7,4 ; k=0,166

L = 65,28 ; 0,=- 0,0128 0,= = 0,00448

Température de solidification du corps pur (Fe) = 1536°c.

Conditions initiales:

Go(x) = 1536°c co(x) = 0,6.
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- Paramétres de l'algorithme

Pas de temps At = 10 s

=

Pour 1'I.V. associé & la température
A=20,05 ; c, = 0,5
Pour 1'I.V. associé & la concentration

A =10 c, = 0,5

- Test d'arrét, idem cas a).

Les résultats sont présentés figures 3-12 a 3-16.

Les courbes d'équitempérature varient de 1536°c & 286°C
par pas de 50°C et les courbes d'équiconcentration de

0,59 4 0,61 par pas de 0,001.
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1536°¢ e — - _. diagonale
t= [50
1286°c |,
t= 100
t= [150
2
% | £=200
1036°c [
786°c
Figure 3-12 Coupes de température
536°c .
' le long de la diagonale 3 différents
instants
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Courbes d'équiconcentration

t=150 s
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