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RESUME :

ABSTRACT :

COMPORTEMENT LIMITE DES SOLUTIONS DE CERTAINS

PROBLEMES MIXTES POUR DES EQUATIONS PARABOLIQUES

Alain DAMLAMIAN
et
LI Ta - Tsien

On considére 1'approximation (par excision d'un cylindre & base
étoilée de diamétre tendant vers zéro) d'un probléme parabolique
avec second membre singulier du type suivant :

3
5%A+ Ay = v(z,t)s(x) dans 9& x G, x(0,T)

y =0 sur la frontiére parabolique.

Deux autres problémes associés sont étudiés et les résultats

sont appliqués pour démontrer la convergence du contrdle optimal
approché vers la solution du probléme de contrdle optimal asso-
cié a (I).

An approximation by excision (of a cylinder with small star-shaped
base) for the following parabolic problem is considered :

%%’* Ay = v(z,t) 8(x) in O  x G, x(0,T)
(1)
y = 0 on the parabolic boundary.

Two other associated problems are studied with respect to excision
and the results are applied to prove the convergence of the approx-
imate optimal controls to the solution of the optimal control problem
associated with (I).



§ 1 Introduction

Soit Q2 un ouvert de R" x R™ de 1a forme Q = O x G , ou O est

un ouvert borné régulier de R™ et contenant l'origine, et G est un
ouvert borné régulier deIRm- La variable dans O sera notée x, celle dans
G z. On désigne par Q le cylindre Q x (0,T), ou T est un réel positif

fixé. On note :
I =30, £ =T xGx (0,T) , E=0x23 G x (0,T) .

La frontiére latérale de Q est donc £ U & , noté o, Q.
Soit A ='Ak + Az un opérateur elliptique du deuxieme ordre

donné par

(1-1) A = —g s'a—— (a..(x) 3‘8—) L)
x .. X, ij x,
i,j=1 i J
(1.2) Aom oD s (hy(a) )
' 2" Tpoge1 07 KT Bzgl

avec les hypotheses suivantes :
(1.3) a5 lipschitzien sur G pour tout (i,j) ,
(1.4) ka lipschitzien sur G pour tout (k,4) ,

(1.5) il existe a positif tel que pour tout x de C et & de R" on ait :
n 2

z ai.(x) gi £. 2 a |€]

i,j=1 " !

et pour tout z de G et tout § de R" on ait :

m 2
%___ bkz(Z) %k §£ 2 a Igl .

k,%4=1

On s'intéresse alors a 1'approximation par excision (ef.[2] (3] ) au

probleme suivant :
f~%% + Ay = v(z,t) 5 (x) dans Q (ou v € Lz(Gx(O,T)),

(1) ¥ = o sur BL Q ,

t y(x, z, o) = o dans Q.
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. . . 2
Le probleme (I) admet une solution unique dans L™(Q) par transposi-

tion pour n = 3 grace a la formule de Green suivante :

vV VY€ LZ(Q) )

(1.6) T
[ y¥dcxdzat = [ [ 9C0,25t) v(z,t) dz dt ,
Q G o

ou ¢ est la solution forte du probleme suivant dans lequel A¥ est 1'ad-

joint formel de A :

(-§Ti+A*¢P=‘I’dansQ(‘I’GL2(Q)) )

(11) ﬁ Y = 0 sur BL Q,

k ¢ (x,2,T) = o dans Q.
Soit Bs un voisinage ouvert de l'origine dans O, de la forme
(1.7) B_ = {x=rs, s €8 sphére unité dansR", r € [o,¢ Re(S) )},

] 3 . . . N . ’ ” - -
ou R8 est une fonction lipschitzienne sur la sphere unité S verifiant

de plus, uniformément en € positif voisin de zéro :

0<a, < RE (s) £a

1 2’
(1.8)
[N < b,
Lips (S)
ou ajs a, et b sont indépendants de ¢.
=
On pose : C =CO\B_, Q0 =C xG, " = OB
€ € € € € €
Qe =Q€X (OgT) [} ZSZPEXGX (OgT)
et E =0 x 3G x (0,T)
€ €

L'approximation choisie pour (I) est



€
I + Ays = 0 dans-Q8 ’

= Cs(z,t) fonction inconnue de (z,t) sur Ze et

Ve
[
(Is) 1-1 6"\)—' do = Vs(Z,t) PP (Z,t) E GX(O’T) ’
€ Ax
y, = O sur z U Es ,
\ ys(x,z,o) = o dans Qe .

. , . 9. . . .
ou v_ est donné dans 12 (6x(0,T)) et ou 3-— désigne la dérivee conor-
€ vy

x
male associée éle c'est a dire
(1.9) : °_ . ; a (x) v S
: ov, . ij iox, °
A 193=1 J
x
ou v = (vl,---vn) est la normale unité a Fs ditigée vers 1'intérieur de
B .
€

Le probléme (Is) admet une solution variationnelle unique pour v donné

dans L% (G x (0,T)) et admet aussi un probleme adjoint :

39

;- 7ﬁ? + A ®_=Y_ dans Q (Ye donné dans L2(Q€)) )

@s = d_ (z,t) fonction inconnue de (z,t) sur Ze et
. Jﬂ a@s
(IIE) < I-\ r\);; dd = O Pp+p- (Z’t) e G % (O,T) ’

® = o sur = U E
€ €

. ¢ (x,2,T) = o dans O_ .
€ £

La formule de Green reliant (Is) et (IIS) s'écrit alors :

T
(1.10) I y, ¥, dx dz dt f I ds(z,t) vs(z,t) dz dt.
Q o G
£
Un des résultats essentiels de ce travail est la démonstration
de la convergence de y_ vers y, solution de (I), et de ds(z,t) vers

©(0,2,%,) (trace de la solution de (II)) .

On introduit les notations suivantes @

(1.11) -V, = {ue Hi (0) » ¥, u=o p.p. sur B_ } sous-espace fermé



de Hz (6) muni de la norme.induite ;

- 12 (G; V_) sous espace fermé de? = L2(G; Hi

)

:‘l =
YN I

@) ={u€u'@) ,u=0srd3anT }
Pour toute fonction © définie (presque partout) dans Q
(resp. Q ) on note § son prolongement par zéro a Q. (reSp Q).
On considere alors y. solution de (Is) (resp. ¢_ solution de (IIE))
comme une fonction de (0,T) a valeurs dans Vs C 7, vérifiant de plus

6\§ : (0, T) ~ 12 (Q) , au lieu de la considérer comme une fonction de

(0, T) dans H (Q )y car ce dernier espace n'est pas un sous-espace
(dépendant de €) d'un espace fixe.

On a alors le

(1.12) Théoreme 1 (resp. théoreme 1bis). Pour n = 2 et 3, si, lorsque

€ tend vers zéro, v, converge faiblement (resp. fortement) vers v dans

(Gx(O T), alors Y.+ solution de (Ie)’ converge faiblement (resp.

fortement) vers y, solution de (I), dans 12 Q).

(1.13) Théoreme 2 (resp. théoreme 2bis) :Pour n = 2 et 3, si lorsque ¢
tend vers zéro, Y (prolongee par zéro a Q\\Q ) converge faiblement

(resp. fortement) vers ¥ dans 12 (Q), alors :

(1.14) ¢ > solution de (II )s converge et011e faiblement (resp.fortement)
vers ¥, solutlon de (II), dans L (0, T, 7) et Vw converge étoile-faible-
ment (resp.fortement) vers V¢ dans L (0,T; 12 (Q)) 3

(1 15) W converge faiblement (resp. fortement) vers ¢ dans
1 (0,112@))

(1.16) La trace d_ (z,t) de ¢_ sur Ze converge faiblement (resp. fortemen:)

vers ?(o,z,t) dans 1.2 (G x (0 T)).

On a aussi le

(1.17) Corollaire (du théoreme 1). Si de plus, sous les hypotheses du

théoreme 1, §;(T) est borné dans L2(Q), alors v appartient a 1'espace

fonctionnel
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(1.18) U= { v € L2 (G x (0,T)); y solution de (I) associée a v, admet
une trace y(T) dans 12(Q) } et §Z(T) converge faiblement vers y (T) dans
2

L7(Q).

La considération de certains problemes de controle optimal

(cf.§ 6) conduit 3 étudier également 1'approximation du probleme suivant :

%% + A p = o dans Q,

(111) p = 0 sur aL Q,
p(xyz,0) = f(x,2z) dans Q,

ou f est donné dans L2 «Q) ,

par
op,
Vg TT— + A p, = © dans Q€ N
P, = ee(z,t) fonction inconnue de (z,t) sur 28 et
[ ap
(IIIS) ﬁ Fe 375 do = o p.p- (z,t) € G x (0,T) ,
AX
p_ = 0 sur U Es )

\ P, (x,2,0) = f, (x,2z) dans Qs

. . s 7 ~ R
Ici encore P, est considéré comme a valeurs dans We et on note P, le

prolongement par zéro de P, a Q\\QE.

(1.19) Théoreme 3 (resp. théoreme 3bis) : Pour n = 2 et 3, si, lorsque

¢ tend vers zéro, f_ (prolongé par zéro a 0 - Q ) converge faiblement

(resp. fortement) vers f dans 12 (), alors :

. I solutlon de (III ), converge vers p, solution de (III), faible-
ment dans L (O T; V) (resp- fortement dans L (G x (0,T) 3 H (Oﬂ)) pour
tout s < 1, N > o);

. VP, converge vers Up faiblement dans L2(Q) (resp. fortement dans
L2(0;T;H-S(Q)) pour tout s > o) ;

x
. ﬁ: converge vers p étoile-faiblement dans L (O,T;LZ(Q))(resp. for-
® -
tement dans L (0,T;H”®(Q)) pour tout s > o).



En outre on a le

(1.20) Corollaire (du théoreme 3) : Si de plus, dans le théoreme 3

ee(z,t) est borné dans L2(G x (0,T)), alors f appartient a 1'espace

fonctionnel

X - {r¢€ LZ(Q) ; p» solution de (III) associée a f, admet une trace
p(o,z,t) dans 12(G x (0,1)) } et e_(2z,t) converge faiblement vers
p(oyz,t) dans L2(G x(0,T)).

Aux paragraphes 2 et 3 on donnera les démonstrations des
théoremes 2bis et 2. On en déduira au paragraphe 4 la démonstration des
théoremes 1 et 1bis ainsi que du corollaire (1.17). Le paragraphe 5 est

consacré aux démonstrations des théoremes 3, 3bis et du corollaire (1.20).

Au paragraphe 6 est étudié 1'approximation d'un probleme de controle

optimal.

Les démonstrations sont données pour le cas n = 3 (le cas

n = 2 étant semblable).

Dans ce qui suit les lettres C et K désignent diverses cons~

tantes indépendantes de €.

Les résultats de cet article généralisent ceux de (2] [4] qui
concernent le cas ou m = O. Le cas m = 1 semble le mieux adapté a
1'étude de certains problemes pétroliers (cf. [1]). Les résultats
analogues sont valables pour le cas hyperbolique (extension au cas

m> o des résultats de [31).

§ 2 Démonstration du théoreme 2bis

Pour le probleme (II) le résultat suivant est classique

(c£.[5]).

(2.1) Lemme : Pour Y dans L2(Q), le probleme (II) admet une solution

unique dans H2’1(Q) et il existe une constante C telle que

(2.2) |l < ¢ |v| ,
1211 (q) 12(Q)

d'ou pour n = 2 ou 3

(2.3) le(o,2,t) | , < c |yl -

L°(Gx0T) L2(Q)
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Le lemme suivant montre que 1'on a presque les memes estima-

tions pour la solution de (IIS) .

(2.4) Lemme : Pour ¥_ dans L2(Q€), le probleme (IIs) admet une solution

2,1

unique qui est dans H°?"(Q ) et il existe une constante C indépendante
£

de £ telle que :

awe
s, selel,

(2.5) |e | Jve | ;
s [e o] " g o] 2 5 2
L (O,T;fs) L (0,T;L (Qe)) L (QE) L (Qs)
(2.6) la* e | , Llate ), “=sclyl,
Z £ 1) ¥ ®1%a) CF1%(q))
€ £ £
(2.7) ld (z,t)] <c¢ v | .
€ 12(Gx(0,T)) ®'1%(q)

Démonstration : On obtient (2.5) classiquement en multipliant 1'équation

. #*
(IIe) par ®_ puis (A + A7) ¢,

Pour obtenir (2.6), et d'apres 1'équation (IIs) il suffit
d'obtenir :
<c v | .
“12(q)

A+ A¥
z 4

2

|a* o |
2z € LZ(QE)

A cet effet, on multiplie 1'équation par ( ) ¢.=S, 9 _eton

integre d'abord par parties sur GE y les termes sur les bords Ts et T

étant nuls a cause des conditions aux limites imposées a @s sur ces

frontieres. On obtient donc :

2 Az - A, o9
3 z 'z - )
(2.8) L3 a¥(o_, 8 @ )+ls o | + 80 (Z5—2) e x} (Y + 5 ) 9
€ €
ou a¥ (u,v) = a..(x) ou v . On integre ensuite par parties sur G, et
x ’ = 244 S;f g;; g P p ’ ’

ici aussi, les termes sur le bord sont nuls :

2 2

bkﬁ(2)+ bﬂk(Z) 3 @s 3 @8

(2.9) I a'i(X) ( 2 dx .0z 0x .0z

a_ J ik j 4

2 A: - A a¢€
X ———————— — .
+ IQ ls @ | + fQ s, 0. X (=5—=) 0_= jﬂ (¥ + 5 ) S, 9,

£

€ €
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La premiere intégrale est positive ou nulle car 1'intégrande 1l'est
en effet pour z fixé, on peut diagonaliser la matrice symétrique

b, ,(z) + b, (2) . 320
k& Lk t notant &, = £ (x,2) 1 ( >
B) e notan ik = g;(—i'gz—k’ Xy 2Z on a alors avec Bk o par

- (1.5), et p, 4(z) la matrice de passage):
9

bkL(Z)+bEk(Z)
aji(X) ( 5 ) gik §j£ =-aji(X) Bk(Z) pk’x(z) gil pk,z(z) gjﬂ

Bk(z) aji(x) pk’x(z) %ik pk’ﬂ(z) gjﬂ

2
2 .
Bk(z) o ? ka,h(Z) gix | 0

\%

Ainsi on obtient

A*

o) oY
< £ z Z
(2.10) Im lszwsl < jﬂ (Y, + 35 ) 8,9, + IQ lszwsl I 2P g
£ £ £

On integre enfin cette inégalité sur (0,T) et utilisant

( v | v |
< ClvY et
St 12 ©12(a,)
(2.11)<
ety 7o | v |
0 S K |V < clv
\ 2 € 12(Q) € 12(q ) € 12q)
€ £ £
on obtient bien :
(2.12) |a* ¢ | < clv |
2 £12(Q) “12(q,)

Enfin, a nouveau grace a (2.11) et a l'équation, (2.12) implique

|a¥ ¢ | < ¢lv |
x 12 " 12(q,)

Pour démontrer (2.7) on utilise le lemme suivant démontré dans

[2] :

(2.13) Lemme : Soit p. l'unique solution dans V8 du probléme elliptique

suivant ,
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Ap = o dans O,
x" € £
Bps
(2.14) P, = cs(constante inconnue) sur Fs , et IF g;;- do = 1,
€ x
P, = 0 sur r.

Alors p€ converge fortement dans L2(O) vers p solution de

( ) AP = 6(x) dans O ,
2.15 { '
p = o sur ' ;
op
-ataf est une mesure positive de support TE convergeant étroitement -
x

vers 6(x) 3

. En outre il existe deux constantes D1 et D2 indépendantes de € telles

que

. < < ]
(2.16) o < D, e c, =D,

Multipliant 1'équation (IIs) par p_ et intégrant par parties
sur Oe 3 on obtient
o
(2.17)  d_(z,t) = j’@(w8 v 3 - A% 9 Gazat) o (x) dx .
€
Cette derniere formule permet alors de déduire (2.7) grace aux propriétés

de Pe et aux estimations (2.5) et (2.6) ®

Grace aux lemmes (2.1) (2.4), il suffit de démontrer le théo-
reme 2bis pour Ys indépend;nt de € et assez régulier (dans un sous-en-
semble dense ou total de L“(Q). Nous prendrons par exemple ¥ fixé dans
& (Jo,1(; Dm(Ai) ® Dw(Ag )) , ou Dm(A:) et le domaine commun de toutes

les puissances de Ai sur LZ(O), dont on sait qu'il est dense dans L2(G)

~ S b ” . . . ’ . ~
(de meme pour D (A:)). Cette hypothese "¥ régulier'" sera utilisé jusqu'a
la fin de ce paragraphe. Grace a cette hypothese, la solution ¢ du

probleme (II) vérifie la propriété suivante :

3 k . k . k . k
VvV k €N (3?) @, (AZ) @, (Ax) @ et (A¥) ¢

- ~ b > . 2 . .
sont solution du probleme analogue a (II) mais associés respectivement a
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d Kk k k k
(5p) ¥ A0 Y, (A;) Y, et (4%) v.

En particulier,et c'est sous cette seule forme que nous utiliseront
P

"y régulier", grace aux théoremes d'injection de Sobolev :

k k
)
(2.18) : 9, (3;) P, (A;) ¢ sont continus dans Q pour k =< 4.

On introduit alors le probleme auxiliaire suivant

, a¢€
-3t ¢t A% @8 = ¥ dans Q€ )
$€ = @(0y2,t) sur 28 .
(IIE) < _ ~
¢€ =0 sur = U =
. .(38 (XQZyt) = o dans OE N

ou © est la solution de (II) associée a V.

Si on pose w_= % - ¥ _ , il vérifie donc
€ €
9
r ws + A*¥ w = o dans Q_ ,
t
< W8 = (P(X,Z,t) - @(o,z,t) sur 26 3
(2.19)
w =osur 2 UZE
€ €
N\ w_ (x,z,T) = o dans Q
€ £

(2.20) Lemme : La solution$8 de (TT;) vérifie

(2.21) S9° | ¢ _F | s ¢ C sup | dolssZC,
Q e ’ &xLo,T] I 5
a"

(2-22)S-ZIT(@-¢)]$€C,SU lj"a———(r)dc|<82c,

fo T)

SUp | a#(p _F ° (A* T < g2
(2.23) FP |a%e - 7)) | =< c, s | J"r W(Az % )do | e2c

€
€

pour une constante C convenablement choisie .

Démonstration : Le principe du maximum, appliqué a (2.19) donne

P | e - $€| = sup | o - $€ S € C car ¥ est lipschitzienne. Le meme

¢

€
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. . . 9 : APy
raisonnement s'applique aux fonctions 3T Ve et A; w, qui vérifient une

équation analogue a (2.19).

Multipliant (2.19) par p_s solution de (2.14), et intégrant

par parties sur Gs on obtient

(2.24) fr séa; (¢ -F)do=[ (&% (¢0-7) - g%f(w;as)) Pe
€ X

€ G
€
ap8
+J‘ ((P—(Pe)rv— do .
r A
€ x

(2.25) sup I s——do | s ¢2 C (n=3)
(z,tEGxL0,T] ‘rl"s vA';:

qui provient de la continuité de V¥, on déduit la seconde partie de (2.21).
1)

En appliquant la meme méthode aux fonctions TE? et AZ $€ on

conclut la démonstration du lemme (2.20) ®

Pour comparer @8 a @E on introduit une seconde fonction

auxiliaire :
(2.26) u_ =9 - @ qui vérifie
/ du
- £ A¥ = dans Q
-E-_E- + us (o) S c ’
u =d (z,t) - ?(0y2,t) sur Z_,
(2.27) ¢ F F €
u = o sur & U B
€ €
\ u_ (x,2z,t) = o dans Qs .

(2.28) Lemme : Sous les hypotheses précédentes on a

(2.29) lu ’ © e C,
170,712 )% (0, T30 (@)))

du
(2.30) =1
°t o,mi@)) Nt mrt@)) e c
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(2.31)  |a*u_|
2% o,m12@)) N o,mrN ) S ¢ .

Démonstration : Par (2.21) et la condition sur Zs pour ¢€ on a

3
| 523 do | <2 ¢
\YJ 3 *

(2.32) u
%&EO,T] JF8 A¥

Multipliant (2.27) par u_, on obtient facilement

2 2 du
L | lvu_| < | I zr-"
= |u © + o |Yu do dz dt ).
2 E g (O,T;LZ(QE)) ' 1%(q) e

Utilisant alors (2.32) et le fait que u_ = de(z,t) - ?(04y2,t)
|z
est indépendant de x et est borné dans 12(Gx(0,T)) (ef-(2.3) et (2.7))

on obtient bien (2.29)

Comme pour le lemme (2.20), on obtient (2.30) et (2.31) en

du

appliquant le raisonnement précédent a Tﬁé et a AZ u_ s ce qui est

loisible grace a la '"régularité de Y'" ®

Pour démontrer la partie (1.15) du théoreme (2bis) toujours
dans le cadre ¥_ =V et réguliere, il suffit de regrouper (2.29), (2.21)
et (2.22) pour obtenir

(2.33) o - ol . 5 < eC et
L (OaTiL (QE))
¢
l £ P l < C
EC- T 2 =

L (0,T;L (QE))

Pour démontrer la partie (1.16) du théoreme (2bis) on multiplie

(2.27) par p_ et intégrant par parties sur Gs on obtient

dp du du
£ 2 € i .
dE(Zst) - (P(O,Z,t) = II‘ us E—U—A—' do = CE 'JII" -FA* do + IO ('a—t" -AZ Us)ps dx.
€ € X €

d'ou on conclut

(2.34) la_(z,t) - @(o,z,t)] 5 SeC
€ L (0,T;L°(G))

grace a (2.16), (2.32),(2.31) et (2.30) ®
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Enfin pour démontrer la partie (1.14) du théoreme (2bis), on

utilise d'abord (2.19) (2.21) et (2.23) pour en déduire

sup T
(2.35) 7 | T (¢ ) | < ¢ c.

Grace a (2.29) et (2.30) on a aussi

(2.36) |V (0 %) | _ <ecC,
° ¢ 170,m1%(@)

d'ou par (2.35) et (2.36)

(2.37) Ve -Vel < e C.

L7 (0,112 (@)

Ceci implique la convergence de V?_vers y¢ dans Lw(O,T;‘Lz(Q)).

De (2.37), en utilisant seulement la partie {7 (?_ - @), on

obtient également

lo - o < e C,

(2.38) |o - o o
€ & L (0,T;%)

L7 (0, T; L2(G; vs))=

ce qui acheve la démonstration de (1.14) et celle du théoreme 2bis ®

(2.39) Remarque : On peut de facon analogue démontrer que si ¥_ converge

fortement vers ¥ dans L2(Q), alors $; converge fortement vers ¢ dans
1'espace
1200 x (0,1) ; B2 N Hi @) .

§ 3 Démonstration du théoreme 2

Grace au théoreme 2bis et a la linéarité des problemes (II) et
(IIE), on ramene facilement la démonstration du théoreme 2 a celle du

lemme suivant.

(3.1) Lemme : Si, lorsque & tend vers zéro, Te (prolongé par zéro dans

Q \‘Qe) tend faiblement vers zéro dans L2(Q), alors

=) Y4
(3.2) @8 tend étoile-faiblement vers zéro dans L (0,T;V) et‘V@6 tend

faiblement vers zéro dans L2(Q) i

~o
(3.3) ¢8 tend faiblement vers zéro dans H1(O,T;L2(Q)) 3
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(3.4) ds(z,t) converge faiblement vers zéro dans L2(Gx(0,T)) .

Démonstration du lemme (3.1)

D'apres les estimations du lemme (2.4), il suffit pour (3.3)
v
de démontrer la convergence vers zéro de @é dans £'(Q). La formule (2.17)

permet alors d'en déduire (3.4).

~oS
Pour montrer que ¢_ tend vers zéro dans #1(Q), on met en
dualité les problemes (II) et (Ila) respectivement avec les problemes

analogues a temps renversé ci-dessous, ou f est fixé dans €(Q)

%% + A h =1 dans Q,

(11 ) h=osurZlUZB&,

bis
h(x,z,0) = o dans Q ;

/ € _
T;E-+ A h8 = f dans Qs ’

hs = une fonction inconnue de (z,t) seul sur Ze et

(11, ) 9 %h,
ebis J  557do = o p-p.(zst) € G x (0,T) ,
r °%a

€ X

h =0 sur ZUZE
€ €

L he(x,z,o) = o dans Qe'

Pour ces problemes le théoreme 2bis s'applique . Les formules

de Green (II) et (IIbis) (resp. (II_) et (IIsbis)) sont :
(3.5) J £¢ dx dz dt = [ ¥ h dx dz dt (ici = o) ,
Q Q
(3.6) IQ £ 9 dx dz dt = fQ ¥_h_ dx dz dt -
£ €

Le théoreme 2bis appliqué éi(IIbiS) (Ilsbis) implique donc que’zs con=
verge fortement dans H1(0,T;L2(Q))- Comme @; converge faiblement dans
L2(Q) vers zéro, on en déduit par (3.6) lim f f 3; dx dz dt = o, ce
qui établit bien (3.3)- ew0 Q
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(3.7) Remarque : Comme pour (2.39), on peut vérifier que si ¥_ converge

faiblement vers ¥, alors 3; converge faiblement vers ¥ dans
2 2 1
L°(0x(0,T) ; HS N H (g)) .

Pour démontrer (3.2) il suffit, toujours grace aux estimations
du lemme (2.4) de montrer que ¢_ - ®_ tend vers zéro dans £'(Q). Pour
cela on utilise le lemme suivant dont la démonstration se trouve dans

(2] (1emme 2).

(3.8) Lemme : Il existe une constante K indépendante de £ telle que pour
tout f de V_on a (avec n = 3)
(3.9) el , sk elvel, ,
L%(B_) L*(C))
(3.10) gy | =« e"12 | el 5 -
Fe L (Gs)

De 1'estimation (2.5) on déduit :

lve, | o <c v | :
170, 1;L%(6:1%(0))) ®1%(q))
d'ou par (3.9)
le | . = e 07| <ekcly] :
©170,mL2@r?8))  ° f L0, m12(@) *12(q)

~ , © 2
Par suite, ¢8 - @a tend fortement vers zéro dans L (0,T;L°(Q2 ).

ceci acheve la démonstration du théoreme 2 ®

§ 4 Démonstration des théoremes 1 et 1bis

On commence par les estimations suivantes

(4.1) Lemme : Le probleme (I) admet une solution unique dans L2(Q) par
transposition et il existe une constante C telle que, pour y solution

de (I) associée a v dans 12 (a x(0,T)), on a

(4.2) Iyl 5 sclvl,
L™(Q) L7(Gx(0,T)).

Démonstration : Par transposition du lemme (2.1) on obtient 1l'existence

et 1'unicité de y grace a la formule de Green (1.6). On obtient alors

(4.2) comme dual de (2.3) (cf.[5]) =
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De meme on a pour (Is)'

(4.3) Lemme : Pour tout A de L2(Gx(O,T)) (Ie) admet une solution Y.
unique par transposition dans L2(QE) et il existe C indépendant de ¢

tel que

(4.4) ly.l , sclvl

1%(q,) 13(6x(0,1)).

Démonstration : Il est clair que (Is) admet une solution variationnelle.

Mais, par la formule de Green (1.10), on peut retrouver 1l'existence de
cette solution par dualité dans L2(Q8)-
Toujours grace a (1.10) et a (2.7) on obtient bien la majoration (4.4),

uniforme en ¢ ®

Grace aux formules de Green (1.6) et (1.10) et au théoreme 2bis,
on vérifie facilement que si v, converge faiblement vers v dans
L2(G x(0,4T)), alors ;: converge faiblement vers y solution de (I) asso-
ciée & v dans L2(Q). De meme, grace au théoreme 2, si v_ converge
fortement vers v dans L2(GX(O,T)), alors ;; converge fortement vers y
dans L2(Q)- Pour en déduire les théoremes 1 et 1bis respectivement, il
reste a estimer la différence }; - Y. dans L2(Q). On utilise alors le

lemme (3.8) .

Multipliant 1'équation (Is) par y_ et intégrant par parties

sur Gs puis sur Gx{(0,T), on a

2 2
(4.5) Iysl . 5 + 0 IVyel 0 < J C (z,t) v_(z,t)do dz dt,
L (0,T;L°(Q)) L7(Q) by .
£ £ £
d'ou on déduit en utilisant (3.10) :
1
17y | ske 209yl v
y € y v .
® 12 12, ° rfex(o,m)
d'ou _ l
3
| Vysl 5 =Ke | vsl o
L (Qe) L°(Gx(0,T))
et utilisant (3.9) on déduit enfin
1/2 .
<
(4.86) lyal K ¢ Ivel

L2(BsxGx(O,T)) 12(6x(0,T)) -
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L'estimation (4.6) implique bien que des que v, est borné dans

L2(Gx(O,T)) I S §: tend vers zéro fortement dans L2(Q) .

Démontrons maintenant le corollaire du théoreme 1.
A cet effet on vérifie que y (T) converge vers y(T) pour une topologie
séparée sur 12 (Q) moins fine que la topologie faible.

Soit 1 > O fixé assez petit ; d'apres le théoreme 1, Ye
converge faiblement vers y dans L2(Qn) et d'apres les équations (Is)
oy,
7;—converge faiblement vers 3% dans L2(0,T;H-2(Qn)) . On en déduit donc
que yE(T) converge faiblement vers y(T) dans H-I(Qn) et ceci pour tout |
positif petit.

Si de plus y (T) est borné dans L (Q), ceci implique la conver-
gence faible de y_ v (T) vers y(T) dans L 2(Q) et 1'appartenance de v a

l'espace U. ®

§ 5 Démonstration des théoremes 3 et 3bis :

Concernant le probleme (III) qui a une solution de fagon

classique (voir par exemple [5]) on a le

(5.1) Lemme : Pour tout f de L2(Q), (II1) admet une solution p unique
dans L2(O,T;Hi @) n HI(O,T;H-l(Q)) avec

)

L (o,T;HO(Q)) L“(0,T;H” (Q)) L2(Q)

Pour (IIIE) on a des estimations similaires :

(5.2) Lemme : Pour f_ dans LZ(QS) le probleme (IIIS) admet une solution

unique P, dans

L (0,T; H (Q )) H (0,T; (H (Q ))') et il existe une constante

C indépendante de € > o, telle que

Ip | . | vp_| s ¢l | :
& L2(0,T,VE) N L (O,T;Lz(Qs), & L2(Q€) € LZ(QE)

’ . . . ’, . .’ ~
Démonstration : C'est l'estimation de 1'énergie associée au probleme
—~

(IIIE) qui est variationnel dans Hz (Qs) (ef.(1.11) pour la définition

de cet espace) ®
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On met alors le probléme (II) et le probleme (III) en dualité par la

formule de Green suivante :
(5.3) [ p¥dx dz dt = [ fx,2) ®(x,2,0) dx dz ,
Q Q

ol on sait, par (2.1) que ?(x,z,0) est dans LZ(Q)- De meme on met en
dualité (IIE) et (IIIE) par

)

(5.4) IQ p_ ¥ _ dx dz dt IQ fs(x,z) @a(x,z,o) dx dz ,
€ €

ou on sait par (2.4) que @s(x,z,o) est dans LZ(Qs)o

Supposons que f_ (prolongé par o a INQ ) converge faiblement
vers f dans L (Q), alors par (5.2), p 1 est borné dans L (o, T,u), p dans
L (0 T L (Q)) et Vp dans L Q). leant Y = ¥ dans L (Q) et utlllsant
le théoreme 2bls, on vérifie que ¢ (x,z,o) converge fortement vers
¢(x,zy0) dans L (Q) On peut alors passer a la limite dans (5.4) et
comparant a (5.3) on voit que p converge faiblement dans L2(Q) vers p.
Par suite p converge et011e—fa1b1ement vers p dans L (0, T; L (O)) Par le
lemme (3.8) on voit que p_ - p tend fortement vers zero dans L2 (Q), ce
qui implique la convergence Ialble de p, vers p dans 12 (0,T,¥). Comme

N A% . . ~~r ‘
Vz P = VZ P on-voit aussi que V; p, converge faiblement vers V; p

dans L2(Q). Quant a V£\58 c'est V; p.» ce qui permet de conclure la
démonstration du théoreme 3 ®

Celle du théoreme 3bis se ramene, grace a (5.1) (5.2) au cas
ou f5 = f ne dépend pas de € et appartient a un sous-ensemble dense de

Lz(ﬂ), par exemple U 5’(Qn) Alors, par le théoreme 3, P, (resp- §7p ,p $)
T>o

converge faiblement vers p dans L2(O,T;W) (resp. versVp dans L2(Q);
étoile-faiblement vers p dans Lm(O T, 12(Q))). I1 suffit donc de montrer
la compac1te forte de p dans 12 (Gx(0,T);H (Gn)) pour tous s<1 et Mo
(resp- de Vp dans L2 (0 T;H S(Q)) pour tout s > o; de ;: dans

L (0,T;H” s(Q)) pour tout s > o ) pour conclure.

2
Par 1'équation (IIIE) on a pé(o): -Af qui est dans L7(Q) et
par dérivation, on voit que le lemme (5.2) stapplique a pé- On a en

particulier

|prl © |7 p! =C
& L2(0,T;V)ﬂL (O,T;Lz(Qa)), & LZ(QS)
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d'ou :

p_ est compact dans L2(GX(O,T); Hs(Gn)) pour s < 1, N > o.
el 2 -s
VI% est compact dans L“(0,T;H ~(Q)) pour s > o
N/ b -S
et p_ est compact dans L (0,T3H °(Q)) pour s > o ®

(5.5) Remarque : Si on suppose les coefficients de A réguliers, on peut
par dérivations successives en t, en utilisant 1'équation (III) et 1la
régularité des solutions de problemes elliptiques et paraboliques, mon-
trer que p est suffisamment régulier en (x,t) pour pouvoir appliquer la
méthode de démonstration du théoreme 2bis.

On obtient alors la convergence forte de p_ vers p dans L2(0,T;V) celle
de 6;: vers Vp dans L2(Q) et celle de E: vers p dans Lm(O,TjLz(Q))-

Pour démontrer le corollaire (1.20) on introduit les problémes

analogues a (I) et (Is)’ mais rétrogrades, pour v dans J(Gx{(0,T))

o
(5.6) - 3% + A*¥ 8 = v(z,t) 6(x) dans Q,
(Ibis) ® = 0 sur aL Q ,
® (x,2,T) = o dans Q ;
395
A rali A* 98 = o dans Q_ »
68 = fonction inconnue de (z,t) sur Zs et
666
—o— do = v(z,t) p.p. t €(o,T) ,
(Isbis) ﬁ Fa vﬁi

8 =0 sur Z UR )
€ €

\

QS(Xyz,t).: o dans Qs.

Pour ces problemes le théoreme 1bis s'applique et par dérivations succes-

sives en t on vérifie :

(5.7) Lemme : ea(x,z,o) converge fortement dans L2(Q) vers 9(x,z,0) E

La formule de Green, reliant (Ibis) a (II) s'écrit
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T
(5.8) I f ployz,t) v(z,t) dz dt = IQ 8(x,z,0) f(x,2) dx dz.
G O

On la vérifie en effet pour f dans #(Q) et elle reste vraie pour f dans
12(Q) car le support de v est compact dans Gx(0,T) et 1'équation (III)

a un effet régularisant sur la condition initiale (i.e. pour tout a > O,
plo,z,t) € 12(a, T; Hzﬂﬂi(G)) pour n = 2 ou 3).

On a aussi la formule de Green reliant (Isbis) a (IIs) :

T
(5.9) I I e (z,t) v(z,t) dt = I ® (x,z,0) f_ (x,z) dx dz.
€ € £
G O Q
€
Supposant e_ borné dans 12(Gx(0,T)) , le lemme (5.7) permet

de passer a la limite dans (5.9) et la comparaison avec (5.8) permet de
conclure que e_ converge faiblement vers p(o,z,t) au sens de #'(Gx(0,T)),

ce qui acheve la démonstration du corollaire ®

(5.10) Remarque : On vérifie aisément comme dans (7] [8] que £(Gx(0,T))
est dense dans 1l'espace U, défini en (1.18) et que pour f dans L2(Q),
plo,z,t) appartient a 1'espace U', dual de U (en utilisant(5.8)).
L'espace ¥ est 1'image réciproque de L2(GX(O,T)) pour 1l'application de

L2(Q) dans U' qui a f associe p(o,z,t) par 1l'intermédiaire du probleme(III).

§ 6 Application a 1'approximation d'un probleme de controle optimal.

On considere le probleme de controle suivant (er.l7],(8]).
L'état,y,est 1ié au controle v par 1'équation (I). Le controle appartient
3 % et la fonction cofit 3 minimiser est

2 2

N
(6.1) J(v) = = |vl r= |y - 2]
2 L2(Gx(0,T)) d’ 12(q)

=

ou z4 est donné dans L2(9)~

On vérifie comme dans [7] que le probleme admet une solution
unique u de U et celle-ci est caractérisée par le systeme d'optimalité
suivant en (yo,uo.po)

( Oy ' Op
7ﬁ? + Ayo = uo(z,t)é(X),-7ﬁg + A% P, = © dans Q,
(6.2)¢ Yo = ©» Py = 0 sur o, Q

yo(x,z,o) = 0 4 po(x,z,t) = yo(x,z,t) - 2z, dans Q ,

\ N uo(z,t) + po(o,z,t) = 0 .
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On consideére alors 1'approximation suivante du probleme (6.2) :
L'espace des controles v est L2(Gx(0,T)) et 1'équation-d‘état donnant
y5 en fonction de v est (Ie)’ la fonction cout étant

2 2

(6.3) J. (v) =X s+ Ly () - 2|
e 2 12(ax(0,T)) 2 ¢ d

1%@)
Ici, classiquement, il existe une solution unique u du probléme de
minimisation de JE, et le systeme d'optimalité correspondant en (ye,us,pe)
s'écrit :

St + Ay8 =0y, - 3T + A¥ p, = © dans Qs’

Y. = ¢ (z,t) , P, = e, (z,t) fonctions inconnues de (z,t) sur Ze’

ays Pe
(6.4) { IF 33: do = vs(z,t) ' IF 53;; do = o p.p. sur Gx(0,T),
€ x € x
Y. =04 p_ =0 sur U Es ,

ys(x,z,o) = 0 , ps(x,z,T) = y(x,2,T) = z 4 dans Qs’

N N us(z,t) - es(z,t) = 0 .

On vérifie alors, grace aux théoremes 1, 1bis, 3, 3bis et aux corollaires

(1.17) et (1.20) le résultat suivant (en utilisant une méthode analogue

a [4]) :
(6.5) Théoreme : Pour n = 2 ou 3, lorsque £ tend vers zéro, on a

(i) Js(us) tend vers J (uo) i
(ii) u_ tend vers u fortement dans L2(O,T) .
En outre : Ye tend vers Yo fortement dans L2(Q) )
§»(x,z,T) tend vers y (x,z,T) fortement dans LZ(Q) H
€ o .

p_ et 5: tendent vers p_ au sens du théoreme 3bis, et eg(z,t) tend vers

po(o,z,t) fortement dans L2(GX(O,T)) o

§ 7 Remarques diverses :

En ce qui concerne le probléme (Is) on peut perturber le choix



- 22 -
. . v
de B€ par translation, c'est a dire Be = bs + Be avec lim b€ = o dans O.
€_,0
Les résultats précédents restent valables.

On peut également remplacer la condition aux limites sur I (resp sur &)

par l'une quelconque des conditions variationnelles suivantes :

a) 3%1— + AMxy2) y = 0 sur Z ,

A
x

ou A est une fonction non négative réguliere sur I

a —_ . ”» , -~
(respogvz— + u(xy2) y = o sur &, ou p est non négative réguliere sur E );
A
z

b) | = c(z,t) fonction inconnue de (z,t) seul et
z

IF ( E%X— + AMx,2)y) ds = o p.p.(z,t) € Gx(0,T)
A
X

avec la meme hypothese que ci-dessus

(resp. y|_ = € (x,t) fonction inconnue de (x,t) seul et

IB (3%1— + plx,2)y) ds = o p.p-(x,t) € Ox(0,T)).
G A
2

Les memes remarques sont aussi valables pour les problemes (II) et (III),

et par suite pour le probleme de controle optimal du paragraphe 6.

L'existence d'un résultat analogue a (6.5) dans le cas de minimisation
avec contrainte (v € u N K, K convexe fermé fixe de 12(Gx(0,T))) reste
encore un probléme ouvert dans le cas général ou il s'agit. du comporte-
ment. limite de solution de systemes d'optimalité contenant une inéquation

variationnelle.
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