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UN RESULTAT D’EXISTENCE ET D'UNICITE

POUR L'EQUATION DE RICCATI STATIONNAIRE

Michel SORINE
I.N.R.I.A.

RESUME :

On présente ici des résultats d'ewistence, de régularité et d'unicité

‘de la solution de l'équation de Riccati statiomnaire associée au probléme

de contrdle d'un systéme parabolique.

On donne des applications de ces résultats d la justification d'algo-

rithmes de résolution et d l'étude d'un exemple avec contrdle et observation

frontiéres.

_ ABSTRACT :

We give here existence, regularity and uniqueness properties of the
solution of the stationary Riccati equatiom associated with the eontrol

problem of a parabolic system.

We then use these results for justifying some numerical algorithms and

studying an example with boundary control and observation.

Ce travail a été effectuéd en grande partie au Centre de Recherche de Mathé-
matiques Appliquées de 1'Université de Montréal, grice & la subvention A-8730
du Conseil de la Recherche en Sciences Naturelles et en Génie (Canada) et &

une subvention FCAC du Ministére de 1'Education duQuébec (cf. Rapport CRMA-984).



INTRODUCTION

Nous &tudions ici 1'équation de Riccati stationnaire associée
au probléme de contr6le d'un systéme parabolique sur un intervalle
de temps infini. Les hypothéses faites permettent d'appliquer les
résultats 3 des problémes avec contrSles et observations frontiéres
(au moins dans le cas ol 1'équation d'état admet une formulation
variationnelle, cf. [7]). Ces problémes ne sont pas couverts par
les résultats généraux récents sur 1'équation de Riccati (cf. [1],
[10], [4D). |

Apr8s avoir formulé le probléme de contrSle (paragraphe 1)
nous caractérisons sa solution (paragraphe 2) par un systéme d'opti-
malité analogue & ceux sur l'horizon fini mais sous la seule hypo-
thése de stabilisabilité de 1l'observation de 1'état. Suivant LIONS
[6] nous introduisons & ce stade 1'op&rateur P de découplage. Au

paragraphe 3 la régularité de P est &tudide: P transmet la régularité

-

de 1'état 3 1'état adjoint et satisfait une &quation de Riccati. Au

paragraphe 4 nous étuéions les transformations du systéme d'optimalité
associées 3 l'existence de P et de Q, 1'opérateur analogue associé

2 un problémé de contrfle "adjoint'. Lorsque P existe on peut trian-
gulariser 1'opérateur Hamiltonien, lorsque P et Q existent on peut

le diagonaliser. Les &léments diagonaux sont les dynamiques optimales
de chacun des problémes. On déduit de 13 un résultat d'unicité

pour 1'équation de Riccati. Au paragraphe 5 on donne quelques algo-
rithmes de calcul de P et Q et enfin le paragraphe 6 est consacré a

1'étude d'un exemple.



1. NOTATIONS ET HYPOTHESES

-Soient V,H,E,F des espaces de Hilbert réels séparables tels que

(on identifie H & son dual):

VcHzH cV
(1.1)‘“~1Chaque espace €tant dense dans le suivant avec injection

continue.

On note:
G5 0)s 1)l Cxesp. (-,+), |-]) 1le produit scalaire et

la norme dans V

'(-,-)x, ]-|x, les m&mes quantités pour un espace de

Hilbert X.
On donne:

rA € Z(V,V') tel que3ja> 0, =0, (Ao, p) +Xl(p|2 > a”(p”2, Vo €V
B ¢ L(E,V")
C € &(V,F)

(N € X(E,E) tel que N=N* et >0, (W,v); = vlv|Z, w ¢E.

r.2) |

On &tudie dans la suite le probléme de contrdle suivant, oi

liétat est la solution de:

%Ey(v)+Ay(v) = Bv ,

(1.3) _ )
}’(V) t =0 = yO: )’(V) € Lloc(os""v) 3
ol
v eU =1 (0,«E) H
€ = ioc > %% > yO €I,

et ol le cofit (fini ou infini) est:



o 2 G
(1.4)  J)= Sley(v) [gat + Jo(Nv,v)gdt.
On cherche u tel que:

u €U
(1.5)
J) = Jv) Yv €U

et éventuellement la loi de feedback u = ¢(y(u))

Remarque 1.1. Sous les hypothéses (1.1),(1.2) on sait que

1'équation (1.3) a une solution unique Yy ¢ Wloc(o,m) (pour la
signification des notations et la démonstration, cf.[6]). On a
alors Cy ¢ Lioc(o,m;F) et 1l'expression de J(v) a un sens en

convenant que J(v) = +» si

Cy £ L2(O,w;F) ou Vv £ LZ(O,w;E).

Afin d'éliminer le cas trivial J(v) = +» ¥Yv €U, il est
néecessaire de supposer:
(1.6) Vh €H, 3v € 12(0,=;E), Cy(v) € L2(0,=F),
ce qui, griace & la coercivité de N est &quivalent a:

(1.7) Yh € H, 3v € U, J({Vv) < +=.

Définition 1l.1. Lorsque (1.6) a lieu, on dit que la paire
(A,B) est C-stabilisable et que v C-stabilise h. |

Si v = ¢(y(v)) ol ¢(-) est une loi de feedback (indépen-
dante de h) on dit que (A,B) est C-stabilisable par feedback.

Si (1.6) a lieu pour C = Identité de V, on dit que (A,B)'est

stabilisable.



2. LE _PROBLEME DE CONTROLE SUR L'INTERVALLE DE TEMPS INFINI

Nous allons voir que la propri&té (1.6) est aussi suffisante

pour que le probléme de contrfle ait une solution.
optimal s'€crit alors sous forme de feedback.

Nous utiliserons les notations (1

‘ JRSS s _
(2.1) D} = BN 4z B¥, D, = C*AC

et Vh ¢ H

Le contr6le

2.2) Ugd(C) = {v[v ¢ L2(0,=E), Cy(v,h) € L2(0,=;F) ).

On a le

Théoréme 2.1. Sous les hypoth&ses 1.1), (1.2), (1.6), 1e

probléme de contrfle (1.3), (1.4), (1.5) a une solution unique u

caractérisée par le systdme suivant:

2

) -
y +Ay+Dlp 0, y € Lloc

(2.3) 4

Totoo .

L'I‘--M-m

2.4) u = -N_IAEIB*p .

De plus, il existe P unique, P ¢ {(H;H), P =P* >0,

(1)

son dual X',

(O:“;V)
2
"P""A*P‘DZY = 0, P € LlOC(O’m;V)

y() =h, lim (p(T),y(T)) =0

Lin ((T),y(v,hM) 50, w et

tel que vh ¢ H

Ax désigne liisomorphisme canonique de 1'espace de Hilbert X sur



(2.5) u(t) = —N—IA'EB*Py(ﬁ,h;t) pP-p. sur ]0,ef

(2.6) J(u) = (Ph,h).

a

Démonstration. (1.6) ayant lieu, Yh € H, 3v, € Uh ),
_ h d

J(vh) < +o, d'od inf J(v) < +e. Soit u une suite minimisante
v €U
telle que J(Vh) > J(un) —+ inf J(v), quand n - 4o, d'ol

veu

I 2d‘c < xl,-I (v.) et on peut extraire une sous-suite u telle que
0'"n'E h P T

{uu—>u dans L2(0,»;E) faible

VT >0, y(u) >y() dans 12(0,T;V) faible.

Comme VYT >0, Vv - fg|Cy(V) ]12, + f’g(Nv,v)Edt est faiblement

semicontinue inférieurement, il vient:

T 2 s s T 2
Iod |Cy (w) |F+(Nu,u)E Wt < lim inffy{ |Cy(uu‘) |F+(Nupl,u“‘)E Mt

lim inf f;{|Cy(uu) |12:+(Nuu,uu)E]dt

B B
= inf J(v),
v el
d'oi J(u) < Inf J(v), ainsi:
vel
J@) = inf J(v) = inf J(v)
vah veu.gd(c)

et donc u est un contrfle optimal.
D'autre part on vérifie facilement que ‘uzd(c) est convexe,

- © J(v) &tant strictement convexe, l'unicité& du contrfle suit.

Caractérisons le contrSle optimal.



Considérons le probléme de contrSle sur ]O,T[ associé i (1.3)

et au coft

2.7) Jp(v) = f'g{‘|Cy(v) lf,+.(Nv,v)E}'dt,

VT > 0, Yh € H, i1 existe une solution unique Urs telle que:

Jo(u) = inf I (v)  (cf. [6]).
T a0, E) |

Notons Yps P 1'état optimal et 1'état adjoint correspondant,

on a:
(2.8) y++AyT+DIpT =0
-p++A*pTwD2yT =0
yp(0)=h, p,(T)=0
et
(2.9) Pp(t) = Po(t)y(t), Ve € [0,T],

(2.10) up = -N-lAélB*pT
infI(v) = (Pp(0)h,h)

ol P, est défini de fagon unique et vérifie en outre:
B

(2.11) PT(t) € J(H;H), PT(t)_= P:l':(t) =0, Vt € [o,T].

Montrons

T

(2.12) limP_(t)h = Ph dans H, ¥t = 0, Vh €H,
oi P € JH;H), P = p* > 0.

Les opéraeurs définissant le probléme de contrdle &tant indé-
pendants du temps, on vérifie facilement que:
(2.13) VT > 0, ¥t € [0,T], PT(t) = PT—t(O)

T,z2T, >0 = PTZ(O) szl(O).



Pour montrer (2.12) il suffit donc de vérifier que

(2.14) IPT(°3Ix(H-H) < M, M indépendant de T

(on utilise alors le théoréme sur la convergence des suites monotones

bornées d'opérateurs autoadjoints). Or:

N

(2.15)  (Pp(0)h,h) = JpCup) = [51]Cy () 5+ ug Jat < I,
d;oﬁ,'PTCOJ,étantESYméfriqﬁe: | o

~

[, = 2o@md) 9 @E-R)), WA €,

en notant u(h) le contrdle optimal sur ]0,=[ associé & la valeur
initiale h. (2.14) suit en appliquant deux fois le th€oréme de Banach-

Steinhaus, d'oi (2.12).

Soient ;}; 5%, G%, jes prolongements par 0, pour t =2 T, de

Y sPpsUre On a, d'aprés (2.15),

[u| < Ji;;;

20,8 Y

ley| = Vi(w)
T'12(0,;F)

(2.16)

Montrons que YT,T' tels que T > T' >0, on a
T! 2
(2.17) [y lygl"dt = er?)
' , T! 2
- (2.18) Iy HPTH dt < c(T")

et

oi C(T') ne dépend que de T'. On a:

d ~s - d ~s

Forr Gy - yp(MeT-t)

d ~o d ~e

o = C&EPT) dans &' (]0,=[;H),



d'od, avec (2.8):
d ~ ~ ~ :
d ~ ~ - ~
(2.19)  { —g¢ Pr*A"Pp = Dp¥yp

~ ~ ~ 2
YT(O) = h’ }'T: PT €L (O:"";V)

Alorg, utilisant (2.16), on déduit de (2.19), pour T > T'
(2.17) et 7} [Bel’dt = c(T) W+[Bpr) %) et comme

- 1
Br@? = oy ? = [ep v | = ppa@nd 2 ppandy |2,
il vient avec (2.13), (2.14):

BT 1% = MLCT )y (1), v  (T) = M(p(T"),y o (T")).
Mais, comme on le vérifie 3 1'aide de (2.8):
SE@r ),y @)) = - (0,yp(£),yp(£))=(Dypp(t) o (E)) = 0,
d'oll (pp(T"),yp(T)) = (@p(0),y4(0)) = Jn(up) = J(u), d'odt (2.18).
On peut alors trouver une suite Tn -+ 4+ telle que

(2.20) W, -w dans L2(0,=;E) faible,
n
et en particulier, en utilisant. la premiére €quation (2.19):
(2.21) VT' > 0, Yo -y dans L%(0,T';V) faible,
n

d'od 1'on déduit:

JT,(w) < lim inf JT,(uT ) < 1lim inf JT (uT ) = lim inf JT () = J(u)
T -0 n T e n n 00 n
n n n
puis J(w) = J(u), d'ol w=u.
En particulier.]éir ) - J(u), mais comme, d'aprés (2.16), (2.21),
n

C?% -+ Cy(u) dans Lz(O,m;F) faible, on a, par 1l'absurde (en utilisant la
n
faible semi continuité inférieure de chacun des termes de J(v)):



(2.22)  up ~u dans L?(0,%E) fort.
" |

D'autre part, d'aprés (2.18), on peut extraire une sous-suite

encore notée T telle que, T étant fixé:

(2.23) Py ~ pq, dans L7(0,T';V) faible.
n

~J
Comme P vérifie:
n

Py *A*Pp = Dy¥p
n n n

'I\;T (t) = PT (t)YT (t): Yt =0,
n n n

on a, en passant 4 la limite (sachant qu'avec (2.22) la limite dans

(2.21) est forte) griace a (2.12), (2.21), (2.23):
'P'i-'r + A*th = Dz}'(u)
pT‘(t) = Py(u' t), ¥t € [0,T']

ce qui montre que p., est indépendant de la sous-suite Tn et de T',

2

loc (0,=;V) et

on le note p. Ona p €L

y' () Ay ()+Dp = 0, y(u) €LZ  (0,=V)
(2.24a)

2
_p'+A*p-D2Y(u) = 0’ P e Lloc(o’m;v)

(2.24Db) y(u;0) = h, p(t) = Py(t), vt =20
ainsi que (2.4) et (2.5).

Remarquons que P étant défini par (2.12), VT >0, le systéme
sur [0,T] constitué de (2.24a) et

(2.24b')  y(u;0) = h, p(T) = Py(T)
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a une solution unique en tant que syst@me d'optimalité associé & (1.3
et au colt
JpQv) = Jov) + (Py(viT),y(v;T)).

Ainsi (2.24a), (2.24b) et (2.4) caractérisent-ils u et on a:

(2.25) inf jp&v) = (Ph,R) = J(u)+(p(T),y(;T)), VT > 0.
V€L (0,T;E)

Comme d'autre part

(Ph,h) = 1im (PT CO)h,ﬁ) = lim J(uT ) = J(u)
Tne*m n Tne+w n

on a (2.6) et, avec (2.25):

(2.26) lim (p(T),y(u;T)) = 0.
To+eo

I1 reste d montrer que (2.3) caractérise u.
I1 est classique (cf. [6]) que u est caracterisé par 1'inéquation

suivante:

[o1(Cy () ,Cy (v)~Cy () (N, v-u) Mt 2 0, W € UP (o),

u eu_gd(c).

Posons

(2.27)

Xp = fg(-’P"‘A*p,yCV)—ycu))dt.

Utilisant (2.24), (2.27) s'écrit:

lim X, + fo(Nu,v-u) dt = 0, W € UthC)
(2.28) {Tote 2

u = —N-lﬁélB*p € Ugd(c).
Mais
Xp = =MLy (T +(p(T),y (w3 T)) + [ (s Brp,v-u) dt,

d'ol, avec (2.26), (2.28):



IS

(2.29) -lim (p(T),y(v;T)) + IN(A‘IB*p+Nu,v—u) dt =0, Vv ¢ U? (c),
Ter oo 0Y'E E ad

d'ou (2.3).

Réciproquement si (y,p) est solution de (2.3) on vérifie facilement
que IS{(Dzy,y)+cnlp,p)}dt< +o, d'oui u, donné par (2.4), € ugd(c)
Remontant les calculs précédents on retrouve alors (2.27) et u est

donc le contrdle optimal. O

Remarque 2.1. Il r&sulte du Théoréme 2.1 que si la paire (A,B)

est C-stabilisable, elle est C-stabilisable par feedback.

Remarque 2.2. Ces résultats complétent ceux de LIONS [6] ol le

systéme est supposé stable en boucle ouverte (y(0) € LZCO,w;V)).
La C-stabilisabilité est utilis€e de fagon analogue dans
BENSOUSSAN-DELFOUR-MITTER [1] mais avec 1'hypothése B € f(E; H),

C € X(H;F), restrictive dans les applications.

Remarque 2.3. De la démonstration du Théoréme 2.1 il résulte

que si (2.3), (2.4) a encore une solution, u, lorsqu'on remplace
h h . .
d;d(C) par 'llad(C) ﬂ‘l.lad et si u ¢ d? ‘Uf;d étant un convexe de U,

alors u est solution du probléme:
w el @ nl,, J@ sIm W et (o) N1,

iy £ h _ ,h
Cette remarque est utilisée dans [9] avec 1%d = ﬂhd(cz).
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3. EQUATION DE RICCATI STATIONNAIRE: EXISTENCE ET REGULARITE
DE LA SOLUTION

Commencons par le Lemme suivant qui précise quelques notations:

Lemme 3.1. Sous les hypoth&ses (1.1), (1.2), soit

.1) A= A Dy e foxv; vy,
D, A*

2

Muni de la norme du graphe, le domaine & de la restriction de A a
HxH est un espace de Hilbert. pr; € X (HxH;H) é&tant défini par
pr; (9y,0,) = 0,, i=1,2, Ai = priGﬁ) est un espace de Hilbert
pour la structure d'espace quotient .bAOHKerpri et 1& cVcH,
i=1,2, chaque espace étant dense dans le suivant avec injection

continue. 0

Les résultats principaux de ce paragraphe sont rassembl&s dans les

deux théorémes qui suivent.

Theoreme 3.1. Sous les hypothéses (1.1), (1.2), lorsque (A,B) est

C-stabilisable, P, d&fini au théoréme 2.1, a les propriétés suivantes:
(1) -(_A+DlP) a une restriction de domaine AP qui génére un semi-

e (MDIPIt o 1'unique solution

groupe analytique sur H. y(t) =
du systdme d'optimalité (2.3).
(ii) Muni de 1la norme du graphe, ﬁp c Al’ Ap est dense dans V avec
injection continue et
P e X(l,:48) n Xvivy n X n vy,
(iii) P est solution de 1'8quation de Riccati stationnaire:

(3.2) PA+A*P+PD P = D,, &galité dans L(V;V').

2’



for

Notons 2# l1'ensemble des opérateurs P verifiant:

(3) —(A+D1P) a une restriction de domaine A@ qui génére

un semi-groupe
(3.3) (jj) Muni de la norme du graphe, .ﬂp C Al’
P € L0,;A) n X(;H), P = P* = 0.
(§jj) 1'égalité (3.2) a lieu dans K@,305). ©

Théoréme 3.2. Sous les hypothéses (1.1), (1.2), les propriétés

suivantes sont équivalentes:

(i) (A,B) est C-stabilisable

(i) 4, # ¢

(iii) Le probléme de contrdle (1.3), (1.4), (1.5) a une solution. O

Démontrons ces résultats et en premier lieu vérifions le lemme
suivant, utile dans 1'étude directe des systémes paraboliques-

paraboliques rétrogrades du type (2.8) (cf. [11]):

£

Lemme 3.2. Sous les hypothéses (1.1), (1.2), soient
1 - .
Moo= , L €R et =M o
L G 1) * © CALL L

Alors pour p suffisamment grand:
2
Qﬁuu,u).+X|u|3 > %HuH: Yu € VxV
ot M = {ul,uz}, (.,.), est le produit de dualité VxV-V'xV' et

| L » I I, 1les normes dans HxH et VxV respectivement.
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- *
Démonstration. On a uﬂi A+ “D D1 HA ) et pour u ={u, ,u.} € vxv:

o), = (Aul,u1)+CA u2,u2)+l~t(D2u1,ul)m(Dluz,uz)

Comme
| @yupoupd = 10y Lyl = Sy 17+ Lo w12,
2
< S I 'B’ vt s G2 - Bl u s
et
'(D ul,uy)i - ,D2u1 Ve Iu ” - 2”1.1 ” 23, 2 1,
< Gyl o L0y s,

(IB] et |c| &tant les normes de B et C dans L(E;V') et L(V;F)

respectivement) il vient:

2 2
y ]2 > 2 |B] _ ICI
Ahpw). Afull = il 2av ) (Pyup,up)+ (k- 55=) (Dyuy,uy).
Alors pour
' 2 2
[B]< c]®
b= Max (52— g
le lemme suit, a
Démonstration du lemme 3.1. D'.aprés le lemme 3.2, y{u est un

opérateur fermé dans HxH. Comme M“est un isomorphisme (1+1.L2 # 0)

oA est aussi fermé et P = ,D(;A), muni de la norme du graphe, est un
espace de Hilbert. De plus duﬂx est un isomorphisme de VXV sur V'xV!
et de & sur HxH (toujours d'aprés le lemme 3.2) donc, remarquant que

Q= D(AM):
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D c VxV c HxH .chaque espace étant dense dans le suivant

(3.4)
avec injection continue.

01 et KE étant définis comme dans l'énoncé du lemme, munissons
les d'une topologie:. pr; € ,'ew;,H) ei: donc Hn Kerpr, est fermé
dans ), i=1,2. bi est donc un espace de Hilbert si on le munit
de la structure d'espace quotient bd ﬂKerpri, i=1,2 et avec

(3.4) le lemme suit. O

Lemma 3.3. Sous les hypothéses (1.1), (1.2), (1.6), y et P

définis au théoréme 2.1, vérifient

(i) h - y(t) est un semi-groupe continu d'opérateurs de

,}C(H;H). On note -A_ le générateur infinitésimal et ﬂp = D(AP).

P

(i1) Notons e = (;) et J = (_1 0 ) alors:
0 -1

(3.5) P el .0
(3.6)  fAsh = Jfh  vh €R,.

Démonstration. (i) Notons G(t) lt'application h - y(t). On a

t -+ G(t)h € CO([O,w[_ sH) car y ¢ Wloc(o,w)'. La ‘restriction de y
i [t,+=[ est encore solution d'un systéme analogue a (2.3).mais
posé sur [t,+=[ et avec comme condition itiale y(t). On a donc
G(t+s) = G(‘s)G(t), ¥s,t = 0.

Enfin montrons que G(t) € X[H;H) pour t = 0.

Soit T > t. Les restrictions de y et p a [0,T] vérifient

cf. (2.24)):
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y'+Ay+Dip = 0
-p'+A*p-Dyy = 0

y(0) = h, p(T) = Py(t)

systéme qui a une solution (y,p) € W(0,T)xW(0,T) dépendant continfiment

de h, comme on le voit par exemple en considérant le probléme de contrble

dont le cofit est
JW) = LIy ), y()) + (v, v) Mt + (Py(v,T),y (v,T)),

ot y(v) est la solution de (1.3) (cf. [6]), donc h -+ y(t) est
continue dans H et (i) est demontré.

(ii) y et p = Py vérifient, en rédcrivant 2.2):

EPy)'+JAPy = 0

®y)(0) = ¢n
Soit alors w, le type de et ot o > @y On a
e ™ty L 0 dans H, Yh € H quand t - 4=
et
SET ) v GAre™ By = 0
d'ol:

P = P OTeAPTy | fg(.um)e““’td’e’APthdt, Yh € H

mais M+o € FxV;VIxV') et e P Apth = e“"t(f,’) € Lfocco,w;V)xLioc(o,w;V),

d'ou:
—or AT T -wtp At
fh = P P h+(Jo4+m)f0e Pe P ndt, vh eH

-A ¢
mais P € L(H;HxH) et t e Ph ¢ CO[[O,T];H), d'ou:

o AT T . At
fh o= Pe™e Ph+ (h+a)Pl e e P ndt, Vh ¢ H.
0
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Sachant que (cf. [12]):

T -t pt -1
vh € H lim [e™%"e P hat = (A *a) B, dans H,

T-2c0

il vient:

~A t
lim (,u+m)P[ge-wte P hdt = Ph dans HxH, Vh € H.

T->+00

T -wt pt -1
lim Prpe” e P pdt = 6’(Ap+w) h dans HxH, Vh € H.

T—H-au

Comme M+w est un opérateur fermé dans HxH (4 1'est), 0;1 en déduit:
Vh € H, P(Apm)‘lh. ¢B=00h, don résulte (3.5), et:
Vh € H, (.I,(+a))P(Ap+m)-lh = Ph, soit encore:
Vh eﬁp, (H+w)Ph = ?(Ap+m)h, dtot résulte (3.6).

Démonstration du théordme 3.1. De (3.5) il résulte que

RAp <A et P GJ@P;AGZ).

De (3.6) il résulte, en remarquant que (P,I)J(;) = 0:
(3.7)  Vh €d,, (_P,I)cA(II))h = o.

Comme, en particulier, P ¢ X(.OP;V) n .;(’(v';,b;',) (d'apres 3.5

et la symétrie de P), on peut développer (3.7) et il vient:

(3.8) PA+A*P+PD.P = D

1 25 egalite dans X(oﬂp,ﬁﬁ)

At
Le théoréme sera démontré si on montre l'analyticité de e P et

P ¢ £(V,V). En effet on déduit alors (par symétrie) P € X(V',V')
et on peut étendre (3.8) a (3.2) par densité de JP dans V que nous

allons aussi vérifier.
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Reprenons (3.6). Il vient, avec le lemme 3.2:
AL LRAPR L = M Pk, ) oMIPR 12 = HIORIE e 4).
Posms T, = P*MMJ? = T+2pP-P2, il vient:
(3.9)  Va €A, (Tugph,h)+x([h|2+|ph12) z-g{uhu2+“phn2)

et pour K > lPIa((H;H)’ Tp est un isomorphisme de H et ﬁp = D(T“AP).

Soit V le complété de AP pour la norme:
2 2 2
lolly = (T A 0,0)+xClo] "+ [Po]%).
Montrons que:
V¢ ,{(pl(p €V, Pp € V}, V est wn espace de Hilbert,

~ 2

(3.10) ) 5
dans V une norme équivalente est ”‘9”,1/‘ = lol|“+ ||Po)l”.

De (3.9) il résulte que h €V = h,Ph € V (passer a la limite
dans (3.9) pour hn € Ap, hn ~+ h dans V: hn et Phn € borné de V), d'od
V c V avec injection continue et P ¢ XCV,V) n af(V','\\/") (1a deuxiéme
inclusion s'obtenant par transposition), ce qui permet d'étendre
(3.8) en une égalite dans X(?/J,V').

D'autre part pour h € 4_, Y'(t)+Apy(t) = 0, Vt;tz 0 d'ou y'(0) = Aph
mais alors y € clc[o,«»[;H) ﬂ Co([O,w'[;ﬂP) et comme P ¢ X(OP;V),
p(t) = Py(t), Yt =0 et p € CO([0,=[;V), d'oli: -y'(0) = Ay (0)+D;p(0) =

(A+DlP)h dans V', d'ol:
(3.11) VYh ¢ .sp, Aph = (A+D,P)h et [Aphlv' = ¢, (Il +|[Pn]).
On déduit de 13 que Vo € ,GP:

I(TuAPc.D,cp)l = l(Apcp,w)+2u(Apcp,P<p)-(PApcp,Pcp)l = ¢, Uloll+[PoID ol +

+2ue) (loll+ I[Pl 1Poll+ | (PA 0, Pp) |
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mais avec (3.8) et (3.11) il vient:

|PA@PRY| = | ((D,-A*Pe,Po) | = <, (floll+IPell)IIPoll,

Ao, <
upwcp)l =

c(lol®+lIpe] ™) et donc lolf = c* Clol+[IPoli®) (en utilisant (3.9)

d'oll enfin: il existe une constante c, VYo € ﬂp,’ | (T

et la continuité de 1'injection de V dans H). (3.10) en résulte.

s - ) - - . . o .
Ainsi T A_ admet une extension a V qui est continue et V-H coercive,

donc:

Pour X assez grand TLLA +) est un isomorphisme de V sur V'.

En particulier T“(Apﬂ\) = 'qup+X+X(2uP—P2) est aussi V coercif

et donc aussi un isomorphisme de V en V'. Comme Ap+>\ € X('\\!‘,V')

car VcV et P ¢ J(V,V) draprés (3.10), il vient: V\jf eV

Jp € v, \lr = T[J,(_Ap"")x.)(p, dtou Tu est un isomorphisme de V' sur v

et de V sur V par transposition. On déduit de 13 que Ap+7\ est un
isomorphisme de V sur V'. En particulier, Vﬂ/ € VY, Jp ¢ v,

;]/ = (AP+X.)<p, et, (3.8) étant vraie pour les ¢ € '\7:P{y = PAp(p*')\.P(p =
D2¢-A*P¢+KP¢ € V', donc P € X(V',V') et par transposition P € J(V,V).
De plus Tu € 2(v',v') et comme V' c V' il en.résulte que

Vt = V' et donc V = V.

Remarquons qu'en conséquence Tu est aussi un isomorphisme sur V
et sur V' et que, au sens des opérateurs de X(_H,H), T|.L = T;’i > 0. Soit
alors Hp 1'espace obtenu en renormant H avec le produit scalaire:
(h,}.l)H = ('Tuh’ﬁ)' A est maintenant V-HLL coercive et 1'analyticité

P
1 -A_t
du semigroupe e © en résulte. o
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Proposition 3.1. Sous les hypothéses (1.1), (1.2), soit
-(A+I)1P)t I
P € ,84_. On a: e est un semigroupe analytique, (P) € a((dp;ﬂ)

et dans la définition de & (c£f.(3.3)) on peut remplacer (jj) et (jjj)
par (ii) et (iii) du théoréme 3.1, respectivement.

Démonstration. VYh € ﬁp, Ah, D,Ph € V' car ﬂp c ﬂl cCV et

Ph € 1)2 CV et Ah+D1Ph € H. De méme A*Ph, D2h € V' et (d'apres (jjj))
A*Ph-D_,h = -P(A+D.P)h € H, d'ou (h ) €4 et donc (I) e X4 .4 .

2 1 ‘ Ph P p
En particulier on a 1'analogue de (3.6) et par un calcul déja fait,

on a l'analogue de (3.9) duquel on déduit, comme au théoréme 3.1 (ii)

et (iii). ©

Démonstration du theoreme 3.2. Des théoretmes 2.1 et 3.1 résulte

que (i) = (iii) = (ii). Montrons donc (ii) = (i).
-(A+D1P)t
Soit h € H et y(t) = e h. D'aprés la proposition 3.1

Yt > 0, y(t) € .!)P = D(A+D,P), on a donc: (_(PA+A*P+PD1P)y(t), y(t))

D,y (t),y(t)), soit encore: (P(A+D Py (t),y (t))+ (Py (t), (A+D,P)y (1))
((D,+PDIPYY (£),y(£)) d'ol - Py (2),y (1)) = ((D,+PD,P)y(1),y(t)),
Ve >0 dlod: (Py(s),y(s)) = (Py(e),y(£))+/ {]ey (0) |2+ (v, vy v,
Vt =2 s >0, oll on a posé vp = —N_lAélB*Py.

Quand s >0 et t - +», (Py(s),y(s)) - (Ph,h) et chacun des
termes du membre de droite, étant positif,est borné. Les intégrandes
formant une suite monotone (restrictions 2 ]s,t[), la convergence

de 1'intégrale montre que fg{ICy(vp) |12:+ (NVP,VP)E}dt existe au sens

de Lebesgue et donc (A,B) est C-stabilisable.



21

La méthode de découplage des systémes aux deux bouts du type

(2.8) revient a triangulariser 4. C'est ce que précise le résultat

qui suit. On verra plus loin des conditions sous lesquelles on peut

diagonaliser of. o

Corollaire 3.1.  Sous les hypotheses (1.1), (1.2), soit P € 4 .

On a:

A+D_ P D1 I 0.-1

W= Qo ! &Y
PT 0 CA"'DIP)* PI

(3.10)
égalité dans L(VxV;V'xV'],

Démonstration. (3.2) est vérifiée, dtoui:

A+D.P Dl

I0 Io 1
JA(p 1) = ( pIC o (AeD.P)*
12!

)

et on vérifie facilement que (g g_) est un isomorphisme sur VxV et V'xV'

car P € AV,V). o
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4, TRANSFORMATION DES CONDITTONS D'OPTIMALITE.

UN _RESULTAT D'UNICITE POUR L'EQUATION DE RICCATI STATIONNAIRE.

Nous allons considérer ici le probléme de contrdle obtenu en

changeant dans (1.3), (1.4), (1.5), A en A*, B en C*, C en N 1/2p»

et N en I, ou plus simplement, le probléme amenant 3 permuter dans

(2.3) A et A* ainsi que D1 et D2.

Lorsque (A*,C*) est B*-stabilisable, ce probléme a une solution

unique, quelle que soit la donnée initiale et:

1'analogue de P, noté Q, vérifie

(4.1) QA*+AQ+QD,Q = D, dans A,vt)

Q € Xv,vin X(H,H), Q=Q* =0

Soit enfin <L 1'analogue de JL.

Le r&sultat principal de ce paragraphe vaudra sous 1'hypothese

(4.2) Y0 € R, d46i est inversible et (d+61)"1 € X(rH;HxH).

I1 s'énonce:

Théorédme 4.1.

Sous les hypothéses (1.1), (1.2), (4.2), lorsque
Z est non vide, 4+ a au plus un &€lément. Ainsi lorsque (A,B) est
C-stabilisable et (A*,C*) B*-stabilisable, 1'équation de Riccati
stationnaire (3.2) a une solution unique!

I1 en est alors de méme
de (4.1). o

Pour démontrer ce th&oréme nous allons utiliser des résultats

de diagonalisation deed qui permettent de transformer les conditions
d'optimalité (2.3).
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Théoréme 4.2, Sous les hypothéses (1.1), (1.2), lorsque

(A,B) est C-stabilisable,
4.3 v
(A*,C*) est B*-stabhilisable,

Soient P ¢ J+ et Q E,Z;. On a:

4.4) (g }Q) est un isomorphisme sur VxV, HxH et V'xV',
G - d Y e e
(4.5) 2 A PI R0 ~AnD”® T

dans R(VxV;Vixvt)
(4.6) I+PQ et I+QP sont des isomorphismes sur V,H et V' et
(4.7)  A%D,Q = (1+PQ) T (A+D P)*(I+PQ) dans X(V;V')

en particulier:

(+qp)" Y qer+pQ)”t -1 A+D1P. 0 (1+qp)~ L q(r+rq)?
4.8) I = ( ) J(C ) (
-P I | 0  (A+D,P)*  -P
Démonstration. Montroﬂ; (4.4). Notons M = (; -%) et

Nu = (_i ;j. Nous procédons comme au lemme 3.2: (NpMu,u) =
2
Ju |24 u(Puy ,u )+ p(Qu, 0+ (Puy ,u,) - (Quy,iy) et | (Puj,uy) | s

1/2,2
< lPl/zllpl/z < %Ju 2, JBE__J_WPl/ZuIIZ de méme

2|

Puy | |u up | Juy |

5|
1/2, 2
1 1/2 2 ..
|(Qu2,u1)| < §1u1[2+ Jg——il—-[Q / u2| , d'ol: (NuMu,u).z

1/2,2 1/2,2
%4u|f+(pr JE—E—i—J(Pul,ul)+(pr lg—E—J—J(Quz,uz). Pour p assez grand

NPM est donc un isomorphisme sur HxH. Comme N;} existe (1+p? £ 0)

M est aussi un isomorphisme sur HxH et par restriction sur VxV

(en utilisant le théoréme du graphe fermé). De la méme fagon (EQ ?)
est un isomorphisme sur VxV, d'ol en transposant:M est un isomorphisme

sur VixV'.

)
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Montrons (4.5). Comme au lemme 3.3, Jﬂ(g) = (g)AP dans V (car
vfb est dense dans V et les opérateurs € X[V;V'XV')) de méme:
A* I . -
Dy - Vs
J( D A )(Q) (Q)AQ dans V, en posant AQ A +D2Q, ce qui s'écrit
0

encore JA(” ?) = -(‘Q)AQ, dtou: Jdﬁg Q) (p Q)J(o AQ) et
I

(4.5) suit,

Montrons (4.6). D'aprés (4.4), VE,g € H (resp. € V') le systéme
suivant a une solution (¢,¢) € HxH (fesp. VxV): ¢+Q¢ = f, P¢+¢ =
et donc P(Q¢+f)+w = g a une solution Yg € H (resp., V) et f = 0,
d'oll I+PQ est un isomorphisme sur V et H (les solutions dépendent
continiiment des données d'aprés (4.4)), de méme pour I+QP. On
compléte (4.6) par transposition.

Montrons (4.7). (A*P+PA+PD1P)Q = D2Q, d'ol: A*+D2Q = A*(I+PQ)+
P(D)-QA*-QD,Q)+PD PQ = (A+D;P)* (I+PQ) -PQ(A*+D,Q), d'oli (4.7). En
portant (4.7) dans (4.5) on obtient enfin (4.8), la seule chose &
vérifier étant que |

-1 -1
I 0, I -Q-1 _ (I+QP)"" QI+PQ)
o mede P = Cp I )

soit encore,

-1 -1
(I+QP) Q(I+PQ) I -Q _ I

ce qui est immédiat, sachant que Q(_‘I+PQ)'1 = (I+QP)‘1Q¢ o

Lemme 4.1, Sous les hypothéses (1.1), (1.2), (4.2), (4.3),
Soit P € { et Ap = A+D,P. Il existe une décomposition de A, associée
a une décomposition de H telle que:

H=H &H
- +



25

At
la restriction de e P a H est un semigroupe de type négatif,
At N

la restriction de e * a H_ est un groupe de type négatif pour

t = 0.

Démonstration. Montrons dtabord que

30> 0, B >0, le spectre de --Ap est contenu dans le
(4.9) secteur du plan complexe

o= {z|Re(z-P) =0, |Im z| = BlRe(z-0) |}

Les espaces V et H sont supposés complexifiés. Le calcul qui

a conduit & (3.9) est encore valable et on a ici:

(4.10) Vb €8, = DAL, ReCTuAPh,h)+X(Jh|2+lPhIz) 2-;{Hh"2+HPhH2),

_ S1/2 - _a ,

comme P € L(H;H) et TLL existe: 3c1 >0, €y = 5 Yh Eﬂp.
1/2. 42 2 -

Re ('I‘*J‘Aph,h)+c1 T “nl“ = c, hil“. Ap gtant dense dans V on peut

1/2

étendre cette inégalité a4 V et posant h = T'/“h, il vient:

Re (TH/ 2 T71/2
T T

On déduit de 1a (cf. par exemple [3]) que T

RLB)ee, 8% = c It/ 2R I7

IV

cSHhHZ, Yh € V.

1/2, .-1/2
b AT

inverse continu pour les z extérieurs @ un secteur du type (4.9). La

+Z a un

méme propriété vaut donc pour Ap+z, d'olt la localisation du spectre
annoncée en (4.9).

Montrons maintenant que le spectre O'(‘Ap) de -Ap vérifie:

o(-A ) = crUa+ ou o = {z]z € o(-A_), Rez < 0}
(4.11) N } P

o, = {z|z ¢ c(-AP), Rez >0} et o, est borné.

De (4.2) et (4.8) il résulte immédiatement:

Y6 €R, AP+9i est inversible et (Ap«rei)—l € XH).
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L'axe imaginaire est dans 1'ensemble r&solvant de Ap Cce qui prouve
que o(rAp) = o Uo_ et o &tant contenu dans le triangle délimitd
par le secteur o et l'axe imaginaire ou étant vide est borné. Enfin
1'ensemble résolvant étant ouvert on peut trouver un voisinage de
chacun des points du segment S de 1'axe imaginaire contenu dans O,
S étant compact on peut le recouvrir avec un nombre fini d'ouverts

contenus dans 1l'ensemble résolvant et donc:

I1 existe T, fermée régulidre, dans 1'ensemble résolvant
(4.12) {et entourant O, . O_est a l'extérieur de Tet 3w >

tel que Vz € G(»AP), [Rez| = w,

On peut alors appliquer les résultats sur la décomposition des
opérateurs fermés associ€s 2 une propriété de séparation du spectre
du type (4.11), (4.12) (cf. [3], p.178).

AP étant réel, en ce sens que A P = pr Yo € complexifié
du domaine, on vérifie facilement que les projecteurs associés

s B RN - " >
a cette’décomposition sont aussi réels. Par exemple soit

H+ = 21"1 f (A +§) on a, v‘-P,\I/ € H:

To W = -1 I3 +8) o, W) 0 = - Zor Tp((A 871D W)dE

i
mais A, étant réel 0(—5p) est symétrique par rapport 4 1'axe réel
et on peut choisir I de méme. Donc J7 = -J; (le sens de parcours

change sur T), d'oi:

L]

ar e,y (n+@,ﬁi et donc g Lo =T .
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On a donc la décomposition de H annoncée dans le lemme. - De plus,

la restriction de Ap a H+ = Im H+ étant bornée (cf. KATO, loc.cit.),

la restriction de e Mot 3 H_ est un groupe. Il reste d vérifier

. R . oet +
l1'assertion sur le type des semigroupes restrictions. Ap, res-
triction de AP a H, étant bornée, on a, avec (4.12):

I —A;t ot
(4.13) e [ . =Me", vt <0
£ (H H,) -

+

car inf Rez > w.
zéo;

—A; génére un semigroupe analytique sur H_ comme on le voit avec

-ATt -A_t
la formule ¢ Ph=¢e¢ P h, ¥t =20, Vh €¢H_ et sup Rez < w, alors
on;
(cf [13]):
At ‘ st
(4.14)  Je P |r@_H) =M™, vt 20,
le lemme est démontré. g
Lemme 4.2. Sous les hypotheéses (1.1), (1.2), (4.2), (4.3),
1/2 —[A+D1p)t
YP € 8+, vh ¢ H, P e h - 0 dans H quand t - +e,
Démonstration. Oﬁ a vu au cours de la démonstration du théor2me

3.2 que Yh ¢ H (on pose A_ = A+D.P):
At Pat 1
) P R = 2
(Ph,h)-(Pe h,e h) = fOHC)f(,VP)-IF-* (NVP,VP)E}dfr

est positif croissant majoré. I1 existe donc D € J(H;H), D = D* = 0,
-At -A t

(OR,h) = 1im [Pe P h,e P #), vh € H (limite d'une suite décroissante
T oo _ -A_s .
dtopérateurs positifs). Pour h = e h, il vient:
-A s -A_s
(4.15)  (Dh,h) = (De P h,e Py, vh ¢H, V¥s =0,

1/2

grice 34 (4.14), on déduit de 13: (Dh,h) = 0, Vh ¢ H, d'ou D/"h =0

et Dh = 0 vh €H_.
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+
A s .
Prenant h=e P h, B ¢ H_~ dans (4.15), il vient:
A+s_ A+s_ - _
e P, e PR) = (DE,R), VR ¢ H, ¥s 20

d'oll, en passant A la limite quand s - +», il vient avec le lemme

4.1: (Dh,h) = 0 Vh € H, d'od Dh =0, Vh € H_ et donc puisque
-A_t.

H=H @H_:D=0. Ainsi 1im[P*’%c P R|%2 = 0 dans H vh ¢ H,

- t_m
d'ou le lemme. 0o

Démonstration du théordme 4.1. Soit P ¢ £+. (A,B) est donc

C-stabilisable et il existe Po comme dans le théordme 2.1. On a

dans J(V;V') notons A = P-P

2 o}

. d “Apgt. Ap ¢

1 vient: A(A+Dlpo)+(A+D1Po)ﬂg+ADlA = 0 soit encore —af{Ae ®h,e “oh) =
-A t -A ¢ N

~(D; se Potp e Polyy  grou:

PA+A*P+PD.P = P A+A*P 4P D.P = D
1 o 0o olo

A e A t Aoot. Ayt
(4.16)  (th,h) = (se Pon,e Potpy - [y e Poth,e Po™nydt, wh em.

Nous allons montrer:

-A
(4.17)  ¥h ¢H, 1lim (pe Po%h, ¢ Po'n) = 0  dans H.

tsoo ' bl

Dtaprés le théoréme 2.1 (ou le lemme 4.2) on sait que Pi/ze Po'p -0,
. 172 Ap <
il faut donc étudier la limite de P/ “e Po'h., soit Q GAX;. Dtaprés

(4.7) du théoréme 4.2, on a:
A*+D)Q = cI+POQj‘1A;;O (1+P,Q) = (1+PQ) 'A% (1+PQ)

dtol ax = (1+PQ)(1+pOQ)‘1A;O(I+pOQ)(1+pQ)‘1 et donc

'Apt_ -1 —Ap t -1
e h = (I+qp) (I+QP Je *© (I+qp,) “(I+QP)h, Vh €H

-A_t -A t
comme Poe Poh et Pe Ph oo Yh € H, on a:
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1/2 -1 At 1
P (I+QP) e Poph-+o (car (I+QP0) (I+QP) est un isomorphisme
sur H).

1 -1 -1, At
Comme P(I+QP)™ " = (I+PQ) "P, il vient: (I+PQ) “Pe PO h -0

dans H quand t = +»; d'ou:

-A_t
(4.18) Pe POh >0 dans H quand t - +=,

Mais (lT+QP)°1 = I~Q(I+PQ)_1P et on a donc:

-A_t ‘
®Y2.p12q+pq) IP)e PO n » 0, dtod, avec (4.18):

-A

1/2 pt . Pe P
e *©Rh >0 dans Hquand t = += et donc (4.17) est démontré.

P
On déduit de la et de (4.16) que

(&h,h) =0 VYh €H.
Mais, d'aprés le lemme 4.2 et le théoréme 2.1: (4h,h) = J(vp)—J(vp ) 20,

)
dtou (f&h,h) = 0 et donc P = Po. Le théoréme est démontré. g

Considérons les conditions d'optimalité du probléme sur [0,T]
analogue a (1.3), (1.4), (1.5) (systéme (2.8)).
y'+Ay+Dip = 0 y,p € L7(0,T;V)
(4.19) -p'+A*p-D2y =0
y(0)=h, p(T)=0, h €H.
Supposons qu'il existe P ¢ 4 et Q ¢ J+. Une conséquence immédiate

du théoreéme 4.2 est alors le

Corollaire 4.1. Sous les hypothéses (1.1}, (1.2), (4.3), 1la

solution de (4.19) est caractérisée par le systéme suivant:
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"+A ¢ = 0
)

Q¥ = ©
¢(0)-Q¥ (0)=h, Po(T)+¥(T) = 0

(4.20) { -¥'+A

ou on a noté Ap = A+D,P et AQ = A*+D,Q et y,p sont donnés par:

y(t)
(4.21)
p(t)

® ()-QU(t)
Po(t)+¥(t) ¥t € [0,T]

Ltopérateur de découplage P (t) defini par P.(0)h = p(0) est

alors donné par:

-A, (T-t) A (T-t)  -A,(T-t) _

A (T-1)
PL(t) = (P-e R, y(1+ge T pe )71

(4.22)
€galité dans J(H;H), VYVt <T.

Démonstration, (4.20), (4.21) est une conséquence immédiate

de (4.4) et (4.5). On a alors:
| AT ~AJT -ALT
Y(T) = -Pe P oe0) et (1+Qe 2 Pe T Yo(0) = h

—AQT -A_T
ce qui montre 1'inversibilité de I+Qe Pe sur H car (4.20)
a une solution unique dépendant contintment de h. Ainsi ¢(0) =
-AQT »APT 1 , -AQT —APT
(I+Qe Pe ) "h et P (0)h = Pp(0)+¥(0) = (P-e Pe Jo(0),

d'ou (4.22) sachant que (invariance du probleme de contrdle par

translation dans le temps): PT(t) = P 0). o

T—t(

Remarque 4.1. Les théorémes 3.1 (existence et regularité de la

solutjon de 1'équation de Riccati) et 4.1 (unicité de cette solution
lorsque (A*,C*) est B*-stabilisable) complétent ceux connus i ce
jour pour les systémes éventuellement instables en boucle ouverte

(X¥0) et contrdlés par le bord (B éventuellement non horné dans H).
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De plus le résultat d'unicité du théoréme 4.1 semble nouveau
méme pour les systémes de dimension finie pour lesquels on supposait,
pour avoir l'unicité que (A,C) est détectable ce qui équivaut
4 (A*,C*) I-stabilisable, hypothése plus forte que celle du
théoréme. En particulier cela améliore dans ce cadre le résultat
de [13]. Nous donnerons d'ailleurs par la suite, pour des systémes
moins généraux que ceux définis par (1.1), (1.2), (4.2), (4.3), la
condition nécessaire et suffisante d'unicité de la solution de

1téquation de Riccati([9]). o

Remarque 4.2. Les transformations du type (4.20), (4.21) de

(4.19) permettent d'étudier la régularité de PT(t). Nous allons
en voir un exemple qui sera utile par la suite.
Remarquons aussi que les autres opérateurs intervenant dans le

probléme sur [0,T] (opérateur d'évolution de 1'état par exemple)

-At -At
stexpriment a 1l'aide de P,Q,e ,€ Q . o
CQrollaire 4,2, Sous les hypothéses (1.1), (1.2), (4.3), P
défini au théoreme 2.1 vérifie: ¥h € H, VvVt > 0; lim (PT(t)-P)h =0
dans D(A;) faible, -
Démonstration. Reprenons le systéme (4.20) en changeant

¥ en (I+PQ)" ¥ et en utilisant (4.7), il vient:
La solution de (4.19) est caractérisée par le systéme suivant:
' =
) +APw 0
(4.23) ~W'+A;W'= 0

0(0)-Q(I+PQ) " 1W(0) = h, PO(T)+(I+PQ) T¥(T) = 0
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et y,p sont donnés par:

y(t)
(4.24) P(t)

9 (£)-Q(I+PQ) "Ly (1)
P (t)+ (1+PQ) ~ 1y (t)

it

On a donc:

P1(0)h = Po(0)+ (1+PQ) "1¥(0) = PhePQ(I+PQ) My (0] » (1+pQ)"Ly(0)

d'od: P (0)h = Ph + y(0)
' ) ~A*T. A*T AT
mais Y(0) = e P y(T) = (1+PQ)Pe P ¢(0) et  o(0) =

(I+Q(I+PQ)‘1cPTc01-P))h = @)t EeQp(0)h  d'od VR € H:
A*T -A T
(4.25)  (P-P,(0))h = e (I+PQ)Pe (1+QP)~ (I+QPT(0))h

-AXT -ApT
d'oli (P-P;(0))h = e A pL/2 (1ep /(291/23P /2¢ P u(r) et u(T) »h

dans H quand T -+ +~ car d'aprés la démonstration du th&orédme 2.1,

PTCO)h - Ph. Dlautre part on sait (sans faire appel au lemme 4.2,
: -A_T
mais en utilisant (2.26) que: Pl/ze P

-A;(T-T)pl/z

h~-+0 dans H et donc

e h -+ 0 dans H faible quand T + +~ avec, T >0, d'oli,

-At AT
e étant analytique, & € XTH D(A*)) et il vient:

Yh € H, (P—PT(O))h -+ 0 dans D(AS) faible quand T - +e ,

Le corollaire est démontré. o
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5. APPLICATIONS (I): ALGORITHMES DE CALCUL DE P ET DE Q

Nous démontrons ici des relations conduisant 2 des algorithmes
de calcul de P et Q. Pour les syst@mes de dimension finie ces
algorithmes (ou des varianteé) sont connus sous le nom de "Integration
free algorithms" cf. [2], [5] et leurs bibliographies.

Introduisons quelques notations liées 3 1'invariance de la solu-
tion du systéme d'optimalité (4.19) par translation dans le temps:

I1 est clair que PT(t) ne dépend que de T-t et nous noterons:

(5.1)  P(t) = P(T-t)

(5.2)  #(t)h = y, (&)

.ol Y, est solution du systéme analogue 3 (4.19) posé sur 1l'intervalle
[0,t] avec yt(O) = h.

Par analogie on définit aussi
(5.3)  Q(t) = Q(¢)
(5.4) ¥k = p, (0)

5
ou p, et Q, (t) sont ainsi définis: on résout

y£+Ayt+D1pt =0

PHATPL DYy = 0

v, (0} =0, p.(t) =k
systéme analogue 3 (4.19) par permutation de A et A* d'une part, de
D1 et D2 d'autre part et changement de t (le temps courant) en t-<.
On pose alors Qo(t)k = —yt(t) et on vérifie facilement, qu'en

particulier, sous les hypothéses (1.1), (1.2)

Q(t) € LH;H) et Q(t) = Q(t)* = 0.
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Théoréme 5.1. Sous les hypothéses (1.1}, (1.2), P(.), Q(.)

®(.) et ¥(.) définis en (5.1),...,(5.4) vérifient:

P(t-5)+¥ (t-5) (I+P (s)Q (t-s)) 1P (s)¢ (t-s)

(5.5)  P(t) =
(5.6)  Q(t) = Qt-s)+$(t-s) (I+Q(s)P(t-5)) 1Q(s)¥(t-s]
(5.7)  @(t) = #(t-s) (I+Q(s)P(t-5)) " Yo (s)
(5.8)  ¥(t) = y(t-s) (T+P(s)Q(t-5)) Ly (s)

Vt = s > 0, €&galités dans S(H;H).

Démonstration, Soient (yt,pt) et (yt s*Pt s) les solutions

de (4.19) écrit respectivement sur [0,t] et [0,t~s]. Posons
olt) =y (t)-y,_ (%)
V()

P (7] - p,_ (7) Yt € [0,t-s]
on a
O'*AQ*D Y = 0, ~Y'+AM-D0=0, o, € L2(0,t-s;V)
{wCOJ = 0, ¥(t-s) = Py (t-s) = P (t-s)y, (t-s) = P(s)y, (t-s)

et (P(t)-P(t-s))h = y¥(0), d'ou:

(5.9)  (P(£)-P(t-5))h = F(t-5)P(s)y, (t-s).
Calculons maintenant yt(t—s).

La restriction de (yt,pt) a [0,t-s], encore notée (y ) peut

t*Pt
stécrire Ye = Y1*Yps Py = Py*p, avec::
2
' - -t * - = -
yi+Ayi+Dlpi 0, pi+A p; D2yi 0, Y oPs: € L7(0,t-s;V)
i=1,2

y;(0) = h, p,(t-s) = 0, y,(0) = 0, p,(t-s) = P(s)y, (t-s).
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On a alors yl(t—s) = ¢(t-s)h et yz(t-s) = —Q(t-s)P(s)yt(t—s)
dtou (I+Q(t-s)P(s))yt(tes) = ¢(t-s)h mais on montrera le lemme
suivant: si R,S € X(H;H), R = R* =0, S = S* =0 alors
(1+RS) "} € f;H), dtou:

(5.10)  y, (t-s) = (I+Q(t-5)P(s)) ™ $(t-s)h

et avec (5.9) il vient Vh € H, Vt = s =0

(5.11)  (P(t)-P(t-s))h = ‘i.’(t’S)P(S)(I+QC’C-5)P(S)1‘1¢(t-S)h
ce qui peut encore s'écrire comme en (5.5). De la méme maniére
on montre (5.6).

I1 est clair que ¢(t)h = yt(t) = ¢(s)yt(t*s) =
¢(s](I+Q(t—s)P(s))—1¢(t*S]h, d'od (5.7) en changeant s en t-s et
(5.8) stobtient de la méme facon.

Le théoréme est démontré sous réserve de la vérification du lemme, D
Lemme 5.1. Soient R,S € J(H;H), R=R* >0, S=S*=>0
alors I+RS est un isomorphisme sur H.

Démonstration. I1 suffit de montrer que pour u > 0 assez grand,

T = (I+pS)(I+RS) est un isomorphisme sur H. Or (Tuy,m) = |¢|2 +

1/2. 2
w|RY 50|12 + u(Se,0) + (So,Re) et |(Se,Re)| = clol|s %] =
. 2 2 .
%4¢12_+ %~]Sl/‘ w[z avec c = IRIISl/ZI et ¢ € H, d'ou: (wa,w) =
2 2
1, 2 1/2. 2 1 N
Slel™ + ulR 25012 + (u- =) (Se,0) = 5lo|? pour u= >, d'ol

le lemme. O
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Algorithme 5.1. Sous les hypothéses (1.1), (1.2) soit 6 > 0

et supposons connus P(8), Q(8), ¢(5), ¥(8) alors, Vk € N

(5.12)

P((k+1)5) = P(8)+¥(5) (I+P (k6)Q(5)) 1P (k8)4(5).

Démonstration. On pose t = (k+1)§ et s = k& dans (5.5). @

On peut donner & cet algorithme une forme plus symétrique qui

va Tésulter du

Théoréme 5.2. Sous les hypothéses (1.1), (1.2), on a:

(5.13)  T(t)

(5.14)

$(t)*, vt =0
P(t-5)+¢* (£-5) (I+P(s)Q(t-5)) "1 (P (s)+P (s)Q(t-5)P(s))

P(t)
X (I+P (s)Q(t-5)) "1 g (t-5)

(5.15) Q(t) = Q(t~SJ+¢(t—5)(I+Q(S)P(t-5))-1(Q(S)+Q(S)P(t-S)Q(S))
| X (T+Q(s)P (t-5)) "Lrg* (t-s).
Démonstration, Montrons (5.13). Soient (yi,pi), i=1,2 solutions

de y,, p; € L7(0,t;V), i=1,2

alors

|

? = ! *: - = =
yi+Ayi+DlPi 0,. pi+A pi D?_y:.L 0, 1i=1,2

y1(0) = h, py(t) = 0, y,(0) = 0, py(t) = k

(#(8I1,K) = () (£3,p, ()] = (r; (01,0, (0))+fF Sty ,p,)dv

(hF ()K)+ 5 (0¥ 3+AY ) -5 (v, ] #A%D)

(T (0K (07,015 = (h,¥(0)K), drob (5.13).
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(5.14) résulte alors de (5.5), (5.13) et du fait que

(1+P(5)Q(t-5)) "IP(s) = (I+P($)Q(t-5)) P(s) (1+Q(t-5)P(s)) (I+Q(t-s)P(s)) .
(5.15) est 1'analogue de (5.14) pour Q(t), d'ow:

Algorithme 5.2, Sous les hypothéses (1.1), (1.2), soit & > O

et supposons connus P(5), Q(8), 4#(58), alors, Vk € N:

P((k+1)8) = P(ﬁ)+¢*(S)RiCP(k5)+PCkéjQCG)P(kﬁj)Rk¢(5)

avec Ry - (I+Q(6)P(k6))-1.

Algorithme 5.3. ("Integration-free interval doubling algorithm):
Sous les hypothéses (1.1), (1.2), soit § > 0 et supposons connus
P(8), Q(8), ¢(5), alors, ¥k € N:
P2 1) =p @ s)+er 2 sy (P (256)+p 2¥5)0(2%6)P (2M6) RKs (2F5)
Q2 16) = Q251+ (2*B)R, (@2 6)+2 2*6)P (26610 (2 8) IRgs* (2F5)
$(2"18) = 3(2MoIR 8 (2%)

avec R, = (I+Q(_2k5)P(2k6))-l.

5)

Théor&me 5.3. Sous les hypothéses (1.1), (1.2), lorsque (A,B)

est C-stabilisable, P(k§) donné par l'algorithme 5.2 converge vers P
introduit au théoréme 2.1 au sens suivant:

Yh € H 1im P(k§) = Ph dans H.

koo

Lorsque, de plus, (A*, C*) est B*-stabilisable, P(st) et Q(Zké)
donnés par l'algorithme 5.3 vérifient (Q étant 1'analogue de P dans 2;):

vh € H lim P(st)h = Ph, 1lim Q(2k5)h = Qh dans H.

~»c0 koo
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6. APPLICATIONS (II): UN EXEMPLE AVEC CONTROLE ET OBSERVATION
FRONTIERE

Donnons un exemple de la situation précédente. Soit 2 un ouvert

n

de R, I' sa frontiére et:
Q = 20,
2 = Tx]0,e]

Nous supposerons:

(La frontiére T de Q est une variété indéfiniment différentiable
(6.1) de dimension (n-1), Q étant localement d'un seul cété de T.

De plus Q est borné.

Soient aij des fonctions sur Q avec:

a5 €L (@

(6.2) n n 2
Z %j@ﬂggj =z I &, a>0, Vg, €R, p.p. dans @ .
i,j=1 i=1

On prend
6.3) v=rH(R), H=1g.

Définissons maintenant une forme bilindaire continue sur V:

n ' .
N op  aV¥ _ 1
(6.4) ale,¥) IQ ‘ ;_ aij(X)ax. o~y dx, Ve,V € H ().
i,j=1 3
On prend

6.5) E=F=12(1).

Ltétat y(v) est la solution dans Lioc(o,w;Hl(ﬂD) de:



39

& )0+ aly(V),e) = V()0 ) 5, Vo € HI(2), p.p. sur 10,=]

L=
(6.6)" &
y (V) t=0 = yo dans @

. 2
ou v €L (r) et y, € L3(®).

(5.6) st'interpréte ainsi (cf. par exemple [6]):
(3
3'{?"(") + Ay(v) = 0, dans Q

(6.7) {%;(v) = v, dans

\}"(V) |t=0 =Y dans &,

avec
s 39
Agp = - 2 —(a,.x) )
i,j=1 axi 1] axj
3¢ n 3 —
(6.8) : = - 2 a.. os(n,x.)
avA i,j=1 1j axj i

- .ieme . . - P
cos(n,xi) =i cosinus directeur de 1z normale n & T’ extérieure 3 2 .

Le critére 3 minimiser est

6.9) I = [y -2 dt o« wov[E e, v > 0.
0 IT L2( ) 02

On a pris ici:

Co = ofp, Yo € H'(9)

(Bv,0) = [rvo|[dT, Vv ¢ L2(ry, Ve.¢ H'(®)

N = v (identité)

B est le transposé de 1'operateur trace, d'oii:
(6.10) B € LL?(M), H'(®)') pour tout r > 1/2.

Les hypothéses (1.1), (1.2) sont vérifiées. Montrons le:
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Lemme 6.1. Sous les hypothéses (6.1), (6.2) la paire (A,B) est
stabilisable.
Démonstration. Considérons le systdme suivant:
—a—X+Ay = 0, dans Q
ot

(6.11) oy +y =20, sur 2

= Ygs dans 2.

ou plus précis€ment, 1'équation

T+ a0+ o) , =0, VYo €H (D)
6. 12){ LN

dans @

" MBS

a(e,0)+|o)n1%, = Min(e,1)[f l l dx + [rloyol%dr], Ve € Hl(9).
|T 12(n) Q T

i

Alors si nous montrons que:

3¢ > 0, Vo € H'(Q)

(6.13) 2
2 2 3 |2
clole| dx = Irlojpl®ar + g 151 ."g%{l dx,

on aura:

a(¢,¢)+,wlrlzz = m”¢”2, V@ € Hl(ﬂ), pour un m > 0,
L™ (1)

de sorte que (6.12) aura une solution y vérifiant: y € L2(0,~;H1(Q)),
y' € L200,%; ' (2))"), alors: v = Y|z O, solution de (6.12) € L2(3)

(en particulier) et v stabilisera Yo
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I1 suffit donc de vérifier (6.13) qui est du type inégalité de
Poincaré. & étant trés régulier, on se raméne, par cartes locales
a vérifier (6.13) pour les fonctions de u! (Q+) ou

Q" = {y €1-1,+1[", y, > 0}
Notant y = (y',yn), il vient:
i 2 7 2 2., ,1 2
oty ) [T = ot ,0 |55 Selot',B)1%dE slowrt,0) [*+2efyloty, B |z
2,118 4 (2

+ ol5per,B) | 7dE (e > 0)

dtou:

cl-Ze)fQ+|<pcy)I2dy sc £ o le o0 Pay +-25-IQ+|%E-<P(Y',£)|2d£dY'

]'1:+1[

qui est de la forme (6.13) pour e < 1/2. o

Nous allons appliquer les résultats précédents, on a le:

Théoréme 6.1. Sous les hypotheses (6.1), (6.2), le probléme de contrdle

associe a (6.7), (6.9) a une solution unique
1
u(t) = - SCy,t))p, ¥t >0
\ 2 2 1 1 . . s
oi P € (L7(Q);L°(R) ﬂaﬂ(ﬁ (R), H (R)) est 1'unique solution symétrique
semi définie positive (au sens des opérateurs de ;C(LZ(SB);LZ (2)) de

1'équation de Riccati stationnaire:

PA+A*P+PDIP = D2
6.1 ) 1 1
égalité dans SJ(H (R); (H ()Y).
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Démonstration, Les propriétes d'existence (de u et de P) résultent

immédiatement du lemme 6.1 et du théoréme 3.1.

Remarquant que l'on a ici D1 = D2, on montre, comme au lemme 6.1
que (A*,C*) est stabilisable et &onc 3; # ¢. L'unicité de la solution
de (6.14) sera demontrée si on vérifie 1'hypothdse (4.2). On a vu,

au cours de la démonstration du lemme 6.1 que 3m > 0

' 2 1
(6.15)  (A9,0) + (D,0,0) 2 mllell®, Vo € H' ().
Reprenant la démonstration du lemme 3.2, on a donc ici, Yu € vxv:

@ u,u), = (Aup,u))e (Dguyuy 2+ (A%U),uy)+ (Dyuy u,)+ (u=1) (D,uy ,u,)

+(p,1](Dluz,u2)+(D1u2,u1)$(D2u1,u2)
= lul? + (-1 },%!,3) Oy, + (o1 LS 0,u,u) = B2
pour p assez grand.
Les espaces V et H étant supposés complexifiés, on déduit de 1a pour
0 €R:
Re (M (f+0i)u,u), = Re (of u,m), +Re[ 01 M0, ] '
mais (M“p,u). = lu]?+2pRe(u1,u2), d'od Re(MuGA+ei)u,u).2 mHu”?. 4.2)

est donc vérifiée. Le théorgme est démontrs. a

Remarque 6.1. Si les a,j et T sont plus réguliers, par exemple
: i

(6-16) ay, ¢ c*(®), T deux fois continiment différentiable
P est alors dans ce cas "régularisant", on a:

(6.17) P ¢ L1’ (o) ;ul ().
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En effet, le systéme d'optimalité restreint 2 [0,T], T >0 s'interpréte
ainsi:

f.fa?.t[+Ay=o, ..-2%+A*p=0 dans Q

<4

o 1 )
{ 5%» + = 0, 5%——-= y dans 2
A A*

\)’(0) = h, p(T) = Py(T) dans &

et on a y,p € W(O,T) et y(T) € £¥ (propriété des semigroupes analy-

tiques) et donc p(T) ¢ IE, dtou en particulier y € HI’I/Z(QX]O,T[)

1/2,1/4

et p(T) ¢ HICQ), dtol encore %Evv- €H (rx]0,T[), d'olu enfin

Vax
p € HZ’ICQxJO,T[] et P(0) ¢ Hl(g), dtoud (6.17). (Pour ces propriétés
de régularité, cf. [7]).
Pour terminer nous donnons un résultat sur le comportement asymp-
totique de la solution des €quations de Chandrasehkar associfes i cet

exemple et &tudides dans [8],[9]. Cela fournit un moyen de calculer

P ou directement K, le gain optimal associé.

Théordme 6.2. Sous les hypothéses (6.1), (6.2), (6.16), P

solution de (6.14) est déterminé de fagon unique par le systéme

suivant:

dp
Pty = Loe)s,  L(t)
de L2 (1)

(6.18) %EL(t) + L(t) (A+D,P (1)) = O

P(0) = 0, L(0) = C.
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(6.19) P = lim P(t)o dans H'(R), Vo ¢ 12(9)
toten

les deux premidres €galités ayant lieu dans Co([O,m[;zTHr(a),Hr(R)'))

et C°(J0,=[;2" (®);82(1))) respectivement, ¥r > 1/2. Le gain

du feedback optimal, K = %-A’;
L=

B*P, est determiné de fagon unique

par le systéme suivant:

d _1,-1
(HEK(t) = A7, BALAY(OA ,  L(t)

L™ (1) L (M)

(6.20) {JEL(£)+L(8) (A+BK (1)) = 0

\K(O) = 0, L(0) = C

i
(6.21) Ko = lim K(t)p dans HY?(r), vo € 12(g),
koo

les deux premiéres &galités de (6.20) ayant lieu dans
° Fealroyr.p3/2 o Pl 3/2 .
CT(0,=[:XH (@) H7(1))) et C°Q0,=[;LH (2) ,H *(T))) respectivement.

Démonstration. Avec les hypothé&ses faites, 1'injection de V

dans H est compacte et A;I est donc un opérateur compact dans H. Il en
est de méme de A;°1 et donc l'injection de D(A;) dans Y est compacte.
On déduit de 13 et du corollaire 4.2 que (6.19) a lieu'(utiliser aussi
(6.17)). Mais on peut montrer (cf. [8]) que 't +-P(t)=Pt(0)" est
1'unique solution de (6.18), les équations &tant interprétées comme
dans 1'énoncé, la premiére partie des théoremes en résulte.

(6.21) se déduit de (6.19) et du fait que K(t) = iﬂ‘; B*P (t)

Y
L™ (D)
vérifie (6.20), (cf. encore [8]). Le théoréme est démontré. o
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On peut remarquér la conséquence suivante de la démonstration

du théoréme 6.1 (propriété de stabilité de 1'état optimal)

Proposition 6.1.  Sous les hypothéses (6.1), (6.2), -(A+D1P)
géndre un semigroupe analytique de type mégatif, i.e. 3o >0,
M >0, Vh € H, |y)] =Me™t|n|, vt=o.

Démonstration. On a vu au cours de la démonstration du

théoréme 6.1 que:ﬂu est VxV coercif pour p assez grand. On peut
alors prendre dans (3.9) (démonstration du théoréme 3.1) A = 0
et T“CA+D1P) est donc V-coercif. La propriété est vraie pour la

norme de Hu et donc pour celle de H, ' o
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