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METHODES NUMERIQUES POUR DES PROBLEMES

ELLIPTIQUES NON LINEAIRES APPARAISSANT DANS LA THEORIE

DES TOURBILLONS STATIONNAIRES D'UN FLUIDE IDEAL
—-0-

Enrique FERNANDEZ CARA

RESUME : On .&tudie dans cet article certaines questions apparaissant dans la
Théorie des Tourbillons Stationnaires d'un Fluide Idéal en Equilibre. On pose
pour un probléme modéle général, on rappelle un théor&me d'Existence, et 1'on
présente un schéma en éléments finis pour lequel on démontre aussi 1l'existence
de solutions. On étudie ensuite la régularité du probléme, et on décrit un
algorithme qui utilise des propriétés de monotonicité. Finalement, on applique
les résultats obtenus aux cas typiques des Anneaux Tourbillons et Doublets de

tourbillons plans stationnaires.

ABSTRACT : In this paper we study some questions appearing in Steady Vortex
Rings theory. Firstly, we set up a general model problem, we recall an Exis-
tence Theorem, and we present a Finite Element Scheme for which we also show
the existence of solutions. Then, we consider the regularity of the problem,
and we describe an algorithm in which monotonicity properties are used.
Finally, the results are applied to typical examples of steady Vortex Rings

and steady (plane) Vortex Pairs.



INTRODUCTION

Dans la Section | ci-dessous on rappelle les résultats de Berestycki [ 1]

-

sur le probléme continu considéré :

Trouver uce HZ(Q) et \)eR‘ satisfaisant :

Zu = g(x,u-vp(x)) dans Q,
(P)

u=0 sur ' = 3Q,

a(u,u) = J (£u)u dx =n,
Q

et on applique ensuite des raisonnements similaires pour le probléme discret

(formulation par éléments finis) associé. On obtient ainsi des résultats

d'existence aprés application, respectivement, des Théorémes de Point-Fixe

de Schauder et de Brower.

Dans la Section 2 on considére le probléme de la différentiabilité de 1l'opé-
rateur qui intervient dans chaque formulation. Par exemple, pour le cas con-

tinu, on peut formuler (P) sous la forme équivalente

Trouver u € H:)(Q) tel que
(R)
#£u = R(u) dans 2,

ol R est 1l'opérateur qui associe a chaque veHl(Q) la fonction g(*,v-V(v)p(*))

de Lq(Q) (q>1 fini et arbitraire si N<2 et q = -ﬁg;liz- si n23), et v > Vv(v),
. . - 1

définie dans Berestycki [ 1] pour v20, est la fonction qui a chaque ve HO(Q)

associe 1'unique solution (réellle) de 1l'équation
J usg(x,v-vp(x))dx = n,
Q

avec

Lu = g(x,v-Vp(x)) dans { ,
(N

u=0 sur T.



Alors on démontre dans la Section 2 que l'opérateur v + R(v) est Fréchet-

différentiable, et que sa différentielle est donnée par :
1
R'(v)*Sv = g(*,v=v(v)p(*)) {8v - 77— XI u*D, g(x,v-v(v)p(x))dx}
| B,V g P2
1 i
VvsHo(Q), V(SveHo(Q),
avec B(v,Vv) = Jgu°D2g(x,v-vp(x))p(x)dx135 ue:Hl(Q) donnée par (1),

si certaines conditions de régularité sur g sont remplies. Cela permettra de

résoudre (P), ou, ce qui est &quivalent, le probléme

1
Trouver u € HO(Q) , tel que

(@

J(u) = inf JV), J) = a(v-§,v-E),
veHL(Q)

avec, dans (Q), & solution du probléme
£ = R(v) dans &,
(2)

£€=0 sur T,

par la méthode du gradient conjugué, par exemple.

Dans la Section 3 on développe un algorithme ité&ratif qui utilise certaines

propriétés de monotonie du probléme considéré. (Notons que les relations

1
ul,uZEHO(Q), u < u, p.p. dans {2,

eR', v, 2V

ViV 15V

1272

entrainent
g(x,ul-\)lp(x)) Sg(x,ul-\)zp(x)) p.p. dans §,

et donc, si on appelle S(ul,\)]) et S(uz,\)z) les solutions correspondantes des

problémes de Dirichlet



Ly = g(x,uj—\)jp(x)) dans

w=0 sur T,

on a, d'aprés le Principe du Maximum,

S(ul,\)]) < S(uz,\)z) P.p. dans @ ;

cela va entrainer :

a) g(‘,ul"\)lp('))s g(',uz-\)zp(')) pour 1l'ordre partiel

nNen

<" naturel dans Lq(Q).

b) \)(ul) S\)(uz)) .

Dans la Section 4 on considére deux cas typiques que ne verifient pas les
hypothéses de la Section 2, et ne sont pas des “cas différentiables". On

approche les problémes correspondants par d'autres problémes dans lesquels
les hypothéses de différentiabilité sont vérifiées.



1. - FORMULATION DES PROBLEMES. EXISTENCE DES SOLUTIONS.

1.1. Le probléme continu.

. N . Cpe _ .
Soit § € R un ouvert borné "suffisamment régulier", et

N
- - S
L= Z oX.

' a
(a;.(x) 3) »
i, 3=1 i 4 ax,

avec a;; = a; ec! (Q), et tel que si on pose

a(u,v) = g a (x)ag?ldx
’ q ij 'c)xj axi

i, )=l

pour u,ve H:)(Q), on a
S 2 1
a(v,v) Za||lv]|]® , ¥ved (@),0>0.
Nous considérons le probléme suivant :

Trouver uc HZ(Q) et ve Rl , satisfaisant :

Zu = g(x,u-vp(x)) dans Q,

()

u=0 sur I' = 39,

a(u,u) =n,
ol
(1) pe@o(-ﬁ) , p>0 dans Q,
2 n>0 est une constante donnée,
(3) la fonction (x,s) - g(x,s) de Q x Rl dans Rl vérifie :

°0,5. . pl >
(3a) geC (AxR), g20,
l —

(3b) 3306R tel que g(x,s) = O pour x€ Q, sﬁlso,
(3¢c) pour x € fixé, la fonction s > g(x,s) est croissante, et

strictement croissante d&s que g(x,s) >0




(34d) lim 8(x,8) = 0 uniformément en xe 2, avec :
sHo  gP

1 <p<+o , gi N<2,

+
1<p<XZ, si N23,

(3e) lim g(x,s) = +° | uniformément en xe¢ Qo’ avec 90 ouvert non
[ e o

vide tel que ro Q .

Remarque 1.1 : Nous pouvons aussi considérer un probléme plus général que

(P), avec une &quation du type

Lu = g(x,u,V),

si 1'on fait des hypothé&ses convenables sur la nouvelle fonction g ;

voir la Remarque 1.5 et Berestycki [ 2]. ®

On prouve dans Berestycki [ 1] les résultats suivants :

Lemme 1.1.1. : Pour ve R] et ve H]o(Q) donnés, on définit

u = S(v,v)

comme 1'unique solution de

Lu = g(x,v-vp(x)) dans Q
(4)

u=0 sur I'.

Sous les hypothéses (1)-(3e) ci-dessus sur la fonction g, nous avons :

(1) L'opérateur de Nemitskii ¢ » g(*,p) est compact de H:)(Q) dans LI(Q),

ol q = si N23, et q>1 est arbitraire si N<2 (ME[ZJ).

2N
N+2
(ii) L'opérateur (v,v) * S(v,V) est compact de H ) XR] dans H «Q) .

(C'est en fait un opérateur compact de H Q) XRl dans Wz’q(Q))

(iii) SiV<U , alors S(v,V) 2 S(v,1)20 p.p. dans Q, Wve HO(Q)- u



! 1
Lemme 1.1.2 : Dans tous les cas on a H:)(Q):Lq @), avec -CI+ ;—, =1, et
q défini comme dans le Lemme 1.1.1. Nous pouvons donc définir
(5) a(v,v) =f g(x,v=vp (%)) S(v,v)dx
Q

pour ve H:)(Q) etv ¢ ]R] » et la fonction

(6) (V,V)- g d«(vs\))

est continue de H(])(Q)XRl dans ["0,+»),

.o 1 . .
D'autre part, pour v fixé dans HO(Q), la fonction v »> a(v,V) est continue et

. . 1 . . .
décroissante de R° dans [0,+°), et strictement décroissante pour a(v,V) >0, ®

Lerme 1.1.3 : Soit K = {VIVGH(])(Q), v20 p.p. dans Q}. Alors, pour veK fixé,

on a :
7 lim q(v,V) 4 +o
Vi—oo
(8) lim o(v,v) + 0 . ®»
VA0
Lemme 1.1.4 : Pour veH(])(SZ), v20, 1'équation
a(v,v) =n
(avec n>0) a une solution unique Vv = v(v) . ®

Lemme 1.1.5 : On définit, pour veH(l)(Q),

T(v) = sGv ,v(v')),

+
ou v = max (v,0). Alors une fonction ueH () est solution de (P) si et

seulement si c'est un point-fixe de T [ ]

Lemme 1.1.6. : La fonction v - \)(v+) est bornée et continue de HL(Q) dans Rl . m

e - . +
Remarque 1.2 : Nous pouvons aussi démontrer que la fonction v + v(v } est
séquentiellement continue lorsqu on munit H (Q) de sa topologie faible.

En effet, si vy > v dans H () -faible, alors {”v ”} est bornée, d'ol



+ . . . .
{\)(vn)} est aussi bornée. On peut donc extraire une sous-suite (vu) de (vn) tel que

vy + v dans qu(Q)-fort

+ * 1
\)(vu) -V dans R .

\

Le méme raisonnement utilis& dans Berestycki [ 1] pour démontrer le Lemme 1.1.6

est valable ici, et on montre

a) v o= v

) +
b) Toute la suite (\)(vn)) converge vers \)(v+). .

Lemme 1.1.7 : L' operateur v > T (v) est compact de H () dans lui-méme, et il

applique 1l'espace H () dans la portion de sphére

9 Dn = {v|v€H:’($'2), v20 p.p. dans 2, a(v,v) =n}

Théoréme 1.1.1 : Etant donné le convexe fermé et borné E , avec

B= {vlveHL(Q), a(v,v) <n+l1}

+ ) —
nous avons que l'opérateur T applique B dans 2.

Alors, d'aprés le Théoréme du Point-Fixe de Schauder T admet un point fixe

u€ B 3 u€ B et v = V(u) sont donc des solutions de (P).

1.2, Le probléme discret.

Nous considérons maintenant une suite généralisée Y} convergeant vers O
(4 ¢ ]R \{0}) et 1'on associe une famille de triangulations {f ; hed},
de Q( ). Pour simplifier, nous supposons que Q est un polygone de]R .

A hel fixé, nous aurons

o= x.

L

Pour chaque Ke Ch nous considérons l'espace P,, égal 3 PI(K) ou PZ(K)’

K
oi Pp, avec £ entier 20,est 1'espace de tous les polynomes de degré <%

dans les variables XpsXgs e ee s Xy (un polynome pe¢ PZ est donc de la forme

(!) Nous considérons une famille régulidre de triangulations {f } , selon
la terminologie de Ciarlet [1].



N 1
p:xX= (x],...,xN)e]R > p(x)eR,

o 6

1
O 30y s eeasOiy XXy

N

p(x) = R )

0L1+.--+0LN552,

.o P . . PP N
et, d'une manidre générale, si ¢ est un espace de fonctions définies sur R,

et AcRN, nous appelons ®(A) 1l'espace des restrictions 3 A des fonctions de ?.

Nous allons donc considérer les éléments finis des types classiquement dénotés

i et PZ'

La triangulation ‘C’h est associée d'une fagon naturelle d& 1l'espace vy des fonc-

par P

tions continues dans { telles que leurs restrictions 3 chaque Ke th sont dans
PK = PQ(K), 2=1 ou 2, et elles sont égales d zéro sur I.

On sait bien que 1l'espace V. est alors de dimension finie, et qu'il s'agit

h
d'un sous-espace de HIO(Q).

Posons

v, = [wl sWoseus ,wm] = espace engendré par les Vi 1<j<m,

m = N(h) = dim (Vh).

Alors la fagon la plus naturelle pour approcher le probléme (P) donné dans

(1.1) est la suivante :

. 1 . .
th et v, eR , satisfaisant :

Trouver v h

h

(P a(uh,wj) = (iuh,wj)

a(u ,u) (=£uh,uh)

h) (g(.’uh-\)hp(.))’wj)’ I<js<m,

n,

o (*,*) dénoté le produit scalaire standard dans LZ(Q).

Evidemment, (Ph) peut aussi 8tre formulé comme suit :

Trouver z;he]Rm et \)h eRl satisfaisant :

®) AT, = b @V

(Ch’b(ch’vh)) =n,
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ol Ah est la matrice
m
Ah = (a(wi’wj))i,j=1 ’
et bh(t;h,\)h) est le vecteur de composantes
j - e.w - ol
bh(Ch,Vh) = (g( ’u-h \)hp( ))’WJ) ’

m .
avec u = Z Ctllwi 3 nous avons aussi noté (¢,*) dans (Pt") pour désigner le
i=1

produit scalaire dans R".

Notons que la matrice Ah est toujours définie positive, d'ol, pour chaque
m . , . . <
beR, 1l existe une solution unique du systéme Ahc = b.

On supposera dans la suite que Ah est une matrice de classe monotone, c'est-—

sy 1 242 . . .
i~dire, que Ah a tous ses éléments non-négatifs (voir la Remarque 1.6).

Lemme 1.2.1 : Soit, pour & € ; S_E\)E]Rl donnés, ¢ = Sh(E,\)) 1'unique solution

du systéme
On a alors :

(i) L'application (§,v) - Sh(S,v) est continue de ]RmX]R] dans R™.

(ii) Pour & ¢ R™ fixé, nous avons
vipg = Sh(E,V) 2 Sh(E,U) 20 .

Démonstration :

(i) 1I1 suffit de remarquer que 1'application (§,V) ~ Sh(E,\)) est obtenue

par composition des applications suivantes :
v oL m_ 1 1
(E,) > ) & w, = Vp(+) , de R xR dans H (D,
i=1
u > g(*,u) , de H1 () dans Lq(Q),

£ > {(f,wj)l 1<j<m} , de L9Q) dans R",

b > A;]b , de R™ dans lui-méme.



(ii) C'est une conséquence triviale de la monotonie de la fonction s » g(x,s)

pour chaque xe€{ et de la monotonie de A;l. n

Lemme 1.2.2 : Posons

0, (€)= (A S, (E,V),5, (E,V))

pour £ € R et \)e]R] . Alors la fonction (§,V) Oth(E ,V) est continue de Rmel :

m o, . . - .
dans [ 0,+0), Pour £ ¢ R fixé, la fonction V = OLh(E,\)) est décroissante, et

strictement décroissante pour OLh(E ,V) > 0.,

Démonstration :

La continuité et la décroissance sont triviales a montrer. D'autre part, si
h(g V) >0, il existera une composante de AhS & V) b (&,V), soit bJ (&,V),
strictement positive. Cela Slgnlfle que bJ (&,1) <bJ &, \)) si U>v, tand1s que
pour celles avec k#j, on a b (E,u) <bJ (€, V), d'ol le résultat. ®

Lemme 1.2.3 : Soit £ €¢R". On a, pour h assez petit

(i) lim o (5 V) b 4o,
V=0

(ii) lim 0L (E,v) ¥ 0.
V440

Remarque 1.3 : En fait (ii) est toujours vérifié, indépendemment de la valeur

de h. »

Démonstration

Compte tenu de la monotonie de la fonction
v > (E,V),

il suffit de raisonner pour des suites. n
.. . . n . i -
(ii) Soit (\)n)n>0 une suite telle que Vv + +© ., La fonction z g w, &tant
= i=1
bornée, nous aurons :

m .
) Elwi -Vl > —w p.p. dans 9,
i=1
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m .
i n

i};] £ LY p(x)) - O p.p. dans Q,

et, d'aprés le Théoréme de la Convergence Monotone de Lebesgue, on déduit

by (Esv™ + 0, d'ol le résultat.

(i) Soit maintenant vn $ - .,

Nous savons qu'il existe ro$2 , ouvert non vide, tel que g(s,x) »> +o

lorsque s -+ +» uniformément dans Qo. Si h est assez petit et nous avons choisi
la famille de triangulations {QSh} réguliére, il existe une union finie, non
< Qo.

vide, Fh d'éléments finis (fermée) telle que Fh

Posons

3 n, .
bh(g,v ) si supp chth, et

= 0, autrement ;

soit g; la solution du systéme Ahgﬁ = rh,n'

Alors il est &évident que
n n
Ol.h(g sV ) (Ahghsgh = h,n’gh) s
n N -
et que (rh,n’gh) 4+, d'oll le résultat. ®

Lemme 1.2.4 : Pour Eelflnous pouvons définir vy = Vh(E) comme 1'unique solution

de 1'équation

uh(g’\)) =N .

Démonstration :

Ce résultat n'est qu'une conséquence immédiate des Lemmes 1.2.2 et 1.2.3, ®

Lemme 1.2.5 : On définit, pour Eelfﬂ

+ + +
T, () = 5, (E ,v, (E")),

m

avec g (EJ+) , et €J+ = max (EJ 0), 1<j<m. Alors &efﬁlest solution

de (P ) si et seulement si & est un point-~fixe de l'opérateur Th



_]3_.

Démonstration :

En effet, si £ est solution de (Pﬁ), puisque les composantes de Ahg sont

non-négatives, on a £+ = ¢ ; donc, le vecteur § vérifie
+ +
A€ = b € v €M,

c'est-a-dire, T;(g) = £,

Réciproquement, la relation
+ _ + oy
THE) = 8 E v, €T = &

entraine 532 0, 1< j<m, car dans ce cas Ah€ est un vecteur de composantes 20.

Nous avons donc encore § = €+, et
r =
AE = by (v, B,
d'oi & et vh(E) sont des solutions de (Pﬂ). n

+ .
Lemme 1.2.6. : La fonction £ - V(§ ) est bornée et continue de R® dansiRl.

Démonstration :

. . + - . .
Montrons en premier lieu que £ + V(§ ) est bornée. Supposons qu'il existe

(gn)nZO’ telle que
+
|£n| <R, ¥n20 et |vh(£n)| > 40 |
+
a) Supposons que vh(En) + 4o _ Alors

T it +
g(x, Z €n Wi‘Vh(En)D(X)) + 0 p.p. dans 9,
' i=l

et d'aprés le Théoréme de Lebesgue,

b (BT, V(1)) >0, 1<jsm

et
+ +
Sp (& sV (6 ) > 0.
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Mais cela entraine
N (S BV (D), by (E2,v, (E1) > 0.

. + . . ~ . .
b) Si vh(En) -+ -, un nouveau raisonnement de monotonie, analogue 3 celui qui

a étd utilisé dans le Lemme 1.2.3, (i), montre n - +©, g

Montrons maintenant qu'il s'agit d'une application continue. Supposons que
m . + . . . .
En + & dans R . Alors, la suite (vh(En)) >0 tant bornée, il existe une sous-
. + . -
suite (Vh(Eu)) = (Vu) qui converge dans R vers V.

Nous aurons donc :

+ + + . + +
HEY) = (3 ET0, B ETW) = Lim (5,590 (89)).

par application du Théoréme de la Convergence Dominée de Lebesgue. Mais cela

implique ah(g+,V) =n, d'od V = Vh(£+)-

Notons que ce méme raisonnement peut @&tre appliqué & toute sous-suite de
v el s s s .
( n)nZO ; c'est-d-dire, de toute soui suite de (\)n)n20 on peut extraire
une sous-suite convergente vers vh(g ), et donc toute la suite (\)n)n20

+
converge vers Vh(E ), d'ou le résultat. m

Théoréme 1.2.1 : L'application & - T;(ﬁ) est continue et elle applique le

convexe compact 5%, ou

B, = {E]E « R", (4,8,8) <n+i, g3 0

+
dans,@h. Donc, d'aprés le Théoréme du Point-Fixe de Brouwer,l'opérateur Th

posséde un point-fixe Eh.e By, 3 alors (Ch,vh(gh)) est une solution de (Pﬁ),

et la fonction

et la valeur vh(Lh) sont des solutions de (Ph)‘
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Démonstration :

Ce résultat n'est qu'une conséquence immédiate des précédentes. ®

Remarque 1.4 : Nous pouvons aussi considérer (ce que nous ferons effectivement

du point de vue numérique), un probléme analogue, mais avec intégration numérique :

Trouver u.;th et \);e]R], tels que :
() (Lug,w)y = (B8C,m—vo()) W)y, 1si<m
ah(u;,u;) z (iu;,u;)h =

- L . . m N
ol nous avons noté -,-)h le produit scalaire (dans R ) associé 3 une formule

de quadrature, exacte pour des polynomes de degré <{%.

Ainsi, pour 2=1, il suffit de choisir la formule de degré | :

"On pose pour Ke fh , €lément fini de référence,

Jf{ o (R)dg ;—mes<f<)$<€g) ,

8i de GO(K), ol Bﬁ est le barycentre de K, et puis on détermine par rapport 3

R 1les approximations correspondantes des ¢(x)dx, avec d)eGO(K)'.'
K

De fagon analogue, pour 2=2, nous utiliserons la formule de Simpson (nous

considérons ici le cas N=2) :

On pose, pour K¢ Gh’ €lément fini de référence,

J- $(§)d§m—;-mes ® ¥ §b.. 2,
K I<igj<3

-~

_s__i_aeco(ﬁ), ol les points bij g sont les milieux des cotés du triangle K.
b

Notons que nous avons toujours

ap (g ,v) = (Lup,vp)y = (Ly,v)y = (Lu,v) = alu,v),

pour u, ,v; € Vh‘
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De la méme fagon que dans le Lemme 1.2.1, nous pouvons maintenant définir

s;(g »V), pour e]Rm et v €]R] » comme 1'unique solution du systéme

Aht = bﬁ(i,v) ’

ol b;(g ,V) est le vecteur de composantes

*3 m
bl €)= (8-, ]

i
1=]€ Wi‘VQ(')),Wj)h:

puis nous pouvons poser
* * *
aﬁ(g’v) = (Sh(£9v)9bh(gav))
et définir, pour £e¢ Rm, \)h(E) comme 1'unique solution de 1'équation

ap (E,V) =1 ;

*+

m . A
h de R dans lui-méme comme

finalement, nous pouvons définir 1'opérateur T
*+ wrmt kot
1.7 ®) = 5T VE).

Tous ces résultats précédents restent valables et, en particulier, le probléme

(P;) (et donc aussi le probléme

Trouver t;;e]Rm et \);e]Rl, satisfaisant :
' * Lk, x _ *k
* *
(Ahgh’ch) = ﬂ) s

: m .
. * *1 * * *
a une solution u = izl Ch W \)h = Vh(Ch)- u

Remarque 1.5 : Les problémes (P), (Ph) et (P;) peuvent ' &tre généralisés au

cas dont la fonction g est remplacée par une fonction

(x,5,v) ¢ IxR! xR} > G(x,5,V) R

continue et 20, qui vérifie
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(a) Il existe ¢ : ]R1 XRI > Rl continue, telle que :

lim %53’;—2- = 0 , uniformément en x€§, et
2,2 hd

s +V

d(s,V) scllslp + 02|v|a+ C C,5C,,Cy >0, 0> 1

3° 2°73

et p comme dans (3d).

(b) Pour x¢€ &, SER1 , la fonction v + G(x,s,V) est (par exemple) décroissante,

et strictement décroissante d&s que G(x,s,Vv) > 0.

. 1 = 1
(c) Il existe \)OER s tel que G(x,s,V) = 0 pour xe€{2, seR et v 2 \)o.

(d) 1lim G(x,s,V) = +®, ¥xeQ et VssR].
V> = —

(e) Pour chaque x¢ Q et Vv ERI , la fonction s » G(x,s,V) est croissante.

En général, on retrouve des résultats similaires i ceux de (1.1) et (1.2). ®
Remarque 1.6. : On reviendra plus tard sur le probléme de la monotonie de A; .
Notons pour l'instant que dans les cas "typiques" avec £ = -A , %=1, cette
condition est effectivement vérifiée (voir, par exemple, Ciarlet-Raviart [ 1],
Fujii [1]) si la triangulation choisie remplit certaines conditions. Un autre
exemple typique est fournit par 1'opérateur (N=2) :

0

1 1
— (___ ) - —
0x| x| 0%, X 3x

Q

Chll
.
2

sifci{x= (xI ,xz)/x] >0} (ce qui corespond & des situations physiques envi-

L= -

|

Q)

sagées), on peut trouver des conditions sur la triangulation qui feront de Ah

une M-matrice (voir RUAS [1]). =
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APPENDICE A LA SECTION 1

Nous prouvons maintenant que le Lemme 1.1.3 reste vrai sans imposer v 0 P-P-

dans § :

Lemme 1.1.3' : Soit ve H;(Q) ;s on a alors :

(i) lim a(v,v) 4 +
VY-

(i1) lim a(v,v) + O .
VAt

Démonstration :

(i) Si v<y, on a a(v,v) 20(v,u). Il suffit donc de raisonner séquentiellement.
Soit (\)n)nZO une suite deZlRl qui converge de fagon monotone vers - :

V' ¥ -, Alors p.p. dans § on a

(" v(x)-Vp(x) 4 4+,
d'ou
(2" g(x,v—vnp(x)) 4+ +» p.p. dans 2.

Supposons qu'on n'a pas (i). Alors, d'aprés la croissance de la suite (a(v’vn))nZO’

on aura

lim a(v,vn) = lim J S(v,vn)-g(x,v—vnp(x))dx =qa e R}.
Q

n—>+o n>+®

Mais alors le Théoréme de Lebesgue de la Convergence Monotone entrailne la

convergence des S(v,vn)~g(-,v-vnp(-)), dans L‘(Q) et p.p. dans §, vers
3" sup [S(v,v) g (e, v-v"0(+))] .
n=0

D'autre part, si on appelle u" 3 la fonction S(v,vn), on déduit
n n *
a(u,u) ta ,

d'ol il existe une sous-suite (uu) de (un) qui converge dans HL(Q)—faible,

dans qu(Q) et p.p. dans §) vers une fonction u'e H;(Q).
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Comme u” < y™ pour n<m, on a u® 4 u* p.p. dans Q, et de (2')-(3') on déduit
=0 p.p. dans Q.
Mais cela entratne u" = 0 p.p. dans @, ¥n >0, d'od, d'aprés (3e), il existera

5 e]Rl, tel que

(4") v=u"p(x) <5

, PP dans Qo

pour chaque n2> 0.

On a donc

v{x) < s]+\)np(x) , ¥n20,

dans un sous—-ensemble Q;\Z de {, avec Z de mesure nulle. Naturellement, cela

contredit 1'appartenance de v i HL(Q).

(1i) La démonstration donnée dans Berestycki [1] de ce résultat n'utilise pas

la "positivité" de v.

Remarque 1.7 : Noter que dans le Lemme 1.1.3"' on n'a utilisé que 1'hypothése
veLP(@). u

Conséquence : Nous pouvons démontrer 3 partir du lemme précédent de la méme

fagon que dans Berestycki [1] les résultats suivants :

Lemme 1.1.4' : Pour ve HL(Q), 1'équation a(v,V) = N (avec Nn>0) a une solution

unique V = V(v). =

Lemme 1.1.5' : Si 1'on pose, pour VG'HL(Q),

T(v) = S(v,v/v)),

1 1 . . .
le couple (u,v)ezHo(Q)>CR sera solution de (P) si et seulement si T(u) = u,
V= V(u)., 8

Lemme 1.1.6' : La fonction v + v(v) est bornée, continue et séquentiellement

faiblement continue de HL(Q) dansiRl. ]

Lemme !.1.7' : L'opérateur v - T(v) QS_HL(Q) dans lui-m@me est compact, et

il applique HO(Q) dans la portion de sphére Dn, définie par (9). m

—
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Théoréme 1.1.1' : T applique B dans /3, ou SBest donné par (10). Donc, d'aprés

le Théoréme de Schauder, T admet un point-fixe u€ B ; (u,V(u)) est une solution
de (P).

Démonstration du Lemme 1.1.6' :

1
i3 c Q -<_ . - . .
Soit (Vn)nZO Ho( ), an” R, une suite telle que (\)(vn))nZO vérifie

v | = vl > e

a) Supposons d'abord Vn > 40,

Comme H:)(Q) c qu(Q) avec injection compacte, on peut supposer

\ 1 N
5" v T ve HO(Q), dans HO(Q) faible,

6") v + v dans LP9(@Q) et p.p. dans .

D'aprés la réciproque du Théoréme de Lebesgue (voir Bourbaki [1]), il existe
vePYQ), tel que

|vn| <Y p.p. dans 2, ¥n=21.

Alors

g(*,v_~v_p(+)) > 0 dans LI(@),

car on a .

0= g(x,v =V 0(x)) < g(x,|v [~V 0(x) <g(x,¥(x)) p.p. dans @,
avec g(*,0(*)) LR, et
" g(x,vn-—\)np(x)) - 0 p.p. dans Q.

Cela entralne

u = S(v ,v )~ 0 dans w2 9(q)

\]
(et donc dans H(])(Q) et dans LY ), d'ot
n = JQun'g(x,vn-\)np(x))dx + 0,

ce qui est absurde.
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b) Soit maintenant Vo + ~o, Si 1'on prend des sous-suites de (vn), (\)n), et

1'on fait un léger changement de notations, on a :

(5") v > v dans H;(Q)—faible,
(6" vy -+ v dans qu(Q) et p.p. dans 2,
8" v ¥ -« (dans ]R]).

On peut alors répéter la démonstration du Lemme 1.1.3', (i) d'ol
n = [Qun'g(x,vn-\’np(X))dx 2 Jgfbn’g(xl-w-\)np(X))dx >

avec q>n = S(w,\)n) (Noter que ¢>n est bien définie d'apré&s la Remarque 1.7, car
P e LPYQ)), et

JQ 0,28 (x;H-v_p(x))dx > 4,
ce qui est absurde. m

Remarque 1.8 : On peut procéder de fagon analogue dans le cas discret.

. , PP m
En particulier, on peut définir pour £ ¢eR les vecteurs

T, () = 5, (E,v (8))

et
* * *
TI(E) = S, (5,7 (E)),

*

h(<‘;), de R™ dans lui-méme ,

et alors les opérateurs & Th(E) et £~ T

resteront continus. ®
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2. - DIFFERENTIABILITE.

2.1. Le cas continu.

Pour 1'instant nous allons considérer les cas ol N=2 ou 3. Nous allons supposer

que la fonction g de 1.1 vérifie aussi les hypoth&ses suivantes :

(3f) Pour presque tout x€ , la fonction s + g(x,s) est différentiable dans Rl,

et la fonction s > ng(x,s) est continue de Rl dans lui-méme (noter qu'elle

doit donc prendre des valeurs 20). De plus, on suppose que pour tout s€ Rl

la fonction x = ng(x,s), définie p.p. dans {, est intégrable.

(3g) La fonction D,g vérifie la propriété suivante :

D,g(x,s) _
lim ———— = 0 , uniformément en x €{},
gr+® Sp

avec 1 <p <+® i N=2 et 1 <p <4 si N=3.

Considérons 1'équation

(1) a(v,v) = JQ S(v,V)eg(x,v=vp(x))dx = n

Nous savons que a v eH:)(Q) donné il existe une unique solutionVv= V(v) de (1).

D'autre part, la fonction (v,V) =+ 0(v,V) est continue de Hl(ﬂ) XRI dans [0,+x),

Notre intention va €tre d'appliquer le Théoréme de la Fonction Implicite dans
ppliq

(1), et puis de déterminer les propriétés de la fonction v = V(v), que nous
‘s . -~ - . . . 1

savons déja continue et méme séquentiellement faiblement continue de HO(Q)

dans Rl .

Soit donc v, € H;(Q) et \)o = v(vo) . Considérons d'abord la fonction

(2) v = a(vos\))s

. 1 . . . .
continue de R dans 0,+®), Naturellement, il existe un voisinage No de \)0, tel

que 0(v,V) >0 pour \)eNo, d'oli (2) est strictement décroissante dans No'
Nous avons aussi

0L(VO,V) = Jqf(x,vo(X),\))dx,
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ol f(x,vo(x),v) = S(vo,v)'g(x,voivp(x)), pour x€§l et Ve No' Evidemment,

quel que soit Ve No, la fonction
X > f(x,vo(x),v)
est intégrable.

Montrons maintenant que pour presque tout x€ Q , la fonction

v > f(x,vo(X),v)

est différentiable dans No'

Pour cela il suffira de voir que pour presque tout x€ , les fonctions

3) v > S(vo,v)(x)
et
(4) V> og(x,v (x)-vp(x))

sont différentiables dans No'

Pour (4) cette affirmation est claire, compte tenu de (3f) ; et il est également

clair que la dérivée de la fonction (4) est donnée par :
v > -D,yg(x,v _(x)-vp(x))*p(x).

Alors, pour Ve:No, et U assez petit, nous avons pour presque tout x€§ ,
g (x,v=(vH)p(x))-g(x,v-vp(x)) = - ung(x,vo(x)-v*(x)o(x))p(x)

. * * - . » .
oi la fonction v = v (x), définie p.p. dans §, prend des valeurs comprises

entre VvV et v+u .

On déduit donc que les valeurs des intégrales
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IQI &‘g(x,vo‘(v+u)p(X))-g(x,vo‘vp(X))+o(X)'ng(x’vo(x)-vp(x))lqu )
- J p(x)‘ng(x’vo(x)—\)p(x))—ng(x,vo(x)—\)* (x)p(x))|QdX:
Q

oi gq>1 et fini est arbitraire si N=2, et q = 6/5, si N=3, convergent vers

zéro, lorsque u+0, d'aprés (3g) et le Théoréme de Lebesgue de la Convergence

Majorée.

En conséquence, d'aprés l'estimation dans L% (cf. Agmon-Douglis-Niremberg [1]),
1 ,
ﬁ {S\VOs\H'U)_S(VO’\))}

: .
converge dans Wz’q(Q) (et donc dans HL(Q) et 1LY ()) vers la solution -Q(vo,v)

du probléme de Dirichlet :

Lw = —ng(x,vo—\)p(x))-p(x) dans

w=0 sur TI.

Cela signifie que la fonction (3) est aussi différentiable pour presque tout

xefl , et que la fonction

X > D3f(x,vo(x) »V)

est intégrable pour tout Ve No.

Pour prouver la différentiabilité de la fonction (2) dans N0 il reste seulement

. 1
. 3 montrer qu'il existe une fonction Fl eL (Q) telle que :
(5) D4 £(x,v (%) ,0) | < F, ()
P:p-. Xe et V\)eNo.
Mais si 1'on a choisi N_borné, alors les fonctions g(-,vo-\)p(-)) et ng(',vo-\)p(°))
2 . A
sont dans un borné de Lq(ﬂ)(,) et donc S(vo,\)) et Q(vo,\)) sont dans un borné de

1]
L4 (), ce qui entraine que la fonction

(6) X > Dyf(x,v (%)) = Qv ,V) g(x,v ~vp(x))-8(v_,V)Dyg(x,v -vp(x))p(x)

(*) Les applications ve B (2) » g(+,v) LU et ve B () + D g(+,v) « L@
sont continues, bornées et compactes (voir Berestycki [ 1] et Berger [21), et
0
pel ().
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est bornée dans L](Q) qQuand VezNo, et donc (5).

D'aprés le Théoréme de Dérivation des Fonctions Intégrales par rapport 3 un

paramétre, nous avons le résultat suivant :

Théoréme 2.1.1 : La fonction v - (vo,v) est différentiable dans un voisinage

Nydev = V(v ). Sa dérivée est donnée par :

0.
5\7 (VO ’\))

-JQ [Q(VO,V)°g(x,vo-vo(X))+S(vo,v)'ng(x,vo-vo(X))'D(xX]dx =
(7)

-2 JQS(vo,v)-ng(x,vo-vp(X))o(X)dX-

De plus, la fonction

(8) v 22 (v )

est continue (a(vo,v) est de classe C} dans No) et elle prend des valeurs

strictement négatives dans No'

Démonstration :

Nous avons déjd prouvé les deux premiéres affirmations (la deuxiéme égalité de

(7) n'est qu'une conséquence triviale du fait que £ est auto-adjoint).

D'autre part, la continuité de (8) résulte de (3g) et du fait que 1'opérateur
*
v > ng(',v) est continue de LP q(Q) dans Lq(Q).

. . . 1
La fonction (8) &tant continue, (2) est de classe & dans No’ et donc absolument

continue ; comme elle est aussi strictement décroissante si 1'on a choisi N0

tel que a(vo,v)2>0 dans No’ on a nécessairement

a0
2 ]
) (v ,V)<0, WeN._.

Nous pouvons encore améliorer la propriété de continuité de (8) :

Lemme 2.1.1 : La fonction (v,Vv) ~ %%—(v,v), définie sur un voisinage de (vo,vo)

(par exemple de la forme uoXNO), et 3 valeurs dans (-~,0], est continue.
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Démonstration :

De méme que le théoréme précédent, ce n'est qu'une conséquence évidente de
la continuité de 1'opérateur v -+ D2g(-,v) . Noter que 1'on peut effectivement

choisir un voisinage de (v ,\) ) dans 1eque1 8 (v,v) <0. m

Nous appliquerons maintenant le Thé&or&me des Fonctions Implicites. D'aprés

. . 1 _ e
les résultats ci-dessus, nous savons, pour v eHO(Q) et \)0 = \)(vo), qu'il

existe un voisinage Ul de v, (qui peut 8tre choisi contenu dans Uo) , et il

existe une fonction

g:veU = g(v) R

telle que "é'(vo) = \)0, et a(v,g(v)) =n, VveUl.

On a alors g(v) v(v), VveUl. Parmi les résultats suivants, nous établirons

la différentiabilité de la fonction g, et donc de V = v(v).
Considérons maintenant 1'opérateur
1

(9) R, : veH () + g(=,v-vp(*)) e LY@,
avec \)eRl fixé, que nous savons déja continu, borné et compact. Nous allons
voir qu 11 est de plus différentiable. D'abord nous notons que i v eH (Q)
et veH () donnés, et p.p. dans 2, la fonction

t > g(x,v(x)+tdv(x) -vp(x)),
de ]R] dans lui-m~eme, est différentiable, et que sa dérivée en t=0 est :

D,g(x,v(x)-Vp(x)) *Sv(x).

Nous avons aussi que les fonctions

T {8(-,v+tdv-vp(+))=g(*,v=vp (-} , ¢t # 0,

de Lq(Q), convergent vers ng(°,v—\)p('))'6v (définie p.p. dans ) dans Lq(Q)-
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En eff-et_, c‘oniﬁtfe tenu de ‘(3f), il existe une fonction t* = t* (x), définie

p.p. dans Q, telle que
lg{g(#,v+t6v-vp(£))-g(§c,y-vo @)} = D8 (x,v+t™ (x)§v-vp (x) )+ v
et |
o] <l
| JQ |% {'.g’(.-x,.v_+t6vz':\)p‘(x:)A)"‘ng»(AX',:'V'_"\)O (x))} - D,g(x,v-vp (x))+8v|%dx =
¥~JQ|<sv,|'-.‘i|vﬁ'2‘g"(x;,§f:‘:*‘(;c).8§2—\)p(Q))' = D,g(x,v-vp (x)) | Ydx. |

Alors, ume nouvelle application de (3g) et du Théoréme de Lebesgue conduit

au résultat désiré, c'est-a-dire, que 1'opérateur (9) est Giteaux-différen-

. 1 1
tiable pour chaque ve HO(Q) et chaque veR , et

(10) R! (vi6v) = Dyg(e,v=vp( +))esv , VveH:)(Q), v veH(])(Q).

Remarque 2.1 : Avec N=2, H () cLt (Q) pour tout r fini. Donc, en particulier,

nous pouvons voir dans (10) v comme une fonction de L2P q(Q) et §v comme
une fonction de L q(Q) , d'oli effectivement Ro(v;dv) € Lq(Q), avec q : 1l €£q<+=
artibraire.

Si N=3, on a H (SZ) cL (). Nous pouvons donc considérer dans
(10), v comme une fonction de L (), et alors, selon (3g), ng(',v-\)p( )
sera une fonction de L /2(9) d'od ng(-,v—\)p( Y)ebve Lq(Q), avec q = g .

Dans tous les cas, on a donc

R! (v38V) « IR

pour un q tel que Wz’q(Q) c:I-ll (), d'aprés l'inclusion de Sobolev.

De (10) et de la Remargpe 2.1 on déduit que pour chaque veH (), 1l'application

Sv » R (v;8v), de H (S'Z) dans Lq(Q), est linéaire et continue, et elle est donnde

par 1a fonction ng(-,v-\)p( )). Posons



- 28 -

R;(v;év) = R;(v)'év s pOUr ve HL(Q).SE Ve HL(Q).

On v01t aussi que 1'application v ~+ Ro(v) est continue de H () dans
iKH ) Lq(Q)), car si v,V dans H (Q), alors ng(-,vn-vp( )) ~ ng(-,v—vp(-))
dansLZq(Q) si N=2 et dans L3/2(Q) si —3.

Donc, 1'opérateur (q) est aussi Fréchet-différentiable pour chaque vesHl(Q),

et sa différentielle est donnée par

Ré(v)°6v = D2g(°,v—vp('))'6v
(i)

Well (@), ¥ ver @.
I1 est également clair que 1'application

(v,8v) - Ré(v)°5v ,

QE_HL(Q)><HL(Q) dans Lq(Q), est continue.

Alors une simple application de la régle sur la dérivation des fonctions

composées nous dit que 1'application

v > a(v,Vv) = [ S(v,V)*g(x,v-vp(x))dx
2

est Fréchet-différentiable, et que sa différentielle est donnée par

au’(:;’\)> ,(SV)

(12) ( = ZJ S(v,V) ng(x,v~vp(x))°6v dx
9]

pour vezHé(Q), Sve HL(Q) (compte tenu encore du caractére auto-adjoint de £).

a0 (v,V)
ov

Remarque 2.2 : L'égalité (12) entrafne aussi la relation e 1@,

avec q arbitraire si N=2, et q = 6/5 si N=3. =

da(v,V)
v

On déduit aussi de (12) que 1'application (v,v) - est continue de

HL(Q) xR' dans L9(Q) (et donc dans H''(©)).
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Nous pouvons donc appliquer la régle de différentiation des fonctions implicitesa

ce qui nous donne :

Théoréme 2.1.2 : Soit VOEIHL(Q), et Vv = V(vo). Alors la fonction v * V(v)

est continuement différentiable dans un voisinage de v, et on a :

' o 1 . 9a(v,V(v))
VW) = - S I
av

= I -S(v,v(v))DZg(x,v-V(V)p(X)).

JQ §(v,V(v)) *D,g(x,v-V(v) p(x)) *p(x) dx

c'est-d-dire :

(13a) V' (v) € Lq(Q) (q>1 fini, arbitraire si N=2, et q = 6/5, si N=3),

(13b) V(v) 8y = + L x

JQ 5(v,9(v)) *Dg (%, v=-V(v)P(x)) *0v dx

X J $(v,V(v))*D,g(x,v-Vp(x))*Sv dx ,
Q

avec v dans un voisinage de A et Sve HL(Q). n

Remarque 2.3 : D'aprés ce Théoréme, v étant arbitraire dans Hl(Q), (13a) et
(13b) sont valables VV!EHL(Q) et ¥ ve HL(Q). =

Posons maintenant
(14) R(v) = g(=,v=v(v)p(*)).

L'opérateur v + R(v) est compact de H;(Q) dans Lq(Q), et, d'aprés une nouvelle
application de la régle sur la dérivation des fonctions composées, il est

Fréchet-différentiable dans HL(Q), sa différentielle étant donnée par :

R'(v)*dv = D,g(*,v=v(v)P(*))*(8v-p(+) x

(15)

X ! 'J S(v,v(V))ng(x,v—v(V)p(x))Gv dx.
Q

JQ $(v,9(7))D,g(x,v=y (V)0 (v)) 0 (v)dx
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Si 1'on pose

B(v,v) = J S(v,v)-ng(x,v~vp(x))p(x)dx,
Q

alors (15) peut s'édcrire

R'(2)+6v = Dyg (s, vy (p(x)+ { §v = mblds
(15

XJ S(v,v(v))-ng(x,v-v(v)p(x))év dx.
9]

Remarque 2.4 : Notons que le probléme (P) décrit dans 1.1 peut &tre formulé

de la maniére suivante :

Trouver ue H;(Q), tel que :
(R)
ZLu = R(u) dans Q.

Alors, si on appelle £ = §(v) 3 la solution (unique) de
£& = R(v) dans Q,
(16)

E=0surT,

(nous avons &(v) = T(v) et méme E(v) = T+(v) si v20 dans Q), (P) peut aussi

s'écrire de la fagon &quivalente

Trouver U(EH;(Q), tel que :

J() inf J(v), avec
(@ verl! (@)

J(v) = 3 a(v-E,v-E), et £ donné par (16).

Nous avons donc réduit (P) & un probléme de contrdle optimal, dont 1'état du
systéme est donné par la solution de (16), le contrdle est v, et la fonction
colt est : '

17) v > J(v) = 5 a(v-g,v-8), & = E(v).

Bof —
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La différentiabilité de R nous permettra d'en déduire celle de J, et nous

pourrons en particulier appliquer des méthodes de type gradient pour la

résolution de (Q).

Remarque 2.5 : Nous avons choisi dans la Remarque 2.4 la forme bilindaire

a(*,*) pour définir la norme dans HL(Q) qui mesure 1'&cart entre § et v.

D'autres normes peuvent aussi &tre choisies, et on obtient ainsi diffé-

rentes formulations du méme probléme. Par exemple, on peut poser

(18) J(w) = %J lv-EIde, g€ = &),
Q
ou
(19) J(v) = 17 JQIV(v-E)]de s E=E(W). =

Remarque 2.6 : La meilleure formulation au sens des moindres carrés pour

résoudre (R) sera la suivante

(20) inf ||-=CV+R(V)|| -1
ve Hcl) Q) H

Mais, si 1'on a introduit £ ¢ HL(Q), solution de (16), alors (20) prend la

forme

(21) inf |-2G-D)|| ., , & =EM.
veH(l)(Q) H  (Q)

Si 1'on explicite la valeurll-;ﬂ(v-&)” 1 , on obtient :
H (Q)

-2 ., = su 1= 2(v-8),¢>]
HO@  eH @ (o]l
¢ #°0 H ()

’

- ewp 2RO g2 g
H

ocH () ||o]| H; o) A

en ayant choisi la norme dans HL(Q)
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1/2 9 1/2
i, = 2e (][ a0 a0/,
H_(2) i,j=1 ' i o
équivalente 3 la norme standard
N 2
v W 1/2
oli= 3 | 13 a2
i=1 lq 9%
et ji-ll 4 étant la norme duale de ||° 1 . B
H () H ()

o

Remarque 2.7 : Tout ce qui a &té dit pour les cas N=2 et 3 peut aussi &tre

appliqué au cas général N<5, si 1l'on écrit dans (3g)

1 <px<+® (arbitraire), si N<2,

2.2. Le cas discret.

Sous les mémes hypoth&ses (3f) et (3g) qui ont été imposées sur la fonction

g dans 2.1, on peut aussi appliquer le Théoréme des Fonctions Implicites &

1'équation

O‘h(gh’vh) =T
dans un voisinage d'un point (Eg,vh(gﬁ)).
Nous pouvons écrire également (Ph) sous la forme équivalente :
m
Trouver QheiR tel que

(R,)
A-nCh = R-h(gh) s

-~ ' - - . . - .
ol 1l'opérateur Eh > Rh(ih) = bh(Eh,vh(Eh)) est continu et différentiable, et

sa différentielle est donnée par :

1 — ] ° t .
(22) R'(E) = (- groey) S St G D Tl

avec
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. fh(gh) le vecteur de composantes
. m .
f?l(ih) = Jgng(x,izlihwi-vh(ih)p(x»p(x)wj (x)dx,
C By (B () = (£ (8),5, (£ ,v, (E))) et

. Fh(gh) la matrice de composantes

. m .,
1 1
P& = JQng(x’izlEhwi‘vh<5h>p(X))Wi“jdx°

Remarque 2.8 : On peut procéder de fagon analogue avec le probléme (P;). .

3. — MONOTONIE

Dans cette Section nous allons appliquer les propriétés de monotonie de

1'opérateur v > R(v) de la Remarque 2.3 et obtenir ainsi des algorithmes

relatifs au probléme.

On rappelle qu'un espace de Banach E est dit partiellement ordonné s'il

existe une relation d'ordre partiel < entre ses &€léments qui vérifie :

1 - f€E, £20 = cf 20 pour ¢ >0 (réel)

2 - f],fz,gl,gzeE . fI 28,5 f22g2 =4 fl+f22g]+g2.
Soit E = HL(Q) XRI, avec l'ordre partiel :

e, = (vl,u]), e, = (vz,uz) €eE , ey Sez si et seulement si

"v1 (x) sz(x) p.p. dans @ et uzsu] (dans ]R‘)"
Définissons dans E l'opérateur
o)y (v,u) > N(v,1) = (S(v,W),Vv(V)).

Nous pouvons écrire N = N1+N2, avec
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N, (v,u) = (S(v,u),0) et Ny(v,u) = (0,v(v)).

Nous avons le résultat suivant :

Proposition 3.1 : L'opérateur N et les opérateurs N1 et N2 sont compacts de E

dans lui-mé€me. De plus, Nl est 'isotone (e1 < e, = N](el) < N](ez)), tandis

que N, est antitone (e, < ezéNz(el) < Ny(ey)).

Démonstration :

La compacité des trois opérateurs N, N] et N, est triviale, compte tenu de

la compacité de 1'opérateur

(v,1) =+ S(v,u)

de E (muni de la structure de Banach naturelle) dans H(I)(Q).

D'autre part, si e, = (vl ,ul), ez(vz,uz) et
vy sz p.p. dans §,
QD)

Hy2Hy

alors

g(x,v]-u]p(X))fég(x,vz-uzo(X))

p.p. dans {, d'ol d'aprés le Principe du Maximum,

S(vl,ul) SS(vz,uz) p.p. dans Q.

Cela entraine l'isotonie de N,. Par ailleurs, si avec les conditions (1) on a

1
\)(vl) >\)(v2), alors

3
]

= JQS(VI,v(vl))'g(x,vl-v(vl)p(X))dx <

A

JQS(stV(VZ))‘g(x,vz-v(vz)p(X))dx = n,

et donc il y a contradiction. On a aussi 1'antitonie de NZ’ d'ol le résultat. =
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Nous allons maintenant appliquer le résultat suivant, dont la démonstration

est donnée dans Collatz [1] :

Théoréme 3.1 : On considére 1'équation

(2) N(e)

0]
]

dans un espace de Banach partiellement ordonnd E, ot N peut étre &crit comme

la somme des deux opérateurs Nl (isotone) EE.NZ (antitone) ; on suppose que

Nl et N2 sont continus et définis dans un domaine convexe D. Nous considérons

les itérations :

(13
|

n+l Nl(en) * NZ(fn)
(3) n=0,1,2,...

fn+l Nl(fn) + Nz(en)

a4 partir des éléments eo,foelD.

Supposons que les &léments eo’fo’el’fl vérifient

(4) e se, <f <f .

Alors l'opérateur N applique chaque M = [en,fn] dans lui-méme.

Si Bodr un n20, N(Mn)'est compact, alors 1l'@quation (2) a une solution e qui

en outre vérifie :

Notons que 1'é&quation
(5) (u,V) = N(u,v) = (S(u,V),v(u))

q'est qu'une nouvelle formulation de (P) lorsqu'on considére 1'opérateur N de 0.

. . o o_ o o
Nous choisissons alors (vo,vo) gE_(wo,u ) dans E tels que v 2w et v ;:uo, et

nous itérons 3 partir des relations

n_n

SRRV IS LN WA

’

n=0,1,2,... ,

n+l 'n+l)

W u N, N, (v, 07
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c'est-a-dire :
Vo 5P L, v SC)
Wn+l - S(wn,un) , un+1 - \)(Vn)
Les inégalités (4) s'écriront ici :
{(4") vosvlsw]swo ,vozvlzulzuo .

. o (o] . . . .
Si on peut choisir (v°,v°) et (W.o,uo) tels que (4') soit vrai, il existera

une solution (u, ) de (5) (et donc de (P)) telle que

n n n n
vV £usw sV 2v2u, n=0,1,2,... .

4. - QUELQUES CAS TYPIQUES.

4.1. Le cas g(x,8) = A(s-t(x)),.

Nous allons maintenant supposer que la fonction g est de la forme :
Alx-t(x)), si s-t(x)>0, A>0,
(]) g(XQS) =

0, si s-t(x) <0,

ou t(x) est une fonction continue dans Q qui prend des valeurs >0 dans .

Nous pourrons donc &crire
(2) g(x,s) = M(x-t(x)) = )\(s-t(x))_'_ y A>0,
pour XeQ ’ seRl.

I1 est clair que la fonction g vérifie les conditions (3a)-(3e) de 1.1, avec
8q = 0, 1 <p<%ﬁ—% arbitraire et Qo = Q). Pourtant, pour chaque x¢{, la fonction
s > g(x,s) n'est pas différentiable. Nous ne pourrons donc pas appliquer les

résultats de la Section 2 dans ce cas.
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Pour lever cette difficulté nous approcherons le probléme (P) correspondant

4 la fonction (1) pour d'autres problémes dont les conditions (3f) et (3g)

seront vérifiées.

Nous procéderons comme suit :

Soit €> 0 ; posons

0, si s<-£ ,
£ (s) = (s+€)2/(4€) , si €<s<e ,
s, si s>€.

Soit

g (x,8) = M_(x-t(x)), xefl , seR'.

Alors la fonction 8¢ vérifie les hypothéses (3f) et (3g) de 2.1. En effet,

pour tout x€§, la fonction s ~ ge(x,s) est différentiable, et sa dérivée,

la fonction

0, si s=t(x)<-€ ,
A s—t(x)+€
2€

A, si s=t(x) >¢€,

(3) s > D,g(x,s) = » si -€<s-t(x) <€,

est continue. D'autre part, pour tout s EJRl , la fonction x - ng(x,s) est

intégrable de § dans ]RI .

Enfin, notons que pour s >€ + sup t(x) la fonction (3) est constante, ¥x e 2.

cela implique (3g). xell

La fonction g vérifie également les hypothéses (3a)-(3e) de (1.1). Donec,

il est possible de considérer pour chaque € >0 le probléme correspondant

Trouver u eHz(Q) et v e]Rl, satisfaisant :

®.) £u€- = ge(x,ue-\)ep(x)) dans 9,

u, = 0 sur T,

a(ue,ue) =T.
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Compte tenu de la relation a(ue,ue) =n , ¥€>0, il existe u e H:)(Q),
\)*eR] tels que, pour une sous-suite (ue.) (généralisée) de (us)€>0 s

nous avons

U + u* dans H:)(Q)-faible et dans qu(Q)
(4)
Ve + V¥ (dans Rl).
Alors
g ™ v 0 () =g 1 (*yu_ v 0 NI <
€ €' g 19@)
(5) < lleC 0" )= u v P ()] +

L4@)

+llg(°,u€.-v€.p(-))-g€(°,ue.-ve.o(-))lqu(Q

Mais (4) entraine que le premier terme de ce dernier membre tend vers O

lorsque €' > 0. D'autre part, le fait que
g(x,u 1 (%) =V 1P(x)) =g+ (X,u 4 () =V 4P (%)) > O

p.p. dans Q, ¥€' , et le caractére d'application bornée des opérateurs

v>g ,(*,v), de PYQ) dans Lq(Q), ainsi que les inégalités
€
0, si s=-t(x) <-1,
ge(x,s)sh(x,s) = { N 2(s~t(x))+1] , si |s—t(x)| <1,

A(s-t(x)), si s-t(x)>1,

pour €<1, entrainent, d'aprés l'application du Théoréme de Lebesgue, la

convergence du second membre de (5) vers zéro ; c'est-d-dire,
g1 (*5ug 1=V, 0(*)) ~ g(*,u =V p(*)) dans LU,

lorsque €' + 0.
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Alors, d'aprés l'estimation dans Lq(Q), les fonctions u_, convergent dans

€

*
Wz’q(Q) vers la solution v du probléme

Zv* = g(x,v*-V*p(x)) dans Q,

*
v =0sur .

* *
Selon (4'), v = u* p.p. dans §, et donc la convergence des u., vers u
est dans Wz’q(ﬂ). Cela entralne aussi
* . *
V= lim v, = V),
e'>0

d'ou u" est solution de ®.

Le probléme (P) considéré peut donc &tre approché par des problémes dont le

second membre est différentiable.

Remarque 4.1 : Noter que si les u. les solutions respectives des (Pe)’
alors 1l'ensemble {u€|€:>0} est borné dans Lm(Q), car il est borné dans
wod). =

4,2, Le cas limite (fonction de Heaviside).

Soit maintenant g(x,s) = Ah(x-t(x)), A >0, avec

1, si >0,
h(s) =
0, si s<0,

(définie p.p. dans R} ; is s'agit de la fonction de Heaviside dont la dérivée

. . . I . - . .
au sens des distributions sur R est la masse de Dirac 3 l'origine).

D'une fagon analogue 3 4.1, nous pouvons associer & chaque €>0 la fonction

0, si s<-¢
2 2 .
(s+€)7/(2e”) , si =-€ < s<0,

he(®) =3 _(s-e)?/(2e?) +1, si Os<s<e,

1, si s>¢,

pour construire
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ge(x,s) = )\he(s—t(x)), xeQ , s's]Rl .
et considérer le probléme correspondant

Trouver u_ e HZ(Q) gg_v€<:R}, satisfaisant

ihe = ge(x,ue—vep(x)) dans €,

(P )

u =0sur T,
E —
a(us,ue) =T.
Maintenant les fonctions 8 vérifient les hypothéses (3a), (3b), (3d), (3f)

et (3g), et nous avons, au moins pour une sous-suite (ue,), la convergence

* . ~ . . .
vers u , solution du probléme correspondant (P), si ces solutions existent.

Remarque 4.2 : Il est clair que dans ce cas l'existence de solutions de (P)

n'est pas assurée, car la fonction g ne vérifie pas (3c). On peut donner
des exemples pour lesquels il n'y a pas de solution. Pourtant, sous certaines
hypothéses supplémentaires pour les données {2, A et T}, on peut obtenir quelques

résultats d'existence (pour détails, voir Berestycki [3]).®

Remarque 4.3 : Si on peut démontrer que les problémes (P) et (PE)’ €>0, ont

des solutions, on peut (comme dans 4.1) "régulariser" (P), de sorte qu'on
pourra aprés appliquer les résultats de la Section 2. Pourtant, dans ce cas
particulier, la forme spéciale de D,g peut apporter certaines difficultés

supplémentaires. ®
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