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Résumeé

Nous caractérisons les conditions daus lesquelles un processus markovien absorbant
(2 temps discret ou continu) d’espace d’état fini, peut ¢étre transformé en un nouvecau
processus, dit agrégé, qui soit cncore markovien mais dont les états sont les classes d’unc
partition donnée de 'espace d’¢tat originel. Pour cela, la notion pertinente cst la distribu-
tion quasi-stationnaire associcc aux processus absorbants étudiés ici. Elle permet d’établir
un lien explicite avec le cas irréductible traité dans [5). Nous sommes alors en mesure de
calculer I’ensemble de toutcs les distributions initiales du processus originel conduisant a
un processus agrégé markovien au moyen d’un algorithme fini. Eunfin, il est montré que
I’étude d’un processus a temps continu se ramene a celle d’une chaine a temps discret en
utilisant la technique d’unitformisation.

Mots clés: Processus dc Markov, Agrégation faible, Distribution Quasi-Stationnaire,
Uniformisation.

Weak Lumpability of Absorbing Markov Processes

Abstract

We characterize the conditions under which an absorbing markovian finite process (in
discrete or continuous time) can be transformed into a new aggregated process, conscr-
ving the markovian property, whosce states arc clements of a given partition of the original
state space. To obtain this characterization, the suitable notion is the quasi-stationary
distribution associated with absorbing processcs. It allows the absorbing case to be rcla-
ted to the irreducible one. We arc able to calculate the set of all initial distributions of
the starting model leading to an aggregated homogencous Markov process by mcans of a
finite algorithm. Finally, it is shown that the continuous time casc can always be reduced
to the discrete onc using the uniformization technique.

Keywords: Markov Processes, Weak Lumpability, Quasi-Stationary Distribution, Uni-
formization.
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1 Introduction

Depuis fort longtemps, de nombreux chercheurs se sont intéressés aux transformations
fonctionnelles de processus de Markov. Une des raisons essentielles est qu’elles corres-
pondent souvent a la seule “réponse” observable ou d’intérét d’un systéme caractérisé
(ou modélisé) par une évolution markovienne. La fonctionnelle étudiée ici, consiste pour
P’utilisateur & ne se préoccuper (ou ne disposer) que de 'information fournie par des agré-
gats d’états du modéle initial de son systéme. Ainsi le processus d’intérét est le processus
dit agrégé, dont I’espace d’état est constitué de classes d’états du modele originel. Il est
alors trés intéressant, pour conserver toute la puissance des outils d’analyse des proces-
sus de Markov, de pouvoir affirmer si le processus transformé est encore markovien. Des
conditions nécessaires et suffisantes ont été obtenues par Kemeny et Snell [3], Rubino et
Sericola [5],[6],[7] pour des processus irréductibles. Ce rapport propose de telles caractéri-
sations pour des processus absorbants, modéles que ’on rencontre par exemple pour des
systemes a durée de vie finie. Il se décompose de la facon suivante. La Section 2 intro-
duit toutes les notations utilisées dans les sections suivantes, de méme que la définition
formelle du processus agrégé. La Section 3 présente en détail la notion de distribution
quasi-stationnaire associée aux processus étudiés ici. Les deux résultats énoncés donnent
une interprétation asymptotique bien connue de cette distribution. Cependant elle a été
précisée pour les chaines périodiques et les preuves sont & notre connaissance originales.
La Section 4 est dévolue aux processus markoviens évoluant en temps discret. Elle apporte
une condition nécessaire et suffisante pour obtenir un processus agrégé markovien. Nous
montrons également que la distribution quasi-stationnaire fait toujours partie des vecteurs
de probabilités initiales du processus originel conduisant a un agrégé markovien. Enfin on
met en évidence un lien entre le cas absorbant et irréductible permettant d’utiliser ’algo-
rithme fini de [6]. Cette construction est illustrée sur un exemple. Finalement, le résultat
principal de la Section 5 établit que le cas des processus évoluant en temps continu se
réduit a celui des chaines a temps discret grice a la technique d’uniformisation.

2 Notations et définitions

Cette Section introduit les principales notations et des lemmes préliminaires. On considére
un processus markovien homogene absorbant X, a temps discret ou continu. On supposera
que ce processus ne possede qu'un unique état absorbant, ceci sans aucune perte de
généralité comme on le verra dans la Section 4.

o L’espace d’état est fini et noté £ = {1,2,...,N}.

e On note B = {B(0),B(1), B(2),..., B(M)} une partition quelconque de ’espace
d’état E ou B(0) ne contient que 1’état absorbant du processus noté 1. Le cardinal
de la classe B(!) est noté n(l). Pour plus de clarté, on suppose les états de E ordonnés



de la facon suivante:

B(0) = {1},
B(1) = {n(0)+1, ..., n(0) + n(1)},

B(l) = {n(0)+ -+ +n(l-1)+1, ..., n(0)+ ---+n()},

B(M) = {n(0)+ --- +n(M -1)+1, ..., N}.

e On suppose que ’ensemble T des états transitoires du processus forme une classe
irréductible et ouverte. Cette derniére propriété signifie simplement qu’il existe au
moins un état j € T communiquant avec 1’état absorbant 1.

e Au processus X, on associe le processus stochastique agrégé Y sur 1’espace d’état

F ={0,1,2,..., M}, défini par :

Y, =1 <= X; € B(l) pour tout t.

e Par convention, tous les vecteurs utilisés sont des vecteurs lignes. Les vecteurs co-
lonnes seront représentés par ’opérateur (.)*. Si v est un vecteur, la notation v > 0
indique que toutes ses composantes sont strictement positives. Le vecteur ¢; sym-
bolise le i¥™¢ vecteur de la base canonique de IR". Un vecteur dont toutes les com-
posantes sont égales a4 1 sera noté simplement 1, sa dimension étant définie par
le contexte. Une convention similaire est adoptée pour le vecteur dont toutes les
composantes sont nulles. La matrice diagonale de terme diagonal générique u(1)
sera notée diag(v). Sa dimension sera définie par le contexte, de méme que pour la
matrice identité qui est notée 1.

¢ On notera A I'ensemble des vecteurs de probabilité de dimension N et AT le sous-
ensemble de A constitué des distributions de probabilité de support T, i.e. AT =

{a € A/ Tier a(i) =1}.

e On rencontrera constamment des égalités de la forme P, (f(X)) = P,(g9(X)), ou
X est une famille de chaines de Markov de probabilités de transition fixées. La
partie gauche (resp. droite) de I’égalité représente alors la probabilité de I’événement
f(X) (resp. g(X)) pour ’élément de la famille de chaines de Markov spécifié par la
distribution initiale u (resp. v) (avec u,v € A).

» Pour tout I € F, ap) note la restriction de & a la classe B(l). Ce vecteur ligne a
pour dimension n(l) et sa k*™° composante est la (n(0) + --+ + n(l — 1) + k)%me
composante de a. On a ainsi définit ’opérateur linéaire

R: A— [0,1]"(1)

«a — aB(l).
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Cette définition sera également utilisée pour la restriction de a € A a tout sous-
ensemble d’états de E.

Réciproquement, a tout vecteur de probabilité 3 de dimension n(l), on peut associer
le vecteur Rj*.f = v € A, avec 7(1) = 0si i ¢ B(l) et v(z) = B(: — ) si i € B()
et j =n(0)+---+ n(l —1). La encore, cette construction pourra étre utilisée pour
plonger tout vecteur de probabilité de dimension inférieure a N dans A.

e Pour a € A et B € B, on notera o® le vecteur de A défini par

a(1) .
. —— 511 € B,
QB(’) = EjeB O‘(J)
0 sinon.

Son existence est conditionnée par la relation agl* # 0.
Les propriétés suivantes sont énoncées sans preuve.

Lemme 2.1 [6]
1. Tout élément o € A s’écrit de maniére unique comme combinaison conveze des «
lorsqu’ils sont définis. C’est a dire:

o = Z 03(1)1'08(1)
leF,
agq) # 0

2. Soitl € F, 2y, ..., 2, n vecteurs de A, Ay, ..., A, n réels positifs tels que Y7, A, =1
et K une constante positive quelconque, alors

- 0 (e 20 Ai(zi)p)l” B(i
(k)= (£re)"= £ Rt
=1 =1 1/1 S i —<_ n, =1 7J\*J 0]
(zi)By # 0

B(l)

n

B(l) n
lorsque (Z z\;zg) est défini, c’est a dire lorsque (Z /\,‘I;) # 0.
B()

1=1 =1

3 Distribution quasi-stationnaire

La notion de distribution quasi-stationnaire pour les processus markoviens absorbants a
été développée par Darroch et Seneta [1},{2],[9]. Ce vecteur de probabilité est I’analogue
pour une matrice sous-stochastique irréductible, du vecteur de probabilité stationnaire
associé a une matrice stochastique irréductible. Cette distribution jouera le méme réle que
le vecteur de probabilité stationnaire dans ’agrégation des chaines de Markov homogenes
irréductibles. Nous allons d’abord traiter le cas du temps discret puis le cas du temps
continu.



3.1 Cas discret

La matrice de transition P de la chaine peut étre décomposée de la fagon suivante

1]o0
Pz(f Q)'

De méme, le vecteur de la distribution initiale peut s’exprimer sous la forme a = (ay;}, 7).

L’hypothese d’irréductibilité de la classe T entraine I'irréductibilité de la matrice Q.
Nous pouvons alors appliquer le théoréme de Perron-Frobenius [9, Th.1.5,page 22] a la
matrice sous-stochastique Q. Il assure ’existence d’une unique valeur propre réelle p, stric-
tement positive et majorant en module toutes les autres valeurs propres de la matrice Q.
Elle est appellée rayon spectral de la matrice Q. Ce théoréme établit également 1'existence
d’un unique vecteur de probabilité v > 0 (resp. w* > 0), vecteur propre a gauche (resp.
vecteur propre & droite) associé a p de la matrice Q.

Pour tout n € IN*, nous définissons alors le vecteur de probabilité =, sur T suivant

e si () est apériodique:

N deéf . arQ”e;”
= P, {X,=3lX = =2, 1
7a(7) (X=X, eT) = g 1)
e si @ est périodique:

E aTerkeJ" .

() ¥ Bl our=-. (2)
E aTerkl. p
k=1

Nous allons étudier le comportement des distributions (1),(2) quand n devient grand.
Pour cela nous nous ramenons a ’étude de ces limites lorsque Q est remplacée par une
certaine matrice stochastique Q. En effet, si nous posons

9= wew (3

avec W = diag(w), cette matrice Q est positive, stochastique et possede la méme topologie
de 0 que Q. Elle est donc irréductible, apériodique (resp. périodique) si et seulement si
la matrice @ est irréductible, apériodique (resp. périodique). Nous sommes en mesure
d’établir le résultat énoncé dans [1] pour une matrice Q apériodique et démontré en
utilisant les propriétés spectrales de cette matrice. Ici, grace 4 la matrice Q définie en
(3), nous allons nous appuyer sur les théorémes classiques décrivant le comportement
asymptotique des chaines de Markov.
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Théoréme 3.1 Si la matrice positive Q est irréductible alors pour toute distribution ini-
tiale a € A et pour tout j € T nous avons

lim  7a() = (i) >0,

ou v est Punique vecteur de probabilité solution de vQ = pv avec p rayon spectral de Q.
Cette limite est indépendante de la distribution initiale a et est appellée la distribution
quasi-stationnaire de la chaine de Markov absorbante X.

Démonstration. La matrice Q définie en (3) est irréductible par hypothése sur Q. Elle
admet donc un unique vecteur de probabilité invariant 7. Alors pour tout a € Aetj €T
nous avons dans le cas ou @ est apériodique:

. : W@ Wl
lim 7,(j) = _lim S W11
n——0o0 n— 00 QT",Q w-11*

aTWI‘er"lej'
arWi1*zWw-11*

TWle,”
= >0
W1
Pour le cas périodique, un calcul analogue avec I’expression (2), conduit au méme vecteur

limite. Posons
W1

T AW

il est alors facile de vérifier que vQ = pv ou p est le rayon spectral de la matrice Q. Donc
v est 'unique vecteur propre a gauche de Q associé a p, strictement positif et tel que
v1* = 1. Enfin ce vecteur est bien indépendant de la distribution initiale a. ]

v

Le vecteur de probabilité v représente bien un régime stationnaire pour les distributions
(1) ou (2), dans le sens ou si la distribution initiale de la chaine vaut (0,v), nous avons
alors pour tout n € IN* et Q apériodique (le cas périodique est analogue),

. th+lejn pineju
it = —_— = ——— car v = pVv
n+1(7) AyoTrrE pavoeE ( Q@ = pv)
= Tn(J)
pnvej‘ )
= = 9 .
[ ()

C’est a dire:
Yn e IN*, m.41(7) = 7a(j) = v(5).

9



En résumé, pour une chaine de Markov homogéne absorbante avec un ensemble des
états transitoires formant une classe irréductible, 7, converge vers une distribution de
probabilité v indépendamment de la distribution initiale a. Ce vecteur v > 0 est I'unique
vecteur de probabilité solution de vQ = pv.

3.2 Cas continu

Comme pour le cas discret, nous décomposons la matrice des taux de transition A du

processus de Markov en
0|0
a= (2 ) .

Les hypothéses sur la classe T se traduisent par le fait que g # 0 et que G est une matrice
irréductible. Le semi-groupe des probabilités de transitions est donnée par P, = e*'.
Notons Q; la matrice e%* obtenue en suprimant la premieére ligne et la premiére colonne

de P;. Nous définissons alors le vecteur de probabilité

arQre;”
ar@l*’

La matrice irréductible G est telle que G(i,j) = 0 pour i # j. Nous pouvons alors utiliser
le résultat de [9, Th. 2.6, page 46]. 1l établit 'existence pour cette matrice, d’une valeur
propre p réelle, simple, auquelle est associée un unique vecteur propre v > 0 a gauche (resp
w* > 0 a droite). Cette valeur propre, la encore nommée rayon spectral de la matrice G,
est telle que p > Re()), ou A est une valeur propre (éventuellement complexe) distincte
de p et de partie réelle notée Re()).

Posons

() ¥ PuX =j/X.€T) = (4)

G=WYG-p)W ou W = diag(w). (5)

Il est simple de vérifier que la matrice G posséde la méme topologie de 0 que G, que
G(i,7) > 0 pour i # j et quelle satisfait G1* = 0. Elle est ainsi irréductible si et
seulement si G est irréductible. Nous pouvons démontrer ’analogue du Théoreme 3.1
pour les processus a temps continu, en utilisant les propriétés asymptotiques de la famille
de processus markoviens irréductibles de générateur G.

Théoréme 3.2 (2] Si la matrice G est irréductible, alors pour toute loi initiale a € A et
pour tout j € T ‘

tlir-?oo m(j) = v(j) >0,

ou v est lunique vecteur de probabilité solution de vG = pv avec p le rayon spectral
de la matrice G. Cette limite est indépendante de aet est appellée la distribution quasi-
stationnaire du processus de Markov absorbant X .

10
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Démonstration. La matrice G définie en (5) permet d’écrire Q sous la forme
Qi =eSt=e"WeSt W,
Nous savons que G admet un unique vecteur de probabilité stationnaire = tel que
t__lilllooeat = 1*r, avec nG=0etnl°=1.

Alors pour tout o € A et pour tout 3 € T nous avons

aTWeE'W‘lej'
lim m(5) =

1mn Gtyr/—1q+
t—too t—+o0 qrWe""W™'1

QTWI'wW“lej'
arW1*zW™11*

wW'leJ-'
—ie >0
nW='1*
La encore, on vérifie aisément que le vecteur de probabilité
nW-! S
2= =
nW-11*

est I'unique vecteur propre a gauche associé au rayon spectral p de la matrice G, stric- -
tement positif tel que z1* = 1. Enfin ce vecteur est bien indépendant de la distribution
initiale o. m]

0,

On peut faire la méme remarque qu’en fin de section précédente, concernant le role de
la distribution quasi-stationnaire pour le vecteur 7; défini en (4).

4 Agrégation forte et faible dans le cas discret

4.1 Résultats préliminaires

Soit X = (Xn)n>o0 une chaine de Markov homogene sur I’espace d’état E. On suppose
que la partition B est fixée. X est donnée par sa matrice des probabilités de transition P
et par sa distribution de probabilité initiale a. On notera (o, P) cette chaine de Markov
lorsque ce sera nécessaire. Les éléments de P seront notés P(i,j). On notera agr(a, P, B)
la chaine agrégée construite par rapport a la partition B a partir de (a, P).

On considerera souvent la famille de toutes les chaines de Markov sur ’espace d’état
E possédant la méme matrice des probabilités de transition P. Cette famille sera notée
(.,P). En général, la distribution de probabilité initiale figurera en indice de la mesure
de probabilité. Par exemple, IP.(X, € B) représente la probabilité qu’aprés n transitions,
la chaine de Markov (a, P) se trouve dans I’un des états du sous-ensemble B de E.

11



On notera P(i,B) la probabilité de passer en une transition de I’état : a 'un des
états du sous-ensemble B de E, c'est a dire, P(i,B) = ¥;cp P(i,7). Si 'on considere la
décomposition par blocs de la matrice P relativement a la partition B, alors on notera
Pp(i)B(;) le bloc n(?) x n(j) correspondant aux transitions de B(z) vers B(j).

Définition 4.1 Une suite (Co,Cy,...,C;) de sous-ensembles de E sera dite possible pour
la distribution initiale o si IPo(Xo € Co, X; € Ch,...,X; € C;) > 0. En particulier, si
B € B, (B) est une suite possible pour a ssi ag # 0.

Ainsi la suite (Co,Cy,...,C;) est possible pour a, si la probabilité pour que la chaine
(a, P) se trouve aux instants 0,1,2,...,j dans les sous-ensembles (Co, Cy,...,C;) n’est
pas nulle. Une remarque immédiate est que si cette suite contient la classe absorbante B(0)
alors elle devient stationnaire de terme général égal a B(0). Donc toute suite possible se
terminant par un élément de B distinct de B(0) ne contient pas B(0).

Définition 4.2 Soit a € A et (Co,Cy,.:.,C;) une suite d’éléments de B possible pour
a, on définit le vecteur f(a,Co,C4,...,C;) € A récursivement par:

f(a,C) = af
f(a,CO)Clv""Ck) = (f(a’CO»Cls-°-aCk—1)P)Ck~

Par exemple, f(a, B,C,D) = ((«BP)°P)P.
Nous aurons parfois a utiliser simultanément des fonctions f construites a partir de ma-
trices des probabilités de transition distinctes. Dans ce cas, la matrice invoquée sera placée
en indice de la fonction f correspondante.

Nous rappelons les propriétés suivantes valables pour une chaine de Markov homogene
quelconque.

Lemme 4.3 [7] Pour tout k > 0 on a
Po(Xn41 € B/ X, €C,, ..., Xp_k € Co_i) = Pg(Xy € B) pourtoutn >k

ot B = f(aP™*,C._y, ...,C.).

Pour k = n, le vecteur 8 = f(a, Co,Cy,...,Cyp) est la distribution de X,, sachant {X; €
Co, ..., Xn € C,}. C’est a dire:

B(t) =Pu(Xn=1/Xo € Co, ..., Xn € C,)
Enfin le dernier résultat de cette section est un lemme technique.

Lemme 4.4 [8] La fonction v — Py(X; € B/X;_, € Cj_1, ..., Xj_x € Cj_) pour
7y ky Ci—1y ..., Cji, B fizés, est continue sur {v € A tel que (Cj—k,...,Cj_1) est possible
pour v}. ’

12



4.2 Caractérisation ponctuelle

Nous analysons maintenant le processus Y = agr(a, P,B). Pour tout B € B, on notera
A(a, B) le sous-ensemble de A constitué par les distributions de probabilité de la forme
f(a,Cy,...,Cj, B), cest a dire:

A(a, B) d——é-f{ B € A/ 3j > 0 et une suite (Cy,...,C;, B) possible pour a,
réduite a (B) si j = 0, tels que 8 = f(e,Ch,...,C;, B) }.

11 est facile de vérifier que pour tout a € A telle que arl* # 0 et pour tout B € B,
I’ensemble A(a, B) n’est pas vide; c’est une conséquence de P'irréductibilité de Y sur
F \ {0} et du fait que T est ouverte. La méme démarche que [6, Th 2.2] conduit & une
condition nécessaire et suffisante pour que Y soit une chaine de Markov homogene, apres
avoir remarqué que toute suite possible poura, de dernier élément B(l) avec I # 0, ne
contient jamais B(0) et que pour tout 8 € A(a, B(0))

IPs(X; € B(m))=0pour m#0 et IPg(X, € B(0))=1.

Théoréme 4.5 La chaine Y = agr(a, P,B) est une chaine de Markov homogéne si et
seulement si VI € F\ {0},Vm € F, la probabilité IP3(X, € B(m)) a la méme valeur pour
tout B € A(a, B(l)). Cette valeur commune est la probabilité de transition de l'état | vers
l’état m pour la chaine Y.

Remarque. Pour ’étude de ’agrégation des chaines absorbantes, il est équivalent de
considérer les chaines avec une classe B(0) ne contenant qu'un seul état absorbant. En
effet, si X = (o, P) posséde 1,2,...,n(0) (avec n(0) > 1 ) comme états absorbants, on
peut construire un nouveau processus X’ = (a', P') ne contenant qu’un seul état absorbant
noté 1, possédant la méme classe des états transitoires (renumérotés de 2 a NV — n(0) dans
X') et tel que pour ¢,5 =2,...,N —n(0) +1,

P’(Z,]) = P(n(O)—1+1,n(0)-—1+]),
P'(3,1) = P(n(0) -1+ j,B(0)),
P(1,j) = { Ossig#1

1 autrement,
(i) = o(n(0) —1+1),
C!’(l) = 03(0)1‘.
La partition B’ pour X' se déduit directement de la partition induite par B sur le sous-
ensemble T'. On peut alors montrer que X et X’ sont équivalents au sens de I’agrégation,
i.e. agr(a, P, B) est markovien dés que ’agrégé de X' I’est. Pour cela, il suffit de voir que

Vi#0,Y8 = fp(a,Co,...,Ci,B(l)),Ym € F,
Ps(X: € B(m)) = Ps(X| € B'(m))  ou 6= fp (',C),...,CLB(1)).

L’existence de chaines de Markov satisfaisant le Théoréme 4.5 se déduit de leur exis-
tence dans le cas irréductible [3] avec le corollaire suivant.
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Corollaire 4.6 Soit une chaine de Markov homogéne (a, P) irréductible dont la chaine
agrégée selon une partition B est markovienne. Supposons qu’il existe un élément B de
cette partition tel que E \ B forme une classe irréductible. Alors, la chaine de Markov
absorbante déduite de (a, P) en rendant les états de B absorbants, i.e. en modifiant la
matrice P par: Vi € B, P(i,j) =0Vj€ E\ B et P(i,i) = 1, posséde une chaine agrégeée
selon B, markovienne.

4.3 Etude des distributions initiales

Nous allons maintenant étudier de facon générale I’ensemble des distributions initiales a
conduisant & une chaine de Markov homogéne pour Y = agr(e, P, B). Nous noterons cet
ensemble Ay, C’est a dire

Ay ¥ {a € A/ Y = agr(a, P,B) est une chaine de Markov homogéne}.

La encore, on aura a utiliser simultanément de tels ensembles générés par différentes
familles de chaines de Markov. Dans ce cas, nous utiliserons la notation A (P) pour
I’ensemble associé a la famille (., P).

Nous pouvons adapter sans difficulté le Lemme 3.4 de [8] donnant les propriétés sui-
vantes de ’ensemble A 4.

Lemme 4.7 Si a € Ay alors aP? € Ay pour tout j € IN; si k est tel que apkl® #0
alors oB%) € Ap,.

Il n’est pas trés difficile de constater que pour étudier I’ensemble A4, il suffit de
considérer son sous-ensemble, noté .ATM, formé par les distributions sur E de support
I’ensemble T, ceci grace a 1’égalité suivante

Au=M{a} + AT, od Ar, A >0etdr+ ) =1 (6)
Nous nous restreignons donc a I’étude de ’ensemble
AL = {a € AT/Y = agr(a, P, B) est une chaine de Markov homogéne}.

Lemme 4.8 Soit r = 1/p avec p le rayon spectral de Q. Si o € AL, alors pour tout
n2>1:

n
aTQn Z QTrik
(0,——:) €AY, et |0,k=l— | € AL,
ar@"l ZOTQkal'
k=1

Démonstration. Par le Lemme 4.7 nous savons que aP™ € A pour tout n € IN. Mais
1’égalité (6) nous dit que ceci est équivalent & (aP™)T € AT,. Comme

n f1]0
d '(qn‘ Q")
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on a
aP" = (e + arq,”, ar@Q™). (7)

Et par définition nous obtenons finalement

(@P™)T = (0 —(?537—) = (0 kil )

, (aP™)p 1" ar@Qm1”

Maintenant, notons v, le vecteur suivant
n
Z arQ*r*
k=1
Irn
Z arQ*rk1*

k=1

™m=10

Par le Lemme 4.3, nous avons pour tout [ € F'\ {0} et m € F,
lp’rn(Xn-H € B(m)/Xn € B(l)’ Xn—l € Cn—ly .. -vXO € CO) = IP“/,’.(XI € B(m))

Of:‘ 7:; = f('Yna Co, ---y Cnuay B(I))

Si on note aj, le vecteur f((O,a—;%%;;) , Coy -++y Cac1, B(1)) alors o, = f(aP*, Co,...,
Cr-1, B(1)), et on montre que

K
! k
v, =E_ak
" k:lK

ou I(k = ——n—-l———— (aTrik)Co PCoC, e Pcn_,g(l)l' et K = Z I{k
ZQTriklt k=1
k=1
On obtient alors
K
o (X1 € B(m)) = 3 TPay (X € B(m)). (8)
k=1

P, (X, € B(m)) = IP,pr(Xasr € B(m)/ X, € B(l), ..., Xo € Cy)
= IPo(Xnsks1 € B(m)/Xnsk € B(I), ..., Xk € Co)
= IP.(X;11 € B(m)/X; € B(l))
Vj tel que IP,(X; € B(I)) > 0, puisque a € AZ,.

Finalement, pour tout j tel que IPo(X; € B(l)) >0on a avéc (8)
P, (X1 € B(m)) = Po(X;41 € B(m)/X; € B(1))

qui est donc constante sur A(7y,, B(!)). Ainsi, pour tout n > 1, 4, € AL, Q
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Théoréme 4.9 Si AL, # 0 et si P désigne la matrice de transition de la chaine de
Markov homogéne Y = agr(a, P, B) alors cette matrice P est la méme pour tout o € AL,
De plus, la distribution de probabilité quasi-stationnaire v associée a la classe des €tats
transitoires T est telle que (0,v) € AL,.

Démonstration. Soit a € AT tel que Y = agr(a, P,B) est une chaine de Markov
homogene (i.e. a € AL,). Désignons par P(l,m) la probabilité de transition de [ vers m
pour Y. On a alors pour tout ! # 0 et Vk tel que IP,(Xi € B(1)) > 0,

P(l,m) = IPu(Xi+1 € B(m)/X: € B(I))
= Ip(apk)a(l)(Xl € B(m))
= IP )B(x)(Xl € B(m)) par (7)

= apQk
(O’OTQIE!.

IP(O'O_;%%:_.) (X1 € B(m)/X, € B(1)).

Supposons d’abord que @ est apériodique. On a par le Lemme 4.8:

ar@*

AT 0, ———
@€ Am= (’aTQ"l‘

) € AL, pour tout k > 1.

Soit ko suffisament grand pour que Vk > ko, (arQ*)p()1* > O (un tel ko existe car Q
est irréductible et apériodique). En faisant tendre k vers 400 et grice au Lemme 4.4, on
obtient:

P(l,m) = IPp.)(X: € B(m)/Xo € B(1))

qui ne dépend pas de a.

Dans le cas périodique nous avons, toujours par le lemme 4.8:

ZQTrik

Vn>1 |0,-2=E—— | € AL,
ZQTriklt
k=1

n
Notons S, ce dernier vecteur. Soit ng suffisament grand pour que Vn > no, Z(arer" )B()
k=1
1* > 0 (un tel ngo existe car X est irréductible). Pour simplifier I’écriture, posons pour
k=1,...,n '
(arQ*r*)pu1"
Y= =% .
> (arQ*r*)py1®

k=1
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L’élément P(I,m) peut alors s’écrire de la fagon suivante:

P(l,m) = Z'ykﬁ(l,m) car ?'yk =1
k=1 =1
=T (g (6 € B Xee )
,_I_‘_.)
k:1<k<n, erq™
IP,(Xx € B(l)) >0
= 3 ’YklP(o argh )8(1)(X1 € B(m))
k:1<k<n, ‘arQF1®

P.(Xx € B(l)) >0

= Pr(X; € B(m))

£ \ B
oul = Z Yk (0,;%) .
k:1<k<n, T
Pa(Xi € B(I)) > 0

En utilisant le Lemme 2.1, T’ peut s’écrire:

n B(!)
> arQtr*
r— o = _ 3, B0,

ron

ZOTQ"T"I‘
k=1
On obtient finalement:
P(l,m) = Py (X, € B(m)/X, € B(l)).
En faisant tendre n vers +00 et toujours grace au Lemme 4.4, on obtient la encore
P(l,m) = P,)(X: € B(m)/Xo € B(l))
qui ne dépend pas de a. On tire de cette derniére expression que VI # 0, Vm € F,

P,m)= Y vPYG) P(i, B(m)). (9)

i€B(l)
0
Ainsi, si AY, # 0, la chaine Y = agr(a, P,B), pour a € A}, a pour matrice de
transition la matrice notée P, dont I’élément (I, m) est décrit par (9) et pour distribution

initiale @g (@), si g est la fonction

ar QB(O).I',QB(I).I‘, cooapm)1T ).
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Définition 4.10 On dira que la famille de chaines de Markov (., P) est faiblement agré-
geable selon la partition B si et seulement si ensemble A%, # 0.

Pour tout a € Apm, la chaine agrégée Y = agr(a, P,B) est une chaine de Markov homo-
géne de matrice des probabilités de transition P donnée dans le Théoréme 4.9.

Un cas particulier important est celui ou tout les @ € A donnent une chaine ¥ =
agr(a, P, B) homogeéne et markovienne. On dit alors que la famille (., P) est fortement
agrégeable ou agrégeable par rapport a la partition B. En utilisant le méme type d’argu-
ment que dans {3], on peut alors caractériser ces familles par

Théoréme 4.11 (., P) est fortement agrégeable selon la partition B si et seulement si
pour toute paire de sous-ensembles D, B € B, P(d, B) a la méme valeur pour toutd € D.
Cette valeur commune est la probabilité de transition de D vers B pour la chaine Y.

Remarque. Grice a la construction de la matrice P’ page 13 et 1’égalité (6), nous obte-
nons dans le cas ol le processus absorbant de matrice P admet n(0) > 1 états absorbants,

n(0)
Au(P) = 3 Mer+ Aoy REAL(P), (10)
=1
r(0)+1
avec \) > 0 et Z A= 1.
=1

4.4 Lien avec le cas irréductible

La matrice P des probabilités de transition peut s’écrire sous la forme

P=(u-bm'g)'

Nous pouvons alors construire la matrice P(*) suivante:

(u) _ 0 v
F ‘(U—QM'Q)

o v est le vecteur de probabilité quasi-stationnaire associé i P. Cette matrice P(*) est la
matrice des probabilités de transition d’une chaine de Markov irréductible.

Théoréme 4.12 Si Ay (P)) note Uensemble des distributions initiales o telles que Y =
agr(a, P, B) est markovien, nous avons

a € Au(P) <= a € Ap(PM).

De plus, pour tout I=1,...,M et m=0,...,M on a P(I,m) = PO(I,m).
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Démonstration. Nous rappelons que fp (resp. fpw)) représente la fonction f de la
Définition 4.2 lorsque P (resp. P(*)) est invoquée pour sa construction. De méme X (resp.
X') représente une chaine de Markov de matrice des probabilités de transition P (resp.
P,

Si a € Am(P™), nous avons par définition que pour tout [ = 0,..., M et pour tout

B = fpw(a,Co, ..., B(l))

Ps(X, € Bm))= 3 B(:)PM(, B(m)) = PO)(I,m), m=0,...,M. (11)
i€B(l)

Montrons alors que a € Ax(P). Par construction de la matrice P(*), nous avons les deux
assertions suivantes pour tout ! # 0:

fP(“)(a’COa---aB(I)). fp(a,Co,...,B(I)),
Vie B(l): PY(i,B(m)) = P(i,B(m)) pour tout m = 0,..., M,

d’ou pour tout m =0,..., M

Ps(X: € B(m)) = 3 B()P(i, B(m))

i€B(l)

= Y. BEPY, B(m))
i€B()
= PO(I,m).
La caractérisation du Théoréme 4.5 est ainsi satisfaite.
Inversement, supposons que a € Am(P). Si ! = 0: tout vecteur B’ = fpvy(a,Co,...,
B(l)) se réduit a e;. Auquel cas nous avons

eaP)gm.1° = Ugm).1* pour m # 0,

Ainsi cette probabilité est constante et ne dépend que de m. Elle est égale par définition
a P)(0,m).

Si 1l # 0: supposons d’abord que le vecteur B’ fasse intervenir au moins une fois la classe
B(0). Nous pouvons écrire ce vecteur sous la forme suivante:

ﬁ, = fp(u)(a,Co, cee ,Cj-],B(O),Cj+1, ceey C,,, B(I))

ol j est le plus grand entier compris entre 0 et n tel que la suite Cj44,...,Cn, B(I) ne
contienne pas B(0) (avec la convention que si j = n alors la suite est réduite a B(l)).
En utilisant la définition récursive 4.2 de la fonction f, B’ s’écrit encore

B = fpw (frm(e,Co,...,Cia, BO))PW, Cipa, ..., Cn, B(1)).

Comme B(0) est réduite & un seul état, on a fp(a,Co,...,Cj_1, B(0))PM) = (0,v).
Nous obtenons alors

B = few{(0,v),Cj41,...,Cn, B(1)).
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Mais dans la construction de ce dernier vecteur, seuls les coefficients de la matrice Q
interviennent. Ce qui permet de réécrire 3’ sous la forme

'8, = fP((O’ U), Cj+1s ceey Ca, B(I))
On en déduit alors que pour tout /' et m=0,..., M

= IP,(X; € B(m)) avecy= fp((0,v),Cj41,...,Cn, B(1))

Py (X; € B(m))

= P(l,m) car (0,v) € Am(P).
Enfin supposons que S’ ne contient pas B(0), alors le vecteur ' = fp(a, Co, ..., B(l)) car
seule la matrice @ intervient. On en déduit
Ps(X; € B(m)) = P(l,m).
Ce qui termine la démonstration. @]

Remarque. Il est simple de voir que le vecteur des probabilités stationnaires =’ de la
matrice P(*) peut s’écrire 7 = A(0,v) + (1 — A)e; avec A > 0. Ce qui nous donne direc-
tement avec (9) 1’égalité des probabilités de transition des chaines agrégées anoncée dans
le théoréme précédent.

Ce dernier théoréme nous permet d’utiliser directement I’algorithme fini obtenu dans [6]
pour les chaines de Markov irréductibles.

4.5 Exemple

Supposons que la chaine de Markov possede la matrice des probabilités de transition
suivante:

1 0 0 0 0| o
0 1 0 0 0 0
p_ | V12 11216 1/6 1/3 | 1/6
=1 1724 1/24| 3/8 1/4 1/6 | 1/8
1/24 1/24| 1/8 1/4 1/6 | 3/8
1/14 1/14 | 3/14 3/14 3/14 | 3/14

et soit B = {B(0), B(1), B(2)}, B(0) = {1,2}, B(1) = {3,4,5} et B(2) = {6}. Alors avec
la construction de la page 13, nous pouvons nous en tenir a étudier la chaine possédant
un seul état absorbant de matrice des probabilités de transition:

1 0 0 0 0
1/6 | 1/6 1/6 1/3 | 1/6
P=]1/12|3/8 1/4 1/6 | 1/8
1/12| 1/8 1/4 1/6 | 3/8
1/7 | 3/14 3/14 3/14 | 3/14
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La sous-matrice @ est donnée par

1/6 1/6 1/3  1/6
| 3/8 1/4 1/6 1/8
@=1 18 1/4 1/6 3/8
3/14 3/14 3/14 3/14

Nous calculons la distribution quasi-stationnaire associée & la sous-matrice Q: son rayon
spectral vaut 37/42 et le vecteur propre a gauche associé v = (1/4,1/4,1/4,1/4). Ce qui
nous donne vBM = (1/3,1/3,1/3,0) et vB® = (0,0,0,1). Nous pouvons alors construire
la matrice P"*) du Théoréme 4.12:

0 | 1/4 1/4 1/4| 1/4
1/6 | 1/6 1/6 1/3 [ 1/6
P®=11/12|3/8 1/4 1/6 | 1/8
1/12 | 1/8 1/4 1/6 | 3/8
1/7 | 3/14 3/14 3/14 | 3/14

En appliquant I’algorithme donné dans [6], on obtient les sommets du polyédre A (P'™) =
Am(P)
(1,0,0,0,0),(0,1/3,1/3,1/3,0),(0,0,0,0,1).

Pour la matrice P initiale, grace a la relation (10), A (P) est le polyédre convexe défini
par les quatre sommets

(1,0,0,0,0,0),(0,1,0,0,0,0), (0,0,1/3,1/3,1/3,0),(0,0,0,0,0,1).

Suivant le Théoréme 4.12 et (9), la matrice de transition P associée aux différentes chaines
agrégées markovienne issues de A (P) est

1 0 0
P=\]1/9 2/3 2/9
(1/7 9/14 3/14

5 Agrégation forte et faible dans le cas continu

Soit X = (Xi)r>0 un processus markovien homogene absorbant d’espace d’état E. On
désigne par A sa matrice des taux de transition. De méme que dans le cas discret,
(a, A) désigne le processus de Markov absorbant de distribution initiale a. La quan-
tité A(f, B(m)) désigne le taux de transition de I’état i vers la classe d’état B(m) i.e
A(t, B(m)) = £;ep(m) A(4,7)- La quantité e#!(i, B) représente la probabilité que le pro-
cessus soit dans le sous-ensemble B de E a l'instant ¢ sachant qu’il démarre dans 1’état ¢,
i.e e*(i, B) = Tjep (4, ).
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5.1 Caractérisation de 1’agrégation faible.

Nous allons suivre la méme démarche que dans le cas discret. Tout d’abord nous avons
I’analogue en temps continu des définitions et lemmes de la Section 4.1.

Définition 5.1 Une suite (Co, Ch,...,C;) de sous-ensembles de E sera dite possible pour
la distribution initiale a si pour tout 0 = tg < t; < -+ < tj, Py(Xy, € Co, Xy, €
Ciy..., Xy, € Cj) > 0. En particulier, si B € B, (B) est une suite possible pour a si
ap # 0.

Comme dans le cas discret, une remarque immédiate est que toute suite possible se ter-
minant par un élément de B distinct de B(0), ne contient jamais B(0).

Soit (Co, .. .,C;) une suite d’éléments de B. Soit A(C, ...,C;) ¥ {y € A/ la suite
(Co, ..., Cj) est possible pour v}. De la méme maniére que dans [5], on peut montrer que
A(Cy, ...,C;) est convexe.

Définition 5.2 Soita € A et (Co,Cy,...,C;) une suite d’éléments de B possible pour a,
on définit, pour tout 0 = t5 < t; < --- < i, le vecteur de probabilité h(a,(Co, o), (C1,11),
., (Cj,t;)) récursivement par:

h(aa (C,O)) = C
h(a, (Co, to), (Cl, tl)) = (h (CO, tO) A!;)C
et pourk > 2:

Cx
k(e,(Co,1),(C1,t1),...,(Ci,tx)) = (h(a,(Co,to (C1,t1),. ,(Ck_l,tk_l))eA(tk-tk—l))

Par exemple, h(a, (B,0),(C,t),(D,t;)) = ((aBeAh)CeA(tz-tx))D.

Le lemme suivant est a la base de tout ce qui suit.
Lemme 5.3 [5] Pour tout k > 0, on a:
Po(Xente € B/ X1,y € Cacky --y Xen € Co) = Py(X, € B) pour tout n > k
ot B = h(ae?n-* (Cn-i,0), ...,(Cn,t,)).
Le vecteur B représente la distribution de X, sachant que X, _, € Cp_y, ..., Xy, € Cy,.

Nous aurons également besoin du résultat de continuité suivant:

Lemme 5.4 [6] La fonction v — Py(X,; € B/X:,_, € Cjy, ..., Xy,_, € Cj_t) pour
)k, Cio1y - ,Cjeky, B, 0 <t < --- < t; fizés, est continue sur {v € A tel que
(Cj<ky---,Cj-1) est possible pour v}.

Comme nous 'avons fait dans le cas discret, nous allons étudier le processus ¥ =
agr(a, A, B). On notera par C{a, B) I’ensemble suivant:
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C(a, B) « {B € A/ 3j > 0 et une suite (Cy,...,Cj, B) pos-
sible pour a, réduite a2 (B) si j = 0, tels que
B = h(a) (01,0),(C2,t1), ---:(Cj’tj—l)y(B)tj))’ pour
tout 0 =1tp < t; < --- < ¢;.}

Cet ensemble est ’équivalent de ’ensemble A(a, B) dans le cas discret. Le théoreme
suivant est une adaptation directe du [5, Th. 4.11] en utilisant les mémes remarques que
dans Théoréme 4.5.

Théoréme 5.5 Le processus Y = agr(a, A,B) est un processus markovien homogéne si
et seulement si VI € F \ {0},m € F et Vt > 0, la probabilité IPs(X, € B(m)) a la méme
valeur pour tout f € C(a, B(l)). Cette valeur commune est la probabilité que le processus
Y soit dans l’état m a l’instant t sachant qu’il est dans l’état 1 a I’instant 0.

En fait, en suivant [5, Th. 4.12], on peut montrer le résultat suivant.

Théoréme 5.6 Le processus Y = agr(a, A,B) est un processus markovien homogéne si
et seulement si VI € F\ {0},m € F, la quantité ¥;cp) B(1)A(i, B(m)) est la méme pour
tout B € C(a, B(1)). Cette valeur commune est le tauz de transition de l’état | vers l’état
m pour Y lorsque l # m.

On notera Cy4 I’ensemble des distributions initiales a conduisant a un processus mar-
kovien homogene, c’est a dire:
déf . .
Cm = {a € A/Y = agr(a, A,B) est un processus markovien homogene}.

Soit C%; le sous-ensemble de Caq des distributions de support I’ensemble T, nous avons
une égalité du méme type que (6)

Cm=M{e}+ArCT, ol Ar,A > 0et A+ A = 1. (12)

En conservant la méme démarche que pour le cas discret et en décomposant la matrice A
comme dans la Section 3.2, on obtient le résultat suivant.

Lemme 5.7 Si a € Cyq alors pour tout s > 0:

aet* €C et 0 aTeGs ecT
M ’ areGs1* M

Démonstration. Soit a € Cxy. En utilisant le Lemme 5.3, il est simple de vérifier que:
Po(Xtny14s € B/ Xtn4s € Dy Xi 146 € Cacay ...y X, € Cp)
= Poeas( Xty € B/ Xy, € D, Xy, € Cneay --., Xo € Cp).

Par hypothese, la partie gauche de cette égalité est indépendante de n, de s-et de la suite
(Co, C1, ..., Ca_1) considérée (les classes B et D étant fixées). Donc, ae?® € Cyy pour
tout s > 0.
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Grace a ce qui précede, si a € Cy nous avons que pour tout s > 0 que ae?* € Cyy.
L’égalité (12) nous dit que ceci est équivalent a (ae?*)T € C1,. Comme

As _ 1 0
c _(g: ea

ae?? = (apy + arg,, aret?). (13)

on a

Par définition on a

(aeAs)T _ (0,(;6‘:;1.) = (o,a—‘;fé‘.i;—.).

Nous pouvons maintenant démontrer ’analogue du Théoréme 4.9 pour les processus
a temps continu.

Théoréme 5.8 Si CX, # 0 et si A désigne la matrice de transition du processus de
Markov homogéne Y = agr(a, P,B) alors la matrice A est la méme pour tout a € Chy.
De plus la distribution de probabilité quasi-stationnaire v associée a la matrice G est telle
que (0,v) € C14.

Démonstration. Soit a € A tel que Y = agr(a, 4,B) est un processus markovien
homogene de matrice des taux de transition A. On a alors pour [ #0et ¢t > 0,
e(l,m) = Pa(Xus, € B(m)/X: € B())
= Pgeansn(Xs € B(m))
= IP(O ameGt )B(l)(X, € B(m))

‘apeltys

0T

are

= IP( e )(X, € B(m)/Xo € B(l)).

En faisant tendre t vers +00, on obtient grace au Lemme 5.4
e*(1,m) = P(o.)(X, € B(m)/Xo € B(l)).

Ce qui donne

Al,m) = yi%%w(o,v)(x. € B(m)/Xo € B(l)) pour 1 £ m (14)
Al = ‘1’5332 (P (X, € B(m)/Xo € B()) - 1).

On tire de (14) que VI #0 ,Vm # 1
A(l,m) =Y vBOGE) A, B(m)). (15)

ieB(l)
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Ainsi, si T, # 0, le processus Y = agr(a, 4,B) a pour matrice de taux de transition la
matrice dont 1'élément (I, m) est décrit par (15) et pour loi initiale ¢g ().

On conserve les mémes définitions pour les notions “fortement agrégeable” (ou “agré-
geable”) et “faiblement agrégeable”. La notion d’agrégation forte étant un cas particulier
de celle d’agrégation faible, on ne parlera dans cette section que du cas général.

Remarque. Par une construction du méme type que celle de la page 13, le cas des pro-
cessus a multiples états absorbants se réduit a ’étude d’un processus avec un unique état
absorbant, équivalent au processus original au sens de ’agrégation.

Nous allons maintenant nous intéresser au calcul de 1’ensemble C1,. Pour cela, on
introduit les notations suivantes.

e Pour i € F\ {0}, on notera A; la matrice (n(:), M + 1) définie par:
A5, k) € A((0) + - +n(i = 1) +5,B(K), 1 < j <n(i), k€ F

o On notera Ay,...,A;,...,Apm les (M + 1) lignes successives de la matrice A des
taux de transition définie par:
A; ¥ (R;.wB)A; pourje F\ {0} et A, ¥(0,...,0). (16)

Par la relation (15), cette matrice représentera la matrice des taux de transition du
processus agrégé lorque celui-ci sera markovien.

e Pour [ € F\ {0}, on notera o; le systeme linéaire z;A; = A;. Clest un systéme a
(M + 1) équations et n(!) inconnues. Toute solution z; de o vérifie ;1* = 1. Par
construction, pour tout [ € F \ {0}, o; a au moins une solution qui est R;.vZ¢),

e Nous définissons maintenant les ensembles suivants

C' ¥ { a € AT | RiaBW est solution de oy Vi€ F\ {0} t.q ap() # 0}

et pour 7 > 2

¥ {ae AT VB = h(a,(B(i),to)...,(B(ix), t)) avec k < j, ix #0, B € C'}.

Le résultat suivant donne une expression de ’ensemble CZ, en fonction des polyedres

convexes C’.
Théoréme 5.9

cu=N¢c
i1
Démonstration. Elle est basée sur I’équivalence suivante du Théoréme 5.6

Vie F\ {0} et B € C(a, B(l)),
aGCL(:#{RIﬁ ﬁz=;{1~
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5.2 Lien avec le cas discret

La technique d’uniformisation [4] consiste & construire une chaine de Markov U = {U,,n €
IN} sur ’espace d’états E, de matrice des probabilités de transition P, et un processus
de Poisson {MN;,t > 0} indépendant de U et de taux A tels que X; = Up,, de la fagon
suivante.

e On choisit A € R tel que: A > maz(-A(z,1),:=1,...,N)
1+ 289 g4 =j
e On pose P(Upny41 = j/U, =1i) = P(i,j) = y
ﬂ:fu sinon.

On obtient alors la relation suivante liant les matrices A et P:

P=I+A/X (17)

Pour plus de clarté, on introduit les notations suivantes.
o On note unif(X) la famille de chaines (., P).

e Pour tout i € F, la matrice I; de taille (n(I), M + 1) est définie par

>, 1 sijg=1
Iz(z,])={ 0 sinon.

e La matrice identité (M + 1) x (M + 1) est notée TI.

Lemme 5.10 Pour tout a € A, le processus (a, A) et la chaine (a, P) ont la méme
distribution de probabilité gquasi-stationnaire.

Démonstration. En appliquant le Théoreme 3.2 de la Section 3.2 au processus (a, A),
nous savons que Vj € F'\ {0}

arelte.”
tl_iﬂnooaiﬂﬁq’: =v(j) >0,

ou v est 'unique vecteur de probablité solution de vG = pv avec p rayon spectral de la
sous-matrice matrice G de A obtenue par la décomposition de la Section 3.2. Nous dédui-
sons de (17) que la chaine absorbante (a, P) admet le méme ensemble d’états transitoires
que (a, A), que la sous-matrice M x M de P, Q, relative aux transitions entre ces états
et satisfaisant la relation @ = I 4+ G/, est irréductible et apériodique. La chaine (o, P)
admet donc une distribution quasi-stationnaire d’apres le Théoréme 3.1.

On montre facilement que p + A est le rayon spectral de la matrice AQ = G + AJ et
que v est I'unique vecteur de probabilité satisfaisant

v(AQ) = (p + A)v.
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On en déduit que (p + A)/) est le rayon spectral de la matrice @ et que I’on a

A
vQ = (2.

Ainsi v représente également la distribution de probabilité quasi-stationnaire de la matrice
irréductible @ représentant les probabilités de transition entre les états transitoires de la

famille de chaines de Markov unzf(X). o

On peut maintenant énoncer le lemme suivant:

Lemme 5.11
P=T+ A/

Démonstration. Soit | € F \ {0},

-~

A = R.w804, par la relation (16)
= Rl.vB(’)/\(IB, - fl) par la relation (17).

Ce qui nous donne en développant avec le lemme précédent:

-~

Ai=MP-¢)

c’est A dire:

= NP -1).

)

B ]

Finalement, on obtient le résultat principal de cette section permettant de traiter le
cas des processus a temps continu comme celui des chaines a temps discret dans le cadre
de agrégation faible.

Théoréme 5.12 La famille de processus X = (.,A) est faiblement agrégeable selon la
partition B ssi la famille de chaines uniformisées unif(X) est faiblement agrégeable.

Dans ce cas
{ Cam(X) = Am(unif (X)),
agr(unif(X)) = unif(agr(X)).

Démonstration. La preuve est identique & [7, Th. 3.2] une fois que ’on a établit le lemme
précédent. Nous nous contentons d’en décrire les principales étapes. Pour une famille de
chaines discretes (., P), on définit tout d’abord les éléments suivants.

Pour I € F\ {0}, P, est la matrice n(l) x (M + 1) dont 1’élément (j, k) est défini par:

Bi(j,k) = P(n(0) +---+n(l~1)+4,B(k)), 1<j<n()keF.

On note P,,...,P,..., Py les (M + 1) lignes successives de la matrice des probabilités
de transition définie par la relation (9). Et on note o; le systeme linéaire z;F, = F,.
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On démontre alors que
Vi > 1:C/(X) = D’(unif(X)).
ol les ensembles D’ sont définis pour la famille de chaines discretes (., P) par
D' ¥ {a € AT/ R;.aBW est solution de 0;,VI € F\ {0} t.q. appl® # 0}
et pour j > 2
Di ¥ { ae AT | VB = g(a, (B(io),0),...,(B(i),n)) avec k < j,ix #0 B € €1}

la fonction g étant ’analogue de la fonction h en temps discret (i.e. les instants réels
tx sont remplacés par des entiers n;). Puis on obtient le méme type de résultat que le
Théoreme 5.9 pour notre famille de chaines discrétes

AL = (D.
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Enfin, avec le Théoréme 5.9, on conclut que C1,(X) = A%, (unif(X)). La seconde égalité
du théoréeme traduit simplement le Lemme 5.11.
O
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