
HAL Id: inria-00077203
https://inria.hal.science/inria-00077203

Submitted on 29 May 2006

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépôt et à la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche français ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.

Unification via Explicit Substitutions: The Case of
Higher-Order Patterns

Gilles Dowek, Thérèse Hardin, Claude Kirchner, Frank Pfenning

To cite this version:
Gilles Dowek, Thérèse Hardin, Claude Kirchner, Frank Pfenning. Unification via Explicit Substitu-
tions: The Case of Higher-Order Patterns. [Research Report] RR-3591, INRIA. 1998, pp.33. �inria-
00077203�

https://inria.hal.science/inria-00077203
https://hal.archives-ouvertes.fr


IS
S

N
 0

24
9-

63
99

ap por t  


de  r ech er ch e 


INSTITUT NATIONAL DE RECHERCHE EN INFORMATIQUE ET EN AUTOMATIQUE

Unification via Explicit Substitutions:
The Case of Higher-Order Patterns

Gilles Dowek , Thérèse Hardin , Claude Kirchner , Frank Pfenning

No 3591
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���#�q����~����#��~���}q����s6�L�!¼ÆvX�L��v¯�q��~�}#�q�	�����¬vk��sqvk��¼�~���sÒ~����!Âa�#}q¡q�Lu?vk}����L�� #���� :vk����~�vh��Å ¶ } ��vh�V¾
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����v��L��u?vk}c�¸�LÂx���#�q����~����#��~���}q�X~�}#~���~Í�L��vh¡ �����Q¾n��vh¡¨�q�k��~���}q��Å �`vk��vI��¼�vÉ��s6�L���`�q��v ��sqv E��:¾
���L���k�#���q�X¡#vh���k��~��:vh¡ ~�} ·�§V»¿��~�} ~����e�â�c :vh¡ ½¬vk����~���} ·�§¬�Æ¥E»¿���#�#�O��~�uf~��Í�L�¯Âa��vhv ���L���k�#��~`¼�~���s
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~ÁÂ��L}q¡ ��}#���¯~ÁÂ4��sqvk��v%vVÃ¨~������]' R �+' � ' R �[:�=\0]�W^�C_8/!¿�
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~ÁÂ��L}q¡ ��}#���¯~ÁÂ�vk½¬vk���X~�}q¡#vVÃX�Z�h�k�#����~�}#�?~�}H�O�c�h�k�#����~�}E��Å

� ¶ Â�� � 0 � '72 =-=-=^'"!D8Æ��sqvk}
��sqvk��v%vVÃ¨~������ � R <�� � � R � ��!
~ÁÂ��L}q¡ ��}#���¯~ÁÂ4��sqvk��v%vVÃ¨~������ � R <5' R 2 <-=-=-=7<5' R ! �
� � 0 � R ' R 2 =-=-=^' R ! 8D� ��!¿�
~ÁÂ��L}q¡ ��}#���¯~ÁÂ4��sqvk��v%vVÃ¨~������ � R <5' R 2 <-=-=-=7<5' R ! � � � � R � ��!Ü�L}q¡ ' 9 � ' R9 � ��!¿�
~ÁÂ��L}q¡ ��}#���¯~ÁÂ�� �c�h�k�#����~�}E�x�L}q¡¸vk½¬vk���X~�}q¡#vVÃÏ�c�h�k�#����~�}#�¯~�} ' 9	�Z�h�k�#����~�}H�c�
~ÁÂ��L}q¡ ��}#���¯~ÁÂ�vk½¬vk���X~�}q¡#vVÃX�Z�h�k�#����~�}#�?~�}H�O�c�h�k�#����~�}E��Å

� ¶ Â�� � 01V � 8Y!p'72J=-=-=�'"!-8���sqvk}
��sqvk��v%vVÃ¨~������ � R ���q��s¸��s6�L� � � � R � ��!
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~ÁÂ��L}q¡ ��}#���¯~ÁÂ�vk½¬vk���X~�}q¡#vVÃX�Z�h�k�#����~�}#�?~�}H�O�c�h�k�#����~�}E��Å

� ¶ Âp8 � ' 2 =-=-=Z' ! =*C � ��sqvk}¸��vk�����:v � 2 =-=-= � 5 =*CMN$Å
r�sqvk��v%vVÃ¨~������ 8 R ���q��s¸��s6�L�_8 � 8 R ^@�
~ÁÂÆ�L}q¡0��}#���¸~ÁÂ ��sqvk��vfvVÃ¨~������^8 R �LÂ ��sqv!Âa����u�� 23=-=-=�� ! 
�N�
�� =
C 5 
��4���q��s0��s6�L� 8 �
8 R ^@�c�
GB~nÅ�vIÅ�vVÃZ 6�L}q¡¨~�}#�f��sqv����#�q����~����#��~���}(8 R vk}q���#�Is_�¨¼Æv`���L}¸�������#u?vJ¼�~���sq���#�����I�����LÂ
�¬vk}qvk���L��~��¿�¯��s6�L�Æ~��Æs6����u?����vJ��s6�L� # I G ��vk��u?���L}q¡O��s6�L�Æ��sqvJvVÃ¨ $��}qvk}c���LÂ_��sqv
��s#~ÁÂa��~����#~��I�¬vk����s6�L}W> I
~ÁÂx�L}q¡ ��}#��� ~ÁÂ%��sqvk��v vVÃ¨~�������� 2 ��ÅhÅhÅh��� ! 
�N�
�� � �%���q��s ��s6�L�	� 2 � ��! � ' 2 ��ÅhÅhÅh�
� !6� ��! � '"!L�
�"! 
 2 � ��! � � I :I�_ÅhÅhÅh�
� ! 
�N�
�� � ��! � � I GeI��#�_C � 
�N � C�� 
�N�
�� �
~ÁÂ��L}q¡e��}#���f~ÁÂ_vk½¬vk���f~�}q¡#vVÃe�c�h�k�#����~�}#�!~�}(' 9_�Z�h�k�#����~�} �c��� I :I�6ÅhÅhÅh� �LIHG;I
�
�c�h�k�#�-~�}H���
~ÁÂ��L}q¡ ��}#���¯~ÁÂ�vk½¬vk���X~�}q¡#vVÃX�Z�h�k�#����~�}#�?~�})8��c�h�k�#����~�}E��Å

<

[q���J~�}q�����L}q�hvI�6��sqv!��vk��u&0	�(�M8�~��-~�}Ê��sqvx~�ue�L�¬v!�LÂ CO�$vh���L�q��v :�¡#�cvh�-}q���`�Z�h�k�#�-~�}Ê~���Å
r�sc�q����sqv�vh�c�6�L��~���}HT$� C*! �%$& � 0	� �M8Æs6���-�f�������#��~���} G T � 0 : �M8RIVÅ �Æ�#����sqv���vk��u 0 : �M8�~��
}q���J~�} ��sqvx~�ue�L�¬v!�LÂ�C¯�:vh���L�q��ve:x�Z�h�k�#���-~�}Ê~���ÅÆr�sc�q�`��sqvxvh�c�6�L��~���}ET$� C*! � $& � 0 : �M8�s6���
}q�f�������#��~���}_Å

0 ² Ú � Ú °��A±�� Ú	��� Z_vk�A�?�$v?�O 6�L����vk��}Ò���#�q����~����#��~���}_� � �$v?�O}q����ue�L� ��vk��u GB��vh�� _Å 8-�:v?�
}q����ue�L�����#�q����~����#��~���} I`���q��sÇ��s6�L����sqv�}q����ue�L��Âé����u �LÂ � � �-!�~��%�L}Ý�L����uf~��f 6�L����vk��} GB��vh�� _Å
��sqv`}q����ue�L�:Âé����u �LÂ 8 ^X��~����! 6�L����vk��}¸���#�q����~����#��~���} I���sqvk}+�f~����L}¸�L����uf~��J 6�L����vk��} GB��vh�� _Å
8Æ~��-�� 6�L����vk��} ���#�q����~����#��~���} IVÅ
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� ¶ Â � � ES'f��sqvk}Z� � �-! � E�'��[:�=\0]�H^?C_8/!¿Å �`�A� � �-!Æ~����L} �L����uf~��O 6�L����vk��}_�4��sqvk}
'��[:�=\0]� ^�C_8/!4~����L}É�L����uf~��! 6�L����vk��}_�6��sc�q� '�~��J�L}��L����uf~��x 6�L����vk��}��L}q¡H�X~��`�L}
�L����uf~��� 6�L����vk��}_Å

� ¶ Â(� � 0 � '�2 =-=-=M'"!D8!��sqvk}�� � ��! � 0 � � �-!^'72 � ��! =-=-=('"!�� �-! 8VÅ �`� � � �-!�~��¯�L}
�L����uf~��% 6�L����vk��}_����sqvk}G'727� �-!¿�ÜÅhÅhÅh��'"!�� �-!	�L��v��L����uf~��% 6�L����vk��}q������s��q� '72���ÅhÅhÅh��'"!
�L��vx�L����uf~��� 6�L����vk��}q�`�L}q¡+�e~��J�L}Ê�L����uf~��� 6�L����vk��}_Å
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� ¶ Â � � T$� 8/!_��sqvk}?� � �-! � TZ� 8�^ ��!¿Å��J� � � �-!Q~����L}¸�L����uf~��� 6�L����vk��}_�#��sqvk}M8�^X��~��
�% 6�L����vk��}X���#�q����~����#��~���}_�¨��sc�q��8�~��Æ�x 6�L����vk��}Ï���#�q����~����#��~���}Ï�L}q¡e�f~����L}Ï�L����uf~��
 6�L����vk��}_Å

� ¶ Âp8 � '�23=-=-=Z' ! =*C � ��sqvk}¸��vk� ��2D= = = �65
=�CMNO�$v���sqv����#�q����~����#��~���} �cÅ	ËÇv�s6�h½¬v

83^@� � '�27� ��!M=-=-=Z'"!�� �-!`= � � 
 23=-=-=4�65
=�C N
~ÁÂ"� k >Ü�q�L}q¡

83^@� � '�2 � ��!M=-=-=J'"!�� �-!`=*C � � . 5  
�N
~ÁÂ"� � >ÜÅ
¶ }��:����sf������vh���I��~�}q�hv�86^ ��~����J 6�L����vk��}?���#�q����~����#��~���}_�!'�27� ��!_ÅhÅhÅ ' !*� ��!6�L��vÆ¡¨~�����~�}q�k�
~�}q¡#vVÃ¨vh�%����¼�vk�x��s6�L}Ç����vh�c�6�L����� G�Åxr�sc�q� '72���ÅhÅhÅh� '"!!�L��vf¡#vW�Æ���#~ ��}É~�}q¡¨~��hvh�
�L}q¡Ï��sqvk�Ï�L��v%¡¨~�����~�}q�k��Å
¶ Â�����u?v�' 9_~��Æ�I��v��L��vk����s6�L} �Ç�¨����� ' 9 � � I �%��sqvk}O¼�v`¼����#��¡X�¬vk� ,�� 8Y! � ' 9 �
0 # I	�Q8D� 8Y!¿Å	r�sc�q�X, � 8M^3�-! � 0 # I	�Q8D� 8Q^ �-!:�L}q¡f��s#~���¼����#��¡O�h��}�������¡¨~��k��~�}���vh�k��~�½Z~��¿�¬Å

<

0 ² Ú � Ú °��A±�� Ú	� � Z_vk�A�?�$v?�O 6�L����vk��}Ò���#�q����~����#��~���}_� � �$v?�O}q����ue�L� ��vk��u GB��vh�� _Å 8-�:v?�
}q����ue�L�����#�q����~����#��~���} IVÅ ¶ Â���sqvk��vXvVÃ¨~�������� ��vk��u � R GB��vh�� _Å�� ���#�q����~����#��~���}78 R I%���q��s ��s6�L�
� � � R � ��! GB��vh�� _Å 8 � 8 R ^ �.I���sqvk}H� RS� � � �-!�GB��vh�� _Å 8 R+� 83^ � IVÅ
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¶ Âp8 � 8 R ^ �x��sqvk})8 ^ � � 8 R ^@� ^@� R+� 8 R ^ ,/. � 8 R Å�<

����� � ����������� ���
�`�:¼�v ��s6�L������vhv4�:vk����¼%�E¼�sqvk}%¼�v�s6�h½¬v��L}%vh�c�6�L��~���}x�LÂ¨��sqv4Âé����uLT �%$& � 8k����sqvk}%��s#��vhv�������vh�ue���Ç�c�h�k�#��Å¸Ë sqvk} T s6���x}q�Ê�c�h�k�#����vk}q�hv¯~�} 8k� T ���L}Ò�$ve��vk #�Í���hvh¡Ý�c�r8�vk½¬vk���c¼�sqvk��vIÅ
¶ Â T �Z�h�k�#����~�} 8x�#�#��}q���?�L������  ��vk½¬vk�n� ��sqvk}Ñ¼ÆvX��s6�L������vhvO��s6�L����sqvXvh�c�6�L��~���})s6����}q�
�������#��~���}_Å¯r�sqve��s#~���¡Ý������vf~��x��s6�L�x�LÂ�vh���6�L��~���}q���LÂ���sqvfÂé����u T � $& � TZ� ��!¿Å � �#�_~�}Ò��s#~��
��vh�k��~���}¸¼�v��I~�½¬v!����s6�L�����k��vk��~�ÎÄ�L��~���}0�LÂ	��sqv�À#Ã¨ :��~�}����-�LÂ��� 6�L����vk��} ���#�q����~����#��~���} �cÅ

0 ² Ú � Ú °��A±�� Ú	�
	 Z_vk�e� �:vX�� 6�L����vk��} ���#�q����~����#��~���}_� �Ý�:v¸�É}q����ue�L����vk��u GB��vh�� _Å 8!�:v
�¸}q����ue�L�����#�q����~����#��~���} IVÅ¸ËÇv¯s6�h½¬v � � �-! � � GB��vh�� _Å 8 ^�� � 8	I�~ÁÂJ�L}q¡Ñ��}#����~ÁÂ-vk½¬vk��� '
�Z�h�k�#����~�}#�?~�}H�]GB��vh�� _Å 8	IÆ~�����À#Ã¨ $��~�}c�-�LÂ �-GB~nÅ�vIÅ4~������q��s¸��s6�L� ' � ��! � '�IVÅ
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��� !�� ! ­ � Ö � ³ � � � Ö �¿³ � � � ��
 ® × ±�� Ö ²��	� Ö 0 ²�� � � ��
 �
E �]E�� E��E0 ) � ��8 � $	 
 E
� E��FE��E0 �Z0�� � � 8S8

¼Æv��¬vk��F
T$���_= :�=QC � ! � $& � 0	�+01V ���_=��_=MC � ! 8S8

�fs6����}q��¼ ����~��I~�¡¸�Z�h�k�#����vk}q�hv%~�}¸��sqv���~��Isc��¾ns6�L}q¡Ê��~�¡#vx�L}q¡Ï��sqv%���¨����vku Ân�L~������c�O��sqv%���#��v
0 ² � � � ��
 �qÅ

��� !�� � ­ � Ö � ³ � � � Ö �¿³ � � � ��
 ® × ±�� Ö ²��	� Ö � ´¬´��Ü²¯´�� Ö ´��
E �]E�� E��H0 ) ��� �_8 � $	�
 E �]E�� E��H0
�E0 ) ��� � 8S8
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T � $& � 0 : 0 T$���_=��_= :�=QC � ! 8S8
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�$vhvk}Ý #����½¬vh¡Ñ�h������vh�k���L}q¡Ç�h��uf #��vk��v¯~�} ·º¹E» ~�}Ò��sqvfu?����v?�¬vk}qvk���L�Æ������v?�LÂ-�L}�� E��:¾
�#}#~ÁÀ6���L��~���}  #�����#��vku¸Å
0 ²�� � � � 
��¯~�������½Z~����q�����É�h������vh�k��Å ¶ �`~����h��uf #��vk��v��$vh���L�q��v!~ÁÂ ' s6�����?��~��I~�¡0�Z�h�k�#��¾
��vk}q�hv�~�}s'J��sqvk}ÏÂé���-�L}��X�I���EÂa��~�}#�
�q� 'Xs6���-����~��I~�¡ �c�h�k�#����vk}q�hvx~�}��@'LÅ�r�s��q�-���O��sqv
~�}�½¬vk����~���}0��vkufue���@'�~��J}q���J~�}Ê��sqvx~�ue�L�¬v��LÂ ���L}q¡Ê��sqvx #�����#��vku TZ� ��! � '�s6���J}q�
�������#��~���}q��Å
0 ²�� � � � 
 !¯~�������½Z~����q�����Ï�h������vh�k��ÅKZ_vk�-�q�� #����½¬v�~��-~����h��uf #��vk��vIÅ
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Z_vk� �Ñ�$v0�Ò�I���EÂB��~�}#� ���q��s ��s6�L� 0 �*TU8D� ��! � �@' �L}q¡ ��vk�?V � � 2 =-=-= � 5 =�CMNO!��:vÊ��sqv
���#�#��vk��u �LÂ '`�#}q¡#vk�^���L�q���������k��~���}q�J���q��s¸��s6�L� � 9 � 'AIn��Å r�sqvk}+,�¡#�Zvh��}q���-�Z�h�k�#�
~�}��MV¯Å
¶ }q¡#vhvh¡Q�Ü~ÁÂ ,J�Z�h�k�#����vh¡�~�} �MV,��sqvk} 'WI ��¼Æ���#��¡Ý�Z�h�k�#�%~�} 0 �MVa8D� � 2 =-=-=�� !6= CMNQ! ��s��q�
GB��~��I~�¡Ï 6�L��s I�'O¼Æ���#��¡¸�c�h�k�#��~�} ��'E�q�L}q¡X�c�¯��sqv%~�}�½¬vk����~���}¸��vkufue� �@'�¼Æ���#��¡¸}q�����:v
~�}¸��sqv�~�ue�L�¬v%�LÂ ��Å
r�s��q�-���X��sqv�~�}�½¬vk����~���}Ê��vkufue� �MV1~���~�}Ï��sqv�~�ue�L�¬v%�LÂ4��sqv%���#�q����~����#��~���} :�=�� =-=-=�, #
:�=*C 9 Å�Z_vk� .?�:v���sqv���vk��u,���q��sÏ��s6�L� �MV � . �[:�=�� =-=-= , #':�=*C 9 !_��sqvk} � ��� k � <�. l��
~��-���������#��~���}¸���?��sqv��¬vk}qvk���L��vh¡Ï #�����#��vku¸Å

 ����Ö ²E± ~����h������vh�k� ���f������ :�I��~���~���}Ï¥¨Å Z_vk� �q�  #����½¬v�~�� ~�� �h��uf #��vk��vIÅ ¶ Â �MT � ��0 '�� �-! 8
��sqvk}���0 T$� �-! 8 � ��0 '�� �D!Y� ��! 8VÅ �Æ�¯ #���� :�I��~���~���}Ê«¨�S'J~�����sqv%~�ue�L�¬v%�LÂ �%��s��q��'6� ��!Y� ��! � '
�L}q¡ ��0 T$� �-! 8 � �@'LÅ

:³ � ÖIØ � ³#²��A³#® � Ö?~������c½c~����q�����X�h������vh�k���6��vk���q�� #����½¬vx~���~����h��uf #��vk��vIÅ
Z_vk� ���:v%���I���EÂa��~�}#�e�������#��~���}¸������sqv�~�}#~���~Í�L�� #�����#��vku¸Å
ËÇv�s6�h½¬v �*T � 0 �*TJ8D� � 2 =-=-=4� N =�CMNQ!¿Å�r�sc�q����� ��sqv� #���� :�I��~���~���}Ý¦¨�Q�L���4��sqv!~�}q¡¨~��hvh�
�c�h�k�#����~�}#�0~�} �*T �L��vX�Lu?��}#�J,S2-<-=-=-=7<S,

�
<SGEIK:�<SG I��_<-=-=-=�r�s��q���c�Ý��sqv¯~�}�½¬vk����~���}

��vkufue�¨� �*T ~���~�}X��sqv�~�ue�L�¬v��LÂ�,S2 =-=-=4,
�

=�CMN:Å�Z_vk� �����q��sÏ��s6�L� �*T � �*� ,S23=-=-=�,
�

=�CMNQ!¿�
��sqv��I���EÂa��~�}#�
� ��� k�V < � l�� ~����f�������#��~���}¸������sqv� #�����#��vku¸Å$<

����� � � ����� � � ����� � � � "��������	�  
ËÇvf��sq���#��¡�}q��¼¢��sq��¼�sq�Ä¼���sqvf���#��vh��~�}�0 ³¨±h± Ö ² � ¬ � ��� ���L}Ç�:v��q��vh¡0~�}Ç����¡#vk�%��� ������½¬v
�]E��$¾n 6�L����vk��}Ñ�#}#~ÁÀ6���L��~���}) #�����#��vku¸��~nÅ�vIÅ��4��vh¡¨�q�hv¯~������0��E��$¾n 6�L����vk��})������½¬vh¡ÇÂé����u¸ÅÊËÇv
Àq��������sqvh��ÐX��s6�L���L����uf~��� 6�L����vk��}Ï�#}#~ÁÀ6���L��~���}¸ #�����#��vku?�-�L��v������L�#��vJ�#}q¡#vk����sqv��#}#~ÁÀ6���L��~���}
�����L}q��Âa����ue�L��~���}q���Ü~nÅ�vIÅe�L # #���Z~�}#�Ê�X�#}#~ÁÀ6���L��~���}Ò���#��v?�LÂ 0 ³¨±h± Ö ² �g¬ � ��� GavVÃ¨�hvk #�%��sqv?���#��vh�
­ � ±�� Ø�
$I���}?�L}��L����uf~��� 6�L����vk��}� #�����#��vku �Z~�vk��¡#�4�L}?�L����uf~��Æ #�����#��vku¢�EÂa��vk�Ü}q����ue�L��~�ÎÄ�L��~���}_Å
r�sqvk}¯��}qv����L}? #����½¬v-��s6�L���L}¯�L����uf~��- 6�L����vk��}?�#}#~ÁÀ6���L��~���}¯ #�����#��vku1~���~�}?}q����ue�L�#Âé����u Âé���
��sqv!���#��vh�`~�} 0 ³¨±h± Ö ² �g¬ � ��� GavVÃ#�hvk #�J��sqv����#��vh� ­ � ±�� Ø�
%IV�$~ÁÂ ~��J~��`vk~���sqvk��� �����e~�}É������½¬vh¡
Âé����u¸Å

0 ² Ú � Ú °��A±�� Ú	��� ! �J}Ò�L����uf~��f 6�L����vk��}Ò�#}#~ÁÀ6���L��~���}Ý #�����#��vku ~���~�}Ç}q����ue�L��Âé����u�Âé������sqv
���#��vh��~�} 0 ³¨±h± Ö ² �g¬ � � � �¨~ÁÂ	~��-~���vk~���sqvk�#�Ý���J� E��$¾n 6�L����vk��}Ê������½¬vh¡ÏÂa����u¸Å

1325464/7�8 � ����½¬vh¡XÂé����u?�-�L��v%���c½c~����q�����O}q����ue�L�nÅ
�Æ��}�½¬vk����vk���O�h��}q��~�¡#vk���L}O�L����uf~��` 6�L����vk��}¯�#}#~ÁÀ6���L��~���}X #�����#��vku¸Å ¶ ÂQ~��Æ¡#�Zvh��}q����s6��½¬v
��sqv�Âé����u T$� �-! �%$& � '�����T �%$& � '���sqvk}É��}qv!�LÂ���sqv �ÏÖ ´ Ø�
X���#��v!�L # #��~�vh�ÄÅ ¶ Â�~��Js6���
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��sqv?Âé����u T$� �-! �%$& � '���sqvk} ��}qv¯�LÂ���sqve���#��vh� 0 ²�� � � ��
 �6� 0 ²�� � � � 
 !Ç��� 
 ���$Ö ²E±
�L # #��~�vh��Å ¶ Â�~��¯s6���?��sqvÏÂé����u T � $& � 'X��sqvk} vk~���sqvk� T s6���¯�L} �c�h�k�#����vk}q�hv ~�}i'
�L}q¡ ��}qvO�LÂ���sqvO���#��vh� � ´¬´��Ü²e´�� Ö ´ � ��� 
:³ � ÖIØ � ³#²��A³#® � ÖÇ�L # #��~�vh��Å ¶ Â T s6����}q�
�c�h�k�#����vk}q�hv�~�} '-��sqvk}Xvk~���sqvk����sqv`���#��v �¯Ö � �B³#´ Ö¯�L # #��~�vh�����Æ��sqv�vh�c�6�L��~���}X~��Æ������½¬vh¡QÅ
<

0 ² Ú � Ú °��A±�� Ú	��� � r�sqv��L�:��½¬v-�������L��vk�I�f~�}¯��sqv`�L # #��~����L��~���}O�LÂ_��sqv 0 ³¨±h± Ö ² �g¬ � ��� ���#��vh��~��
��vk��uf~�}6�L��~�}#�O��}Ê�L����uf~��� 6�L����vk��}¸ #�����#��vku?�ÄÅ

1325464/7�8��-ÂB��vk�-�L}c�¸�L # #��~����L��~���}Ê�LÂ�0 ² � � � ��
 !O��� 
:³ � ÖIØ � ³#² �B³#® � Ö?��sqv����#��v �OÖ � �B³#´ Ö¯~��
�L # #��~����L�#��vI���EÂa��vk���L}c�Ò�L # #��~����L��~���} �LÂ 
 ����Ö ²Ä± �L}q¡��ÏÚ ²��Ç³ � ��� Ö���}qvO�LÂ-��sqvO���#��vh�
� ´�´���² Ø ´�� Ö ´ � � 
Q³ � ÖIØ � ³#²��B³#® � Ö?��� �OÖ � �A³#´ Ö?~����L # #��~����L�#��vIÅ r�sc�q����}¸�x�#}q������½¬vh¡
Âa����uÌ��}qvx�LÂ	��sqvh��vx��vh���qvk}q�hvh�-���L}¸�$v%�L # #��~�vh¡QÅ

� �ÏÖ ´ Ø�

� 0 ²�� � � � 
��
� 0 ²�� � � � 
 !�� �¯Ö � �B³#´ Ö
� 
 ����Ö ²E± ���ÏÚ ²��Ç³ � ��� Ö�� � ´¬´��Ü² Ø ´ � Ö ´��
� 
 ����Ö ²E± ���ÏÚ ²��Ç³ � ��� Ö�� 
Q³ � Ö¬Ø � ³#² �B³#® � Ö�� �¯Ö � �B³#´ Ö
� 
 ����Ö ²E± ���ÏÚ ²��Ç³ � ��� Ö�� �OÖ � �B³#´ Ö6Å
� 
:³ � ÖIØ � ³#²��A³#® � Ö�� �OÖ � �A³#´ Ö
� �¯Ö � �B³#´ Ö

���Jv�����sÉ�L # #��~����L��~���}_�$��sqvx���#u �LÂ4��sqv!��~�Î�vh�-�LÂ���sqv!�h��}���vVÃ¨���J�LÂ���sqv%�#}q������½¬vh¡ ½I�L��~Á¾
�L�#��vh�J¡#vh�k��v�����vh���6�#�#�JÂé���-��sqv%���#��v3�ÏÖ ´ Ø�
¯��s6�L�`Ð¬vhvk q�-��sqv����#u �LÂ4��sqv���~�Î�vh�`�LÂ���sqv
�h��}���vVÃ¨���-�LÂ4��sqv��#}q������½¬vh¡Ï½I�L��~Í�L�#��vh�J�L}q¡Ï¡#vh�k��v�����vh����sqv%��~�Î�v��LÂ4��sqv� #�����#��vku¸Å <

r�sqvxue�L~�}É��vh���#���`�$vh�h��u?vh�`}q��¼ �k��v��L����~�}q�hv��L}��¸ #�����#��vku vk~���sqvk��s6���-}q�O�������#��~���}����
���L} �$v������L}q��Âé����u?vh¡Ï~�}c���e�L} vh�c�#~�½��L��vk}c�-������½¬vh¡Ï #�����#��vkuÌ¼�~���s }q�?¡¨~��a���#}q�k��~���}3F

0 ² Ú � Ú °��A±�� Ú	��� � JJ}#~ÁÀ6���L��~���}Ê�LÂ��L����uf~�� E��$¾n 6�L����vk��}q�-~��-¡#vh�k~�¡q�L�#��vx�L}q¡Ï�#}#~����L���¬Å

1325464/7�8�r�sqv 0 ³¨±h± Ö ² � ¬ � ��� ���#��vh�?�L��vO�h������vh�k�?�L}q¡ �h��uf #��vk��vI���L}q¡Ñ�q��~�}#�0��sqvO�������L��vk�I�
¡#vh���k��~��:vh¡É�L�:��½¬vI�$��sqvk~����L # #��~����L��~���}Ç��}É�L}��]E��$¾n 6�L����vk��}0�#}#~ÁÀ6���L��~���}0 #�����#��vku ��vk��¾
uf~�}6�L��vIÅ�r�s#~��J�Z~�vk��¡#�`vk~���sqvk�JÂn�L~����#��v!¼�sqvk}É��sqv!~�}#~���~Í�L�	 #�����#��vku s6���`}q�O�������#��~���}����
���#}#~����qv/E��$¾n 6�L����vk��}É������½¬vh¡XÂé����u¸Å�<
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� � ! ' �%$& � T$� (6! � � ~ÁÂ4}qvk~���sqvk� � � }q��� � � �L # #��~�vh�

[	~��I�#��v M_F��������k��~����L�������L}q��Âa����ue�L��~���}q�

r�sqv 0 ³¨±h± Ö ² �g¬ � ��� ���#��vh�Ï���L}8�$vÊ~�uf #��vku?vk}���vh¡ ��� ��sqvÉ�����L}q��Âé����ue�L��~���} ���#��vh�X¡#vV¾
���k��~��$vh¡�~�} [	~��I�#��v3M-¼�~���sf��sqv-�L�¨Ã¨~���~Í�L������ :vk���L��~���}q� (��)*��L}q¡W��� **!�. 2 ¼�s#~���s¯�L��v�vVÃ¨ #�Í�L~�}qvh¡
�:vk����¼%Å

r�sqvJue�L~�}Ï¡¨~&%Qvk��vk}q�hvh���$vk�â¼�vhvk}Ï��sqv 0 ³¨±h± Ö ² �g¬ � � � ���#��vh���L}q¡O��sqv`~�uf #��vku?vk}���vh¡ ��}qvh�
�L��vX��sqvOÂé��������¼�~�}#�qÅ)r�sqv �c¾¿vVÃ¨ 6�L}q��~���} ~��f¡#��}qvÏ�Í�LÎh~����Ñ���Ñ��sqvX���#��vh� � � �L}q¡ � � ÅÑr�sqv
¡#vh�h��uf :�I��~���~���}Ï�LÂ	�L # #��~����L��~���}q��~���¡#��}qv`~�}q�k��vku?vk}����L�����¬�q�q��~�}#����sqv�Ân���k����s6�L���L # #��~����L��~���}q�
�L��vÉ�L��¼Æ���Z�X��~��I~�¡ ��vk��u?�¯��~�}q�hv u?vk���E¾n½I�L��~Í�L�#��vh�Ï�L��vÉ�������#u?vh¡ ���Ý�$vÉ�L����uf~��IÅ r�sqvÊ���#��v

Q³ � Ö¬Ø � ³#² �B³#® � Ö¯~�����vk #�Í���hvh¡Ê���X��sqv!�h��uf #�#���L��~���}É�LÂ���sqvx���#�q����~����#��~���} (�� *qÅ ¶ }�½¬vk����~�}#�
�x���#�q����~����#��~���}¸�L}q¡X�L # #���c~�}#����sqv-~�}c½¬vk����v`�����%��vk��u1~��Æ}q�Ä¼8�!��~�}#�I��v`�� $vk���L��~���}_Å������#}#~�}#�
~��`��vk #�Í���hvh¡0�c�É��¡#¡¨~�}#�Ïvh���6�L��~���}q��¡¨�#��~�}#�Ï��s#~����� :vk���L��~���}_Å%ËÇvf�L�����O��uf~�����sqv��h��}c��vVÃZ� �
¼�s#~���s �h���#��¡Ï�:v���vh�h��}q�������q�k��vh¡Êv�����~����¬Å

r�sqv%���#��vh� � � � � �0� � � �Ï�L}q¡ � � !¸�h��}c���L~�}É��~�¡#vx�h��}q¡¨~���~���}q�`��}Ê�c�h�k�#����vk}q�hvh���LÂ �
u?vk���E¾n½I�L��~Í�L�#��v(T ~�} ����vk��u¸Å�[q������sqv� 6�L����vk��}¸ÂB���L�Iu?vk}c���6�L}��Xu?vk���E¾n½I�L��~Í�L�#��vx�Z�h�k�#����vk}q�hv
~��%��~��I~�¡Q�����¸��~�uf #���Ê��sqv?�Z�h�k�#����vk}q�hve���x�L�q��vk}q�hv?�LÂ@T Âa����u ��sqvf}q����ue�L��Âé����u �LÂ_'x~��x~�}
�c�qvh����~���}_Å�r�sqvh��v����#��vh����vkue�L~�}Ç½I�L��~�¡É�#}q¡#vk����sqv��¬vk}qvk���L��~�ÎÄ�L��~���}Ñ�h¼��h�ÉÂa����u  6�L����vk��}q�x~�}
��vh�k��~���}0¥¨Å Tq���#�#�`��}#���Ï~ÁÂ�¼Æv���vh������~��k�J��sqv!�c�h�k�#����vk}q�hvh�����e�$vx��~��I~�¡QÅ ¶ } ��sqv����k���6�L�4~�uf #��vV¾
u?vk}c���L��~���})��s#~���~��x}q���f��sqvh��Ð¬vh¡ ��vk 6�L���L��vk��� GB¼�s#~���s ¼����#��¡ ��vh�c�#~���vXvVÃZ :vk}q��~�½¬v¯�����h½¬vk�����L�
�L}q¡O :�I����~��#���f}q����ue�L��~�ÎÄ�L��~���} �LÂ '�IV�Z�#�#����~�u!�#�����L}qvh���q�����¯¼�~���sX��sqv��h��uf #�#���L��~���}¸�LÂp'�� (6! . 2
~�}Ï���#��vh� � � �L}q¡ � ��Å
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z`~�½¬vk}Ê�â¼��O 6�L����vk��}����#�q����~����#��~���}q�)(¯�L}q¡ *¯¼�~���s0��sqv!���Lu?v�¡#��ue�L~�}Ç�L}q¡Ê�h�L¾¿¡#��ue�L~�}_�
¼Æv%¡#vVÀq}qv (�� *?��� F

,4= ( � ,�= * � :�=\0S0 ( � *O8S^�C_8
,�= (����M= * � 0 (�� *O8S^�C ~ÁÂ�, �� �
,�= ( �EC N � ,�= (��J0 GeI :78�=*C N�
 2

C � � �M= * � 0 � I :78�=MC � 
 2
� �*= *

CMN �ECMN � ,/.

 ����v���s6�L� C N �ZC�� Âa��� G �� �Ô���L}#}q���%�L��~���vI�Q��~�}q�hv���sqv����#�q����~����#��~���}q�%�L��v���vh�c�#~���vh¡

����s6��½¬v%��sqv����Lu?vx¡#��ue�L~�}Ê�L}q¡¸�h�L¾¿¡#��ue�L~�}_Å

� ��� � � ��
 � ����� ""� �)���/� ��� �����������
r�sqvx #���� $vk����~�vh�JÂa����u � vh�k��~���}�w?��sq��¼ ��s6�L�J��sqv!��~��Is��`~�}�½¬vk����v��LÂ��f 6�L����vk��}����#�q����~����#��~���}
vVÃ¨~�������Å4r�sqvJ #���c�LÂ��LÂ_��s#~��Æ #���� :vk���¿�?~����h��}q�������q�k��~�½¬v��L}q¡¯~�uf #��~��k~������e¡#vVÀq}qvh���L}X�L���¬����~���s#u
���`�h��uf #�#��vÆ��s#~��4~�}�½¬vk����vIÅ ¶ }x��s#~�����vh�k��~���}�¼�vÆ¼���~���v����#���L}q����sqvk��½¬vk����~���}��LÂ���s#~��4�L���¬����~���s#u
~�} ��Âa����u,�Lu?vk}6�L�#��vx���?�L} vVÓe�k~�vk}��J~�uf #��vku?vk}����L��~���}_Å

�J�����#u?v�¼�v�s6��½¬v*F
�K> ' 
@	
�K> ( 
�o

¼�sqvk��v�'Æ~���~�}X�L����uf~���¼�v��LÐfsqv���¡Z¾n}q����ue�L�$Âé����u¸Å	ËÇv-¡#vVÀq}qv^'�� (6!�. 2 ���%��s6�L� og> '�� (6!�. 2 
@	
�L}q¡ 0 '�� (6! . 2 8D� (6! � '-~ÁÂ '6� (6! . 2 vVÃ¨~��������L}q¡ '`�h��}����L~�}q�-}q��ÂB��vhv%½��L��~Í�L�#��vh��Å ¶ Â '`¡#�Zvh���h��}����L~�}
Âa��vhv�½I�L��~Í�L�#��vh���¬��sqvk}¯��sqv�~�}�½¬vk����~���}¯ue�h�f�¬vk}qvk���L��v�����u?vJ��¡#¡¨~���~���}6�L���h��}q�������L~�}c��� Gé��� ~�}f��sqv
 #���#}#~�}#�e���#��vh��IVÅ ¶ }Ï��s6�L�-������v�¼Æv%s6�h½¬ve0 '6� (6! . 2 8D� (6! � 'J��}#���Xu?�Z¡¨�#���f��sqv��������#��~���}Ê������sqv
�¬vk}qvk���L��vh¡ �h��}q�������L~�}c����Å�ËÇv¯}qvhvh¡Ñ���Ê¡#vVÀq}qvO��sqvX�� $vk���L��~���} u!�#���6�L�����Ý��vh�k�#����~�½¬vk���Ò¼�~���s
*�^ ((. 2 �q¼�sqvk��v*F

�G> * 
���R
�G> ( 
@o

�L}q¡¸��sqvk} og> *�^ (6. 2 
@� R �L}q¡ 0 *�^ ((. 2 8 ^ ( � *f~ÁÂ�* ^ ((. 2 vVÃ¨~�������Å
r�sqv��L # #��~����L��~���}Ò�LÂÆ�L}0~�}�½¬vk����vf���#�q����~����#��~���}É~���¡#vh���k��~��$vh¡É~�} [	~��I�#��v�«¨Å ¶ }É��sqv!Àq}6�L�

������vI� * R\� *(� (%~��Æ��sqv<� 78�V��� �V5/"���!�"8
���
��$
���
���¼�s#~���s¯�I�6�L���L}c��vhvh����s6�L��0 * R ^ *_8
^ (6. 2 vVÃZ~�������Å
� �q��sX�% #���#}#~�}#�����#�q����~����#��~���}X�L��¼��h�¨��vVÃZ~������ �#�#��¼Æv�u!�q�������LÐ¬vJ���L��v-���!�h��}q�������q�k�Æ~������q��s
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[Ü~��I�#��v!«
F ¶ }c½¬vk����v!�Æ��uf #�#���L��~���}q�

��s6�L�-}q�f�������#��~���}q�J�L��v����I����Å ¶ ��~���¡#vVÀq}qvh¡¸��� F
0 ' = *O8 � ( � :�=\0S0 *(� (Q8S^�C_8ª~ÁÂ '�� (6!�. 2 vVÃZ~������
0 ' = *O8 � ( � 0 * � (Q8S^�C ~ÁÂ '�� ( ! . 2 ¡#�Zvh��}q���-vVÃ¨~����

C � ��01��= (Q8 � C � � ( ~ÁÂ�� ���
C�� ��01��= (Q8 � 0 � I :78�=*C�� 
 2 �
01��= (Q8ª~ÁÂ�� k��

C � �7CMN � 0 � I :78�=*C � 
 2 �7CMN ~ÁÂ�� k'G
C�� �7C N � ,/. ~ÁÂ�� �'G
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��ÃZ��vk}q��~�½¬vJ #�����k��~����L�:vVÃZ :vk��~�vk}q�hv-¼�~���s¯�Í�L}#�I�6�L�¬vh����~�Ð¬v E6�����������f�L}q¡¯���ÁÂ_s6���Æ��sq�Ä¼�}¯��s6�L���
�����L��~�����vh������~��k��~���}e�LÂ:��sqv��Í�L}#�I�6�L�¬v�����vkuf #���Ä�?��}#���! 6�L����vk��}q� ~�}?��sqvk~�����vk��u?� ~������c����vk½¬vk��vIÅ
�J}�vkuf #~���~����L�������q¡¨�Ê�h��}¨Àq��uf~�}#� ��s#~������q��vk��½��L��~���}Ç���L}0�:v!Âa���#}q¡0~�})·�§�¥L»¿Å%r�sqvh��vfvVÃZ :vk��¾
~�u?vk}c���?���#�I�¬vh���?�L})�� :vk���L��~���}6�L��u?�c¡#vk�n� ¼�sqvk��vk��� vh���6�L��~���}q��¼�s#~���s)��~�vÏvk}���~���vk���Ñ¼�~���s#~�}
��sqvÊ 6�L����vk��} ÂB���L�Iu?vk}c�Ï�LÂx��sqv �â�c :vh¡ E¨¾¿���L���k�#���q�X��sq���#��¡ �:v ������½¬vh¡ ~�ufu?vh¡¨~Í�L��vk��� ¼�~���s
��sqv� 6�L����vk��}��#}#~ÁÀ6���L��~���} �L���¬����~���s#u¸Åe�J��sqvk���OGB~�}q�k���q¡¨~�}#� �hvk�����L~�}U�6vVÃZ¾n��~��I~�¡Ý�L}q¡ �6vVÃ¨~��#��vV¾
�6vVÃ¨~��#��v¸vh�c�6�L��~���}q��I���sq���#��¡ �:vX :�I���� $��}qvh¡ ���?�h��}q�������L~�}����e~�} ��sqvÏsq�� :vX��s6�L�?��sqvk�Ñ¼�~����
�:v!~�}q�����L}���~Í�L��vh¡0Âa�#����sqvk�����É�������#��~���}q�����X����sqvk���h��}q�������L~�}�����Å � �q��sÝ�¯�¬vk}qvk���L������sqvku?vf�LÂ
¡#vh¡¨�q�k��~���})¼�~���s �h��}q�������L~�}����fs6�����:vhvk})�����q¡¨~�vh¡Ñ~�}ÒÀq����������¡#vk�f�����I~��O¼�~���s vh�c�6�L��~��¿� ·�§I§k»
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�L}q¡¸s6���-��sq�Ä¼�}É��Âa�#}q¡q�Lu?vk}����L�	~�uf #����½¬vku?vk}c��~�}¸��sqv���sqvh����vku  #����½Z~�}#�e��vh��s#}#~��c�qvh��·�§�¤L»¿Å
¶ }Ï���#����~����6�L��~���}_�#��s#~�����vh��s#}#~��c�qvx��½¬��~�¡#�-�L���Q�#���L}q��s#~�}#�e¡¨�#��~�}#�?�h��}q�������L~�}��-��~�uf #��~ÁÀ6���L��~���}
Gé���`�� # :�I��vh¡ ���¯�-�qvk� �����L���¬����~���s#u¸��Âé���`vVÃq�Luf #��vNIVÅ-r�sqv!��vh���#����~�}#�-�$��
�
C+878� "8� h � � � � �	��
���
��
��� 5B
�7���
#) h ~���¡#vh���k��~��$vh¡Ñ~�} ·ºwI¤E»�~�}Ñ��sqv¯Âa���Lu?vk¼�����ÐÑ�LÂJ��sqvX���ÁÂ- #�����I���Lufuf~�}#�Ç�Í�L}#�I�6�L�¬vIÅ
r�sqv`~�uf #��vku?vk}c���L��~���}Ò·ºwI¥E»Q~��Æ #�����k��~����L�n�#�#�#��}q���Æ}qv��L�����X����vVÓe�k~�vk}��J���Æ�#}#~ÁÀ6���L��~���}Ï¼����#��¡
�:v�Âé���Æ�%�Í�L}#�I�6�L�¬vJ���q��sX���Æ�����������qÅ � ��u?v`�LÂQ��sqvh��v-~�}qvVÓe�k~�vk}q�k~�vh�����L}¯�$v`��¡#¡¨��vh����vh¡?�q��~�}#�
�����L���k�#���q�J�LÂ4vVÃ¨ #��~��k~��-���#�q����~����#��~���}q��Å

Ë s#~���vX}q���e�L���� #�����#��vku?�fs6��½¬vÏ�:vhvk} ������½¬vh¡Q��¼ÆvX�$vk��~�vk½¬vX��s6�L�e���q��s �Ê����v��L��u?vk}��¯~��
�L}8~�uf :�������L}��Ê�L}q¡ vh����vk}���~Í�L�%����vk  Âé����¼Æ�L��¡QÅ r�sqvÉ~�¡#v����Ï�:vk����¼ ��sq���#��¡ �L�����)�L # #��� ���

 ��¡q�L��s��#� ���Ovk}�½Z~�����}#u?vk}��Ï���L���k�#���q�É·ºw �#� w¨§I��§�«�»¿��¼�s#~���s ¼����e¡#vh��~��I}qvh¡ Âa���O�L} vVÓe�k~�vk}��
~�uf #��vku?vk}c���L��~���}É�LÂ��J�qvk� �����#}#~ÁÀ6���L��~���}É�L���¬����~���s#u ~�}¸��sqv��h��}���vVÃ¨�J�LÂKEq�����������qÅ

¶ Â�¼Æv���vk�Í�EÃ¯��sqv� 6�L����vk��}Ï��vh������~��k��~���}_�q�L����uf~���¼Æv��LÐ¯sqv���¡Z¾n}q����ue�L�_Âa����u?�����L}Ï}q�Ä¼ �L�����
�:v �LÂ���sqv�Âé����u T$� �-!¿��¼�sqvk��v �Æ~�� � 
�
��- 6�L����vk��}����#�q����~����#��~���}_Å4r�s#�����#�Isq���#����sqv ��vkue�L~�}q¡#vk�
�LÂ4��s#~�����vh�k��~���} ¼�v��q��v;�%Âé�������#�q����~����#��~���}q��¼�s#~���sÉ�L��v�}q���� 6�L����vk��}Ê���#�q����~����#��~���}q��Å

r�sqv��h��}q�������L~�}��������L}q��Âé����ue�L��~���}¸���#��vh�ÆÂa����u � vh�k��~���} TqÅºw�¡#��}q������s6�L}#�¬vI�qvVÃ#�hvk #����s6�L�
}q�Ä¼1��sqvk��vX�L��vX��¡#¡¨~���~���}6�L�Æ������vh�!¼�sqvk��v¯}q� ���#��vh���L # #���¬Å r�sqvh��v¯��vkue�L~�}#~�}#�0�h��}q�������L~�}����
s6��½¬v���sqv�Âé����u TZ� ��! �%$& � �e¼�sqvk��v*F

� � � G��

� � � ��2 � ���

� � � V � 8Y!¿�q���

� � � V � **!Z���q��sx��s6�L� �O^�*
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