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Ates JFPC 2006Inférene d'inonsistanes pour la résolution duMax-CSPFayçal Djerourou Hahemi BennaeurLIPN-UMR CNRS 7030- Institut Galiliée, Université de Paris Nord,99, avenue Jean-Baptiste Clément, 93430, Villetaneuse, Frane.{Fayal.Djerourou,Hahemi.Bennaeur}�lipn.univ-paris13.frRésuméLe présent artile porte sur la résolution exate duproblème de satisfation maximale de ontraintes (Max-CSP). La résolution du Max-CSP est généralement ef-fetuée à l'aide d'algorithmes de type branh and bound.L'e�aité de es algorithmes dépend étroitement de laborne inférieure de la valeur du Max-CSP qu'ils utilisentau ours de la reherhe. Les bornes inférieures pour leMax-CSP se basent, en général, sur le onept d'aronsistane (AC). Nous présentons ii un méanismed'inférenes d'inonsistane entre valeurs dans le butd'augmenter les valeurs des bornes inférieures baséessur l'AC. Cei est e�etué en détetant les inonsis-tanes ignorées par les ompteurs d'ar-inonsistanedirigée da. L'inférene d'inonsistanes pour une valeur
a d'une variable non instaniée i, onsiste à rajouter àla ontribution de a le nombre de variables futures dontles valeurs partiipant au alul de la borne inférieuresont inohérentes ave a. Une implémentation de ettetehnique est présentée et testée sur des Max-CSP aléa-toires. AbstratThis paper deals with an exat algorithm designedfor solving over-onstrained problems. It is well knownthat the e�ieny of a omplete algorithm deeply de-pends on the quality of its lower bound. This lowerbound should be as large as possible and as heap toompute as possible. We propose a new tehnique whihenhanes the lassial ar onsisteny lower bounds forMax-CSP. In addition to inonsisteny and direted aronsisteny ounts of a value, we infer further inonsis-tenies resulting from inonsistenies between this valueand minima values of unassigned variables. We will showin this paper that this idea an be generalized to theWeighted CSP framework (see setion 4.2). The in-ferred inonsistenies tehnique is embedded in a for-ward heking algorithm, it is used to tight the lower

bound during the searh in order to �lter future do-mains. This new algorithm, PFC-VRDAC (PFC-Valueinferene Reversible Direted Ar Consisteny), is om-pared with some referene algorithms for solving Max-CSP. Obtained results on some random problems, showimprovements in time and searh e�ort.1 IntrodutionLe problème de satisfation de ontraintes (CSP) estdonné par un ensemble de variables soumises à desontraintes. Chaque variable possède un domainedisrêt et �ni. Le but est d'a�eter à haune desvariables une valeur de son domaine a�n de satis-faire l'ensemble des ontraintes. Nous nous intéressonsii aux problème de satisfation de ontraintes sur-ontraint oû la satisfation de toutes les ontraintesdu CSP est impossible. Dans e as, le but est deherher l'instaniation omplète satisfaisant le maxi-mum de ontraintes (Max-CSP). Le Max-CSP est unproblème d'optimisation. Dans [13℄, le CSP a étéétendu vers un modèle plus général le problème desatisfation de ontraintes valué (VCSP). Ce modèleprend en ompte les ontraintes molles et rend pos-sible l'expression des préférenes entre solutions. EnVCSP des valuations sont assoiées aux n-uplets etle oût d'une instaniation omplète est alulé enagrégeant les valuations des n-uplets appartenant àette instaniation. L'objetif en VCSP est de trou-ver l'instaniation omplète ayant le oût minimal.Dans [6℄, leWeighted CSP, un as partiulier du VCSPest proposé. En WCSP les valuations sont des en-tiers positifs et l'opérateur d'agrégation est l'addition.Le VCSP et ses spéi�ations (WCSP et Max-CSP)possèdent plusieurs domaines d'appliation tels quel'alloation de ressoures, la bioinformatique, le raison-
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nement probabiliste et l'ordonnanement.La résolution exate du Max-CSP est généralemente�etuée ave des méthodes suivant le shéma dubranh and bound. Ces méthodes parourent l'arbre dereherhe des solutions en profondeur d'abord. Pourdiriger la reherhe, ils utilisent une borne inférieuredu nombre minimal de ontraintes violées. L'e�aitéd'un branh and bound dépend étroitement de la qual-ité de sa borne, elle-i doit être la plus prohe possiblede la valeur du problème et non oûteuse à aluler.Di�érentes bornes inférieures ont été dé�nies pour leMax-CSP, elles sont basées sur le onept d'ar on-sistane (AC) [1, 3, 4, 6, 7, 8, 9, 14, 15℄, ou/et sur destehniques exploitant la struture du problème Max-CSP [5, 12℄.Dans et artile, nous présentons une tehniqued'inférene d'inonsistanes pour améliorer les bornesinférieures lassiques basées sur l'ar onsistane. Ceiest e�etué en inférant des inonsistanes non dété-tées par les bornes inférieures lassiques. Dans ettetehnique, pour une valeur d'une variable non in-staniée (variable future), nous omptons le nombred'inonsistanes qu'elle a ave les valeurs des vari-ables non instaniées partiipant dans le alul de laborne inférieure. Par exemple, dans le as d'une borneinférieure utilisant les ompteurs d'inonsistanes etd'inonsistanes dirigées (i+da), pour une valeur ad'une variable non instaniée, nous alulons le nom-bre d'inonsistanes, non alulées par la borne in-férieure, entre a et les valeurs des variables futuresayant le minimum i+da. Par omparaison auxbornes inférieures lassiques, notre tehnique peut ra-jouter des inonsistanes au ompteurs da de a mêmesi ette dernière possède des supports sur les variablesfutures. Nous montrons omment utiliser ette nou-velle borne dans un algorithme de réolution ompletpour antiiper les retours arrière et �ltrer les valeursdes variables futures. Cette tehnique a été ombinéeave l'algorithme PFC-RDAC [8℄, le nouvel algorithmePFC-VRDAC (Partial Forward Cheking Value infer-ring Reversible Direted Ar Consisteny) a été testésur quelques instanes Max-CSP aléatoires. Les pre-miers résultas sont omparés ave eux obtenus parPFC-MRDAC [7℄, un algorithme longtemps onsid-éré omme une référene pour la résolution du Max-CSP. Les gains en temps et en nombre de noeuds vis-itées, montrent l'e�aité de l'utilisation de l'inférened'inonsistanes ave les bornes lassiques pour la ré-solution du Max-CSP.Ce artile est organisé omme suit. La setion 2présente quelques notions de base relatives au prob-lème CSP. La setion 3 dérit l'utilisation de l'inférened'inonsistanes dans le but d'améliorer les bornes in-férieures basées sur les ompteurs i+da. Les avan-

tages de la nouvelle borne inférieure par apport auxbornes lassiques sont dérits dans la setion 4. Laproédure de alul d'inférene d'inonsistanes estdonnée dans la setion 5. La setion 6 traite desquestions relatives à la mise en ouvre de l'infèrened'inonsistanes dans un branh and bound pour leMax-CSP. La setion 7 présente quelques résultas ex-périmentaux préliminaires obtenus sur les Max-CSPaléatoires. En�n, la setion 8 trae quelques perspe-tives pour la poursuite de e travail.2 Préliminaires2.1 CSP et Max-CSPUn problème de satisfation de ontraintes (CSP)est dé�ni par un ensemble �ni de variables X =
{1, . . . , n}, un ensemble de domaines �nis et disrêts
D = {d1, . . . , dn} et un ensemble de ontraintes C =
{C1, . . . , Cm}. Chaque variable i prend ses valeursdans le domaine di. Chaque ontrainte Cj est dé�niesur un sous ensemble de X appelé sa portée et noté
scope(Cj). Une ontrainte Cj est un sous ensemble duproduit artésien di1×di2×. . .×dip

, ave {i1, . . . , ip}∈
scope(Cj), elle ontient l'ensemble de n-uplets au-torisés pour les variables de scope(Cj).L'instaniation d'une variable i onsiste à lui a�eterune valeur depuis son domaine di. Une instaniationest dite partielle si elle porte sur un sous ensemble devariables de X . Elle est dite omplète si elle porte surtoutes les variables de X .La solution d'un CSP est une instaniation om-plète qui satisfait toutes les ontraintes de l'ensemble
C. Si une telle instaniation n'existe pas, le CSP estdit inonsistant. Dans e as, il est intéressant deherher l'instaniation omplète satisfaisant le plusde ontraintes, 'est la satisfation maximale de on-traintes (Max-CSP) [4℄.Ces dernières années, le modèle CSP a été étenduvers un modèle plus général le problème de satisfationde ontraintes valué (VCSP) [13℄. Ce nouveau modèleprend en ompte les ontraintes molles et rend possi-ble le hoix entre solutions en assoiant une valuationà haque n-uplet d'une ontrainte. En VCSP, le oûtglobale d'une instaniation omplète est l'agrégationdes valuations des n-uplet appartenant à ette instan-iation. La solution d'un VCSP est une instania-tion omplète de oût minimal. Un as partiulierdu VCSP, le CSP binaire pondéré (WCSP), est dé�nidans [6℄. Dans e modèle, les ontraintes sont soitunaires (Ci), soit binaires (Cij). A haque valeur ad'une variable i est assoié un oût unitaire Ci(a), età haque ouple (a, b) ∈ di×dj d'une ontrainte binaire
Cij ∈ C est assoié un oût Cij(a, b). Ces oûts sont
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des naturels et l'opérateur d'agrégation est l'addition(+). Remarquons que le Max-CSP peut être érit sousforme d'un WCSP binaire où à tout ouple interdit(inohérent) on assoie un oût 1 et à un ouple au-thorisé un oût nul. La solution est une instaniationomplète minimisant la somme des oûts des ouples.Cei revient à trouver l'instaniation omplète min-imisant le nombre de ontraintes violées.Dans et artile, i, j, k, . . . désignentdes variables et
a, b, c, . . . des valeurs. (i, a) désigne la valeur a dela variable i. P désigneune instaniation partielle et
F l'ensemble des variables non enore instaniées (li-bres ou futures). On appel valeur future toute valeurd'une variable de F . La valeur (i, a) est inonsis-tante ave la variable j si elle est inohérente avetoutes les valeurs de dj . Soit la valeur future (i, a),
icia est le nombre de valeurs de P inonsistantes ave
(i, a). Soit la fontion dac(i, a, j) dé�nie omme suit.
dac(i, a, j)=1 si (i, a) est inonsistante ave j et si lesinonsistanes sont omptés de j vers i; 0 sinon. Lenombre d'inonsistanes d'ar dirigées, dacia, est lenombre de variables j ∈ F tel que dac(i, a, j)=1. Soitle Max-CSP P , PP est le Max-CSP P obtenu aprèspropagation de l'instaniation partielle P et V (P) lenombre minimal de ontraintes violées dans P .2.2 Survol des bornes inférieures en Max-CSPL'un des premiers algorithmes pour la résolution duMax-CSP, PFC [4℄ utilise une borne inférieure simple.Elle est alulée en rajoutant à la distane (le oût del'instaniation partielle P ) la somme des ic minimumsdes variables futures F (LB(P )PFC = distance(P )+
∑

i∈F mina∈di
(icia)). Cette borne a été améliorée,dans PFC-DAC [14℄, en onsidérant les inonsistanesentre les variables futures. En dé�nissant un ordre surles variables et en dirigeant le graphe de ontraintessuivant et ordre, PFC-DAC utilise les ompteurs iet da et alule sa borne inférieure omme suit :

LB(P )DAC =distance(P )+
∑

i∈F mina∈di
{icia+dacia}.Une sensible amélioration de PFC-DAC, l'algorithmePFC-RDAC, a été proposée dans [8℄. A haqueinstaniation d'une variable, PFC-RDAC realuleune bonne orientation des ontraintes entre les vari-ables futures dans le but d'augmenter la somme desi+da minimums. Dans [7℄, la propriété d'ar onsis-tane dirigée est maintenue durant la résolution. Cemaintien onduit généralement à l'inrémentation desompteurs das et don à une possible amélioration dela borne inférieure. Dans asaded da [15℄, les omp-teurs das sont augmentés en inférant des nouvellesinonsistanes en se basant sur l'ordre utilisé dans lealul des das. Ce proessus d'inférene est limitépar l'ordre statique des variables. De plus, il nées-site une gestion des inonsistanes redondantes a�n

de maintenir une borne inférieure valide. Dans [1℄ lala onsistene d'ar pondérée (WAC), une borne in-férieure ne néessitant auun ordre sur les variablesest proposée. Contrairement à DAC et RDAC, dansWAC les inonsistanes sont alulées dans les deuxsens. A�n d'éviter les redondanes, deux poids om-plémentaires w ≤ 1 et 1−w sont assoiés aux deux sensde la ontraintes. Dans [5℄, une borne inférieure pourle Max-CSP est alulée en partitionnant l'ensembledes ontraintes en plusieurs sous ensembles appelésmini-bukets. Dans [12℄ (Con�it Sets), des nouvellesontraintes sont rajoutées au Max-CSP dans le butd'identi�er des inonsistanes non détetées par l'aronsistane dirigée.Dans [6, 10℄, de nouvelles onsistanes loales(NC,NC*,AC,AC*) sont dé�nies pour le WCSP.Théoriquement, ei généralise les onsistanes las-siques au WCSP et permet de dé�nir des nouvellesbornes inférieures beauoup plus élégantes. Cepen-dant, les résultats expérimentaux sur les Max-CSPaléatoires ont montré que les algorithmes (PFC-RDACet PFC-MRDAC) proposés dans [7, 8℄ restent plus ef-�aes. Dans [9℄, en se basant sur les travaux de [2℄,des nouvelles formes de onsistane loale (l'ar on-sistane dirigée) DAC* and (l'ar onsistane omplètedirigée) FDAC*, sont dé�nies pour le WCSP. Commedans le as du Max-CSP, DAC* et FDAC* néessi-tent qu'un ordre statique soit dé�ni sur les variablesdu WCSP. Les algorithmes MDAC* et MFDAC*, quimaintiennent respetivement les onsistanes DAC* etFDAC*, ont été développés et testés sur des Max-CSPs aléatoires. Les résultats obtenus ont montré quele maintien de FDAC* semble être le meilleure niveaude onsistane pour la résolution des Max-CSP aléa-toires. Réemment dans [3℄, une nouvelle forme d'aronsistane est dé�nie, 'est la onhérene d'ar ex-istentielle EDAC*. EDAC* renfore la propriété deFDAC* a�n de se rapproher le plus de la onsistaned'ar omplète. MEDAC*, un algorithme qui main-tient la propriété EDAC*, a été developpé et testé surdes WCSPs aléatoires et réels. Les tests ont montréque MEDAC* est plus e�ae que MFDAC* sur denombreuses lasses de problèmes.3 Amélioration des bornes in-férieures lassiques par inférened'inonsistanesSans perte de généralité, nous ne onsidérons que lesbornes inférieures basées sur les ompteurs i+da.L'inférene d'inonsistanes peut également être util-isée ave les bornes inférieures basées sur l'ar onsis-tane omme l'ar onsistane podérée WAC.
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3.1 L'inférene d'inonsistanes aprèsl'instaniation d'une variablePendant l'instaniation d'une variable i par lavaleur a ∈ di, le branh and bound alule uneborne inférieure du nombre de ontraintes violéespar l'instaniation partielle P ∪ {(i, a)}. Cetteborne inférieure est donnée par la formule suiv-ante, LB(P, i, a) = distance(P ) + icia + dacia +
∑

j∈F mina∈dj
{icja + dacja}. La somme icia + daciareprésente la ontribution de la valeur (i, a) dans etteborne. Sous ertaines onditions, ette ontributionpeut être augmentée même si (i, a) est onsistanteave quelques variables futures F . De plus, à ausede l'orientation des ontraintes, les inonsistanes avequelques variables de F ne sont pas omptées même si

(i, a) est inonsistante ave es variables. En utilisantes remarques, nous proposons dans e qui suit unetehnique d'inférene d'inonsistanes a�n d'améliorerles bornes inférieures basées sur i+da.Soit (i, a) la valeur atuellement instaniée à i et soit
j ∈ F une variable future partageant une ontrainteave i. Considérons la situation suivante :
• b est l'unique valeur de j minimisant la sommei+da.
• le ouple (i, a) et (j, b) est inohérent et

dac(i, a, j) = dac(j, b, i) = 0.Soit k≥ 0 le nombre de variables futures véri�ant lesonditions i-dessus et partageant une ontrainte ave
i. Alors la borne inférieure assoiée à la valeur (i, a),
LB(P, i, a), peut être inrémentée de k. Comme lesinonsistanes rajoutées ne sont alulées ni par das,ni par is, LB(P, i, a) + k peut être onsidérée ommeune borne inférieure du Max-CSP.Dans le préédent paragraphe, nous avons onsid-éré les variables futures ave un minimum unique.L'inférene d'inonsistanes est aussi appliable aveles variables futures possédant plusieurs valeurs at-teignant le minimum i+da. Soit M(j) l'ensembledes valeurs de j ayant une somme i+da minimale.La quantité à rajouter à la ontribution de la valeur
(i, a) dans LB(P, i, a) est donnée par : Infer(i, a) =
∑

j∈F minb∈M(j){r(i, a, j, b)}, où
r(i, a, j, b) =











1 si (i, a) et (j, b) sont inohérentset, dac(i, a, j) = 0 et dac(j, b, i) = 0

0 sinonLa propriété suivante montre que LBInfer(P, i, a) =
LB(P, i, a) + Infer(i, a) est une borne inférieure dunombre de ontraintes violées par toute instania-tion omplète extension de l'instaniation partielle
P ∪ {(i, a)}.

Propriété 1. Soient le Max-CSP P et l'instaniationpartielle P , LBInfer(P, i, a) est une borne inférieurede V (PP∪{(i,a)}).Preuve. Soit l'instaniation omplète A =
(a1, a2, . . . , an) extension de P ave a a�etée à
i. Le oût de A, le nombre de ontraintes violéespar A, est noté par distance(A). Soit LB(A, i, a) =
distance(P )+icia+dacia+

∑

j∈F (icjaj
+dacjaj

) où :
• distance(P ) repésente le nombre de ontraintesviolées par l'instaniation partielle P .
• icia + dacia représente le nombre de ontraintesviolées entre (i, a) et l'instaniation partielle Pet une sous estimation du nombre de ontraintesviolées entre (i, a) et les variables futures.
•

∑

j∈F (icjaj
+dacjaj

) est une sous estimation dunombre de ontraintes violées entre les valeurs
aj , j ∈ F de A, et le nombre de ontraintes violéesentre les valeurs aj , j ∈ F de A et l'instaniationpartielle P ∪ {(i, a)}.Par dé�nition nous avons distance(A) ≥ LB(A, i, a).Nous allons d'abord prouver que icjaj

+
dacjaj

+ r(i, a, j, aj) ≥ mina∈dj
{dacja + icja} +

minb∈M(j){r(i, a, j, b)}. Comme icjaj
+ dacjaj

≥
mina∈dj

{dacja + icja} alors l'inégalité est véri�ée si
r(i, a, j, aj)≥minb∈M(j){r(i, a, j, b)}.Considérons maintenant le as où r(i, a, j, aj) = 0et minb∈M(j){r(i, a, j, b)} = 1 et supposons que
icjaj

+dacjaj
+ r(i, a, j, aj) < mina∈dj

{dacja + icja} +
minb∈M(j){r(i, a, j, b)}, alors icjaj

+ dacjaj
<

mina∈dj
{dacja + icja} + 1 e qui implique que

icjaj
+ dacjaj

≤ mina∈dj
{dacja + icja}. Don

aj ∈ M(j) et r(i, a, j, aj) = 1, e qui est en ontradi-tion ave les hypothèses.En sommant sur l'ensemble des variablesfutures, nous avons ∑

j∈F (icjaj
+ dacjaj

+
r(i, a, j, aj)) ≥

∑

j∈F mina∈dj
{dacja + icja} +

∑

j∈F minb∈M(j){r(i, a, j, b)}. Cette inégalité peut êtreérite omme suit. ∑

j∈F (icjaj
+dacjaj

+r(i, a, j, aj))≥
∑

j∈F mina∈dj
{dacja+icja}+Infer(i, a). En rajoutant

distance(P )+icia+dacia aux deux �tés de l'inégaliténous avons LB(A, i, a) ≥LBInfer(P, i, a).La nouvelle borne inférieure LBInfer(P, i, a) estau moins égale à LB(P, i, a) et au plus égale à
LB(P, i, a) + ρ(i), où ρ(i) est le nombre de variablespartageant une ontraintes ave i.3.2 L'inférene d'inonsistanes pendant le �l-trageLe proessus de �ltrage est utilisé par tous les solveursMax-CSP, avant et au ours de la reherhe. Le
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�ltrage est utilisé pour supprimer les valeurs quin'appartiendront pas à la solution du Max-CSP. Sonbut est de rendre le problème plus faile à résoudre.La borne inférieure basée sur l'i+da, LBFilt(P, i, a)utilisée pour le �ltrage est donnée par la formule suiv-ante, distance(P )+icia+dacia+
∑

j∈F−{i}mina∈dj
{icja+

dacja}.En plus de son utilisation ave LB(P, i, a), l'inférened'inonsistanes peut être utilisée pour augmenter lavaleur de LBFilt(P, i, a).Soit (i, a) une valeur future et soit j 6= i une variablefuture partageant une ontrainte ave i et véri�ant lesonditions suivantes :
• j possède une seule valeur b minimisant la sommei+da. La valeur b est inohérente ave (i, a),
• dac(i, a, j) = dac(j, b, i) = 0.S'il y a k ≥ 0 variables futures de F − {i} véri�-ant les onditions i-dessus, alors LBFiltr(P, i, a) peutêtre inrémentée de k. Cette somme, qu'on notera

LBInferFilt(P, i, a) est exprimée omme suit :
LBInferFilt(P, i, a) = LBFiltr(P, i, a)+InferF ilt(i, a)ave

InferF ilt(i, a)=
∑

j∈F−{i}

minb∈M(j){r(i, a, j, b)}Propriété 2. Soit PP∪{(i,a)} le Max-CSP obtenuaprès la propagation de P , alors LBInferFilt(P, i, a)est une borne inférieure de V (PP∪{(i,a)}).Preuve. La preuve est semblable à elle de la pro-priété 1.La valeur future (i, a) est supprimée du domaine
dj si LBInferFilt(P, i, a) ≥ ub, où ub est la bornesupérieure de P .4 DisussionLe alul de LBInfer(P, i, a) est une antiipation dela propagation de l'instaniation partielle P ∪ {(i, a)}sur les domaines des variables futures. Cependant, ealul est e�etué sans mise à jour des ompteurs iet sans suppression de valeurs futures.Comme LBInferFiltr(P, i, a) est au moins égale à
LBFiltr(P, i, a), elle supprimera plus de valeurs etl'arbre de reherhe résultant est plus réduit (voir laFigure 1). La �gure 1 montre les arbres de reherhedéveloppés ave et sans inférene d'inonsistanes pen-dant la résolution du Max-CSP aléatoire 〈4, 3, 7/9, 1〉(voir la setion 7 pour plus de détails onernant lesCSPs aléatoires). Le branh and bound sans inférened'inonsistanes développe 5 noeuds de plus que elui

The search tree with LB_Infer

number of visited nodes = 15 number of visited nodes = 20

The search tree with classical LB

node not visited by the branch and bound with LB_Infer

node visited by both algorithmsFigure 1: Arbres de reherhe développés ave et sans
LBInfer sur le Max-CSP aléatoire 〈4, 3, 7/9, 1〉.utilisant LBInfer et LBInferFiltr. Les expérimenta-tions de la setion 7 on�rme l'e�aité de LBInfer etplus partiulièrement de LBInferFilt dans le �ltragedes domaines des variables futures sur une variété deproblèmes aléatoires.4.1 LBInfer, DAC* et FDAC*Les onsistanes loales DAC* et FDAC* transformentle réseau de ontraintes initial en un réseau équivalentvéri�ant les propriétés DAC* et FDAC*. Cei est ef-fetué en utilisant les proédures Extend() et Projet()dé�nies dans [6℄.La �gure 2 montre un exemple d'appliation deFDAC* sur une ontrainte cij ave i < j. Dans ette�gure, les oûts des ontraintes unaires sont représen-tés dans des petits erles et les oûts binaires sontreprésentés sur les ars onnetant haque ouple devaleurs. L'absene d'un ar entre deux valeurs signi�eque le oût binaire entre es deux valeurs est nul. Noussupposons dans et exemple que la borne inférieure
lb = 0 et que la borne supérieure ub = 2.Dans la �gure 2, la valeur (i, a) ne possède pas de sup-port omplet1 sur la variable j. En appliquant FDAC*pour ette valeur (suivant l'ordre i < j) le oût Ci(a)est inrémenté d'une unité. L'appliation de FDAC*orrespond exatement au résultat de l'appliation del'inférene d'inonsistanes pour la valeur (i, a). No-tons que la valeur (i, a) sera supprimée ar lb+Ci(a) ≥
ub. Le alul de LBinfer(P, i, a) sur la ontrainte Cijdétetera ette inonsistane et supprimera la valeur
(i, a). De plus, omme le alul de LBinfer ne dépendpas de l'orientation de la ontrainte, elle est appliquédans l'autre sens et rajoute une inonsistane au oûtde la valeur (j, a), ette inonsistane est ignorée parFDAC* à ause de l'orientation de la ontrainte.L'avantage d'utiliser LBInfer et LBInferFiltr estqu'on n'a besoin de maintenir auune forme de on-sistane loale durant la reherhe. De plus, auun or-1on dit que b ∈ dj est un support omplet de a ∈ di sur laontraintes Cij si i < j et Cij(a, b) + Ci(b) = 0
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a)Figure 2: Appliation de FDAC* sur Cij . (a) la valeur
(i, a) n'est pas DAC. (b) Après extension et projetiondes oûts, (i, a) possède maintenant un support om-plet sur Cij .dre sur les variables n'est néessaire pour l'appliationde LBInfer. Le but prinipal derrière LBInfer et
LBInferFiltr est d'augmenter la borne inférieure a�nd'avoir un �ltrage plus robuste. Dans FDAC* etDAC*, le but est de maintenir la propriété FDAC*durant la reherhe. Cei est e�etué en utilisant laprojetion et l'extension des oûts des ontraintes bi-naires et unaires et la modi�ation du réseau de on-traintes. Dans FDAC* et DAC*, une ordre statiquesur les variables du Max-CSP est indispensable alorsque LBInfer et LBInferFiltr n'ont pas ette limitation.
4.2 Vers une généralisation au WCSPComme montré préedemment (�gure 2), l'appliationde FDAC* sur une ontrainte dans un sens est équiv-alent à l'appliation de LBInfer suivant le même sens.Trouver un support omplet pour une valeur (i, a)sur la ontrainte Cij revient à herher une valeur
c ∈ dj tel que c = argminb∈dj

{Cij(a, b) + Cj(b)}.Après extension et projetion du oût Cij(a, c)+Cj(c)vers Ci(a), la valeur (j, c) devient un support om-plet sur Cij pour (i, a). Ce proessus est similaireà elui utilisé par LBInfer. Ainsi, l'appliation de
LBInfer peut être généralisée au problème WCSP.Dans le WCSP, l'inférene d'inonsistanes pour unevaleur (i, a) sur la ontrainte Cij onsiste à rajouterle oût Cij(a, c) + Cj(c) à la borne inférieure globale.Mais, FDAC* néessite un ordre sur les variables a�nde maintenir la propriété d'ar onsistane omplètedirigée alors que LBInfer n'a pas ette limitation.Pour le �ltrage, FDAC* supprime une valeur (i, a) si
(lb + Ci(a)) ≥ ub. Ave LBInfer, (i, a) est suppriméesi (distance(P ) + Ci(a) + (

∑

j∈F minb∈dj
{Cij(a, b) +

Cj(b)})) ≥ ub.

5 Calul des inonsistanes inférées enMax-CSPComme le nombre de variables futures partageant uneontrainte ave i est au plus égale à n et que pourhaque variable future j, nous testons la onsistanede (i, a) ave au plus d valeurs, alors la omplexité de
LBInfer (LBInferFilt) est en O(nd), où d est la tailledu plus grand domaine et n le nombre de variables.Le alul de LBInfer(P, i, a) et LBInferFiltr(P, i, a) enonsidérant tous les minimums d'une variable futurefournit une borne inférieure de qualité mais s'avèreoûteux en pratique. Ainsi, nous préférons aluler
LBInfer en ne onsidérant que les variables futuresave un minimum unique (voir Algorithm 1). Ceionduit à un bon ompromis entre la qualité de laborne inférieure et l'e�ort néessaire pour la al-uler. L'algorithme 1 montre le alul et l'utilisationde l'inférene d'inonsistanes dans le �ltrage desvaleurs futures. P représente l'instaniation partielleourante, D l'ensemble des domaines des variables fu-tures et G le graphe de ontraintes. La fontion Sin-gleMin(j) est vraie s'il y a un seul minimum dans Dj.La proédure Prune(j, b) supprime la valeur (j, b) dudomaine D′j . Pour haque valeur future (j, b), on re-garde d'abord si on peut la supprimer sans inférerd'inonsistanes en utilisant les bornes inférieures las-siques. Sinon, on alule LBInferFiltr(j, b) (la boulede la ligne 2) et on regarde si on peut maintenant lasupprimer (ligne 3).Algorithm 1: PruneValues(P, F, D, G)beginfor j ∈ F dofor b ∈ Dj do1 if (LB(P, j, b)≥ub) thenPrune(j, b);else

cont← 0;2 for k ∈ F onneted to j and k 6= j doif (SingleMin(k)) then
e← argminc∈Dk

{ickc+dackc};
cont← cont + r(j, b, k, e);3 if (LB(P, j, b)+cont≥ub) thenPrune(j, b);return new domains;end6 L'algorithme PFC-VRDACNous avons implémenté LBInfer et LBInferFiltr dansl'algorithme PFC-RDAC. Rappelons que PFC-RDACest un algorithme de type branh and bound pourla résolution du Max-CSP. Après haque instania-tion d'une variable, PFC-RDAC réoriente le graphede ontraintes des variables futures a�n d'augmenter
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la valeur de la borne inférieure.L'algorithme résultant de la ombinaison de RDACet de l'inférene d'inonsistanes est appelé PFC-VRDAC. L'idée de PFC-VRDAC est d'utiliser
LBInfer avant haque propagation d'une instaniationet LBInferFilt durant le �ltrage a�n de supprimer lesvaleurs non �ltrées par les bornes inférieures i+da.Dans PFC-VRDAC (Algorithm 2), à haque noeud(instaniation de de i par a), on ompte d'abord son
LBInfer(P, i, a) (ligne 1). Si LBInfer(P, i, a) ≥ ub unretour arrière est e�etué. Sinon, l'instaniation par-tielle ourante est propagé sur les domaines des vari-ables futures (La fontion LookAhead ligne 2). Si du-rant la propagation un des domaines futures devientvide, un retour arrière est e�etué (voir la ligne 3)puisque la fontion ontinue() retourne faux si un desdomaines est vide. Sinon, omme dans PFC-RDAC,PFC-VRDAC réoriente les ontraintes du graphe desvariables futures à l'aide de l'heuristique GreedyOpt()(ligne 4) dans le but d'augmenter la valeur de la borneinférieure. Si après GreedyOpt() auun éhe n'estdéteté, PFC-VRDAC appel la fontion PruneValues(ligne 5) en renforçant le �ltrage par l'utilisation desinonsistanes inférées. Si auun domaine n'est vidéaprés l'appel de PruneValues, alors un nouvel appel àPFC-VRDAC est e�etué. Quand toutes les variablessont instaniées (F =φ), PFC-VRDAC garde une traede la meilleure instaniation bestS ainsi que son oûtet met à jour la borne supérieure du problème ub.Algorithm 2: PFC-VRDAC(P, d, F, D, GF )beginif (F = φ) then

ub← d;
bestS ← P ;else
i← Pop (F );for a ∈ Di do

d′ ← d + icia + dacia;1 if (LBInfer(P, i, a) < ub) then2 D′ ←LookAhead(d′, i, a, F, D, GF );3 if (ontinue(D′)) then4 nGF ← GreedyOpt(GF , F, D′);if (ontinue(D′)) then5 D′ ←PruneValues(P∪{ai}, F, D′, nGF );if (ontinue(D′)) thenPFC-VRDAC(P ∪

{ai}, d′, F, D′, nGF );end7 ExpérimentationsCette setion évalue les performanes de PFC-VRDAC, en terme de temps et de nombre de noeudsvisités, sur des Max-CSP aléatoires. On présente laversion qui onsidère les variables futures ave un

minimum unique. La version la plus générale, danslaquelle l'inférene d'inonsistanes est e�etuée enonsidérant tous les minimums, a été implémentée ettestée. Malgré sa apaité à �ltrer onsidérablementles valeurs futures, elle s'est avérée ine�ae en termede temps de résolution.Des algorithmes réents qui maintiennent les pro-priétés AC et AC* pour le WCSP [10℄ ont été testés surdes Max-CSP aléatoires. Les résultats obtenus ont étéomparés ave eux obtenus par PFC-RDAC. Cetteomparaison a montré que es algorithmes sont moinsperformants que PFC-RDAC sur les problèmes aéa-toires.Une lasse de CSP binaire aléatoire est aratériséepar le quadruplet 〈n, d, p1, p2〉, où n est le nombre devariables, d la taille de haque domaine, p1 la onne-tivité du graphe de ontraintes dé�nie par le rapportdu nombre de ontraintes existantes et le nombre deontraintes possibles n(n−1)
2 , p2 est la dureté de haqueontrainte, elle est donnée par le rapport du nombre deouples interdits et le nombre totale de ouples possi-bles d×d. Les ontraintes entre variables et les ouplesinterdits dans haque ontrainte sont hoisis aléatoire-ment [11℄. En utilisant e modèle, nous avons testéPFC-VRDAC sur les mêmes lasses utilisées dans [8℄ :

(1) 〈10, 10, 1, p2〉 (2) 〈15, 5, 1, p2〉
(3) 〈15, 10, 50/105, p2〉 (4) 〈20, 5, 100/190, p2〉
(5) 〈25, 10, 37/300, p2〉 (6) 〈40, 5, 55/780, p2〉Les lasses (1) et (2) représentent des Max-CSP forte-ment onnetés. Les lasses (3) et (4) représentent desMax-CSP moyennement onnetés et les lasses (5)et (6) représentent des Max-CSP faiblement onne-tés. Pour haque lasse de problème et pour haquevaleur du paramètre p2, 50 instanes sont générées.Chaque instane est respetivement résolue par PFC-MRDAC et PFC-VRDAC. L'heuristique de séletionde variables pour les deux algorithmes est taille du do-maine/degré futur. Le domaine d'une variable est triésuivant l'ordre roissant des ompteurs i+da. Lesexpérimentations ont été e�etuées sur une mahinei386 ave 1028264 kB de mémoire RAM et un proesseurde 2.66Ghz. La borne supérieure initiale est initialisé àla valeur maximale qu'un entier en C peut ontenir.Les Figure. 3, Figure. 4 et Figure. 5 donnentrespetivement le nombre moyen de noeuds visitéspar PFC-MRDAC et PFC-VRDAC, sur les prob-lèmes fortement, moyennement et faiblement onne-tés. Pour toutes les lasses, PFC-VRDAC visite moinsde noeuds que PFC-MRDAC. Le gain s'aroît ave ladureté de la ontrainte et atteint son maximum auxalentours du point de transition. En moyenne, PFC-VRDAC visite 47% de noeuds en moins que PFC-MRDAC. Pour les problèmes omplets (Figure 3) et
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dans la région di�ile, PFC-VRDAC visite deux foismoins de noeuds que PFC-MRDAC. On a le mêmeomportement pour les problèmes moyennement on-netés (Figure 4) et les problèmes faiblement on-netés (Figure 5). Ces résultats on�rment que
LBInferFilt �ltre plus de valeurs que les bornes in-férieures lassiques. Les Figure. 6, Figure. 7 etFigure. 8 présentent la moyenne du temps (en se-ondes) qu'ont mis les deux algorithmes pour résoudreà l'optimalité les problèmes des six lasses. Les résul-tats obtenus onordent ave eux des noeuds visités.Pour tous les problèmes, PFC-VRDAC met moins detemps pour prouver l'optimalité que PFC-MRDAC.En moyenne, PFC-VRDAC est 25% plus rapide quePFC-MRDAC. Le gain s'aroît ave la dureté de laontrainte et atteint son maximum aux alentours dupoint de transition.8 ConlusionIl est bien onnu que la borne inférieure utilisée dansun algorithme de branh and bound doit être laplus prohe possible de la valeur du problème et pastrop oûteuse à aluler. Utilisant e prinipe, nousavons présenté une nouvelle borne inférieure LBInfer(LBInferFilt) basée sur les bornes inférieures las-siques et utilisant une nouvelle tehnique d'inférene.Cette nouvelle borne a été utilisée dans un algorithmede branh and bound qui a été testé sur une variété deproblèmes Max-CSP aléatoires. Les résultats obtenusont montré des gains signi�atifs en terme de nom-bre de noeuds visités et en temps CPU. La nouvelleborne inférieure LBInfer (LBInferFilt) semble être unbon ompris entre qualité de la borne inférieure etle oût néessaire pour son alul. Tous es aspetsnous enouragent à poursuivre e travail et à l'étendreau WCSP (setion 4.2). Des expérimentations sontatuellement e�etuées sur des problèmes réels.Referenes[1℄ M.S. A�ane and H. Bennaeur. A weighted aronsisteny tehnique for max-sp. In Proeedingsof the 13 th ECAI, pages 209�213, 1998.[2℄ M Cooper. Redution operations in fuzzy or val-ued onstraint satisfation. Fuzzy Sets and Sys-temes, 134(3), 2003.[3℄ S de Givry, F Heras, J Larrosa, and M Zytniki.Existential ar onsisteny: getting loser to fullar onsisteny in weighted CSPs. In Interna-tional Join Conferene on Arti�ial IntelligeneIJCAI 2005, 2005.

[4℄ Eugene C. Freuder and Rihard J. Wallae. Par-tial onstraint satisfation. Arti�ial Intelligene,58(1-3):21�70, 1992.[5℄ K. Kask. New searh heuristis for max-sp. InProeeding of CP'2000, pages 262�277, 2000.[6℄ J. Larrosa. On ar and node onsisteny inweighted sp. In Proeedings of AAAI'02, 2002.[7℄ J. Larrosa, P. Meseguer, and T. Shiex. Main-taining reversible DAC for Max-CSP. Arti�ialIntelligene, 107(1):149�163, 1999.[8℄ J. Larrosa, P. Meseguer, T. Shiex, and G. Ver-faillie. Reversible DAC and other improvementsfor solving Max-CSP. In AAAI/IAAI, pages 347�352, 1998.[9℄ J. Larrosa and T. Shiex. In the quest of the bestform of loal onsisteny for weighted sp. In InProeedings of the International Joint Confereneon Arti�ial Intelligene IJCAI-03, 2003.[10℄ J. Larrosa and T. Shiex. Solving Weighted CSPby Maintaining Ar Consisteny. Arti�ial Intel-ligene, 159(1-2):1�26, November 2004.[11℄ P. Prosser. Binary onstraint satisfation prob-lem: Some are harder than others. In Proeedingsof the ECAI-94, pages 95�99, 1994.[12℄ J.C Regin, T. Petit, C. Bessière, and J F. Puget.New lower bounds of onstraint violations forover-onstrained problems. In Proeedings ofPriniples and Pratie of Constraint Program-ming, pages 332�345, 2001.[13℄ T. Shiex, H. Fargier, and G. Verfaillie. Valuedonstraint satisfation problems: Hard and easyproblems. In Chris Mellish, editor, Proeedings ofthe IJCAI, Montreal, CA, 1995.[14℄ Rihard Wallae. Direted ar onsisteny pre-proessing as a strategy for maximal onstraintsatisfation. In Manfred Meyer, editor, Proeed-ings ECAI'94 Workshop on Constraint Proess-ing, Amsterdam, 1994.[15℄ Rihard J Wallae. Enhanements of branh andbound methods for the maximal onstraint satis-fation proble. In Proeedings of the 13th NationalConferene on Arti�ial Intelligene (AAAI-96),Portland, Oregon, USA, 1996.
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Figure 3: Moyenne du nombre de noeuds visités par PFC-MRDAC et PFC-VRDAC sur des CSP omplets
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Figure 4: Moyenne du nombre de noeuds visités par PFC-MRDAC et PFC-VRDAC sur des CSP moyennementonnetés
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Figure 5: Moyenne du nombre de noeuds visités par PFC-MRDAC et PFC-VRDAC sur des CSP faiblementonnetés
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Figure 6: Moyenne du temps CPU (en seondes) de PFC-MRDAC et PFC-VRDAC sur les problèmes CSPomplets
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Figure 7: Moyenne du temps CPU (en seondes) de PFC-MRDAC et PFC-VRDAC sur les problèmes CSPmoyennement onnetés
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Figure 8: Moyenne du temps CPU (en seondes) de PFC-MRDAC et PFC-VRDAC sur les problèmes CSPfaiblement onnetés
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