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A
tes JFPC 2006Inféren
e d'in
onsistan
es pour la résolution duMax-CSPFayçal Djerourou Ha
hemi Benna
eurLIPN-UMR CNRS 7030- Institut Galiliée, Université de Paris Nord,99, avenue Jean-Baptiste Clément, 93430, Villetaneuse, Fran
e.{Fay
al.Djerourou,Ha
hemi.Benna
eur}�lipn.univ-paris13.frRésuméLe présent arti
le porte sur la résolution exa
te duproblème de satisfa
tion maximale de 
ontraintes (Max-CSP). La résolution du Max-CSP est généralement ef-fe
tuée à l'aide d'algorithmes de type bran
h and bound.L'e�
a
ité de 
es algorithmes dépend étroitement de laborne inférieure de la valeur du Max-CSP qu'ils utilisentau 
ours de la re
her
he. Les bornes inférieures pour leMax-CSP se basent, en général, sur le 
on
ept d'ar

onsistan
e (AC). Nous présentons i
i un mé
anismed'inféren
es d'in
onsistan
e entre valeurs dans le butd'augmenter les valeurs des bornes inférieures baséessur l'AC. Ce
i est e�e
tué en déte
tant les in
onsis-tan
es ignorées par les 
ompteurs d'ar
-in
onsistan
edirigée da
. L'inféren
e d'in
onsistan
es pour une valeur
a d'une variable non instan
iée i, 
onsiste à rajouter àla 
ontribution de a le nombre de variables futures dontles valeurs parti
ipant au 
al
ul de la borne inférieuresont in
ohérentes ave
 a. Une implémentation de 
ettete
hnique est présentée et testée sur des Max-CSP aléa-toires. Abstra
tThis paper deals with an exa
t algorithm designedfor solving over-
onstrained problems. It is well knownthat the e�
ien
y of a 
omplete algorithm deeply de-pends on the quality of its lower bound. This lowerbound should be as large as possible and as 
heap to
ompute as possible. We propose a new te
hnique whi
henhan
es the 
lassi
al ar
 
onsisten
y lower bounds forMax-CSP. In addition to in
onsisten
y and dire
ted ar

onsisten
y 
ounts of a value, we infer further in
onsis-ten
ies resulting from in
onsisten
ies between this valueand minima values of unassigned variables. We will showin this paper that this idea 
an be generalized to theWeighted CSP framework (see se
tion 4.2). The in-ferred in
onsisten
ies te
hnique is embedded in a for-ward 
he
king algorithm, it is used to tight the lower

bound during the sear
h in order to �lter future do-mains. This new algorithm, PFC-VRDAC (PFC-Valueinferen
e Reversible Dire
ted Ar
 Consisten
y), is 
om-pared with some referen
e algorithms for solving Max-CSP. Obtained results on some random problems, showimprovements in time and sear
h e�ort.1 Introdu
tionLe problème de satisfa
tion de 
ontraintes (CSP) estdonné par un ensemble de variables soumises à des
ontraintes. Chaque variable possède un domainedis
rêt et �ni. Le but est d'a�e
ter à 
ha
une desvariables une valeur de son domaine a�n de satis-faire l'ensemble des 
ontraintes. Nous nous intéressonsi
i aux problème de satisfa
tion de 
ontraintes sur-
ontraint oû la satisfa
tion de toutes les 
ontraintesdu CSP est impossible. Dans 
e 
as, le but est de
her
her l'instan
iation 
omplète satisfaisant le maxi-mum de 
ontraintes (Max-CSP). Le Max-CSP est unproblème d'optimisation. Dans [13℄, le CSP a étéétendu vers un modèle plus général le problème desatisfa
tion de 
ontraintes valué (VCSP). Ce modèleprend en 
ompte les 
ontraintes molles et rend pos-sible l'expression des préféren
es entre solutions. EnVCSP des valuations sont asso
iées aux n-uplets etle 
oût d'une instan
iation 
omplète est 
al
ulé enagrégeant les valuations des n-uplets appartenant à
ette instan
iation. L'obje
tif en VCSP est de trou-ver l'instan
iation 
omplète ayant le 
oût minimal.Dans [6℄, leWeighted CSP, un 
as parti
ulier du VCSPest proposé. En WCSP les valuations sont des en-tiers positifs et l'opérateur d'agrégation est l'addition.Le VCSP et ses spé
i�
ations (WCSP et Max-CSP)possèdent plusieurs domaines d'appli
ation tels quel'allo
ation de ressour
es, la bioinformatique, le raison-
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nement probabiliste et l'ordonnan
ement.La résolution exa
te du Max-CSP est généralemente�e
tuée ave
 des méthodes suivant le s
héma dubran
h and bound. Ces méthodes par
ourent l'arbre dere
her
he des solutions en profondeur d'abord. Pourdiriger la re
her
he, ils utilisent une borne inférieuredu nombre minimal de 
ontraintes violées. L'e�
a
itéd'un bran
h and bound dépend étroitement de la qual-ité de sa borne, 
elle-
i doit être la plus pro
he possiblede la valeur du problème et non 
oûteuse à 
al
uler.Di�érentes bornes inférieures ont été dé�nies pour leMax-CSP, elles sont basées sur le 
on
ept d'ar
 
on-sistan
e (AC) [1, 3, 4, 6, 7, 8, 9, 14, 15℄, ou/et sur deste
hniques exploitant la stru
ture du problème Max-CSP [5, 12℄.Dans 
et arti
le, nous présentons une te
hniqued'inféren
e d'in
onsistan
es pour améliorer les bornesinférieures 
lassiques basées sur l'ar
 
onsistan
e. Ce
iest e�e
tué en inférant des in
onsistan
es non dété
-tées par les bornes inférieures 
lassiques. Dans 
ettete
hnique, pour une valeur d'une variable non in-stan
iée (variable future), nous 
omptons le nombred'in
onsistan
es qu'elle a ave
 les valeurs des vari-ables non instan
iées parti
ipant dans le 
al
ul de laborne inférieure. Par exemple, dans le 
as d'une borneinférieure utilisant les 
ompteurs d'in
onsistan
es etd'in
onsistan
es dirigées (i
+da
), pour une valeur ad'une variable non instan
iée, nous 
al
ulons le nom-bre d'in
onsistan
es, non 
al
ulées par la borne in-férieure, entre a et les valeurs des variables futuresayant le minimum i
+da
. Par 
omparaison auxbornes inférieures 
lassiques, notre te
hnique peut ra-jouter des in
onsistan
es au 
ompteurs da
 de a mêmesi 
ette dernière possède des supports sur les variablesfutures. Nous montrons 
omment utiliser 
ette nou-velle borne dans un algorithme de réolution 
ompletpour anti
iper les retours arrière et �ltrer les valeursdes variables futures. Cette te
hnique a été 
ombinéeave
 l'algorithme PFC-RDAC [8℄, le nouvel algorithmePFC-VRDAC (Partial Forward Che
king Value infer-ring Reversible Dire
ted Ar
 Consisten
y) a été testésur quelques instan
es Max-CSP aléatoires. Les pre-miers résultas sont 
omparés ave
 
eux obtenus parPFC-MRDAC [7℄, un algorithme longtemps 
onsid-éré 
omme une référen
e pour la résolution du Max-CSP. Les gains en temps et en nombre de noeuds vis-itées, montrent l'e�
a
ité de l'utilisation de l'inféren
ed'in
onsistan
es ave
 les bornes 
lassiques pour la ré-solution du Max-CSP.Ce arti
le est organisé 
omme suit. La se
tion 2présente quelques notions de base relatives au prob-lème CSP. La se
tion 3 dé
rit l'utilisation de l'inféren
ed'in
onsistan
es dans le but d'améliorer les bornes in-férieures basées sur les 
ompteurs i
+da
. Les avan-

tages de la nouvelle borne inférieure par apport auxbornes 
lassiques sont dé
rits dans la se
tion 4. Lapro
édure de 
al
ul d'inféren
e d'in
onsistan
es estdonnée dans la se
tion 5. La se
tion 6 traite desquestions relatives à la mise en ouvre de l'infèren
ed'in
onsistan
es dans un bran
h and bound pour leMax-CSP. La se
tion 7 présente quelques résultas ex-périmentaux préliminaires obtenus sur les Max-CSPaléatoires. En�n, la se
tion 8 tra
e quelques perspe
-tives pour la poursuite de 
e travail.2 Préliminaires2.1 CSP et Max-CSPUn problème de satisfa
tion de 
ontraintes (CSP)est dé�ni par un ensemble �ni de variables X =
{1, . . . , n}, un ensemble de domaines �nis et dis
rêts
D = {d1, . . . , dn} et un ensemble de 
ontraintes C =
{C1, . . . , Cm}. Chaque variable i prend ses valeursdans le domaine di. Chaque 
ontrainte Cj est dé�niesur un sous ensemble de X appelé sa portée et noté
scope(Cj). Une 
ontrainte Cj est un sous ensemble duproduit 
artésien di1×di2×. . .×dip

, ave
 {i1, . . . , ip}∈
scope(Cj), elle 
ontient l'ensemble de n-uplets au-torisés pour les variables de scope(Cj).L'instan
iation d'une variable i 
onsiste à lui a�e
terune valeur depuis son domaine di. Une instan
iationest dite partielle si elle porte sur un sous ensemble devariables de X . Elle est dite 
omplète si elle porte surtoutes les variables de X .La solution d'un CSP est une instan
iation 
om-plète qui satisfait toutes les 
ontraintes de l'ensemble
C. Si une telle instan
iation n'existe pas, le CSP estdit in
onsistant. Dans 
e 
as, il est intéressant de
her
her l'instan
iation 
omplète satisfaisant le plusde 
ontraintes, 
'est la satisfa
tion maximale de 
on-traintes (Max-CSP) [4℄.Ces dernières années, le modèle CSP a été étenduvers un modèle plus général le problème de satisfa
tionde 
ontraintes valué (VCSP) [13℄. Ce nouveau modèleprend en 
ompte les 
ontraintes molles et rend possi-ble le 
hoix entre solutions en asso
iant une valuationà 
haque n-uplet d'une 
ontrainte. En VCSP, le 
oûtglobale d'une instan
iation 
omplète est l'agrégationdes valuations des n-uplet appartenant à 
ette instan-
iation. La solution d'un VCSP est une instan
ia-tion 
omplète de 
oût minimal. Un 
as parti
ulierdu VCSP, le CSP binaire pondéré (WCSP), est dé�nidans [6℄. Dans 
e modèle, les 
ontraintes sont soitunaires (Ci), soit binaires (Cij). A 
haque valeur ad'une variable i est asso
ié un 
oût unitaire Ci(a), età 
haque 
ouple (a, b) ∈ di×dj d'une 
ontrainte binaire
Cij ∈ C est asso
ié un 
oût Cij(a, b). Ces 
oûts sont
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des naturels et l'opérateur d'agrégation est l'addition(+). Remarquons que le Max-CSP peut être é
rit sousforme d'un WCSP binaire où à tout 
ouple interdit(in
ohérent) on asso
ie un 
oût 1 et à un 
ouple au-thorisé un 
oût nul. La solution est une instan
iation
omplète minimisant la somme des 
oûts des 
ouples.Ce
i revient à trouver l'instan
iation 
omplète min-imisant le nombre de 
ontraintes violées.Dans 
et arti
le, i, j, k, . . . désignentdes variables et
a, b, c, . . . des valeurs. (i, a) désigne la valeur a dela variable i. P désigneune instan
iation partielle et
F l'ensemble des variables non en
ore instan
iées (li-bres ou futures). On appel valeur future toute valeurd'une variable de F . La valeur (i, a) est in
onsis-tante ave
 la variable j si elle est in
ohérente ave
toutes les valeurs de dj . Soit la valeur future (i, a),
icia est le nombre de valeurs de P in
onsistantes ave

(i, a). Soit la fon
tion dac(i, a, j) dé�nie 
omme suit.
dac(i, a, j)=1 si (i, a) est in
onsistante ave
 j et si lesin
onsistan
es sont 
omptés de j vers i; 0 sinon. Lenombre d'in
onsistan
es d'ar
 dirigées, dacia, est lenombre de variables j ∈ F tel que dac(i, a, j)=1. Soitle Max-CSP P , PP est le Max-CSP P obtenu aprèspropagation de l'instan
iation partielle P et V (P) lenombre minimal de 
ontraintes violées dans P .2.2 Survol des bornes inférieures en Max-CSPL'un des premiers algorithmes pour la résolution duMax-CSP, PFC [4℄ utilise une borne inférieure simple.Elle est 
alu
lée en rajoutant à la distan
e (le 
oût del'instan
iation partielle P ) la somme des ic minimumsdes variables futures F (LB(P )PFC = distance(P )+
∑

i∈F mina∈di
(icia)). Cette borne a été améliorée,dans PFC-DAC [14℄, en 
onsidérant les in
onsistan
esentre les variables futures. En dé�nissant un ordre surles variables et en dirigeant le graphe de 
ontraintessuivant 
et ordre, PFC-DAC utilise les 
ompteurs i
et da
 et 
al
ule sa borne inférieure 
omme suit :

LB(P )DAC =distance(P )+
∑

i∈F mina∈di
{icia+dacia}.Une sensible amélioration de PFC-DAC, l'algorithmePFC-RDAC, a été proposée dans [8℄. A 
haqueinstan
iation d'une variable, PFC-RDAC re
al
uleune bonne orientation des 
ontraintes entre les vari-ables futures dans le but d'augmenter la somme desi
+da
 minimums. Dans [7℄, la propriété d'ar
 
onsis-tan
e dirigée est maintenue durant la résolution. Cemaintien 
onduit généralement à l'in
rémentation des
ompteurs da
s et don
 à une possible amélioration dela borne inférieure. Dans 
as
aded da
 [15℄, les 
omp-teurs da
s sont augmentés en inférant des nouvellesin
onsistan
es en se basant sur l'ordre utilisé dans le
al
ul des da
s. Ce pro
essus d'inféren
e est limitépar l'ordre statique des variables. De plus, il né
es-site une gestion des in
onsistan
es redondantes a�n

de maintenir une borne inférieure valide. Dans [1℄ lala 
onsisten
e d'ar
 pondérée (WAC), une borne in-férieure ne né
essitant au
un ordre sur les variablesest proposée. Contrairement à DAC et RDAC, dansWAC les in
onsistan
es sont 
al
ulées dans les deuxsens. A�n d'éviter les redondan
es, deux poids 
om-plémentaires w ≤ 1 et 1−w sont asso
iés aux deux sensde la 
ontraintes. Dans [5℄, une borne inférieure pourle Max-CSP est 
al
ulée en partitionnant l'ensembledes 
ontraintes en plusieurs sous ensembles appelésmini-bu
kets. Dans [12℄ (Con�i
t Sets), des nouvelles
ontraintes sont rajoutées au Max-CSP dans le butd'identi�er des in
onsistan
es non déte
tées par l'ar

onsistan
e dirigée.Dans [6, 10℄, de nouvelles 
onsistan
es lo
ales(NC,NC*,AC,AC*) sont dé�nies pour le WCSP.Théoriquement, 
e
i généralise les 
onsistan
es 
las-siques au WCSP et permet de dé�nir des nouvellesbornes inférieures beau
oup plus élégantes. Cepen-dant, les résultats expérimentaux sur les Max-CSPaléatoires ont montré que les algorithmes (PFC-RDACet PFC-MRDAC) proposés dans [7, 8℄ restent plus ef-�
a
es. Dans [9℄, en se basant sur les travaux de [2℄,des nouvelles formes de 
onsistan
e lo
ale (l'ar
 
on-sistan
e dirigée) DAC* and (l'ar
 
onsistan
e 
omplètedirigée) FDAC*, sont dé�nies pour le WCSP. Commedans le 
as du Max-CSP, DAC* et FDAC* né
essi-tent qu'un ordre statique soit dé�ni sur les variablesdu WCSP. Les algorithmes MDAC* et MFDAC*, quimaintiennent respe
tivement les 
onsistan
es DAC* etFDAC*, ont été développés et testés sur des Max-CSPs aléatoires. Les résultats obtenus ont montré quele maintien de FDAC* semble être le meilleure niveaude 
onsistan
e pour la résolution des Max-CSP aléa-toires. Ré
emment dans [3℄, une nouvelle forme d'ar

onsistan
e est dé�nie, 
'est la 
onhéren
e d'ar
 ex-istentielle EDAC*. EDAC* renfor
e la propriété deFDAC* a�n de se rappro
her le plus de la 
onsistan
ed'ar
 
omplète. MEDAC*, un algorithme qui main-tient la propriété EDAC*, a été developpé et testé surdes WCSPs aléatoires et réels. Les tests ont montréque MEDAC* est plus e�
a
e que MFDAC* sur denombreuses 
lasses de problèmes.3 Amélioration des bornes in-férieures 
lassiques par inféren
ed'in
onsistan
esSans perte de généralité, nous ne 
onsidérons que lesbornes inférieures basées sur les 
ompteurs i
+da
.L'inféren
e d'in
onsistan
es peut également être util-isée ave
 les bornes inférieures basées sur l'ar
 
onsis-tan
e 
omme l'ar
 
onsistan
e podérée WAC.
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3.1 L'inféren
e d'in
onsistan
es aprèsl'instan
iation d'une variablePendant l'instan
iation d'une variable i par lavaleur a ∈ di, le bran
h and bound 
al
ule uneborne inférieure du nombre de 
ontraintes violéespar l'instan
iation partielle P ∪ {(i, a)}. Cetteborne inférieure est donnée par la formule suiv-ante, LB(P, i, a) = distance(P ) + icia + dacia +
∑

j∈F mina∈dj
{icja + dacja}. La somme icia + daciareprésente la 
ontribution de la valeur (i, a) dans 
etteborne. Sous 
ertaines 
onditions, 
ette 
ontributionpeut être augmentée même si (i, a) est 
onsistanteave
 quelques variables futures F . De plus, à 
ausede l'orientation des 
ontraintes, les in
onsistan
es ave
quelques variables de F ne sont pas 
omptées même si

(i, a) est in
onsistante ave
 
es variables. En utilisant
es remarques, nous proposons dans 
e qui suit unete
hnique d'inféren
e d'in
onsistan
es a�n d'améliorerles bornes inférieures basées sur i
+da
.Soit (i, a) la valeur a
tuellement instan
iée à i et soit
j ∈ F une variable future partageant une 
ontrainteave
 i. Considérons la situation suivante :
• b est l'unique valeur de j minimisant la sommei
+da
.
• le 
ouple (i, a) et (j, b) est in
ohérent et

dac(i, a, j) = dac(j, b, i) = 0.Soit k≥ 0 le nombre de variables futures véri�ant les
onditions 
i-dessus et partageant une 
ontrainte ave

i. Alors la borne inférieure asso
iée à la valeur (i, a),
LB(P, i, a), peut être in
rémentée de k. Comme lesin
onsistan
es rajoutées ne sont 
al
ulées ni par da
s,ni par i
s, LB(P, i, a) + k peut être 
onsidérée 
ommeune borne inférieure du Max-CSP.Dans le pré
édent paragraphe, nous avons 
onsid-éré les variables futures ave
 un minimum unique.L'inféren
e d'in
onsistan
es est aussi appli
able ave
les variables futures possédant plusieurs valeurs at-teignant le minimum i
+da
. Soit M(j) l'ensembledes valeurs de j ayant une somme i
+da
 minimale.La quantité à rajouter à la 
ontribution de la valeur
(i, a) dans LB(P, i, a) est donnée par : Infer(i, a) =
∑

j∈F minb∈M(j){r(i, a, j, b)}, où
r(i, a, j, b) =











1 si (i, a) et (j, b) sont in
ohérentset, dac(i, a, j) = 0 et dac(j, b, i) = 0

0 sinonLa propriété suivante montre que LBInfer(P, i, a) =
LB(P, i, a) + Infer(i, a) est une borne inférieure dunombre de 
ontraintes violées par toute instan
ia-tion 
omplète extension de l'instan
iation partielle
P ∪ {(i, a)}.

Propriété 1. Soient le Max-CSP P et l'instan
iationpartielle P , LBInfer(P, i, a) est une borne inférieurede V (PP∪{(i,a)}).Preuve. Soit l'instan
iation 
omplète A =
(a1, a2, . . . , an) extension de P ave
 a a�e
tée à
i. Le 
oût de A, le nombre de 
ontraintes violéespar A, est noté par distance(A). Soit LB(A, i, a) =
distance(P )+icia+dacia+

∑

j∈F (icjaj
+dacjaj

) où :
• distance(P ) repésente le nombre de 
ontraintesviolées par l'instan
iation partielle P .
• icia + dacia représente le nombre de 
ontraintesviolées entre (i, a) et l'instan
iation partielle Pet une sous estimation du nombre de 
ontraintesviolées entre (i, a) et les variables futures.
•

∑

j∈F (icjaj
+dacjaj

) est une sous estimation dunombre de 
ontraintes violées entre les valeurs
aj , j ∈ F de A, et le nombre de 
ontraintes violéesentre les valeurs aj , j ∈ F de A et l'instan
iationpartielle P ∪ {(i, a)}.Par dé�nition nous avons distance(A) ≥ LB(A, i, a).Nous allons d'abord prouver que icjaj

+
dacjaj

+ r(i, a, j, aj) ≥ mina∈dj
{dacja + icja} +

minb∈M(j){r(i, a, j, b)}. Comme icjaj
+ dacjaj

≥
mina∈dj

{dacja + icja} alors l'inégalité est véri�ée si
r(i, a, j, aj)≥minb∈M(j){r(i, a, j, b)}.Considérons maintenant le 
as où r(i, a, j, aj) = 0et minb∈M(j){r(i, a, j, b)} = 1 et supposons que
icjaj

+dacjaj
+ r(i, a, j, aj) < mina∈dj

{dacja + icja} +
minb∈M(j){r(i, a, j, b)}, alors icjaj

+ dacjaj
<

mina∈dj
{dacja + icja} + 1 
e qui implique que

icjaj
+ dacjaj

≤ mina∈dj
{dacja + icja}. Don


aj ∈ M(j) et r(i, a, j, aj) = 1, 
e qui est en 
ontradi
-tion ave
 les hypothèses.En sommant sur l'ensemble des variablesfutures, nous avons ∑

j∈F (icjaj
+ dacjaj

+
r(i, a, j, aj)) ≥

∑

j∈F mina∈dj
{dacja + icja} +

∑

j∈F minb∈M(j){r(i, a, j, b)}. Cette inégalité peut êtreé
rite 
omme suit. ∑

j∈F (icjaj
+dacjaj

+r(i, a, j, aj))≥
∑

j∈F mina∈dj
{dacja+icja}+Infer(i, a). En rajoutant

distance(P )+icia+dacia aux deux 
�tés de l'inégaliténous avons LB(A, i, a) ≥LBInfer(P, i, a).La nouvelle borne inférieure LBInfer(P, i, a) estau moins égale à LB(P, i, a) et au plus égale à
LB(P, i, a) + ρ(i), où ρ(i) est le nombre de variablespartageant une 
ontraintes ave
 i.3.2 L'inféren
e d'in
onsistan
es pendant le �l-trageLe pro
essus de �ltrage est utilisé par tous les solveursMax-CSP, avant et au 
ours de la re
her
he. Le
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�ltrage est utilisé pour supprimer les valeurs quin'appartiendront pas à la solution du Max-CSP. Sonbut est de rendre le problème plus fa
ile à résoudre.La borne inférieure basée sur l'i
+da
, LBFilt(P, i, a)utilisée pour le �ltrage est donnée par la formule suiv-ante, distance(P )+icia+dacia+
∑

j∈F−{i}mina∈dj
{icja+

dacja}.En plus de son utilisation ave
 LB(P, i, a), l'inféren
ed'in
onsistan
es peut être utilisée pour augmenter lavaleur de LBFilt(P, i, a).Soit (i, a) une valeur future et soit j 6= i une variablefuture partageant une 
ontrainte ave
 i et véri�ant les
onditions suivantes :
• j possède une seule valeur b minimisant la sommei
+da
. La valeur b est in
ohérente ave
 (i, a),
• dac(i, a, j) = dac(j, b, i) = 0.S'il y a k ≥ 0 variables futures de F − {i} véri�-ant les 
onditions 
i-dessus, alors LBFiltr(P, i, a) peutêtre in
rémentée de k. Cette somme, qu'on notera

LBInferFilt(P, i, a) est exprimée 
omme suit :
LBInferFilt(P, i, a) = LBFiltr(P, i, a)+InferF ilt(i, a)ave


InferF ilt(i, a)=
∑

j∈F−{i}

minb∈M(j){r(i, a, j, b)}Propriété 2. Soit PP∪{(i,a)} le Max-CSP obtenuaprès la propagation de P , alors LBInferFilt(P, i, a)est une borne inférieure de V (PP∪{(i,a)}).Preuve. La preuve est semblable à 
elle de la pro-priété 1.La valeur future (i, a) est supprimée du domaine
dj si LBInferFilt(P, i, a) ≥ ub, où ub est la bornesupérieure de P .4 Dis
ussionLe 
al
ul de LBInfer(P, i, a) est une anti
ipation dela propagation de l'instan
iation partielle P ∪ {(i, a)}sur les domaines des variables futures. Cependant, 
e
al
ul est e�e
tué sans mise à jour des 
ompteurs i
et sans suppression de valeurs futures.Comme LBInferFiltr(P, i, a) est au moins égale à
LBFiltr(P, i, a), elle supprimera plus de valeurs etl'arbre de re
her
he résultant est plus réduit (voir laFigure 1). La �gure 1 montre les arbres de re
her
hedéveloppés ave
 et sans inféren
e d'in
onsistan
es pen-dant la résolution du Max-CSP aléatoire 〈4, 3, 7/9, 1〉(voir la se
tion 7 pour plus de détails 
on
ernant lesCSPs aléatoires). Le bran
h and bound sans inféren
ed'in
onsistan
es développe 5 noeuds de plus que 
elui

The search tree with LB_Infer

number of visited nodes = 15 number of visited nodes = 20

The search tree with classical LB

node not visited by the branch and bound with LB_Infer

node visited by both algorithmsFigure 1: Arbres de re
her
he développés ave
 et sans
LBInfer sur le Max-CSP aléatoire 〈4, 3, 7/9, 1〉.utilisant LBInfer et LBInferFiltr. Les expérimenta-tions de la se
tion 7 
on�rme l'e�
a
ité de LBInfer etplus parti
ulièrement de LBInferFilt dans le �ltragedes domaines des variables futures sur une variété deproblèmes aléatoires.4.1 LBInfer, DAC* et FDAC*Les 
onsistan
es lo
ales DAC* et FDAC* transformentle réseau de 
ontraintes initial en un réseau équivalentvéri�ant les propriétés DAC* et FDAC*. Ce
i est ef-fe
tué en utilisant les pro
édures Extend() et Proje
t()dé�nies dans [6℄.La �gure 2 montre un exemple d'appli
ation deFDAC* sur une 
ontrainte cij ave
 i < j. Dans 
ette�gure, les 
oûts des 
ontraintes unaires sont représen-tés dans des petits 
er
les et les 
oûts binaires sontreprésentés sur les ar
s 
onne
tant 
haque 
ouple devaleurs. L'absen
e d'un ar
 entre deux valeurs signi�eque le 
oût binaire entre 
es deux valeurs est nul. Noussupposons dans 
et exemple que la borne inférieure
lb = 0 et que la borne supérieure ub = 2.Dans la �gure 2, la valeur (i, a) ne possède pas de sup-port 
omplet1 sur la variable j. En appliquant FDAC*pour 
ette valeur (suivant l'ordre i < j) le 
oût Ci(a)est in
rémenté d'une unité. L'appli
ation de FDAC*
orrespond exa
tement au résultat de l'appli
ation del'inféren
e d'in
onsistan
es pour la valeur (i, a). No-tons que la valeur (i, a) sera supprimée 
ar lb+Ci(a) ≥
ub. Le 
al
ul de LBinfer(P, i, a) sur la 
ontrainte Cijdéte
tera 
ette in
onsistan
e et supprimera la valeur
(i, a). De plus, 
omme le 
al
ul de LBinfer ne dépendpas de l'orientation de la 
ontrainte, elle est appliquédans l'autre sens et rajoute une in
onsistan
e au 
oûtde la valeur (j, a), 
ette in
onsistan
e est ignorée parFDAC* à 
ause de l'orientation de la 
ontrainte.L'avantage d'utiliser LBInfer et LBInferFiltr estqu'on n'a besoin de maintenir au
une forme de 
on-sistan
e lo
ale durant la re
her
he. De plus, au
un or-1on dit que b ∈ dj est un support 
omplet de a ∈ di sur la
ontraintes Cij si i < j et Cij(a, b) + Ci(b) = 0
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a)Figure 2: Appli
ation de FDAC* sur Cij . (a) la valeur
(i, a) n'est pas DAC. (b) Après extension et proje
tiondes 
oûts, (i, a) possède maintenant un support 
om-plet sur Cij .dre sur les variables n'est né
essaire pour l'appli
ationde LBInfer. Le but prin
ipal derrière LBInfer et
LBInferFiltr est d'augmenter la borne inférieure a�nd'avoir un �ltrage plus robuste. Dans FDAC* etDAC*, le but est de maintenir la propriété FDAC*durant la re
her
he. Ce
i est e�e
tué en utilisant laproje
tion et l'extension des 
oûts des 
ontraintes bi-naires et unaires et la modi�
ation du réseau de 
on-traintes. Dans FDAC* et DAC*, une ordre statiquesur les variables du Max-CSP est indispensable alorsque LBInfer et LBInferFiltr n'ont pas 
ette limitation.
4.2 Vers une généralisation au WCSPComme montré pré
edemment (�gure 2), l'appli
ationde FDAC* sur une 
ontrainte dans un sens est équiv-alent à l'appli
ation de LBInfer suivant le même sens.Trouver un support 
omplet pour une valeur (i, a)sur la 
ontrainte Cij revient à 
her
her une valeur
c ∈ dj tel que c = argminb∈dj

{Cij(a, b) + Cj(b)}.Après extension et proje
tion du 
oût Cij(a, c)+Cj(c)vers Ci(a), la valeur (j, c) devient un support 
om-plet sur Cij pour (i, a). Ce pro
essus est similaireà 
elui utilisé par LBInfer. Ainsi, l'appli
ation de
LBInfer peut être généralisée au problème WCSP.Dans le WCSP, l'inféren
e d'in
onsistan
es pour unevaleur (i, a) sur la 
ontrainte Cij 
onsiste à rajouterle 
oût Cij(a, c) + Cj(c) à la borne inférieure globale.Mais, FDAC* né
essite un ordre sur les variables a�nde maintenir la propriété d'ar
 
onsistan
e 
omplètedirigée alors que LBInfer n'a pas 
ette limitation.Pour le �ltrage, FDAC* supprime une valeur (i, a) si
(lb + Ci(a)) ≥ ub. Ave
 LBInfer, (i, a) est suppriméesi (distance(P ) + Ci(a) + (

∑

j∈F minb∈dj
{Cij(a, b) +

Cj(b)})) ≥ ub.

5 Cal
ul des in
onsistan
es inférées enMax-CSPComme le nombre de variables futures partageant une
ontrainte ave
 i est au plus égale à n et que pour
haque variable future j, nous testons la 
onsistan
ede (i, a) ave
 au plus d valeurs, alors la 
omplexité de
LBInfer (LBInferFilt) est en O(nd), où d est la tailledu plus grand domaine et n le nombre de variables.Le 
al
ul de LBInfer(P, i, a) et LBInferFiltr(P, i, a) en
onsidérant tous les minimums d'une variable futurefournit une borne inférieure de qualité mais s'avère
oûteux en pratique. Ainsi, nous préférons 
al
uler
LBInfer en ne 
onsidérant que les variables futuresave
 un minimum unique (voir Algorithm 1). Ce
i
onduit à un bon 
ompromis entre la qualité de laborne inférieure et l'e�ort né
essaire pour la 
al-
uler. L'algorithme 1 montre le 
al
ul et l'utilisationde l'inféren
e d'in
onsistan
es dans le �ltrage desvaleurs futures. P représente l'instan
iation partielle
ourante, D l'ensemble des domaines des variables fu-tures et G le graphe de 
ontraintes. La fon
tion Sin-gleMin(j) est vraie s'il y a un seul minimum dans Dj.La pro
édure Prune(j, b) supprime la valeur (j, b) dudomaine D′j . Pour 
haque valeur future (j, b), on re-garde d'abord si on peut la supprimer sans inférerd'in
onsistan
es en utilisant les bornes inférieures 
las-siques. Sinon, on 
al
ule LBInferFiltr(j, b) (la bou
lede la ligne 2) et on regarde si on peut maintenant lasupprimer (ligne 3).Algorithm 1: PruneValues(P, F, D, G)beginfor j ∈ F dofor b ∈ Dj do1 if (LB(P, j, b)≥ub) thenPrune(j, b);else

cont← 0;2 for k ∈ F 
onne
ted to j and k 6= j doif (SingleMin(k)) then
e← argminc∈Dk

{ickc+dackc};
cont← cont + r(j, b, k, e);3 if (LB(P, j, b)+cont≥ub) thenPrune(j, b);return new domains;end6 L'algorithme PFC-VRDACNous avons implémenté LBInfer et LBInferFiltr dansl'algorithme PFC-RDAC. Rappelons que PFC-RDACest un algorithme de type bran
h and bound pourla résolution du Max-CSP. Après 
haque instan
ia-tion d'une variable, PFC-RDAC réoriente le graphede 
ontraintes des variables futures a�n d'augmenter
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la valeur de la borne inférieure.L'algorithme résultant de la 
ombinaison de RDACet de l'inféren
e d'in
onsistan
es est appelé PFC-VRDAC. L'idée de PFC-VRDAC est d'utiliser
LBInfer avant 
haque propagation d'une instan
iationet LBInferFilt durant le �ltrage a�n de supprimer lesvaleurs non �ltrées par les bornes inférieures i
+da
.Dans PFC-VRDAC (Algorithm 2), à 
haque noeud(instan
iation de de i par a), on 
ompte d'abord son
LBInfer(P, i, a) (ligne 1). Si LBInfer(P, i, a) ≥ ub unretour arrière est e�e
tué. Sinon, l'instan
iation par-tielle 
ourante est propagé sur les domaines des vari-ables futures (La fon
tion LookAhead ligne 2). Si du-rant la propagation un des domaines futures devientvide, un retour arrière est e�e
tué (voir la ligne 3)puisque la fon
tion 
ontinue() retourne faux si un desdomaines est vide. Sinon, 
omme dans PFC-RDAC,PFC-VRDAC réoriente les 
ontraintes du graphe desvariables futures à l'aide de l'heuristique GreedyOpt()(ligne 4) dans le but d'augmenter la valeur de la borneinférieure. Si après GreedyOpt() au
un é
he
 n'estdéte
té, PFC-VRDAC appel la fon
tion PruneValues(ligne 5) en renforçant le �ltrage par l'utilisation desin
onsistan
es inférées. Si au
un domaine n'est vidéaprés l'appel de PruneValues, alors un nouvel appel àPFC-VRDAC est e�e
tué. Quand toutes les variablessont instan
iées (F =φ), PFC-VRDAC garde une tra
ede la meilleure instan
iation bestS ainsi que son 
oûtet met à jour la borne supérieure du problème ub.Algorithm 2: PFC-VRDAC(P, d, F, D, GF )beginif (F = φ) then

ub← d;
bestS ← P ;else
i← Pop (F );for a ∈ Di do

d′ ← d + icia + dacia;1 if (LBInfer(P, i, a) < ub) then2 D′ ←LookAhead(d′, i, a, F, D, GF );3 if (
ontinue(D′)) then4 nGF ← GreedyOpt(GF , F, D′);if (
ontinue(D′)) then5 D′ ←PruneValues(P∪{ai}, F, D′, nGF );if (
ontinue(D′)) thenPFC-VRDAC(P ∪

{ai}, d′, F, D′, nGF );end7 ExpérimentationsCette se
tion évalue les performan
es de PFC-VRDAC, en terme de temps et de nombre de noeudsvisités, sur des Max-CSP aléatoires. On présente laversion qui 
onsidère les variables futures ave
 un

minimum unique. La version la plus générale, danslaquelle l'inféren
e d'in
onsistan
es est e�e
tuée en
onsidérant tous les minimums, a été implémentée ettestée. Malgré sa 
apa
ité à �ltrer 
onsidérablementles valeurs futures, elle s'est avérée ine�
a
e en termede temps de résolution.Des algorithmes ré
ents qui maintiennent les pro-priétés AC et AC* pour le WCSP [10℄ ont été testés surdes Max-CSP aléatoires. Les résultats obtenus ont été
omparés ave
 
eux obtenus par PFC-RDAC. Cette
omparaison a montré que 
es algorithmes sont moinsperformants que PFC-RDAC sur les problèmes aéa-toires.Une 
lasse de CSP binaire aléatoire est 
ara
tériséepar le quadruplet 〈n, d, p1, p2〉, où n est le nombre devariables, d la taille de 
haque domaine, p1 la 
onne
-tivité du graphe de 
ontraintes dé�nie par le rapportdu nombre de 
ontraintes existantes et le nombre de
ontraintes possibles n(n−1)
2 , p2 est la dureté de 
haque
ontrainte, elle est donnée par le rapport du nombre de
ouples interdits et le nombre totale de 
ouples possi-bles d×d. Les 
ontraintes entre variables et les 
ouplesinterdits dans 
haque 
ontrainte sont 
hoisis aléatoire-ment [11℄. En utilisant 
e modèle, nous avons testéPFC-VRDAC sur les mêmes 
lasses utilisées dans [8℄ :

(1) 〈10, 10, 1, p2〉 (2) 〈15, 5, 1, p2〉
(3) 〈15, 10, 50/105, p2〉 (4) 〈20, 5, 100/190, p2〉
(5) 〈25, 10, 37/300, p2〉 (6) 〈40, 5, 55/780, p2〉Les 
lasses (1) et (2) représentent des Max-CSP forte-ment 
onne
tés. Les 
lasses (3) et (4) représentent desMax-CSP moyennement 
onne
tés et les 
lasses (5)et (6) représentent des Max-CSP faiblement 
onne
-tés. Pour 
haque 
lasse de problème et pour 
haquevaleur du paramètre p2, 50 instan
es sont générées.Chaque instan
e est respe
tivement résolue par PFC-MRDAC et PFC-VRDAC. L'heuristique de séle
tionde variables pour les deux algorithmes est taille du do-maine/degré futur. Le domaine d'une variable est triésuivant l'ordre 
roissant des 
ompteurs i
+da
. Lesexpérimentations ont été e�e
tuées sur une ma
hinei386 ave
 1028264 kB de mémoire RAM et un pro
esseurde 2.66Ghz. La borne supérieure initiale est initialisé àla valeur maximale qu'un entier en C peut 
ontenir.Les Figure. 3, Figure. 4 et Figure. 5 donnentrespe
tivement le nombre moyen de noeuds visitéspar PFC-MRDAC et PFC-VRDAC, sur les prob-lèmes fortement, moyennement et faiblement 
onne
-tés. Pour toutes les 
lasses, PFC-VRDAC visite moinsde noeuds que PFC-MRDAC. Le gain s'a

roît ave
 ladureté de la 
ontrainte et atteint son maximum auxalentours du point de transition. En moyenne, PFC-VRDAC visite 47% de noeuds en moins que PFC-MRDAC. Pour les problèmes 
omplets (Figure 3) et
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dans la région di�
ile, PFC-VRDAC visite deux foismoins de noeuds que PFC-MRDAC. On a le même
omportement pour les problèmes moyennement 
on-ne
tés (Figure 4) et les problèmes faiblement 
on-ne
tés (Figure 5). Ces résultats 
on�rment que
LBInferFilt �ltre plus de valeurs que les bornes in-férieures 
lassiques. Les Figure. 6, Figure. 7 etFigure. 8 présentent la moyenne du temps (en se
-ondes) qu'ont mis les deux algorithmes pour résoudreà l'optimalité les problèmes des six 
lasses. Les résul-tats obtenus 
on
ordent ave
 
eux des noeuds visités.Pour tous les problèmes, PFC-VRDAC met moins detemps pour prouver l'optimalité que PFC-MRDAC.En moyenne, PFC-VRDAC est 25% plus rapide quePFC-MRDAC. Le gain s'a

roît ave
 la dureté de la
ontrainte et atteint son maximum aux alentours dupoint de transition.8 Con
lusionIl est bien 
onnu que la borne inférieure utilisée dansun algorithme de bran
h and bound doit être laplus pro
he possible de la valeur du problème et pastrop 
oûteuse à 
al
uler. Utilisant 
e prin
ipe, nousavons présenté une nouvelle borne inférieure LBInfer(LBInferFilt) basée sur les bornes inférieures 
las-siques et utilisant une nouvelle te
hnique d'inféren
e.Cette nouvelle borne a été utilisée dans un algorithmede bran
h and bound qui a été testé sur une variété deproblèmes Max-CSP aléatoires. Les résultats obtenusont montré des gains signi�
atifs en terme de nom-bre de noeuds visités et en temps CPU. La nouvelleborne inférieure LBInfer (LBInferFilt) semble être unbon 
ompris entre qualité de la borne inférieure etle 
oût né
essaire pour son 
al
ul. Tous 
es aspe
tsnous en
ouragent à poursuivre 
e travail et à l'étendreau WCSP (se
tion 4.2). Des expérimentations sonta
tuellement e�e
tuées sur des problèmes réels.Referen
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Figure 3: Moyenne du nombre de noeuds visités par PFC-MRDAC et PFC-VRDAC sur des CSP 
omplets
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Figure 4: Moyenne du nombre de noeuds visités par PFC-MRDAC et PFC-VRDAC sur des CSP moyennement
onne
tés
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Figure 5: Moyenne du nombre de noeuds visités par PFC-MRDAC et PFC-VRDAC sur des CSP faiblement
onne
tés
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Figure 6: Moyenne du temps CPU (en se
ondes) de PFC-MRDAC et PFC-VRDAC sur les problèmes CSP
omplets
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Figure 7: Moyenne du temps CPU (en se
ondes) de PFC-MRDAC et PFC-VRDAC sur les problèmes CSPmoyennement 
onne
tés
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Figure 8: Moyenne du temps CPU (en se
ondes) de PFC-MRDAC et PFC-VRDAC sur les problèmes CSPfaiblement 
onne
tés
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