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Résumeé

Le présent article porte sur la résolution exacte du
probléme de satisfaction maximale de contraintes (Max-
CSP). La résolution du Max-CSP est généralement ef-
fectuée a I'aide d'algorithmes de type branch and bound.
L'efficacité de ces algorithmes dépend étroitement de la
borne inférieure de la valeur du Max-CSP qu'ils utilisent
au cours de la recherche. Les bornes inférieures pour le
Max-CSP se basent, en général, sur le concept d'arc
consistance (AC). Nous présentons ici un mécanisme
d'inférences d'inconsistance entre valeurs dans le but
d'augmenter les valeurs des bornes inférieures basées
sur I'AC. Ceci est effectué en détectant les inconsis-
tances ignorées par les compteurs d'arc-inconsistance
dirigée dac. L'inférence d'inconsistances pour une valeur
a d'une variable non instanciée 4, consiste d rajouter 3
la contribution de a le nombre de variables futures dont
les valeurs participant au calcul de la borne inférieure
sont incohérentes avec a. Une implémentation de cette
technique est présentée et testée sur des Max-CSP aléa-
toires.

Abstract

This paper deals with an exact algorithm designed
for solving over-constrained problems. It is well known
that the efficiency of a complete algorithm deeply de-
pends on the quality of its lower bound. This lower
bound should be as large as possible and as cheap to
compute as possible. We propose a new technique which
enhances the classical arc consistency lower bounds for
Max-CSP. In addition to inconsistency and directed arc
consistency counts of a value, we infer further inconsis-
tencies resulting from inconsistencies between this value
and minima values of unassigned variables. We will show
in this paper that this idea can be generalized to the
Weighted CSP framework (see section 4.2). The in-
ferred inconsistencies technique is embedded in a for-
ward checking algorithm, it is used to tight the lower

129

bound during the search in order to filter future do-
mains. This new algorithm, PFC-VRDAC (PFC-Value
inference Reversible Directed Arc Consistency), is com-
pared with some reference algorithms for solving Max-
CSP. Obtained results on some random problems, show
improvements in time and search effort.

1 Introduction

Le probléme de satisfaction de contraintes (CSP) est
donné par un ensemble de variables soumises a des
contraintes. Chaque variable posséde un domaine
discrét et fini. Le but est d’affecter & chacune des
variables une valeur de son domaine afin de satis-
faire ’ensemble des contraintes. Nous nous intéressons
ici aux probléme de satisfaction de contraintes sur-
contraint ol la satisfaction de toutes les contraintes
du CSP est impossible. Dans ce cas, le but est de
chercher I'instanciation compléte satisfaisant le maxi-
mum de contraintes (Max-CSP). Le Max-CSP est un
probléme d’optimisation. Dans [13], le CSP a été
étendu vers un modeéle plus général le probleme de
satisfaction de contraintes valué (VCSP). Ce modéle
prend en compte les contraintes molles et rend pos-
sible I'expression des préférences entre solutions. En
VCSP des wvaluations sont associées aux n-uplets et
le cott d’une instanciation compléte est calculé en
agrégeant les valuations des m-uplets appartenant &
cette instanciation. L’objectif en VCSP est de trou-
ver l'instanciation compléte ayant le cotit minimal.
Dans [6], le Weighted CSP, un cas particulier du VCSP
est proposé. En WCSP les valuations sont des en-
tiers positifs et l'opérateur d’agrégation est ’addition.
Le VCSP et ses spécifications (WCSP et Max-CSP)
possédent plusieurs domaines d’application tels que
Uallocation de ressources, la bioinformatique, le raison-
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nement probabiliste et I’ordonnancement.

La résolution exacte du Max-CSP est généralement

effectuée avec des méthodes suivant le schéma du
branch and bound. Ces méthodes parcourent I'arbre de
recherche des solutions en profondeur d’abord. Pour
diriger la recherche, ils utilisent une borne inférieure
du nombre minimal de contraintes violées. L’efficacité
d’un branch and bound dépend étroitement de la qual-
ité de sa borne, celle-ci doit étre la plus proche possible
de la valeur du probléme et non cotteuse a calculer.
Différentes bornes inférieures ont été définies pour le
Max-CSP, elles sont basées sur le concept d’arc con-
sistance (AC) [1, 3,4, 6, 7, 8,9, 14, 15], ou/et sur des
techniques exploitant la structure du probléme Max-
CSP |5, 12].
Dans cet article, nous présentons une technique
d’inférence d’inconsistances pour améliorer les bornes
inférieures classiques basées sur l’arc consistance. Ceci
est effectué en inférant des inconsistances non détéc-
tées par les bornes inférieures classiques. Dans cette
technique, pour une valeur d’une variable non in-
stanciée (variable future), nous comptons le nombre
d’inconsistances qu’elle a avec les valeurs des vari-
ables non instanciées participant dans le calcul de la
borne inférieure. Par exemple, dans le cas d’une borne
inférieure utilisant les compteurs d’inconsistances et
d’inconsistances dirigées (ic+dac), pour une valeur a
d’une variable non instanciée, nous calculons le nom-
bre d’inconsistances, non calculées par la borne in-
férieure, entre a et les valeurs des variables futures
ayant le minimum ¢c+dac. Par comparaison aux
bornes inférieures classiques, notre technique peut ra-
jouter des inconsistances au compteurs dac de a méme
si cette derniére posséde des supports sur les variables
futures. Nous montrons comment utiliser cette nou-
velle borne dans un algorithme de réolution complet
pour anticiper les retours arriére et filtrer les valeurs
des variables futures. Cette technique a été combinée
avec l'algorithme PFC-RDAC [8], le nouvel algorithme
PFC-VRDAC (Partial Forward Checking Value infer-
ring Reversible Directed Arc Consistency) a été testé
sur quelques instances Max-CSP aléatoires. Les pre-
miers résultas sont comparés avec ceux obtenus par
PFC-MRDAC [7], un algorithme longtemps consid-
éré comme une référence pour la résolution du Max-
CSP. Les gains en temps et en nombre de noeuds vis-
itées, montrent efficacité de I'utilisation de I'inférence
d’inconsistances avec les bornes classiques pour la ré-
solution du Max-CSP.

Ce article est organisé comme suit. La section 2
présente quelques notions de base relatives au prob-
leme CSP. La section 3 décrit 'utilisation de 'inférence
d’inconsistances dans le but d’améliorer les bornes in-
férieures basées sur les compteurs ic+dac. Les avan-

tages de la nouvelle borne inférieure par apport aux
bornes classiques sont décrits dans la section 4. La
procédure de calcul d’inférence d’inconsistances est
donnée dans la section 5. La section 6 traite des
questions relatives & la mise en ouvre de l'inférence
d’inconsistances dans un branch and bound pour le
Max-CSP. La section 7 présente quelques résultas ex-
périmentaux préliminaires obtenus sur les Max-CSP
aléatoires. Enfin, la section 8 trace quelques perspec-
tives pour la poursuite de ce travail.

2 Préliminaires

2.1 CSP et Max-CSP

Un probléme de satisfaction de contraintes (CSP)
est défini par un ensemble fini de variables X =
{1,...,n}, un ensemble de domaines finis et discréts
D ={dy,...,d,} et un ensemble de contraintes C' =
{C4,...,Cn}. Chaque variable i prend ses valeurs
dans le domaine d;. Chaque contrainte C; est définie
sur un sous ensemble de X appelé sa portée et noté
scope(Cj). Une contrainte C; est un sous ensemble du
produit cartésien d;, xd;, X...xd;,, avec {i1,...,i,} €
scope(Cj), elle contient 'ensemble de n-uplets au-
torisés pour les variables de scope(C}).
L’instanciation d’une variable i consiste a lui affecter
une valeur depuis son domaine d;. Une instanciation
est dite partielle si elle porte sur un sous ensemble de
variables de X . Elle est dite compléte si elle porte sur
toutes les variables de X.

La solution d’'un CSP est une instanciation com-
pléte qui satisfait toutes les contraintes de ’ensemble
C. Si une telle instanciation n’existe pas, le CSP est
dit inconsistant. Dans ce cas, il est intéressant de
chercher l'instanciation compléte satisfaisant le plus
de contraintes, c’est la satisfaction maximale de con-
traintes (Max-CSP) [4].

Ces derniéres années, le modele CSP a été étendu
vers un modeéle plus général le probleme de satisfaction
de contraintes valué (VCSP) [13]. Ce nouveau modéle
prend en compte les contraintes molles et rend possi-
ble le choix entre solutions en associant une valuation
a chaque n-uplet d’une contrainte. En VCSP, le coiit
globale d’une instanciation compléte est 1’agrégation
des valuations des n-uplet appartenant a cette instan-
ciation. La solution d’'un VCSP est une instancia-
tion compléte de cott minimal. Un cas particulier
du VCSP, le CSP binaire pondéré (WCSP), est défini
dans [6]. Dans ce modéle, les contraintes sont soit
unaires (C;), soit binaires (Cj;). A chaque valeur a
d’une variable 7 est associé un cotit unitaire C;(a), et
a chaque couple (a,b) € d; xd; d’une contrainte binaire
Cij € C est associé un coit Cyj(a,b). Ces couts sont
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des naturels et 'opérateur d’agrégation est I'addition
(+). Remarquons que le Max-CSP peut étre écrit sous
forme d’'un WCSP binaire ot & tout couple interdit
(incohérent) on associe un coat 1 et & un couple au-
thorisé un coit nul. La solution est une instanciation
compléte minimisant la somme des cotits des couples.
Ceci revient & trouver linstanciation compléte min-
imisant le nombre de contraintes violées.

Dans cet article, i, 7, k, . . . désignentdes variables et
a,b,c,... des valeurs. (i,a) désigne la valeur a de
la variable i. P désigneune instanciation partielle et
F T’ensemble des variables non encore instanciées (li-
bres ou futures). On appel valeur future toute valeur
d’une variable de F. La valeur (i,a) est inconsis-
tante avec la variable j si elle est incohérente avec
toutes les valeurs de d;. Soit la valeur future (i,a),
iciq est le nombre de valeurs de P inconsistantes avec
(i,a). Soit la fonction dac(i,a, j) définie comme suit.
dac(i,a,j)=1si (i,a) est inconsistante avec j et si les
inconsistances sont comptés de j vers ¢; 0 sinon. Le
nombre d’inconsistances d’arc dirigées, dac;,, est le
nombre de variables j € F tel que dac(i,a,j)=1. Soit
le Max-CSP P, Pp est le Max-CSP P obtenu aprés
propagation de linstanciation partielle P et V(P) le
nombre minimal de contraintes violées dans P.

2.2 Survol des bornes inférieures en Max-CSP

L’un des premiers algorithmes pour la résolution du
Max-CSP, PFC [4] utilise une borne inférieure simple.
Elle est caluclée en rajoutant a la distance (le cotut de
I'instanciation partielle P) la somme des ic minimums
des variables futures F' (LB(P)prc = distance(P)+
Y icrMingea, (iciq)). Cette borne a été améliorée,
dans PFC-DAC [14], en considérant les inconsistances
entre les variables futures. En définissant un ordre sur
les variables et en dirigeant le graphe de contraintes
suivant cet ordre, PFC-DAC utilise les compteurs ic
et dac et calcule sa borne inférieure comme suit :
LB(P)pac =distance(PHy ;. pmingcd, {iciqtdaci, }-
Une sensible amélioration de PFC-DAC, I'algorithme
PFC-RDAC, a été proposée dans [8]. A chaque
instanciation d’une variable, PFC-RDAC recalcule
une bonne orientation des contraintes entre les vari-
ables futures dans le but d’augmenter la somme des
ic+dac minimums. Dans [7], la propriété d’arc consis-
tance dirigée est maintenue durant la résolution. Ce
maintien conduit généralement a 'incrémentation des
compteurs dacs et donc & une possible amélioration de
la borne inférieure. Dans cascaded dac [15], les comp-
teurs dacs sont augmentés en inférant des nouvelles
inconsistances en se basant sur 'ordre utilisé dans le
calcul des dacs. Ce processus d’inférence est limité
par l'ordre statique des variables. De plus, il néces-
site une gestion des inconsistances redondantes afin

de maintenir une borne inférieure valide. Dans [1] la
la consistence d’arc pondérée (WAC), une borne in-
férieure ne nécessitant aucun ordre sur les variables
est proposée. Contrairement & DAC et RDAC, dans
WAC les inconsistances sont calculées dans les deux
sens. Afin d’éviter les redondances, deux poids com-
plémentaires w < 1 et 1—w sont associés aux deux sens
de la contraintes. Dans [5], une borne inférieure pour
le Max-CSP est calculée en partitionnant I’ensemble
des contraintes en plusieurs sous ensembles appelés
mini-buckets. Dans [12] (Conflict Sets), des nouvelles
contraintes sont rajoutées au Max-CSP dans le but
d’identifier des inconsistances non détectées par I'arc
consistance dirigée.

Dans [6, 10|, de mnouvelles consistances locales
(NC,NC* AC,AC*) sont définies pour le WCSP.
Théoriquement, ceci généralise les consistances clas-
siques au WCSP et permet de définir des nouvelles
bornes inférieures beaucoup plus élégantes. Cepen-
dant, les résultats expérimentaux sur les Max-CSP
aléatoires ont montré que les algorithmes (PFC-RDAC
et PFC-MRDAC) proposés dans [7, 8] restent plus ef-
ficaces. Dans [9], en se basant sur les travaux de [2],
des nouvelles formes de consistance locale (I’arc con-
sistance dirigée) DAC* and (I’arc consistance compléte
dirigée) FDAC*, sont définies pour le WCSP. Comime
dans le cas du Max-CSP, DAC* et FDAC* nécessi-
tent qu’un ordre statique soit défini sur les variables
du WCSP. Les algorithmes MDAC* et MFDAC*, qui
maintiennent respectivement les consistances DAC* et
FDAC*, ont été développés et testés sur des Max-
CSPs aléatoires. Les résultats obtenus ont montré que
le maintien de FDAC* semble étre le meilleure niveau
de consistance pour la résolution des Max-CSP aléa-
toires. Récemment dans [3], une nouvelle forme d’arc
consistance est définie, c’est la conhérence d’arc ex-
istentielle EDAC*. EDAC* renforce la propriété de
FDAC* afin de se rapprocher le plus de la consistance
d’arc complete. MEDAC*, un algorithme qui main-
tient la propriété EDAC*, a été developpé et testé sur
des WCSPs aléatoires et réels. Les tests ont montré
que MEDAC* est plus efficace que MFDAC* sur de
nombreuses classes de problémes.

bornes in-
par inférence

3 Amélioration des
férieures classiques
d’inconsistances

Sans perte de généralité, nous ne considérons que les
bornes inférieures basées sur les compteurs ic+dac.
L’inférence d’inconsistances peut également étre util-
isée avec les bornes inférieures basées sur 1’arc consis-
tance comme 1’arc consistance podérée WAC.
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3.1 L’inférence d’inconsistances aprés
I'instanciation d’une variable
Pendant linstanciation d’une variable 7 par la

valeur a € d;, le branch and bound calcule une
borne inférieure du nombre de contraintes violées
par linstanciation partielle P U {(i,a)}.  Cette
borne inférieure est donnée par la formule suiv-
ante, LB(P,i,a) = distance(P) + ici, + dac;, +
ZjeFminaedj {icjo +dacj,}. La somme ic;q + dacq
représente la contribution de la valeur (i, a) dans cette
borne. Sous certaines conditions, cette contribution
peut étre augmentée méme si (i,a) est consistante
avec quelques variables futures F. De plus, & cause
de 'orientation des contraintes, les inconsistances avec
quelques variables de F' ne sont pas comptées méme si
(i,a) est inconsistante avec ces variables. En utilisant
ces remarques, nous proposons dans ce qui suit une
technique d’inférence d’inconsistances afin d’améliorer
les bornes inférieures basées sur ic+dac.

Soit (i,a) la valeur actuellement instanciée a ¢ et soit
j € F une variable future partageant une contrainte
avec i. Considérons la situation suivante :

e b est l'unique valeur de j minimisant la somme
ic+dac.

e le couple (i,a) et (j,b) est incohérent et

dac(i,a, j) = dac(j, b, i) = 0.

Soit. k>0 le nombre de variables futures vérifiant les
conditions ci-dessus et partageant une contrainte avec
. Alors la borne inférieure associée a la valeur (i, a),
LB(P,i,a), peut étre incrémentée de k. Comme les
inconsistances rajoutées ne sont calculées ni par dacs,
ni par ics, LB(P,i,a) + k peut étre considérée comme
une borne inférieure du Max-CSP.

Dans le précédent paragraphe, nous avons consid-
éré les variables futures avec un minimum unique.
L’inférence d’inconsistances est aussi applicable avec
les variables futures possédant plusieurs valeurs at-
teignant le minimum ic+dac. Soit M(j) I’ensemble
des valeurs de j ayant une somme ic+dac minimale.
La quantité & rajouter & la contribution de la valeur
(i,a) dans LB(P,i,a) est donnée par : Infer(i,a) =
> jer Minpe m(p{r(i, a, j,b)}, ot

1 si(i,
et, dac(i,a,j) =0 et dac(j,b,i) =0

0 sinon

a) et (4,b) sont incohérents
r(i,a,j,b) =

La propriété suivante montre que LBr,fer(P,1,a) =
LB(P,i,a) + Infer(i,a) est une borne inférieure du
nombre de contraintes violées par toute instancia-
tion compléte extension de l'instanciation partielle

PU{(i,a)}.

Propriété 1. Soient le Max-CSP P et linstanciation
partielle P, LBryjer(P,1,a) est une borne inférieure

de V(Ppui(i,a)})-

Preuve. Soit  linstanciation  compléte A =
(a1,as2,...,a,) extension de P avec a affectée a
1. Le cout de A, le nombre de contraintes violées
par A, est noté par distance(A). Soit LB(A,i,a) =
distance(P)—i—icm—l—dacw—i—ZjGF(icjaj +dacj,;) ot :

e distance(P) repésente le nombre de contraintes
violées par I'instanciation partielle P.

e ici, + dac;, représente le nombre de contraintes
violées entre (i,a) et linstanciation partielle P
et une sous estimation du nombre de contraintes
violées entre (i,a) et les variables futures.

o > cr(icja; +dacja,) est une sous estimation du
nombre de contraintes violées entre les valeurs
aj,j € F' de A, et le nombre de contraintes violées
entre les valeurs a;,j € F' de A et 'instanciation
partielle P U {(i,a)}.

Par définition nous avons distance(A) > LB(A,i,a).
Nous allons d’abord prouver que icj,, +
dacja, + r(i,a,j,a;) > mingq;{dacj, + icja} +
minge m(jyir(i, a,5,0)}.  Comme icjq; + dacjq;, >
Minged;{dacj, + icjq} alors l'inégalité est vérifice si
(i, a, j, a;) >minga (i, a, j,0) }.

Considérons maintenant le cas ou r(i,a,j,a;) = 0
et mingea(j{r(i,a,j,b)} = 1 et supposons que
iCja, +dacja, +1(i,a,],a;) < Mingg,{dacjq +icjq} +
minge m(jyir(i,a,4,b)}, alors icje; + dacj,, <
Mminged;{dacja + icje} + 1 ce qui implique que
iCja; + dacje, < Mmingg{dacja + icjq}. Donc
a; € M(j) et r(i,a,j,a;) =1, ce qui est en contradic-
tion avec les hypothéses.
En sommant sur D’ensemble des variables
futures, nous avons ZjeF(icjaj + dacje; +
r(i,a, j,a5)) > D epMineed;{dacje + icja} +
> jer Mituem () {7 (i, a, 7, 0)}. Cette inégalité peut étre
écrite comme suit. > p(icjo;tdacja, +7(i, a, j,a5)) >
> jer Minaea;{dacjo+icjq b+Infer(i,a). En rajoutant
distance(P)+ic;q+dac;, aux deux cotés de I'inégalité
nous avons LB(A,i,a) > LBy fer(P,1,a). O

La nouvelle borne inférieure LBryfer(P,1,a) est
au moins égale & LB(P,i,a) et au plus égale a
LB(P,i,a) + p(i), ou p(i) est le nombre de variables
partageant une contraintes avec .

3.2 L’inférence d’inconsistances pendant le fil-
trage

Le processus de filtrage est utilisé par tous les solveurs
Max-CSP, avant et au cours de la recherche. Le
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filtrage est utilisé pour supprimer les valeurs qui
n’appartiendront pas a la solution du Max-CSP. Son
but est de rendre le probléme plus facile & résoudre.
La borne inférieure basée sur Vic+dac, LBpy(P,i,a)
utilisée pour le filtrage est donnée par la formule suiv-
ante, distance(P)Hciaﬁdacia+zj€F{i} MiNaed, {iCjat
dacjg}.

En plus de son utilisation avec LB(P,i,a), 'inférence
d’inconsistances peut étre utilisée pour augmenter la
valeur de LBp;(P,i,a).

Soit (i,a) une valeur future et soit j # ¢ une variable
future partageant une contrainte avec ¢ et vérifiant les
conditions suivantes :

e j posséde une seule valeur b minimisant la somme
ic+dac. La valeur b est incohérente avec (i, a),

e dac(i,a,j) = dac(j,b,i) = 0.

Sil y a k > 0 variables futures de F — {i} vérifi-
ant les conditions ci-dessus, alors LBp, (P, i, a) peut
étre incrémentée de k. Cette somme, qu’on notera
LBrpferrit(P,i,a) est exprimée comme suit :

LBInferFilt (P, 7, CL) = LBriir (P, 7, CL)—FITLfe’I”Fﬂt(i, a)
avec

InferFilt(i,a)= Z minge m(j) {74, a,7,b)}
jer—{i}

Propriété 2. Soit Ppyii,a)y le Maz-CSP obtenu
apres la propagation de P, alors LBryjerpii(Pi,a)
est une borne inférieure de V(Ppug(ia)})-

Preuve. La preuve est semblable & celle de la pro-
priété 1. O

La valeur future (i,a) est supprimée du domaine
d; si LBrpferrit(P,1,a) > ub, ot ub est la borne
supérieure de P.

4 Discussion

Le calcul de LBryfer(P,4,a) est une anticipation de
la propagation de l'instanciation partielle P U {(4,a)}
sur les domaines des variables futures. Cependant, ce
calcul est effectué sans mise a jour des compteurs ic
et sans suppression de valeurs futures.

Comme LBi,ferpitr(P,i,a) est au moins égale a
LBpi-(P,i,a), elle supprimera plus de valeurs et
larbre de recherche résultant est plus réduit (voir la
Figure 1). La figure 1 montre les arbres de recherche
développés avec et sans inférence d’inconsistances pen-
dant la résolution du Max-CSP aléatoire (4,3,7/9,1)
(voir la section 7 pour plus de détails concernant les
CSPs aléatoires). Le branch and bound sans inférence
d’inconsistances développe 5 noeuds de plus que celui

The search tree with LB_Infer The search tree with classical LB

number of visited nodes = 15 number of visited nodes = 20

@ node not visited by the branch and bound with LB_Infer

@ node visited by both algorithms

Figure 1: Arbres de recherche développés avec et sans
LBrpger sur le Max-CSP aléatoire (4,3,7/9,1).

utilisant LB, fer €t LBrpferrir- Les expérimenta-
tions de la section 7 confirme lefficacité de LBy, fer €t
plus particuliérement de LBy ferrix dans le filtrage
des domaines des variables futures sur une variété de
problémes aléatoires.

4.1 LB, fer, DAC* et FDAC*

Les consistances locales DAC* et FDAC* transforment
le réseau de contraintes initial en un réseau équivalent
vérifiant les propriétés DAC* et FDAC*. Ceci est ef-
fectué en utilisant les procédures Extend() et Project()
définies dans [6].

La figure 2 montre un exemple d’application de
FDAC* sur une contrainte ¢;; avec i < j. Dans cette
figure, les cotits des contraintes unaires sont représen-
tés dans des petits cercles et les coiits binaires sont
représentés sur les arcs connectant chaque couple de
valeurs. L’absence d’un arc entre deux valeurs signifie
que le cotit binaire entre ces deux valeurs est nul. Nous
supposons dans cet exemple que la borne inférieure
Ib =0 et que la borne supérieure ub = 2.

Dans la figure 2, la valeur (¢, a) ne posséde pas de sup-
port complet! sur la variable j. En appliquant FDAC*
pour cette valeur (suivant l'ordre ¢ < j) le cout C;(a)
est incrémenté d’une unité. L’application de FDAC*
correspond exactement au résultat de I’application de
linférence d’inconsistances pour la valeur (i,a). No-
tons que la valeur (¢, a) sera supprimée car lb+Cj(a) >
ub. Le calcul de LBy, ter(P, i, a) sur la contrainte Cj;
détectera cette inconsistance et supprimera la valeur
(¢,a). De plus, comme le calcul de LB;y, fer ne dépend
pas de 'orientation de la contrainte, elle est appliqué
dans l'autre sens et rajoute une inconsistance au cofit
de la valeur (j,a), cette inconsistance est ignorée par
FDAC* a cause de 'orientation de la contrainte.
L’avantage d’utiliser LBr,fer et LBrpferrir est
qu’on n’a besoin de maintenir aucune forme de con-
sistance locale durant la recherche. De plus, aucun or-

Ton dit que b € dj est un support complet de a € d; sur la
contraintes Cj; si i < j et Cy;(a,b) + C;(b) =0
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Figure 2: Application de FDAC* sur Cj;. (a) la valeur
(i,a) n’est pas DAC. (b) Aprés extension et projection
des coits, (i,a) posséde maintenant un support com-
plet sur Cj;.

dre sur les variables n’est nécessaire pour ’application
de LBrnfer. Le but principal derriere LBrpfer et
LBryferrittr €st d’augmenter la borne inférieure afin
d’avoir un filtrage plus robuste. Dans FDAC* et
DAC*, le but est de maintenir la propriété FDAC*
durant la recherche. Ceci est effectué en utilisant la
projection et I'extension des cotits des contraintes bi-
naires et unaires et la modification du réseau de con-
traintes. Dans FDAC* et DAC*, une ordre statique
sur les variables du Max-CSP est indispensable alors
que LBrpfer €t LBry ferpiner n’ont pas cette limitation.

4.2 Vers une généralisation au WCSP

Comme montré précedemment (figure 2), application
de FDAC* sur une contrainte dans un sens est équiv-
alent & I'application de LBy e, suivant le méme sens.
Trouver un support complet pour une valeur (i,a)
sur la contrainte C;; revient a chercher une valeur
c € dj tel que ¢ = argmingeq;{Cyj(a,b) + C;(b)}.
Apres extension et projection du coit Cyj(a,c)+Cj(c)
vers Cj(a), la valeur (j,c¢) devient un support com-
plet sur C;; pour (i,a). Ce processus est similaire
a celui utilisé par LBy fer. Ainsi, I'application de
LBy ter peut étre généralisée au probléme WCSP.
Dans le WCSP, l'inférence d’inconsistances pour une
valeur (i,a) sur la contrainte C;; consiste & rajouter
le cout Cjj;(a,c) + Cj(c) a la borne inférieure globale.
Mais, FDAC* nécessite un ordre sur les variables afin
de maintenir la propriété d’arc consistance compléte
dirigée alors que LBy, fer n'a pas cette limitation.
Pour le filtrage, FDAC* supprime une valeur (i,a) si
(b + Ci(a)) > ub. Avec LBiyfer, (i,a) est supprimée
si (distance(P) + Ci(a) + (32 ;e p minved; {Cij(a, b) +
C5(b)}) = ub.

5 Calcul des inconsistances inférées en
Max-CSP

Comme le nombre de variables futures partageant une
contrainte avec i est au plus égale & n et que pour
chaque variable future j, nous testons la consistance
de (i,a) avec au plus d valeurs, alors la complexité de
LBrnfer (LBrnferrit) est en O(nd), ot d est la taille
du plus grand domaine et n le nombre de variables.
Le calcul de LByy, per (P, i, a) et LBy fer it (Pyi, a) en
considérant tous les minimums d’une variable future
fournit une borne inférieure de qualité mais s’avére
colteux en pratique. Ainsi, nous préférons calculer
LBryfer en ne considérant que les variables futures
avec un minimum unique (voir Algorithm 1). Ceci
conduit & un bon compromis entre la qualité de la
borne inférieure et l'effort nécessaire pour la cal-
culer. L’algorithme 1 montre le calcul et 1'utilisation
de linférence d’inconsistances dans le filtrage des
valeurs futures. P représente l'instanciation partielle
courante, D ’ensemble des domaines des variables fu-
tures et G le graphe de contraintes. La fonction Sin-
gleMin(j) est vraie s’il y a un seul minimum dans D;.
La procédure Prune(j,b) supprime la valeur (j,0) du
domaine D’. Pour chaque valeur future (j,b), on re-
garde d’abord si on peut la supprimer sans inférer
d’inconsistances en utilisant les bornes inférieures clas-
siques. Sinon, on calcule LBry, ferrinr(j,0) (la boucle
de la ligne 2) et on regarde si on peut maintenant la
supprimer (ligne 3).

Algorithm 1: PruneValues(P, F, D, Q)

begin
for j € F' do
for b € D; do
1 if (LB(P,j,b)>ub) then
L Prune(j,b);
else
cont «— 0;
2 for k € F' connected to j and k # j do
\; if (SingleMin(k)) then

e« argminep, {icke+dacke};
cont «— cont + r(j,b, k, e);

3 if (LB(P,j,b)+cont>ub) then
L Prune(j, )

return new domains;

end

6 L’'algorithme PFC-VRDAC

Nous avons implémenté LBy, e, €t LBry, ferFier dans
I’algorithme PFC-RDAC. Rappelons que PFC-RDAC
est un algorithme de type branch and bound pour
la résolution du Max-CSP. Aprés chaque instancia-
tion d’une variable, PFC-RDAC réoriente le graphe
de contraintes des variables futures afin d’augmenter
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la valeur de la borne inférieure.

L’algorithme résultant de la combinaison de RDAC
et de l’inférence d’inconsistances est appelé PFC-
VRDAC. L’idée de PFC-VRDAC est d’utiliser
LBrp, fer avant chaque propagation d’une instanciation
et LBy terriie durant le filtrage afin de supprimer les
valeurs non filtrées par les bornes inférieures ic+dac.
Dans PFC-VRDAC (Algorithm 2), & chaque noeud
(instanciation de de ¢ par a), on compte d’abord son
LBipfer(P,i,a) (ligne 1). Si LBy fer(P,i,a) > ub un
retour arriére est effectué. Sinon, 'instanciation par-
tielle courante est propagé sur les domaines des vari-
ables futures (La fonction LookAhead ligne 2). Si du-
rant la propagation un des domaines futures devient
vide, un retour arriére est effectué (voir la ligne 3)
puisque la fonction continue() retourne fauz si un des
domaines est vide. Sinon, comme dans PFC-RDAC,
PFC-VRDAC réoriente les contraintes du graphe des
variables futures a ’aide de I’heuristique GreedyOpt()
(ligne 4) dans le but d’augmenter la valeur de la borne
inférieure. Si aprés GreedyOpt() aucun échec n’est
détecte, PFC-VRDAC appel la fonction PruneValues
(ligne 5) en renforcant le filtrage par l'utilisation des
inconsistances inférées. Si aucun domaine n’est vidé
aprés I'appel de PruneValues, alors un nouvel appel a
PFC-VRDAC est effectué. Quand toutes les variables
sont instanciées (F'=¢), PFC-VRDAC garde une trace
de la meilleure instanciation bestS ainsi que son cofit
et met a jour la borne supérieure du probléme ub.

Algorithm 2: PFC-VRDAC(P,d, F, D,G*)

begin
if (F = ¢) then
ub — d;
bestS «— P;
else
i« Pop (F);
for a € D; do
d' — d+icia + dacia;
1 if (LBrnfer(P,i,a) < ub) then
2 D’ —LookAhead(d', i, a, F, D, G);
3 if (continue(D’)) then
4 nGF — GreedyOpt(GT', F, D');
if (continue(D’)) then
5 D’ —
PruneValues(PU{a;}, F, D', nGF);
if (continue(D’)) then
PFC-VRDAC(PU
{a;},d', F, D' ,nGT);
end

7 Expérimentations

Cette section évalue les performances de PFC-
VRDAC, en terme de temps et de nombre de noeuds
visités, sur des Max-CSP aléatoires. On présente la
version qui considére les variables futures avec un

minimum unique. La version la plus générale, dans
laquelle linférence d’inconsistances est effectuée en
considérant, tous les minimums, a été implémentée et
testée. Malgré sa capacité a filtrer considérablement
les valeurs futures, elle s’est avérée inefficace en terme
de temps de résolution.

Des algorithmes récents qui maintiennent les pro-
priétés AC et AC* pour le WCSP [10] ont été testés sur
des Max-CSP aléatoires. Les résultats obtenus ont été
comparés avec ceux obtenus par PFC-RDAC. Cette
comparaison a montré que ces algorithmes sont moins
performants que PFC-RDAC sur les problémes aéa-
toires.

Une classe de CSP binaire aléatoire est caractérisée
par le quadruplet (n,d, p1,p2), ou n est le nombre de
variables, d la taille de chaque domaine, p; la connec-
tivité du graphe de contraintes définie par le rapport
du nombre de contraintes existantes et le nombre de
contraintes possibles "(n;l) , p2 est la dureté de chaque
contrainte, elle est donnée par le rapport du nombre de
couples interdits et le nombre totale de couples possi-
bles d x d. Les contraintes entre variables et les couples
interdits dans chaque contrainte sont choisis aléatoire-
ment [11]. En utilisant ce modéle, nous avons testé
PFC-VRDAC sur les mémes classes utilisées dans [8] :

(1) <107 105 17p2>
(3) (15,10,50/105, po)
(5) (25, 10,37/300, ps)

(2) (15,5, 1, p2)
(4) (20,5,100/190, po)
(6) (40,5,55/780, p2)

Les classes (1) et (2) représentent des Max-CSP forte-
ment connectés. Les classes (3) et (4) représentent des
Max-CSP moyennement connectés et les classes (5)
et (6) représentent des Max-CSP faiblement connec-
tés. Pour chaque classe de probléme et pour chaque
valeur du parameétre p2;, 50 instances sont générées.
Chaque instance est respectivement résolue par PFC-
MRDAC et PFC-VRDAC. L’heuristique de sélection
de variables pour les deux algorithmes est taille du do-
maine/degré futur. Le domaine d’une variable est trié
suivant l'ordre croissant des compteurs ic+dac. Les
expérimentations ont été effectuées sur une machine
386 avec 1028264 kB de mémoire RAM et un processeur
de 2.66cnz. La borne supérieure initiale est initialisé a
la valeur maximale qu’un entier en C peut contenir.

Les Figure. 3, Figure. 4 et Figure. 5 donnent
respectivement, le nombre moyen de noeuds visités
par PFC-MRDAC et PFC-VRDAC, sur les prob-
lémes fortement, moyennement et faiblement connec-
tés. Pour toutes les classes, PFC-VRDAC visite moins
de noeuds que PFC-MRDAC. Le gain s’accroit avec la
dureté de la contrainte et atteint son maximum aux
alentours du point de transition. En moyenne, PFC-
VRDAC visite 47% de noeuds en moins que PFC-
MRDAC. Pour les problémes complets (Figure 3) et
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dans la région difficile, PFC-VRDAC visite deux fois
moins de noeuds que PFC-MRDAC. On a le méme
comportement pour les problémes moyennement con-
nectés (Figure 4) et les problémes faiblement con-
nectés (Figure 5). Ces résultats confirment que
LBrnterrie filtre plus de valeurs que les bornes in-
férieures classiques. Les Figure. 6, Figure. 7 et
Figure. 8 présentent la moyenne du temps (en sec-
ondes) qu’ont mis les deux algorithmes pour résoudre
a l'optimalité les problémes des six classes. Les résul-
tats obtenus concordent avec ceux des noeuds visités.
Pour tous les problémes, PFC-VRDAC met moins de
temps pour prouver l'optimalité que PFC-MRDAC.
En moyenne, PFC-VRDAC est 25% plus rapide que
PFC-MRDAC. Le gain s’accroit avec la dureté de la
contrainte et atteint son maximum aux alentours du
point de transition.

8 Conclusion

Il est bien connu que la borne inférieure utilisée dans
un algorithme de branch and bound doit étre la
plus proche possible de la valeur du probléme et pas
trop cotiteuse a calculer. Utilisant ce principe, nous
avons présenté une nouvelle borne inférieure LBy, fer
(LBrnferrit) basée sur les bornes inférieures clas-
siques et utilisant une nouvelle technique d’inférence.
Cette nouvelle borne a été utilisée dans un algorithme
de branch and bound qui a été testé sur une variété de
problémes Max-CSP aléatoires. Les résultats obtenus
ont montré des gains significatifs en terme de nom-
bre de noeuds visités et en temps CPU. La nouvelle
borne inférieure LBy, fer (LBrnferrine) semble étre un
bon compris entre qualité de la borne inférieure et
le cotit nécessaire pour son calcul. Tous ces aspects
nous encouragent a poursuivre ce travail et a ’étendre
au WCSP (section 4.2). Des expérimentations sont
actuellement effectuées sur des problémes réels.
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Figure 3: Moyenne du nombre de noeuds visités par PFC-MRDAC et PFC-VRDAC sur des CSP complets
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Figure 4: Moyenne du nombre de noeuds visités par PFC-MRDAC et PFC-VRDAC sur des CSP moyennement
connectés
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Figure 5: Moyenne du nombre de noeuds visités par PFC-MRDAC et PFC-VRDAC sur des CSP faiblement
connectés
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Figure 6: Moyenne du temps CPU (en secondes)
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Figure 8: Moyenne du temps CPU (en secondes) de PFC-MRDAC et PFC-VRDAC sur les problémes CSP

faiblement connectés



