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Stratégies d’encerclement avec information *

Nicolas NISSH'and David SOGUET

LRI, Universié Paris-Sud, Orsay, France

Dans le cadre de I'algorithmiquéparti dans leséseaux, I'efficacé d'un algorithme épend tes fortement de la
connaissance deseau, disponibla priori. Trés souvent, cette connaissarcpriori est de nature qualitative (taille
du réseau, son diagétre, etc.). Fraigniaudt al. (2006) ont introduit une mesure quantitative de la compeditine
tache epartie dans unéseau. Etant donun probéme Eparti, cette mesurda taille d'oracle, consiste en le plus
petit nombre de bits d’'information dont doit disposer I'algorithme pé@soudre le proeime efficacement. Nous nous
intéressons la taille d'oracle permettant désoudre efficacemehiéncerclementlans les graphes.

L'encerclement dans legseaux visa@ realiser la capture d’un fugitif invisible, arbitrairement rapide et omniscient, par
uneéquipe d’'agents mobiles, dans weseau. La stragie d’encerclement est caléel en tempséel, par les agents
eux neémes, et doit &rifier les trois propétes suivantes: (1¢onnexié : la zone nettoge doit toujour€tre connexe,

(2) monotonie la zone nettoge ne doit jamaigtre recontami@e, et (3)optimalite : le nombre d'agents utiles doit
etre le plus petit possible. Les deux preneis contraintes assurent des communicatiénargees entre les agents,
ainsi qu'un temps de nettoyage polynomial en la taille@keau. La troigime propite assure une taille minimum des
ressources utilses. La seule connaissance, concernaréideau, dont les agents disposaptiori, est moélisee par
unoraclequi repartit sur les nceuds daseau une chiige de bits d’'information.

Nous prouvons que la taille d’oracle po@spudre I'encerclement eS{nlogn) bits, avem la taille du Eseau, et que
cette borne est optimale. Plusépiment, nous proposons @tiquetage des sommets, de taillénlogn) bits, et
un protocole eparti utilisant ceétiquetage. Ce protocole pernéetineéquipe d’agents, dont laémoire est de taille
O(logn) bits, de nettoyer leéseau de fagon optimale monotone et connexe. Ce protocéleasrle protocole propés
par Blin et al. (2006) qui ne dispose d’aucune informatiarpriori et, de ce fait, &cessite un temps de nettoyage
exponentiel. De plus, nous prouvons qu'il n’existe pas de protoéglarti utilisant un oracle de taille(nlogn) bits
qui permette de nettoyer tous lé&seaux de fagcon optimale monotone et connexe.

Keywords: Straggie d’encerclement, monotonie, bits de conseil

1 Stratégies d’encerclement dans les graphes

L’ encerclementlans les @seaux graph searchinyja ét introduit par Parson [10]. Etant damon graphe
dans lequel circule un fugitif invisible, arbitrairement rapide et omniscient, le but esttdendner une
straggie qui permeh uneéquipe d'agents mobiles, de capturer le fugitif. Dit autremeatipe d’agents
doit “nettoyer” un éseau contami Dans le but de minimiser les ressourcéseassaires la capture,
cette stradgie doit impliquer le moins d’agents possible. Les éfyats d’encerclement ogté intensive-
mentétudiées pour leurs applications pratiques (nettoyageedeaux de pipelines contarampar un gaz
toxique [10], €curie dans leséseaux informatiques, etc.), mé&galement pour leurs relations avec des
parangtres importants des graphes tels que la largeur arborestreeigidtl) et lingéaire pathwidth [2].
Dans le cadre de I'encerclement dans les graphes, un grapleseafe un&seau “contamis’ qu’'une
équipe dagentsmobiles doit nettoyer. Initialement, tout le graphe @stamirg, et un sommet particulier
est cesigre commeétant labase Les agents sont siéis sur les sommets du graphe et peuvenégptader
le long des &&tes. Lorsqu’un agent traverse unéter il lanettoie Une atee propreest pésenee de la
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recontaminatiorsi, pour tout chemin entre et une agéte contamiée, un agent occupe un sommet de ce
chemin. Les mouvements des agents sont contraints de la facon suivante. Initialement, tous les agents se
trouvent sur la base, et un agent ne peut bouger que si au@iaaast recontaméea la suite de ce mou-
vement. Une&quence de tels mouvements, apgpétapesqui permet de nettoyer conggement le graphe

est appede unestrategie d’encerclemenbu plus simplemerdtrategie Le probEme de I'encerclement dans

les graphes consistedeterminer une stragie qui utilise le moins d’agents possible. Une telle 6gt est

dite optimale Dans un contexteeparti, que nous consdons dans cet article, flgobleme d’encerclement
consistegtant donés un graph& connexe et une basg € V(G), a déterminer une stragie optimale de
nettoyage pou6 de telle sorte que la stédie est calc@e en tempsael par les agents. Notons que dans

un contexte centrals le probéme de I'encerclement dans les graphes est NP-complet [9].

Les contraintes imp@&es sur les mouvements des agents impliquent deux pt&piimportantes des
strakgies, i.e. la partie nettég ne peut que stendre (propéte demonotonig, et elle est connexe (pro-
priete deconnexi€). Les strakgies monotones connexes étit frequemment utilises dans le cadre de la
conception de protocolegpartis pour nettoyer des graphes [1,14,15, 6]. En effet, leurs gtoprassurent
un nettoyage du graphe en un nombrétdpes polynomial en la taille du graphe, et des communications
siires entre les agents. La principale &iffnce entre ces protocolépartis est la quanétd’information sur
le réseau dont les agents disposeptiori. Les protocoles propés dans[[,/%,/6] supposent que les agents
disposent d’une information cormygik sur la topologie dieseau. Ainsi, les agents saveritavance dans
quel type de &seau ils se trouvent (arbrés [1], tores [5], hypercubes [6]). A I'inverse, le protocole propos
par Blin et al. [4] permet de nettoyer tougseaux, sans que les agents ne dispasenibri d'information
sur le €seau. Cependant, ce protocole @sout pas comptement le prol@me de I'encerclement puisque
la straégie qui est effectivemen€ali€e, est optimale et connexe, mais pas monotone. Ceci est un in-
conwenient majeur puisque le nettoyage éseaau peut alors demander un nombatapes exponentiel en
la taille du Eseau. Tous les protocolegprdemmenénoné@s impliquent des agents avec unemoire de
taille logarithmique en la taille dieseau. Bliret al. [4] supposent, de plus, que les nceuds disposent d'une
zone locale de @moire de taille polynomiale en la taille deseau, accessible par les agents.

Sans surprise, il existe donc un compromis entre la qéadtibformation dont les agents disposent
priori et la performance de la stegfie Balie. Nousttudions la quant minimum d'information dont
les agents doivent disposeipriori afin de Esoudre le proBime de I'encerclement dans les graphes. Pour
cela, nous utilisons laaille d'oracle, mesure introduite par Fraigniaw al. [7], qui permet détudier
quantitativement I'information qui doéitre don&ea priori pour £soudre un probme Eparti efficacement.
Informellement,étant donés un prol#me Eparti et une instance de ce préfole, un oracle fournit une
chdne de bits d’'information @pendant de I'instance. Un protocole qui dé@&soudre le progime peut se
servir de cette clime comme d’une information sur I'instance, dont il dispageiori. La taille d'oracle est
la longueur maximum de la cfree fournie en fonction de la taille de I'instance. La notion de taille d’oracle
a permisa Fraigniaucet al. [7], de differencier quantitativement la difficélides deux probimes suivant.
Résoudre le prokime du éveil dans uné&seau de taille, nécessite un oracle de tail&nlogn), alors que
celui de la diffusion ne requiert qu’un oracle de tallén) [7].

Nous prouvons que le prabhe de I'encerclement dans les graphesidemmets peuétre €solu en
utilisant un oracle de taill®(nlogn). Pour cela, nous exhibons un oracle de tall{@logn) et un protocole
réparti I'utilisant qui esout le prot#me de I'encerclement en tem@n®) dans tous les graphes de
sommets. Nous prouvons que cette borne est optimale : pour tout oracle de(taitign), il n’existe
aucun protocoleaparti utilisant cet oracle quésout ce proldime dans tous les graphesrdgommets.

2 Modele

Les agents sont médsés par des enéis mobiles autonomes, avec des idéstiistinctes et une @moire
de tailleO(logn) bits ol n repesente la taille duaseaux. Le&seau est synchrone, et est ralis par un
graphe connexe non oriéntA priori le réseau est anonyme, i.e. les noeuds ne sorétjprseés. Les de@u)
arétes incidente& un nceud sontétiquetes de Ja dedu), ainsi un agent peut distinguer les éiféntes
arétes incidentea ce nceud. Cestiquettes sont appgadsnunero de port Une instance du probine est
un couple(G,vp), ou G = (V,E) est un graphe efp € V est la base. Un oraclgl[7] est une fonctiomui
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attribuea toute instancéG, vp) une fonctionf : V — {0,1}* qui assigne une cl@e binaire, appék bits
d’information, aux nceuds dieseau. La somme des tailles des bits d’information a#islaux sommets de
G est appdietaille de I'oracle Elle permet de mesurer la quaétid’information supf@mentaire affeéte

a G. Le probEme d'encerclement consistecefinir un oracleO et un protocole? utilisant O, avec les
caracéristiques suivantes. Pour toute instafi@\vp), tout sommev € V estétiqueé par la chine f(v),

f = O(G,vp). Le protocole?, utilisant cetétiquetage, doitasoudre le prokime de I'encerclement dans
G, avecyp pour base. Rappelons que la gbgie est calci@e localement par les agents. Ainsi Ecision
d’un agent sur un sommeti(se ceplacer par un certain n@ro de port, changer état) cepend uniquement
de (1) I'état courant de I'agent?) I’ étiquettef (v) du sommet couran{3) les états des agentsésents
sur le sommet (plus siétessaire le nuamo de port d’arriee si I'agent vient d’arriver sur le sommet). En
particulier, les agents ne savent gakavance dans quel graphe ils sont lascLes seules informatiors
propos du graphe sont celles fournies localenaerttaque nceud, par I'oracle.

3 Stratégies d’encerclement avec oracle

Nous prouvons tout d’abord leébeme suivant :
Théoreme 1 Le probEme d’encerclement pegéire résolu en utilisant un oracle de taille(@logn) bits.

Idée de la preuve Pour prouver ce &peme, nous &finissons un oracle de tail@(nlogn), ol n est le
nombre de sommets du graphe, et un protocole &out le prol@me d’encerclement en utilisant les bits
d’information fournit par l'oracle. Le nettoyage du graphe éstlise en temp(n®). Plus pécigment,

le protocole est constituden phases, chacune dids en deux tours d®(n?) rondes. Nous &crivons

les icees principales de notre protocole. Pour toute insté6cey), nous considrons une strégie S qui

résout le prol#me de I'encerclement pour le grapBevecvg comme base. La stiggieSinduit un ordre
{vo,...,vn—1} de nettoyage des sommets, ainsi qu'un ordre de nettoyage &les.at 'oracle que nous
proposons fournit udtiquetage des sommets qui permet aux agents de distinguer les sommets et certaines
arétes du graphe. Le but de dettquetage est de permettre aux agents de nettoyer le graphe en suivant le
méme ordre de nettoyage des sommets que celui induib.pBEcrivonsa pesent les d@tes distingaes.

Pour tout 1< i < n-—1, p; est 'aiéte par laquelle un agent, suivant la #taeS, atteintv; pour la premére

fois. d; est la dernére aéte nettoge dev;, dans la stragieS. SoitT; = vg et, pour tout Z i < n, soitT;,

I'arbre constit@ des sommetsr, . ..,vi_1} etdes aktes{ps, ..., pi—1}. Nous prouvons que notre protocole

est tel que, au&but de la phase £ i < n, la partie propre5’ du grapheG est un sur-graphe dg, et un
sous-graphe d&[V (T;)], i.e. le sous-graphe d&induit par les sommets dg.

Nous prouvons quey chaquettape, notre protocole assure que les péfgsisuivantes sont satisfaites.
Pour chague sommet propre incidénau moins une @te contamige, il y a exactement un agent qui
gardece sommet, i.e. il préfge le sommet de la recontamination. Tout autre agent dgtrdit Pour tout
1<i<n, laphase se ceroule de la fagon suivante. Les agents libres font un parcours en profondeur d’abord
(DFS) de I'arbreT;, guidés par lestiquettes distribees par notre oracle. Au cours de ce DFS, les agents
libres nettoient certaines&tes non distingees deG[V (T;)] (le choix de ces &tes n’est paséataillé ici par
manque de place) et, au cours du second tour de la phas@te p; pour atteindrey;. Lors de la prengre
ronde de la phase suivante, uglection a lieu entre les agents po@terminer lequel d’entre eux devient
garde dey;. Les autres agents restent libres. Un agent qui garde le sommet i < n— 1, ne peut quitter
ce sommet que par I'ated;. Notre protocole assu@galement que lorsque ce mouvement est eftediu
est la seule @te contamige du sommet car toutes les autréses incident@ ce sommet oréte nettoyes
par les agents libres au cours des phaséeedentes. Tous ces mouvements sont effectivement possibles
car, I'oracle permet aussi aux agents de sa&ajuelle phase les &@tes, distingaes ou non, peuvegtre
nettoyees (toutes les ates non distingees incidentea un sommeétant nettoges au cours de lagme
phase). Ainsi, I'agte p; ne peutétre traverée qua partir du deux@me tour de la phase Les aétes non
distinglees incidentea un sommet sont nettégs au premier stage de la phasela plus grande de ces
arétes est comprise entpe_; et p; dans I'ordre des &tes induit paS. Finalement, un agent qui garde le
sommetvj, 0 < j < n—1, le quitte par I'agted; au cours de la phasesi d; est compris entrg;_1 et p;
dans l'ordre des @tes induit paS. Cette derréire oeration a lieu au cours du premier ou du second tour
de la phaseg, selon les cas que nous netdillons pas ici, par manque de place.
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Nous prouvons que notre protocokesout le prol#me de I'encerclement en tem@n®). Loracle
utilisé est de taill@O(nlogn) bits. De plus les agents utifis peuvenétre dans sepdtats diferents, et ont
un compteur de taill©(logn) bits, utilise pour conntire la phase, tour ou ronde en cours. )

Nous prouvons ensuite que la borneé&ugure du tBoeme pécedent est optimale dans le sens suivant:
Théoreme 2 Le probEme d’encerclement ne petite résolu avec un oracle de taille au plugndogn).

Idée de la preuve Pour prouver ce #oeme, nous exhibons un graplig de O(n) sommets. Nous
prouvons que toute stégie pourG est péci€ment étermirée. Notamment, nous prouvons qu'il existe
O(n) sommets de&; qui doiventétre nettogs dans un ordre @cis. Puis, nous congidons I'ensemble des
orientations localesle ce graphe, i.e. 'ensemble des fonctionsagahaque incidence du graphe (entre un
sommet et une &te) attribue un nuéro de port. Notong = | £|. Soit f une chane de bits d’'information
fournie par un oracle. Nous prouvons qu’aucun protocgparti, utilisantf, ne peut ésoudre le proeime

de I'encerclement dans plus de (nflz)” instances d&. Ceci est du la structure &s stricte que doit suivre
toute strakgie pourg. Soita > 0. Posong]= anlogn ett = (q+1)2%(" 9). Nous utilisons un lemme
de [7], selon lequel un oracle de taillgbits fournit au plus chdnes de bits d’information diffrentes.
Pour conclure, il suffit de remarquer queosk 1/4, I (nflz)” < Ix (%) asymptotiquement. Cela signifie
qu'il existe une chime de bits d'information qui sera attribesd au moinsI (nflz)” +1 instances. Aucun
protocole éparti utilisant un oracle de taille(nlogn) bits, ne peut alors nettoyer toutes ces instances.
Notons que ceésultat est indpendant de la capagitnemoire des agents. O
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